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NOTE SUR LA SERIE

(1) 1-—»!-1_1_1_;_1__'_*_ .
2 3 4 5 6

Par M. LIONNET.

I. On sait que cette série, que nous pouvons mellre
sous la forme

(2] (l'—é> + (1_41>+ <:15—(1)> +(%—é>+""

en considérant chaque bindme entre parenthéses comme
un seul terme, est convergente, et qu’elle a pour limite
le logarithme népérien du nombre 2.

II. Cela étant, nous allons démontrer que la série

1 1 I 1 I 1 1 1
(3) (‘“5“3) + (5_'6_§) (3“3"3)*‘"-’
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qu'on déduit de la série (1) en faisantsuivre son premier
terme positif de ses deux premiers termes négatifs, puis
son second terme positif de ses troisiéme et quatriéme
termes négatifs, ctc., est aussi convergente, et qu'elle a

C o
pour limite — log 2.
2

En réduisant & un seul les deux premiers termes de

chaque trindme entre parenthéses, la série (3) prend la
forme

D E=D)+ (55 (=) + (5 =)+
2 4, 6 8 10 12 14 16

et, comme chacun des termes de cette série est la moitié

du terme de méme rang dans la série (2) qui est con-

vergente ct a pour limite log2(I), il en résulie que la

série (4), et par suite la série (3), est aussi convergente,

. N
et qu'elle a pour limite — log 2.
2

Cet exemple est, je crois, le plus simple qu’on puisse
donner de l'influence que peut avoir sur la valeur d'une
série le changement introduit dans Vordre de ses
termes.

III. On sait que la série

I I I 1 T i 1 1
By {rt+5—=)+(zg+-—7)+(=F+——=)+...,
/ 3 2 5 7 4 9 11 6
quon déduit de la série (1) en faisant suivre ses deux
premiers termes positifs de son premier terme négatif,

puis ses troisiéme et quatriéme termes positifs de son se-
cond terme négatif, etc., est convergente, et qu’elle apour

.. . 3 S ,
limite S log2. Voici comment on peut le démontrer au

moyen des séries (2) ct (4).
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On voit immédiatement que, dans la somme des deux
premiers termes de la série (2) et du premier terme de

.. . T 1 .. .
la série (4), les fractions S ¢t—— se détruisent, tandis
2
. , . 1 .
que les deux fractions égales a —7 donnent la fraction

1 . .
-3 d’ou il suit que cette somme devient le premier

terme de la série (5). On voit de méme que la somme
des troisicme et quatriéme termes de la série (2) et du
second terme de la série (4) est égale au deuxiéme terme
dela série (5), et ainsi de suite, desorte que, en général,
la sonume des 2 n premiers termes de la série (2) et des
npremiers termes de la série (4) est égale 4 la somme des
n premiers termes de la série (3). Or, quand 2 croit indé-
finiment, les deux premiéres sommes convergent (I etII),

. . 1 ..
vers les limites log 2 et 5 log 2 ; donc la troisiéme somme

ou la série (5) converge en méme temps vers
| 3
logl>. + ~log2 ou 5 logo.

1IV. Enfin la série

. T ,l_l_l 1 I 1 AW
[6) (1—-£> -+ (3 ; §—Z>+<5+§+: 6> ...,

qu’on déduit de la série (1) en faisant suivre son premier
terme positif de son premier terme négatif, puis ses
deuxiéme et troisiéme termes positifs de son deuxiéme
terme négalif, puis ses quatriéme, cinquiéme et sixieme
termes positifs de son troisitme terme négatif, etc., est
divergente.

On sait 1° que la somme des 2 premiers nombres po-

cep 1 .
sitifs égale —n(n + 1), 2° que la somme des 1 premiers
2
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nombres impairs égale n®. 3° nous allons démontrer
ce théoréme, moins généralement connu que les deux
précédents :

Si Uon partage la suite des nombres impairs 1, 3,
5,... en n tranches a partir de la gauche, de sorte
que la premiére contienne un terme, ladeuxiéme deux,
la troisieme trois, etc., la somme des n termes de la
n‘me tranche égalera n®.

En effet, (1°) le nombre total des termes des n pre-

. . 1 .
miéres tranches égale Sn (n+ 1), et celui des termes des

. , 1
n—1 premiéres tranches égale - n(n—1); donc la
. 2

somme des 2 termes de la ni®™e tranche égale (2°) la
différence des carrés des deux nombres de termes pré-
cédents ou

g ln ) — (= 1] =

. . , . s
4° On sait que lamoyennearithmétique — de znombres
n

positifs et inégaux entre eux excéde leur moyenne géo-
métrique vV p, douil résulte (5°) que la somme I desin-
verses de 72 nombres positifs et inégauxr entre eux ex—
céde le quotient de n* par s. En effet, on a (4°)

()

\

n n?

n
1> = >
vp

Cela éiant, on voit que, n désignant le nombre des
termes positifs entre deux parenthéses quelconques dans
la série (6), le terme général de cette série excéde

n? 1 1 1 1

—_——— e T e e T ——y

n on  n 2n 2n
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qui est le terme général de la série divergente
L
2 4 6 8§

donc, a )]llS forle raison la série 6) est aussi diver—
’ I
gente.

Remarque. — M. Laisant, danssa réponse (p. 330) 4
la question (1294) que j’ai proposée, a donné deux dé-
monstrations du théoréme(5°), dont la seconde, qui m’é-
tait inconnue, est directe et trés rigoureuse, mais me
parait moins simple que la premiére.



