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SUR UN PROCEDE D ELIMINATION ;
Par M. Cu. BIEHLER.

1. Soient deux équations de méme degré

Slz) =Ajxrm+ A '+ ..+ A,=o0,
¢(x) =Be2z™ + Bix" '+ ... 4-B,= o.
Formons la série des polynémes F, (x), F,(x), ..
F._i(x), F.(x), savoir:
F.(£) = Aug (2] — Bof (2]
ou bien
Fi(z) =G, 2" "'+ G 22" 4. ..+ Gy,m
| Bl = A Fe) = Gus )
ou

( F;(.L') == Gy'p?'m——‘ —+ Gz,?-lm—7+ et G.‘

..................................

‘ Fm—‘('l') - onFm—z(x) — Gm——?,lf(x)

¢ ou
( Fros(2) = Gy @ -+ G a2 - . . + Gy
et enfin
‘ Fo(z)= Az Foy () — Guey, o f(2)
ou

' F,,,(J‘) =G 2" 4- Gy @ A+ Gyme
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Cela posé, si f(x) = o0 et g(x)= o ont une racine
commune, cette racine est aussi commune aux équations

F,(#)=o0, F.,(x)=o0, ..., Fuy(x)=o, Fau(z)=o.

On en conclut quele déterminant A des coefficients de
ces m équations, considérées comme linéaires en x™*,
xm=?, .., x,x° est nul.

Nous allons démontrer que la condition A =0 est
aussi la condition suffisante pour que les équations
f(x) = o0, 9(x) = o aient une racine commune.

Pour le faire voir, exprimons d’abord le poly-
nome F,(x) en fonction de f(x) et de ¢ (x).

A cet effet, considérons les égalités

FH(-Z') - Ao-rFy.—l(x> - GH—"‘f('Z)7
]’T“L__l :.r\ fo Al,.rF:,_ 3(.?’\ — G_Af 2.)/“-" .

F,(£) = Az F (2 —G,, [ (),
F,(z)= Ajp(r) — B, f(x).

Sil'on élimine Fu_;(x), Fuo(x), ..., Fy(x) entre
ces p. équations, en multipliant la premiére par 1, la
deuxiéme par A, x, la troisicme par Al x?, etc., ct lader-
niére par A}~ x*~* et en ajoutant, il viendra

Fol) = At 215 (2) — g f (),
¢._y étant le polynome de degré p. — 1
Guet = Gt i+ Gun, A + Gy, A2+
—+ G, Al ot - ByA T e
Considérons maintenant le déterminant

G, G, ... Gin

> >

A — G‘z,l G:,? PEREEY G'.‘,m

Gm,\ Gm.'z CE Gm,m
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Ce déterminant A est identique a celui qu’on obtient en
remplacant dans A les éléments de la derniére colonne
par I, (x), Fo(x), ..., F.(x), quantitésque 'on obtient
en multipliant les éléments des diverses colonnes de A
par x"~*, x™%, ..., x° et en ajoutant par rangées les élé-
ments ainsi modifiés. On a donc identiquement

G:,t G|,1 .. Gl,m—l Fl(x)

A— G’z,l Gy, .. Gomy F,(x) ,

Gn, Gn. ... Gpno Fn(z)
et, en vertu de 1’égalité

F (r) =A% et~ g(2) — qur f(),
le déterminant A pourra s’éerire

A=TUgp(z)— Vf(x),

en posant
| Gl,l G’,’-‘. e Gl,m.-.| Au
U— G, G’;,, coe Gy A:x
Guy Gma .. Gupm— AT
et
G, G._g e Gl,m—| B0
vV — G,y Goy oo Gymy 1

Gm.l G/n,? e Gm,m—( Pm—1

Les polyndomes U et V sont donc de degré m — 1.
L’identité
=Ug(z) —Vf(x)
montre que, si A = o, les équations f(x) = 0, 9(x) =o
ont au moins une racine commune. Par suite, A=— 0 est
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux
équations proposées aient une racine commune.
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2. Si 'équation ¢(x) = o n’était que de degré m — 1,
il suffirait de prendre pour F,(x) le polynéme ¢(x)
lui-méme, et, si ¢ (x) était de degré p,p étant plus grand
que m, on appliquerait le procédé précédent aux équa-
tions f(x)=o0, ¢(x)=o0, Y(x) étant le reste de la
division de ¢ (x) par f(x).

Comme application de la méthode, formons I’équa-
tion qui donne les puissances n des racines d’une équa-
tion proposée f(x) = o de degré m.

Il faudra éliminer pour cela x entre les deux équa-

tions
flz)=o,

x"'— y = o.
Supposonsm > n; I'équation f (x) = o pourra s’écrire
go(2") + xg (2") + 220, (2") +. ..+ 2" g, (3*) =0
ou
w(r) +re(r)+2tanly) +.. e (r) =05
par suite, il faudra éliminer x entre les équations
(1) F g () +o o re(y) () =o,
Z"—y = o.
Les équations F, (x) = 0, Fs(x) =0, ...,F,.(x) =0
sont, dans ce cas,
2 gnmi () g () o Za () + ey ) =0,
F s (y) + 2 Fous(y) o 2a(y) Frea(r) =o.

P I D T R IR IR PR S N Y )

2" (1) 2y gai() o Eyga(y) +yo(r) =o.
Par suite, I'équation en y est

o (¥) ealy) oor wl(r) %e(y)

goa(r) @ns(y) oo wlr) e lr) |

oly) roamly) +ov elr) rel(ry)
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Dans le cas o n = m et
S(x) = A" + Ajz™' .+ Ap T - Ap,
Péquation en y devient

A, A, . Ap—y An+ Ay
A, A, ve. Ap+Ayy Ay

Am -+ Aoy AIJ’ . Am_7y Am—|_y



