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SUR LES EQUATIONS LINEAIRES;

Psarn M. Cu. BIEHLER.

I.

LE NOMBRE DES INCONNUES EST EGAL A CELUI
DES EQUATIONS.

Résolution et discussion d’un systéme de n équations

lincaires it n inconnues.

1. Soient
Xi= @, &~ @, 2,71 ... - @, 2 —- K== 0,
Xo== @y ) + Uy 23—~ . ..~ Ay Ty Koo 0,

Xums Ap &y b Ao, - . G-t K0



connues,
a, a.
Ay di2

A=
a,, d,.

, S
el supposons AZ o.

{ 312)
les n équationslinéairesentreles inconnuesxy, .. . ., x,.
Appelons A le déterminant des n? coefficients des in-

.oa,,
. a,,,
all.‘l

a,,
a2,n

Upn

Multiplions les ¢léments de la premiére colonne de &

par x4, ceux de la deuxiéme par xs, cevx de la troisiéme

par xs...., ceux de la derniére par a,

; ajoutons par

lignes horizontales les ¢léments ainsi modiliés et substi-
tuons aux éléiments de la colonne d’ordre v dans A les
sommes ainsi obtenues; par cette substitution le déter-

minant A sera multiplié par x,, ct Pon aura

Qg ag, ...
a'.',l a_‘ 2 .
bag, ay,, ...

adyu—t

a,

a,

=1

Sv—1

X, — K,
X, —K,
Xn—‘ liu

Ay 0o Ay
Ayt o s s
oo ..

Ay gy . e a,.n

Le déterminant qui figure dans le second membre peut

étre décomposé en deux autres, savoir

Ay A,

a,, d,.
A ey =z

"ll,l ”n,‘z

iy A,

a,, a,.

A,y Ay2

.

al,‘r—l
ay .,y
”n,v—l
”lc/——l
a,,y—

(’n,v-l

Xy
p

xn

R/
0Ny

K,

.-

K n

ay ., @ n
Qg DN ay
“n,u-H e ”u,n
ay .. adn
s gy o as,
all,v+| A an,n

Désiguons par A,(X) ce que devient A quand on y
remplace les ¢léments ay,., @5.4. .., a,,. de la colonne
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d’ordre v respectivementpar X, X,.. . ., X,, et soitA, (K)
ce que devient le méme déterminant A quand on y rem-
place les éléments de la méme colonne par les quantités
Ky, Ks, ... K, ;5 Pégalité précédente pourra s’écrire
Az, =43, (K) =4,(X).
En faisant successivement v=1, y=2,...,v=n
dans cette formule, on obtiendra la série des identités
Ari- A (K) 4 XY,
Ar,- (K] A (X,
............ R
A= 8, K5 8, X
Les quantités A,(X) sont des fonctions linéaires et
homogénes de X, X,...., X,; par suite, toute soJution
du systéme

5’ X,- o,
X,—= o
‘l) 2 b
’ ..... ,
| Xz o
annule les déterminants A, (X)) et par suite satisfait au
systéme
[ A - A‘\K)‘ 0O,
Axy, - A(K)=-0
( 2) ) 2 2\ D)

( Ar, - A,,(I{) = O.
Inversement, dans I'hypothese admise de A2 o, la
solution du systéme (2 satisfait au systéme (1).
Si 'on multiplie en cffet la premiére équation du sys-
téme (2) par @, la deuxiéme par ay,s,..., laderniére par

a@,,n, €n ajoutant membre a membre les équations obte-

*s
nues, il viendra
A(awl‘. -+ ap,,z-rz ad I e au,u"‘u)

+a,, 0 (K)+ @, 8,(K)~ ... +a,8.(K)=—o0
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ou bien
A(Xy— Ky 4 a8 K)4a,,8,{K) - .. -~ a,,4,(K;=o0.
Mais
A A (K) 4 a,,80,(Kj-- . . 2undn (K)— K A

est, an signe pres, le déterminant d’ordre n -+ 1

Uy Gy @ K,
a, a,., ... a, K,
a,, a,, ... a,, K,

. ce. s
a, d,. ... a,, K,
Qp, Qp,2 ... Qn,n Ku

qui est identiquement nul, comme ayant deux rangées
identiques ; I'équation précédente devient donc

aX,=o,

ct, comme A 0, on aX, = o pour toutesles valeursde p
depuis g =1 jusqu’a p== n.

On voit done que, si Aest diffivent de zéro, fes svs-
témes (1) et (2) sont équivalenis, et le systéme (2) donne
pour les inconnuces ay, xy,. . ., 2 des valewrs uniques ct
déterminées.

Duscussion .

2. Considérons actuellement le cas otile déterminant A
est égal & zéro, et supposons en outre que tous les déter-
minants mincurs d'ordre supérieur & p (p < n) soient
nuls.

L’un des déterminants mineurs d’ordre p cst supposé

différent de zéro; supposons que ce soit le déterminant
@, A .. ap,

> 52

(U @ya ... dyp

Apy Apa .. App |
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Alors le systéme des équations X, = o0, X,=o,...,
X, = o sera satisfail pour des valeurs uniques et déter-
minées de xy, x,,. .., x, quand on aura attribué auxin-

CONNUES Xpyi, Lppo,- - -, Lu des valeurs arbitraires, mais
déterminées.

Considérons le déterminant

a,, ay,, .- aip Ay, p+i !
a,, D s prs
(1[,” ”p,z e al"l’ aI’»IH'f‘
Opiays Qpiaa -+ Apinp  @po,pid

C’est un déterminant d'ordre p + 1, qui, par hypo-
thése, est nul.

Ce déterminant est identique au suivant, savoir

a,, a,., a,p U,
a,, as o e ap U,

(/1) e e o )
p, T U,
Apto, ap—!-i.? .- ”p-q—a,p Up-)—a.

ouly, U,, ..., U, pour abréger, désignent les quantités

U =X — @ ppips1— @ pr2dppr— - .
- al,nxlx— ai,p—{—ﬁ’_ 1(-11
U,=X,— Az pit Xp1 — Ay paadpir —
—— Ayl Qa,pyn— K.,
U}H-lz: Xp+a  Apra,p+1¥p1 ™ Apa,p+2Xp42

— ApyanTn— QApio p+3~ K'P"'ﬂ'

Si I'on décompose ledéterminant («) enune somme de
déterminants, les coefficients de x4, Xp40,. .., 2us0NL
des déterminants mincurs de A, qui, par hypothése, sont
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uals; par suite, («) prend la forme plus simple

a, a, ... a, X, —K, |

a,, a,,, .. asp X, — K,

o o “ e N ceee e s

ap,, ap, .. p,p X,— K,
piay Qpyaa v+ Qprap Xpra— Kpig

le déterminant («) étant nul, on aura

a,, @y . a,, X,
ay, a,,, s oy X,
”p,( {lp’g [N al"P XF

Apya,i Qpya,:  + -+ dpap Xp+a.
a,, a, , L. a,p K,
a,,, a,, e ay,p K,

—_ e . “ee v - 0.

Up ay., e ap,p K,,

Opiay Qpraz -0 Qpray Kppg

S1 'on considére un systéme de valeurs de &y, @, - . .,
Xpyeoon X quioannulent X, X,, ..., X,
comme nous I'avons vu, cst formé par des valeurs arbi-

(ce systéme,

traires de X, 4, Lpys.. ... 2w et par des valeurs corres-

bondantes déterminées de xy, x,.. .., & our ces va-
s Lo, sy )y

leurs, I'équation précédente se réduira a

a, @, ... a, f

: . ay, Ay ... @y,

X 3 ¢

cee oo P

dpe Qpx .. Qpp

a a2 v aip Ay, pt
a,, s, Ve rp K,

— eee .o .. = o,
ap,, Qpa  ee App K,

Apia Apia,a oo Gpyayp K}H—ﬂ-
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et, comme le multiplicateur de X, est, par hypothése,
différent de zéro, I'équation X,,,= o0 ne pourra éwe
satisfaite pour les valeurs des inconnues qui annulent X,
Xy, ..., X, que si le déterminant

a,, a,, ... a, K,
a,, a, ., e ap K,
‘o) I L E T
| @0 @ oo @y, K,
" Apray Qpiar o0 Qpiay K;.+a

est nul. Si ce déterminant n’est pas nul, I'équa-
tion X,,, = o est incompatible avec les p premiéres
équations; il y aura donc, dans le systéme proposé, au-
tant d’équations incompatibles avec X, =o0, X,=o,

... X, =o qu’il y a de déterminants (2') différents de
zéro. Si (/) est nul, X, est une fonction lindaire et

homogéne de X,, X.. ..., X, définic par Videntité
| a, a ., .. ai,p X,
! a,, a,, e a,,, X,
i Cee e .. — O.
} a,., p: . Uy, X,
U dpans Bpianr - Apiap Xpis

Cas ot le systéme proposé est homogeéne.

3. Ce qui précéde montre que, dans le cas ou A est
diflérent de zéro, un systéme linéaire et homogetne, dans
lequel le nombre des équations est égal a celui des incon-
nues, ne peut étre satisfait que pour des valeurs nulles
des inconnues.

Si A = oetsi, en outre, tous les déterminants mineurs
d’ordre supérieur a p sont nuls sans que tous les déter-
minants d’ordre p soient nuls, la discussion précédente
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montre que, si le déterminant

a, @, ... A
Ay, Wy, .. dyp ]
Vdapy dps o app

est différent de zéro, les équations X, = 0, X, =o, ...,
X, == o sont satisfaites pour des valeurs arbitraires de
Tppy Xpyay - -y X, et des valeurs déterminées corres-
pondantes de xy, x,. ..., x,; les équations X,,,, = o,
X,4:=0, ..., X,:= 0 seront satisfaites pour les mémes
valeurs des inconnues. Ces n — p équations sont des con-
séquences des p premiéres; il n'y a jamais incompati-
bilité, puisque les déterminants tels que (/) sont nuls
d’eux-mémes.

Les quantités X, sont des fonctions linéaires de X,,
X,. ..., X, définies par la relation

a,, a. . a,p X,
a. 3,2 arp X,
Ce BN .. ' = 0.
Ap.y “p,: p.p X,
Aptas Upya.: Qiap Xpia

II.

LE NOMBRE DES EQUATIONS SURPASSE CELUI DES INCONNUES.

4. Supposons d’abord que l'on ait un systéeme de
n - 1 équations a n inconnues, savoir :

X =& 4 @2 X == @, Xy Ay =0,
X, T, dy 2 Ay, Xy = Qe == O,
e e e PN
Kt = @i 4 Xy == By 2, oo Apyy,n&n - Apyynyt — O
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Cherchonslacondition pourque ces équationssoient com-
patibles. Désignons par A le déterminant d’ordre n + 1

a a ce Ay
. @y a,, o . A}y
- 9
Apps Qugr,r v oo Upgy gy

on aura aussi identiquement

a,., a, . e dig X, |
3 A a,, a,, e an, X,
1 3 = .
) =
Ay Qe Ce Ay Xn+|

Si les équations X, =0, X, =0, ..., X,;; = 0 admet-
tent une solution commune, l'équation précédente
montre quon devra avoir A = 03 par suite, A = o est
la condition nécessaire pour que les équations proposées
soient compatibles.

Inversement, supposons que A soit nul et supposons,
de plus, que l'un des déterminants mincurs de Ad’ordre n.
formé avec les coefficients des inconnues, soit différent
de zéro, par exemple le déterminant

a, 7, , R a, ,
a@,, a;, a;.n

2 (IJ') T Quin By st yin |-
Aoy Qa0 Qyygp
Quist Quytr v Qppygp

les équations X, = o0, X, =o. ..., X, =0, X,,, =0,

ceey == o admettronl une solution unique et déter-
s Xt dmettront lat tdét

minée. D’ailleurs, I’équation A = o peut s’écrire,
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d’apres (3),

s ATA(” -+ I)X".H_A(n)xn_’" e

(4) E (1) X A )X,
A p— D)X E...=AX =o.
Pour les valeurs dc ay, x,, ..., x, qui annulent X, X,

vooy Xy Xopps + ooy Xy, U'identité (4) se réduit a

A’u\X:LZO,

N

et, comme A () est supposé différent de zéro, pour ces
valcurs on aura aussi
X,=o,

c’est-a-dire que les 12 + 1 équations proposécs sont com-
patibles.

On voit donc que si les déterminants mineurs de A,
coefficients de @y np15 @2 ny4s « -2y Gy py, DE sont pas
tous nuls, la condition A = o indique que les équations
proposées ont une solution commune. Si tous les déter-
minants mincurs de & d’ordre supérieur 4 p et ne ren-
fermant pas les éléments @y 4, @9 npyy - - oy @uyy oy sONL

nuls, et si un déterminant d’ordre p, par exemple

W @ . @y, i
a, a,, .o llz’,, |

%]
Apy Qpar ... pp l

est différent de zéro. les équations X, =0,X,=o, ...,
X, = o admettent pour x,, x., ..., x, une solution dé-
terminée quand on donne a x,.4, X,y ., - .., &, des va-
leurs arbitraires, mais déterminées.

En opérant comme pour la discussion d’un systéme de
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n équations a n inconnues (n°® 2), on arrive a Pidentité

a,, a,, ... Gy X,
a., s, - a,y X,
o Ap: -+ Gpyp X, ‘

ap+a,l ap-l—d-,i <o ap—e—a,p Xp+a

a, a, o Qy,p Ay
a, @,,2 e as,p A3, n41

— cee RN cen PR = 0.
a,., @py ... Gpp p s

Qpya,v Apia,2 -+- dpiap Apiantt

Pour un systéme de valeurs de xy, x,, ..., x, qui
annulent X, X,, ..., X,, cette identité se réduit a la
suivante :

a, a,. ... ay,
sy a., . a,,
o Xp+a
Ap,i A, %p,p
a,, a . ap A\, nt
a2,| a2.2 ECIRY a?,p ”‘I,u+l
—_ . e [ . =0
ap,, P N Qponss
Qpva,t Qpia,2 -+ Qprap  Qpigntt
Si donc le déterminant
a,, a,; cee @y, i
a,,, a,,, cee @y, @y ni
(8)
ap, Ay .. @, @y

Apia,t Qpra,z o+« Qpiap Qpianti
Ann. de Matkémat., 2 série, t. XIX. (Juillet 1880.) 21
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est différent de zéro, I'équation X,,, = o ne peut éure
satisfaite par les valeurs des inconnues qui annulent
Xy, Xz o ovy X5 Péquation X, .= o est donc incom-
patible avec les équations X, = o0, X; =0, ..., X, =0,
quoique A soit nul.

Le nombre d’équations incompatibles avec X, = o,
X,=0, ..., X,=o0 est égal au nombre de détermi-

nants de la forme (6) qui ne sont pas nuls.

5. D’une maniére générale, considérons un systéme
de n + p équations a n inconnues, et proposons-nous de
chercher les conditions de compatibilité des équations de
ce systéme.

Soit le systéme

X = a, & —+ a1 +...+ QT + Ay == 0,
Xe= a,\x, + @px, ...+ a2, + @, - O,

e heereraae C et eee e e erseesesrsscasasanaey
Xn: QAp, Xy -+ Ay 22 e Wy, Appr — O,

. Lt e e e s s ie e et esee s en e annae e
Xn+p = Qup, Ty -+ Apgp,2 T2 i Qntp nXn -+ Qup,npt — O.

Supposonsd’abord que I'undes déterminants d’ordre 22,
formé avec les coefficients des inconnues de n des équa-
tions précédentes, soit diflérent de zéro ; supposons que
ce soit le déterminant

ag (229" . e a;n

» ,

“u,l Ay,2 e An,n

Considérons le déterminant d’ordre n 41

Qi (% ees @yn Attt

a,,, as, e Q;,n Ay, np
alv)={ ... - A

an,l an.’ LI an.n an,u—f—l

an+v,| an+v.: LEEIR an+v,n ”n+v.n+l
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On aura identiquement

S,

a,, a e a , |
a, a, e a; , Xr
(5) alv)=| ... .o i
a,, a, , R - X
' Auiys Quiyn oo Quagn Xpg |

Comme AZo, les équations

admettent une solution unique et déterminée; si I’équa-
tion X,,,= o doit étre compatible avec les précédentes,
il fandra que ’on ait A(v') = o. Les équations A (1) = o,
A(2)=o0, ..., &(p)= o scront donc (dans le cas de
Zo) les conditions nécessaires pour que les n —+p
équations proposées soient compatibles.
Ces conditions sont aussi suffisantes, car Pidentité (5)

devient
a a,. a, n X,
as, ay,, - a,, X,
v IR .. 20,
a,., a,, L. Ay, X,
Quiy,y gy o oo pyyp Xn+v

et, par suite, le systéme de valeurs des inconnues qui
annule X,, X,, ..., X, annule aussi X, puisque A est
toujours supposé différent de zéro. Par suite enfin,
A(1)=o0,A(2) =0, ..., A(p} = o sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les n + p équations
proposées soient compatibles, sous la condition AZo.

Dans le cas ou les n + p équations proposées sont
compatibles, tous les déterminants d’ordre 2 + 1 formés
avec les coefficients de 2 + 1 des équations proposées
sont nuls.
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Cela résulte de la proposition établie au n° 4.

Supposons maintenant que tous les déterminants
d’ordre supérieur a ¢ que I'on peut former avec les coef-
ficients des inconnues, en prenant pour éléments d’une
rangée les coefficients d’'une méme équation et pour
éléments d’une colonne les coefficients d’'une méme in-
connue dans les mémes équations, soient nuls, ct que le
déterminant d’ordre ¢

a,, . a,,
Az () . oy
e e .

Qg b < (g

soit différent de zéro. On établira, comme on I'a fait au
n° 2, 'identité

a;, a, . e Qy,q X,
as Ay, cee (rq X,
ag, ay,, - gy X,
(gran Agras - Qgiag  Xgia
a,, a,, .. ay,q Ay
a,,, a,,, A a,, as gy
—_ “cae ce. cee oo o Cee e = 0.
a,. Q2 e g4 Qg pei
Agro,  Agia,z oo+ Qorag  Qgranst
Cela posé, si le déterminant
a, . a,: o a,q a\,n
as,, a2 cee Qz,q 2,041
(8") ...
ag,. gy oo Ggq  Ggag
Agia,t Qinz  + oo Ageaq Agian
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est différent de zéro, I’équation X, ,,= o sera incompa-
tible avec le systéme X, = o0, X, =0, ..., X, =03 si
le déterminant (&) est nul, X ,.==0 est au contraire
compatible avec X; =0, X,==0, ..., X;=o0.

Par suite, les équations A(1) =0, A(2)=o0, ...,
A(p)= o n’entrainent plus la compatibilité des n + p
équations proposées.

1I.

LE NOMBRE DES INCONNUES SURPASSE CELUI DES EQUATIONS.

6. Considérons le systéme de n équations a n + p in-
connues

Xi=a,x +a ,r.+ ...

Xt e @y T+ Ky =0,
X, = a2, a2, 4 . ..

- @yt .. Qg p Xy + K== o0,

e ]
X, =@y %+ @y s

=y Ty ..+ an,n—i—p"rnq-p - I(n = 0.

Si un seul des déterminants d’ordre 7 formés avec les
coefficients de n des inconnues dans les n équations est
différent de zéro, le systéme proposé admet une infinité
de solutions.

Si tous les déterminants d’ordre supérieura g (g < n)
formés avee les coefficients des inconnues sont nuls, et
que le déterminant

G,y @iy .. Qg

Ay @y ... Gy

']
| l

| Qg Agn .. dgy

soit différent de zéro, nous pourrons, comme au n° 2,



établir I'identité

/ a,, a, ., - a,, X,
a,,, a,, . Qyq X,
ag,, a, e agy Xy
6 Qpiay dgyan  «-- Opiag Xgya
i i
g a,, Ay e a, K,
a,, a,, . a,, K.
- e .. e . cee .. =2 0.
g,y Ay ... ag, K,
\ gy Qgyur o - Aoy Kq-(»a

Si donc le déterminant

a,, a,, e a4 K, |
s, a,,, N 2% N, \
a;, ag,, ... g 1{7

Agian Agiayr - dgiayg Kq_,_a

est différent de zéro, I'équation X,,,= o est incompa-
tibleavec X; =10, X;=0,...,X,=o.

7. Si les équations proposées sonthomogénes, c’est-a-
dire si Kj=0,K;=0,...,K,=0, l'identité (6) et
toutes celles qu’on obtient en faisant varier « de 1 &
n — ¢, prennent laforme

a, a, ., - a,q X,
a,, a, . Y X,

(7) oo |=o0,
ag., o Y X,

!
‘ Qgpar Qgior  o-+ Hoioy Xq—l—u |

etl’équation X, . = o estcompatibleavee les g premicres.
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La quantité X _,.cstunefonction linéaire et homogénede
X, X4y ..., X, et par suite les n équations du systéme
proposé se réduisent a g d’entre elles. Ces g équations
Xy=o0,X;=0, ..., X,= o sont indépendantes, c’est-
a-dire qu’il n’existe aucune relation linéaire et homogéne
entre leurs premiers membres. Si I'on avait, en effet,
entre Xy, X,, ..., X, une relation de la forme

(8) WX =X+, .+ 21,X, =0,
on en déduirait

a a4+ aq_,)qz o,

a4 ay k. ”7»7)‘7: 0,

N O e I P N R I W L =l
d’ou
La, @y .. ag,
a a, . a
2 2,2 q 2 0.
O

Le premier membre étant un déterminant que nous
avons supposé différent de zéro, 'équation (8) ne peut
pas avoir lieu.

8. Nous allons, en terminant cette question, donner
ladémonstration d’une proposition générale quirenferme
comme cas particuliers les théorémes suivants de
M. Ventéjol ( Théorie de I’élimination , février 1877):

1° Si, dans un systéme de n équations linéaires et
homogénes a n -+ p inconnues, un déterminant d’ordre
(n — 1) est différent de zéro, pour que ces équations se
réduisent a (n — 1) distinctes, il est nécessaire et suf-
fisant que les p + 1 déterminants d’ordre n formés par
les n — 1 colonnes qui donnent le déterminant différent
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de zéro et chacune des p + 1 autres soient nuls & lu
Sois.

2° Si, dans un systéme de n équations linéaires et
homogeénes a n + pinconnues, un déterminant d’ordre
n — 1 est différent de zéro, et que les p + 1 détermi-
nants d’ordre n formés par les n — 1 colonnes qui don-
nent le déterminant différent de zéro et chacune des
p -+ 1 restantes soient nuls & la fois, tous les autres dé-
terminants d’ordre n tirés du systéme proposé seront
aussi nuls.

3° 8i,dans un systéme de n équations linéaires et
homogénes & n— p inconnues, tous les déterminants
d'ordre n— 1 sont nuls, et qu’un déterminant d’ordre
n — 2 soit dé[fe’renl de zéro, le systéme se réduit &
n — 2 équations distinctes.

4° Sitous les déterminants d’ordre n — 2 sont nuls
et quun déterminant d’ordre n—3 soit différent de
zéro, le systéme proposé se réduit a n— 3 équations
distinctes.

Supposons a cet effet qu'un déterminant d’ordre ¢
(g < n) soit différent de zéro ; soit, pour fixer les idées,

A,y A ... Qg
@, @y ... @y
g, g, ... ag,

ce déterminant, et considérons le déterminant d’ordre
qg+r

a,, @y oo Gy,q Ay gt
a,,, s, cee Gy, @ g
Ay aq,: e Ay Ag,q+1

Agya,t Aganz  cov Quoa g Ugpg g
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Nous désignerons ce déterminant par A («, 1), en po-
sant, d'une maniére générale,

a,, a,: . a,, @ gvs |

a,, a,, cee @sq Qs g4s
A(a,ﬁ): . v ... e .

g1 Ayg,2 . e Aq,q Aq,9+8

Agra,r Agao,z oo+ Qgiag Qgiag+d

En opérant sur le déterminant A (e, 1) comme nous
I’avons f{ait dans les n® | et 2, on obtiendra ’identité

a,, a, . a, g U,
a,, a, . a4 U.
(9)a(a, 1) =] -.. e |y
a,, Az oo dgy U,
aqM,. Ayin,2 “ea Qyigq U’I""’-

en faisant

U =X — A,g+2 Lgyr
T Ay g3 Tya3 e o o Aingp Tngpy
Uz =X, — Az, g2 T2

™ Qg3 T g2 v o o Qo pep, Tatps

Uq+u = Xq+u= T Uy, g2 Vg
Qg q4+3Lq43 " o - Ayig npp Tuipy
-

et, parsuite, endéveloppant et faisant usage de la notation
adoptée, il viendra

Alayt) &g +A{ay2) w0 {2, 2+ p—q) gy

1
| @ a, . ”'»’l X.

i
(10) l a., As,2 .. Qyq X,
Ay ag cee o agy Xy

| gvan gins  -oo Opiay Xgin
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Pour que les équations données se réduisent aux q
premiéres, savoir

Xi=o0, X,=o0, ..., X,=o,

il faut que toute solution de ces équations satisfasse a
I’équation
Xq+a: o,
pour toutes les valeurs de « depuis a=1 jusqu'a
o=n—q.
. .

Or,si 'on donne a x4, X 40, - - ., X, ,des valeurs tout
afaitarbitraires,leséquations X,== 0, X,=0,...,X =0
fournissent pour xy, x,..., x, des valeurs fonctions
déterminéesde x,4...., X, ,. Pour cesvaleurs X, X,,. ..,
X,, X ;. devront s’annuler; par suite, on doit avoir,
quelles que soient les valeurs de x4y, . .« X0y

) { Aoy 1) xp + Alay2) xga+ ...
! +A(a,n - p — q) Tuyp = 0.

L’équation (11) devant subsister quelles que soient les
valeursde x,,, Xyy2. - -, Loy, on devra avoir

A(u,1' =0, B8 %2)=0, .., Aan--p—q)=o,

ct cela pour toutes les valeurs de « depuis oo = 1 jusqu’a
=/l — (]
On a donc ce théoréme :

Tutoremr. — Si le déterminant d’ordre q désigné
plus haut est différent de zéro, pour que les équations
proposées se réduisent aux q premiéres, il faut que tous
les déterminants A («,[3) obtenus en faisant varier o
devan—qetfderan—+ p—q soient nuls.

L’identité (10) montre d’ailleurs que, st les détermi-
nants A(a,[) obtenus en faisant varier a« depuis 1
jusqu’a@ n— q et 3 depuis 1 jusqu’a n—p— q sont nuls,
les quantites X, .. sont des fonctions lin€aires et homo-
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genesdeX,,X,, ..., X et, parsuite, toutesleséquations
se réduisent aux g premiéres.
En suivant la méme méthode, on démontrerait aisé-
ment que tous les déterminants d’ordre g + 1 sont nuls,si

les équations proposées se réduisent a q d’entre elles.
(A suivre.)



