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EXERCICES DE GÉOMÉTRIE;

PAR M. ED. DEWULF,
Lieulenant-Colonel du Génie.

I. Notations. — 1. Nous employons les notations
suivantes :

( i ,a, 3,4) [ 5 , 6 , 7 , 8 , . . . ]

représente un faisceau de coniques, dont la base est for-
mée par les points i , 2 , 3 , 4 e t dont les courbes sont
déterminées par les points 5, 6, 7, 8 , . . . ;

(1 ,2,3,4,5,6,7,8) [9,10, 11 ]

représente un faisceau de cubiques, dont la base est for-
mée par les points 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et dont les courbes
sont déterminées par les points 9, 10, 11 , . . .}

(i2 ,2, 3, 4,5,6) [ 7 , 8 , 9 , . . . . ]

représente un faisceau de cubiques, dont la base est
formée par le point double 1 et les points simples
2, 3, 4} 5, 6, et dont les courbes sont déterminées par les
points 7,8, 9,. . . *, et ainsi de suite.

Cette Notation est empruntée au Mémoire de M. l'ami-
ral de Jonquières, intitulé : Essai sur la génération



des courbes géométriques (t. XVI des Mémoires pré-
sentés par divers savants à l'académie des Sciences).

2. [x —y~jn représente une transformation biration-
'nelle de l'ordre n entre les points x et y\ la théorie
générale de ces transformations, exposée d'après les
Mémoires de M. Cremona, se trouve dans le Bulletin
des Sciences mathématiques et astronomiques (année
1872, p. 206 et suiv.)

3. Si Ton a sur une droite une série de couples de
points formant une involulion 1, et si l'on joint ces
couples de points à point O d'un cercle M, chaque
couple de points conjugués détermine une corde de M,
toutes ces cordes concourent en un point p (CHASLES,

Géométrie supérieure, p. 49°)• Nous disons que ce
point p représente l'involution 1, par rapport au cercle M
et à un de ses points O.

II. étudier la relation qui existe entre les systèmes
de points x et y qui rendent projectifs le faisceau
de coniques (i,2,3,.r)[4>5}6, 7] et le faisceau de
droites j [ 4 ' , 5'',6,'7'J. '

1. A un point déterminé x correspondent tous les points
d'une conique C* circonscrite au quadrilatère 4'5'&jf et
capable du rapport anharmonique des tangentes au
point 1 des coniques

1 . 2 . Z . x . 4 , 1 . 2 . 3 . # . 5 , 1 . 2 . 3 . a ? . 6 , 1 . 2 . 3 . ^ 7 . 7 .

Pour déterminer les points x qui correspondent à un
point donné y, nous désignons par i'4, î'5, t"6, i7 les invo-
lutions déterminées sur une droite quelconque / par les
quatre faisceaux de coniques (1,2, 3 ,4) , (1 ,2 ,3 ,5 ) ,
(1,2, 3,6)* (1, 2,3,7), et par /?,, pA, /;6, /;7. les quatre



points qui représentent respectivement ces involutions
par rapport à un cercle M et à un de ses points O.
Décrivons sur piip^p^pi une conique C£ capable du
rapport anharuionique du faisceau y [4', 5',6', 7'], et
soit p un point quelconque de cette conique. Chaque
point p détermine quatre cordes PPh^pp^^pp^^pp-i
de M, et ces cordes, projetées de O sur /, déterminent
sur cette droite quatre couples de points en involu-
tion sktk1s^t^^ s6ÎQ,s7tT. Les coniques (1, 2, 3, 4^/o M>
( 1 , 2 , 3 , 5 , 5 , ; , £ 5 ) , ( 1 , 2 , 3 , 6 , 5 6 , * 6 ) , ( 1 , 2 , 3 , 7 , 5 7 , ^ 7 ) s e

coupent en un même point x. Donc, à un point p cor-
respond un seul point x, et pour le déterminer il suffit
de deux des coniques ci-dessus, (1, 2,3,4? s^t *4 )
et (1, 2, 3, 5,55, £5,) par exemple.

Supposons maintenant que le point p parcoure la co-
nique C£ Î les droites pp$, pp^ engendrent deux faisceaux
projectifs, dont les rayons correspondants déterminent
sur / deux involutions projectives s^t\^ s\t\, s\t'[, . . . ,
s5£5,5'5z'3,5U"5, . . . , et les coniques ( 1 , 2 , 3 , 4 ^ ^ * 4 ) 1
(l ,2 ,3 ,4,5 ' 4 , f ' J , ( l , 2 , 3 , 5 ^ , ? 5 ) , ( l ,2 ,3 ,5 ,5 6 ,* ' 5 ) , . . .
forment deux faisceaux projectifs dont les courbes cor-
respondantes engendrent une courbe du quatrième
ordre C4, ayant trois points doubles en 1, 2, 3 et pas-
sant par les points simples 4? 5 et aussi par les points
simples 6 et 7. Quand le point p parcourt la conique C£,
le point x décrit la courbe C4 \ et, comme à tous les
points y d'une conique circonscrite à 4'5'6' 7' corres-
pondent tous les points p de €£, on peut dire qu'à tous
les points y d'une conique circonscrite à 4'5 /6 /7 / cor-
respondent tous les points x d'une courbe C4, ayant
des points doubles en 1,2, 3 et passant par les points
simples 4, 5, 67 7.

2. Les coniques (4', 5', 6', y' ) et les quartiques C4 se



( 394 )
correspondent une à une et forment deux faisceaux pro-
jectifs*, le lieu géométrique C6 des intersections des
courbes correspondantes de ces faisceaux est aussi le
lieu géométrique des points x qui rendent projectifs
les deux faisceaux

( i , 2 , 3 , . r ) [ 4 , 5 , 6 , 7 ] et *[4 ' , 5', 6', ƒ ] .

Cette sextique a des points doubles aux points i , 2, 3 et
passe aux points simples 4> 5, 6, 7, 4'? 5,6', 7'.

3. Supposons que les points 4'? 5', 6', 7' se confondent
respectivement avec 4? «->, 6, 7; la courbe C6 est le lieu
des points x qui rendent projectifs les deux fais-
ceaux (1,2, 3 , ; r ) [4 , 5 ,6 ,7] et # [ 4 , 5 , 6 , 7 ] .

A chaque point x de cette courbe correspond une
cubique du réseau, dont la base est formée par les
points 1, 2, 3, 4? 5, 6, 7, et cette courbe a un point
double en x\ en d'autres termes, le lieu géométrique des
points x est le lieu géométrique des points doubles des
cubiques du réseau (1, 2, 3, 4>5, 6, 7). Ce lieu géomé-
trique ne doit pas changer si, au lieu de prendre les trois
points 1, 2, 3, on prend trois quelconques des sept points
donnés pour former la base du faisceau générateur de
coniques. Nous avons donc démontré le théorème sui-
ante :

Le lieu géométrique des points doubles des courbes
du réseau de cubiques (1, 2, 3, 4? 5, 6, 7), c'est-à-dire
la jacobienne de ce réseau, est une courbe du sixième
ordre qui a un point double en chacun des sept
points i ? 2 , 3 , 4? 5, 6, 7.

On peut voir directement que cette jacobienne a des
points doubles en chacun des sept points donnés; on
peut, en effet, construire une cubique ayant un point



double en un des sept points donnés et passant par les
six autres.

On peut encore déterminer directement vingt et un
couples de points de cette jacobienne, car le réseau de
cubiques (i, 2, 3,4? 5? 6, 7) renferme les vingt et une
courbes composées, formées de la conique déterminée par
cinq des sept points donnés et par la droite qui joint les
deux points restants, et les points d'intersection de cette
conique et de cette droite appartiennent à la jacobienne.
Ces quarante-deux points peuvent être imaginaires par
couples et se construisent au moyen de la règle et du
compas.

Ajoutons encore qu'on peut tracer directement les
tangentes à la jacobienne en chacun de ces points
doubles 1, 2, 3, 4? 3? 6, 7. Pour le faire voir, il suffit de
démontrer que ces tangentes sont celles des sept
cubiques qui ont respectivement chacun de ces sept
points pour point double.

Cela résulte du théorème général suivant, démontré
géométriquement par M. Cremona dans son Introdu-
zione ad una teoria geomelrica délie curve piane
(96, d, P . 75) :

Etant donné un réseau de courbes, passant par un
même point O, la hessienne du réseau passe deux

fois par le point O, et ses deux tangentes en ce point
sont celles de la courbe du réseau pour laquelle O est
un point double.

On sait que, dans le cas où l'ordre des courbes qui
constituent le réseau est le même pour toutes ces courbes,
la hessienne se confond avec la jacobienne, et c'est
ce qui a lieu dans la question dont nous nous occu-
pons.

Nommons 8, 9, 10. I I , 12 , i 3 six quelconques des



( 396)
quarante-deux points dont il a été question plus haut.
La jacobienne du réseau pourra être engendrée par les
deux faisceaux projectifs de cubiques

( i , 2 , 3 , 4, 5 , 6 ,7 ,5 ) [9, 10, 11, 12, 13]

( 1 , 2 , 3 , 4 . 5 , 6 , 7 , 8 ) [9, 10, 11, 12, i 3 ] .

Le point z sera déterminé par l'une des deux mé-
thodes indiquées par M. de Jonquières dans son Essai
sur la génération, etc., § 43. Les cubiques correspon-
dantes de ces faisceaux ont toutes sept points communs
connus à l'avance ; les deux autres points d'intersection
de ces couples de courbes pourront donc être construits
au moyen de la règle et du compas, en employant les
méthodes développées par M. Chasles aux §§ VI et X de
sa Note sur les courbes du troisième ordre, insérée aux
Comptes rendus des séances de l Académie des Sciences
1855 (décembre, p. 1190 et suiv.)

Il résulte de tout ce qui précède que la jacobienne
d'un' réseau de courbes du troisième ordre déterminé
par sept points peut être tracée au moyen de la règle et
du compas.

4. Le tracé de la jacobienne d'un réseau de cubiques
nous conduit immédiatement à la détermination des
points doubles d'un faisceau (1, 2, 3, 45 5, 6, 7, 8) de
cubiques. Considérons, en effet, les deux réseaux de
cubiques (1, 2, 3, 4> 5, 6, 7) et (1,2, 3, 4i 5,6, 8). Les
jacobieimes de ces deux réseaux sont une courbe C6 du
sixième ordre, ayant des points doubles en 1,2,3,4,5,6,7,
et une autre courbe C'6, ayant des points doubles en 1, 2,
3 , 4 , 5 , 6 , 8 . Ces deux courbes on t , en commun, les
points doubles 1, 2, 3, 4> 5, 6, et y ont, en général, des
tangentes différentes; elles se coupent donc en

36 — 4 x 6 = 12



autres points. Donc, les courbes d'un faisceau de
cubiques ( i , 2, 3, 4̂  5, 6, 7, 8) ont douze points doubles
qui peuvent se construire au moyen de la règle et du
compas.

III. Etudier la relation qui existe entre les systèmes
de points qui rendent projectifs les deux faisceaux

( i , * , 3 , . r ) [ 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ] et .r[4', 5', 6', 7 ' , 8'].

1. A un point x donné correspond un seul point ƒ
que Ton détermine en décrivant sur 4'5'6'7'une conique
capable du rapport anharmonique des coniques

(1, 2, 3, a?), [4, 5,0, 7 ] ,

puis, sur 4'5'6'8' une seconde conique capable du rap-
port anliarmonique des coniques

(1, 2, 3,#)[.i, 5,6, 8].

Ces coniques ont en commun les points 4', 5', & et se
coupent en un quatrième point qui est le point y
cherché.

Supposons que l'on donne un point y, et soit x un
point correspondant à y, que nous allons déterminer en
le supposant d'abord connu, pour établir notre raison-
nement. Chacune des coniques

( I , 2 , 3 , J ? , 4 ) , ( i ,2 ,3 , . r ,5) , (1,2,3,^,6),
(1, 2, 3, x, 7), (1, 2, 3, x, 8)

marque sur une droite quelconque l un couple de points
et ces cinq couples de points sont en involution, puisqu'ils
sont déterminés par des coniques du faisceau ( 1, 2, 3, .r) *,
de plus, cette involution est projective au faisceau

r [ 4 \ 5 ' , 6 ' , 7 ' , 8 ' ] ;



par hypothese, chacun de ces couples de points appar-
tient respectivement aux cinq involutions i4, i5, i6, i7, i8,
déterminées sur / par les cinq faisceaux

(i, 2, 3)[4, 5,6,7, 8].

Pour trouver le point <r, il faut donc déterminer, dans
chacune des involutions i4, i5, z6, z7, ig un couple de
points tel que les cinq couples forment une involution
projective au faisceau j[4', 5', 6\ 7', 8'].

Soient pkiPsi PG-)PI-)PS les cinq points représentatifs
des cinq involutions par rapport à un cercle M et à un
de ses points O. Si l'on admet que l'on connaisse un
point p tel que les deux faisceaux p[/?4, ps, PQ^PT, p%~\
e t Jr[4\ &, 6', 7' 8'] soient projectifs, les cinq rayons ppi
(i = 4? S? Ö, 7, 8) déterminent sur M cinq cordes qui,
projetées du point O sur /, donnent les cinq couples de
points cherchés.

Or, nous savons que les points p et y forment une
transformation Irrationnelle [p—y]5 du cinquième
ordre, dont les points fondamentaux pour la figure [p)
sont pi, p\, pi, p*, pi, et/?p, p0 étant le point adjoint au
groupe (p/nPsi PüiPiiP*) o u Ie point qui correspond à
tous ceux de la conique (4', 5', 6', 7', 8'), et pour la
figure (y) les points 4'2, 5'2, 6/2, y'2, 8/2 et o'2, o' étant le
point adjoint au groupe (4', 5r, 6;, 7', 8') (').

Nous savons aussi que les points p et x forment une
transformation birationnclle [p — x ] 2 du second ordre,
dont les points fondamentaux sont pour la figure [x)
les points 1, 2 , 3 , et pour la figure [p) les points e2j3,
^i,3î^,2} projections du point O sur M des points

(*) RUDOLPII STURM, DasProblem derProjectivitàt {Mathematische
Annalen, t. I), ou DE^ULF et SCHOUTE, Construire une courbe uni-
cursale du quatrième ordre, etc. (Bulletin des Sciences mathé-
matiques et astronomiques, 1879; 2<î semestre).



d'intersection des droites 2 - 3 , * - 3, 1-2 avec la trans-
versale / (*).

Donc à un point x correspond un seul point y.
Quand le point x décrit une droite quelconque, le

pointp correspondant de \_p— x ] 2 décrit une conique C
passant par les points eo^3, e4?3, eiy 2, et ne passant gé-
néralement par aucun des points fondamentaux de la
figure (3) dans [p—j']5. Par suite, à la conique G, con-
sidérée comme appartenant à la figure (/>) dans [p —yf,
correspond, dans la figure (y) de cette môme transfor-
mation, une courbe Ci0 du dixième ordre, ayant des
points quadruples en o", 4'4, 5/4, 6'4, 7'*, 8"*, et des points
simples aux points l\>3 l\ 3, l\ 2 qui correspondent aux
points e de la figure (p) dans la transformation [p — y]5.

Il résulte de là que les points x et y qui satisfont à la
question forment une tr (information birationnelle du
dixième ordre dont les points fondamentaux sont : pour
la figure {y), &*, 4 \ 5'*, 6'*, 7 ' \ 8'% e't<t, < 3 , e'12, et
pour la figure (x), les points quintuples i5 , 25, 35 et
les points doubles p* > p'* i p'* i p* > p* iP'%1 qui, dans la
figure (x), correspondent aux points p0, ph, /?5, /?6, p 7 ,
p% de la figure (p) de cette dernière transformation.

2. La transformation du dixième ordre [ x — J K ] 4 0 a

douze points doubles. Donc :

11 y a douze points x qui rendent projectifs les
faisceaux

( I , 2 , 3 , J ? ) [ 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ] et a?[4', 5',6',7 ' , 8'].

3. Supposons maintenant que les points 4', 5', 6', y\ 8'
se confondent respectivement avec les points 4 ,5 ,6 ,7 , 8.

(*) DEWULF et SCHOCTE, loc. cit. (Bulletin, 1879).



Les deux faisceaux

( i , 2 , 3 , * ) [ 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ] e t J [ 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ] ,
quand on prend pour x et y des points correspondants
de la transformation [x—jr]10? engendrent toutes les
cubiques du faisceau de ces courbes déterminé par
les huit points 1,2, 3, 4? 5, 6, 7, 8. Cette transforma-
tion [x — y]*° ayant douze points doubles, il existe
douze points x qui rendent projectifs les deux fais-
ceaux

(1, 2, 3, J ? ) [ 4 , 5,6,7, 8 1 e t ^ [4 , 5 ,6 ,7 ,8] .

Chacun de ces douze points détermine une cubique
du faisceau (1, 2, 3, 4> 5, 6, 7, 8) et est un point double
de ce faisceau. Donc :

Dans un faisceau de cubiques, il y a douze courbes
qui ont un point double.

4. Pour construire ces douze points, remarquons qu'à
un faisceau de droites passant par e i j 2 de la figure (p)
de [p —x]2 correspond, dans la figure (jr) de cette trans-
formation, un faisceau de droites passant par le point 3,
et dans la transformation [p — ) ] 5 un faisceau de
courbes du cinquième ordre C5, ayant toutes des points
doubles aux points 0 , 4 ^ , 6 , 7 , 8 . Ces deux faisceaux
de droites e1)2 et de quintiques sont projectifs et
engendrent une courbe C6 du sixième ordre, qui a des
points doubles aux points o2, 4S 5% 62, 7% 82 et qui
renferme les points cherchés.

De même un faisceau de droites passant par e4>3 con-
duit à une courbe C6 ayant des points doubles en o2 ,42 ,
52 , 62, 72 , 82 et renfermant les points cherchés.

Ces courbes C6 et C6 ont en commun les points
doubles o2, 4% 52, 62, 72, 82

? qui sont étrangers à la



question; leurs 6 x 6 — 4 X 6 = 12 autres points d'in-
tersection sont donc les douze points cherchés.

On peut tracer les courbes C6 et C'6 comme nous
l'avons indiqué ailleurs (').

La construction des points doubles des courbes • d'un
faisceau de cubiques offre de l'intérêt, parce que les
courbes déterminées par ces douze points servent de
limite ou de transition entre des groupes de courbes du
faisceau qui ont des formes différentes.

Janvier 1880.


