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QUELQUES PROPRIETES D’UNE CLASSE DE COURBES
SPIRALES;

Pk M. LAQUIERL.

Recherchons les courbes dont la tangente tourne
avec une witesse angulaire d’orientation proportion-
nelle & celle du ray on vecteur mené d’un pile fixe au
point de contact.

Cette définition caractérise une sorte de spirale s’in-
fléchissant d’un mouvement uniforme sur le¢ rayon
vecteur o quand celui-¢i tourne lui-méme d’un mouve-

- . s 1 e
ment uniforme. Si nous désignons par ; le coceflicient
)

d'infléchissement et par V Pangle sous lequel la courbe
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coupe le rayon vecteur, on aura, en prenant pour axe
JLorientation un rayon vecteur normal,

. 1
dV = - dw,
P
i =
\ - W -
w
cos —
p du tang V
289 tar . .
dp ° L w’
sin —
p

d’ou Véquation générale des courbes, en covrdonnées
polaires,
Py Ic::a‘cosllt}‘-:.

Si p est positif, angle V augmente en méme temps
que 'angle polaire o, ctla courbe est tout entiére com-
prise dans 'intérieur du cercle p = a, de rayon égal a la
normale 4 'origine.

Si p est négatif (=— ¢ pour mettre ie signe en évi-
dence), I'angle V diminuera quand v augmentera et la
courbe sera toul entiére extérieure au cercle decrit du
pole comme centre avecla normale a I'origine pour
rayon. Cette courbe

w
Q) pcos? — =a
q
estla réciproque par rayons vecteurs de la courbe

) )
(P) ¢ = acos?—

du premier systéme.

Suivant que p est positif ou négatif, c’est-a-dire que
les courbes appartiennent a la premiére série (P), cour-
bes fermées, ou a la seconde (Q), courbes a branches
infinies, les ravons vecteurs tangents au pole, ou les
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asymptotes correspondent aux directions telles que

w _ (2h—um
o 2

-

A étant un entier quelconque.

Les points de contact sur le cercle 5 = a, ou som-
mets de la courbe, correspondent aux directions telles
que

[0) 2k
e

Les rayons vecteurs normaux sont axes de la courbe.
Il en est de méme des rayons vecteurs tangents lorsque p
est pair.

Boucles. — Chaquefoisque L varie de 'i{‘f a (M,

P 2 2
la courbe donne un are composant une demi-boucle
d’amplitude angulaire p ; Lorsque g varie ensuited une

e (2k 4+ , (2k-+2)n . .
quantité egale de =25 o= a "—“?‘_)“’) on obtient, si P

est pair, une demi-boucle symétrique de la précédente
par rapport au rayon vecteur de contact {(ou paralléle a
Pasymptote) et, si p est impair, une demi-boucle symé-
trique au contraire par rapport a la normale au point de
jonction.

Les deux demi-boucles forment dans le second cas un
arc conlinu symétrique par moitiés; dans le premier,
clles ont Papparence d’un arc symétrique ayant sur son
axe de symétrie un point de rebroussement de premiére
espéce, Ce point de rebroussement pourra étre simple-
ment apparent si la courbe est a centre et peut alors étre
décerite d’un trait continu par une autre succession des
arcs partiels; il sera réel si la courbe n’a pas de centre
au pole. Dans ce dernier cas, la seconde demi-houcle peut
étre véelle, ou bien disparaitre si p avait une valeur frac-
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tionnaire irréductiblea dénominateur pair ; alorsla demi-
boucle précédente présenterait au pole une apparence
de point d’arrét. Toutefois ce point d’arrét ne serait
qu’apparent au point de vue graphique. Le rayon de dé-
part, normal a la courbe, étant en effet axe de symétrie,
en faisant tourner, a partir de sa position, le rayon vec-
teur en sens inverse, il repasse symétriquement par les
mémes valeurs en complétant la boucle d’une partie sy-
métrique qui la ferme en présentant un point angulaire
au licu du point d’arrét.

En réalité, une boucle compléte correspond 4 la varia-

L [ .
— & --=, ayant pour amplitude de
2 2

tion d’angle £ de —
. P
rotation p .

La courbe se compose d'une succession (limitée ou
indéfinie) de boucles égales disposées en rayon autour
du pole, milieu de toutes les boucles.

Nous n’entrerons pas dans les détails de la discussion
descriptive des variétés de ces groupes qui sont enfantées
par les diverses hypothéses a faire sur les valeurs res-
pectives de m et n, si I'on fait d’'une maniére générale

n . . . g . ’
p=—- Cette discussion, d’ailleurs fort intéressante,

mais des plus faciles, peut se résumer en quelques mots,
ainsi qu'il suit.

Description. — Les courbes spirales a inflexion pro-
portionnelle, telles que la variation d’inclinaison de la

. m
tangentce sur le rayon vecteur soit dans le rapport —
n

avec la rotation de celui-ci (V variant de = quand o
\

. n .
croit de 20 = — 7:), se composent de m boucles d’ampli-
m
N , . T N
tude angulaire commune égale i —=. Ces boucles, toutes

égales entre clles dans une méme courbe, sont disposées
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.y . . m
de la maniére suivante, en supposant la faction —

rendue irréductible :

PreMIER cas @ m et n impairs. — m boucles décrites
d’un trait continu, alternativementdans’angle du rayon
vecteur et dans son opposé par le sommet. Les angles

. n .
du plan d’amplitude 22 = - 7 sont alternativement oc-

cupés par les boucles et vides. Leurs circonvolutions
font n fois le tour de la circonférence.

DevxiimeE cis : n pair, m impair. — mboucles join-
tives & rebroussement de premiére espéce. Les circon-

. . n .
volutions n’occupent qu'un arc de rotation de 5 circon-

{érences.

TrotsiEme cas : m pair, n impair. — Courbes a cen-
tre, formées de m boucles disjoinies, se réunissant au
centre par les points anguleux dont les branchies ont
le méme écartement que 'amplitude de la boucle.

Les deux branches symétriques par rapport au centre
forment par leur réunion une ganse a centre et a double

. . ., m
inflexion. La courbe entiére se compose de -~ ganscs

pareilles, séparées par des espaces vides d'amplitude
angulaire égale a la leur, ¢t occupant par moiti¢ un
cspace angulaire de n circonférences successives.

QUATRIEME cAs : % incommensurable. — Ce cas, mul-
tiple ct analogue en ses trois divisions aux trois précé-
dents, en diflfére uniquement cn ce que le nombre de
boucles, toujours identiques entre elles, est indéfini, ainsi
que le nombre de circonvolutions de la courbe.

Suivant la nature des termes m et n de la fraction, la
courbe partagera les caractéres généraux de la classe
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correspondante de courbes a coeflicient d’infléchisse-
ment commensurable, savoir :

1° Courbes a trait continu, a rayons vecteurs alterna-
tivement positifs et négatifs pendant une amplitude
déterminée;

2° Courbes a rebroussement de premiére espéce com-
posées d’'une succession indéfinie de boucles jointives
identiques;

3¢ Courbes a centre, formées d’une série de ganses a
centre ct & double inflexion, se succédant indéfiniment
en laissant entre clles des intervalles angulaires vides
égaux a leur amplitude.

Propriétés remarquables de ces courbes. — Cher-
chons la distance ¢ du pole a la tangente, rayon vecteur
du point correspondant de la podaire du foyer par rap-
port a la courbe.

Soit § Vorientation polaire de la perpendiculaire 3 a
la tangente; on voit immédiatement que

(’“w'—\"—z— ‘m(l —;I)-/),
d ou

g ] hd
(0] \

t\)

poope—a 2

Dans cette relation, angle V représente a la fois
Pinclinaison du rayon vecteur (3, w) sur la’courbe pri-
mitive (p) ct celle du rayon vecteur (8, §) sur la po-
daire, aungles égaux a simple inspection de la figure dans
laquelle la normale a la podaire va passer par le milien
du rayon vecteur de la courbe.

On voit par suite que la podaire d'une spirale a in-
flexion proportionnclle a la rotation du rayon vecteur
¢st une spirale de méme nature, se déduisant de la pre-
micre par la simple substitution de (p + 1) a p.
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Le rapport du mouvement angulaire de la tangente

par rapport au rayon vecteur au mouvement angu]aire
absolu de celui-ci étant, pour la courbe primitive,

dVv 1 m

- = —

do ~ p n
sera, pour sa podaire, de

dVv 1 m

E:[)-ﬁ—l T n+m’

¢t au contraire pour la courbe antipodaire, dont la pri-
mitive est la podaire, de

511! 1 m

ay :p——n

n—m

S’il s’agit de courbes a branches infinies, nous met-
trons les signes en évidence en faisant — p = ¢, et nous
aurons pour leur équation

w
p cos? 7= .

L’équation de la podaire de cette courbe est

W
pcos‘l'l;] 7=

celle de son antipodaire

g cos?+1 " —a.
. q 1

Distance de la tangente au pole. — La distance & du
pole a la tangente a la courbe p, rayon correspondant
de sa podaire, a pour valeur

- . 1 8
¢ =psin} = 2¢€0S — w == a cosP+! —.
§2

Elle ne peut devenir nulle ou infinie que lorsque

w . A . . .
cos - est lui-méme nul, est-a-dire pour les points ex-
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trémes des boucles ou spires successives pour lesquelles
p est soit nul, soit infini. Il n’y a donc d’autres tangentes
passant au pole que les tangentes aux points ou les bou-
cles se croisent au pole ct les asymptotes.
Asymptotes. — La distance & des asymptotes aux
branches infinies est donnée par I’expression

w
8= acos—7—.

Trois cas sont a considérer relativement a leur posi-
tion :

1° g <1, 8 = 0. — Branches hyperboliques dont les
asymptotes passent toutes au pole. C’estle cas de m?* > n?.

2° ¢ =1, ¢ = a. — Cas singulier. Droite a distance
finie du pole.

3 g >1, 8 = » . -— Toutes les branches sont para-
boliques. C’est le cas de m* < n2.

Ainsi, lorsque m et n sont de signes contraires, les
branches infinies seront paraboliques ou bien auront
des asymptotes issues du pole suivant que n sera de va-
leur absolue supéricure ou inféricure a celle de m.

Remarque. — Les courbes (p) et les courbes (¢) pour
lesquelles les arguments p et ¢ ontla méme valeur, étant
évidemment transformées 'une de T'autre par rayons
vecteurs réciproques issus du pole, les asymptotes des
courbes (¢) ou cercles de courbure de leurs points a I'in-
fini sont les transformées des cercles de courbure des
courbes (p) en leurs points situés au pole. Il en résulte
les valeurs suivantes pour les rayons de courbure des

A I m o .
branches au pole, lorsque - = — est positif :
P n
1° Infinis pour p <1, soit m >n;
“ . a .
2° Kgal a S pour p =1, soit m = n;

3° Nuls pour p > 1, soit m < n.
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Les courbes pour lesquelles m > n sont donc infi-
niment aplaties au pole; celles pour lesquelles m < n
y sont infiniment courbées v présentent un point cir-
culaire. Les premiéres y présentent une inflexion dans
les courbes a centre, ou un point angulaire dans les
courbes n’ayant pas de centre.

Rayon de courbure. — L'orientation § de la normale
étant liée a celle w du rayon vecteur par la relation
©w f)
PP

le ravon de courbure R aura pour valeur

r °

ds 2 dw
dy T NinN T opo Gnv’

R =
Or, désignant par N la longueur de la normale limi-
tée a la perpendiculaire menée au rayon vecteur par le
pole, cette relation équivaut a
. R -~
Pl

Le rayon de courbure est dans un rapport constant
avec la normale (longueur limitée ala perpendiculaire
au rayon vecteur ). Cette remarquable propriété pourrait
servir de définition au genre de courbes considéré.

Il en résulte que le rayon de courbure sera nul ou
infini en méme temps que la normale (sauf le cas de
p =—1". Il ne peat done éire nul qu’au pole, et infini
qu’a Uinfini ou lorsque le rayon vecteur est tangent a la
courbe. On retrouve les conclusions déja obtenues au
sujet desasymptotes et des pointscirculaires. Si p+4-1=o,
la courbe est une droite et R = s en tous ses points.

La courbe ne peut avoir d’inflexions qu’au pole. Ce
fait résulte a priori de ce que, le monvement angulaire
abselu de la tangente étant proportionnel a celui du
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rayon vecteur, est toujours de méme sens que celui de
ce dernier, ou toujours de sens contraire, et par suite de
sens invariable.

Remarque I. — De tous les cercles tangents aux
courbes passant par le pole, aucun ne saurait étre cercle
de courbure au point de contact, puisqu’il se transfor-
meraitavec la courbe réciproque en une tangente passant
au péle touchant la courbe en un point a distance finie.

Remarque II. — Les rayons de courbure de deux
ccurbes de paramétres différents en des points situés sur
les mémes rayons vecteurs sont dans le rapport
R pp'+1) N p sinV p(p'+1)

/

R pp+) N o sinV p(p+1)

Remarque [II. — Si I'on considére les deux cour-
bes (p) et (p), telles que
p+p ==
la courbe p'=— (p+1) sera réciproque de la po-
daire de (p), et par conséquent sa polaire réciproque par
rapport au cercle de transformation p = a. L’angle des

deux tangentes aux points des deux courbes situés surle
méme rayon vecteur sera

. " ‘1 [
\~\:m(~ )
p pri
Si l’on considére les courbes définies par les trois pa-
rametres

soit
m m -m
n n-t-m m -+ n

)

¢’est-a-dire une courbe, sa podaire et sa polaire réci-
proque, appartenant toutes les trois a la méme division
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(courbes continues, courbes &4 rebroussement, courbes
a centre), le nombre m des branches reste le méme,
mais leur amplitude dans les deux derniéres est de = su-
périeure a celle de la premiére pour chaque boucle,
comme il est du reste évident a priori, puisque les
rayons extrémes de la podaire sont les perpendiculaires
sur les rayons extrémes de la courbe primitive symé-
triques I'un de 'autre par rapport au rayon vecteur nor-
mal, axe commun aux trois courbes.

Remarque IV . — L’angle des tangentes aux extré-
mités de deux rayons vecteurs est égal a la fraction
constante

I ,7 == 1 m - n I q -1

—- - 1" — ou  1-- — = 1_

r r n 7 g

de Pangle de ces rayons vecteurs.

Remarque }'. — Comme corollaire : Les tangentes
aux n points d'interscction d’'un méme rayon vecteur
avec les diverses boucles, oubranches, sont paralléles aux
cotés d’un polygone régulier de an cotés. En effet, les
angles

correspondant aux rotations

W [o. 7 2w Lo (n—T1)T]

sont respectivement dégaux i

[o. w27, ooy (R —1DIR].

L
r

N
NIE

Remarque V1. — Si'on considére une méme courbe
(p) dansdeux positions nedifférant que parl’orientation
de leurs axes faisant autour du péle commun I’angle 3,
les Langentes aux points situés sur le méme rayon vec-
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teur dans I'une et 'autre courbe seront inclinées 'une

B

sur autre de Pangle » En conséquence :

Remarque V1I. — Si l'on a une série de courbes (p)
de méme pole et homothétiques, elles auront pour tra-
jectoires orthogonales la série des courbes (p), sem-
blables, de méme pole et dont les axes sont inclinésde

’angle p T sur ceux des premiéres
angle p - P 5.

Les trajcctoires coupant toutes les courbes de la série

B

sous l'angle constam}—o— sont les courbes semblables, dés-

orientées de 'angle B.

Caustiques par réflexion du péle. — Le pole étant
considéré comme point lumineux, la caustique secondaire

de la courbe

w
p=a CcOosP —
P

sera la courbe

w

'
= ¢ p+1
g'=2acos i

on sait en construire le centre de courbure, ou point
brillant. La caustique par rétlexion du péle sur la courbe
considérée comme miroir est donc connue par points.



