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DEMONSTRATION DU THEOREME DE D’ALEMBERT;

Par M. WALECKI,

Professeur de Mathémaliques spéciales au lycée Condorcet.

La démonstration qui suit reproduit, avec quelques
développements, une Note insérée aux Comptes rendus
(19 mars 1882) : qu’il me soit permis de remercier ici
M. Laguerre qui m’a indiqué une simplification notable
dans le mode d’exposition.

1. A I’égard de I’élimination d’une variable, je rap-
pelle sommairement comment on ’établit sans employer
le théoréme de d’Alembert.

P et Q étant deux polynomes des degrés m et n, sil'on
cherche deux polynomes P et Q" des degrés m —1 et
n —1, tels que on ait identiquement

(1) PQ' — QP' = o,

on a, pour déterminer les m + 1 coefficients de P’ et de
Q', m + n équations linéaires et homogénes, dont le dé-
terminant A est appelé le résultant des deux polynomes
P et Q.

La condition A = o est donc nécessaire et suffisante
pour que les polynomes P’ et Q' existent, sans étre & la
fois tous deux identiquement nuls.

11 est clair dés lors que A est nul dans chacun des trois
cas suivants :

1° Quand l'un des polynomes P et Q s’évanouit;

2° Quand le terme de plus haut degré s’évanouit a la
fois dans P et dans Q;
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3 Quand P et Q admettent un divisecur commun, de
degré au moins égal a I'unité.

Réciproquement, si A est nul, les polynémes P et Q
présentent 'une des particularités énoncées. En effet,
si 'un scul des polynomes P’ et Q' s’évanouit, soit
par exemple, I'identité exige que Q s’évanouisse aussi,
ct 'on est dans le premier cas.

Si aucun des polynémes P’ et ' ne s’évanouit, ou
bien les termes de plus haut degré disparaissent dans P
et dans Q, ct I'on est dans le second cas: ou bien le terme
de plus haut degré ne disparait pas dans 'un, P par
exemple; je démontre qu’alors on est dans le troisiéme
cas.

Je divise Q" ct P’ par leur plus grand commun divi-
seur, s'il existe; 'identité (1) devient

(2) PQi— QP = o,

et Py et Q, sont premiers entre eux. P, divise PQ,, il est
premier avee Q, : donc il divise P. Soit & le quotient qui
est de degré au moins égal a 1, cu égard aux degrés de P
ct Py: je supprime dans (2) le facteur P, il reste

6Q1 —_ Q = 0.
donc P et Q admettent le diviseur commun c.

C. Q. F. D.

2. Pour ¢valuer le degré d’un déterminant D, je con—
sidére le cas ou, dans chaque ligne, les degrés des élé-
ments décroissent en progression arithmétique de rai-
son r (').

Je réduis chaque ¢élément a son terme de plus haut

. . vy e N
(') Cette démonstration est tirée du cours de M. Crétin, professeur
de Mathématiques spéceiales au lycée Saint-Louis.
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degré, et je dis que le nouveau déterminant D, est homo-
géne. En effet, si je multiplie dans la deuxi¢me ligne
par y”, dans la troisi¢me par 3 *", et ainsi de suite, le
polynome D, est multiplié par une puissance de y; d’ail-
leurs il est homogéne, puisque chaque ligne est; donc
il D’était avant la multiplication.

Le polynéme Dy, s’il n’est pas nul, est le terme de plus
haut degré de D.

Le méme énoncé subsiste siles degrés dans chaque ligne
croissent en progression arithmétique.

Toute équation algébrigue a une racine.

3. Je traite d’abord le cas ou le degré m est impair;
le théoréme est déja démontré si I'équation est réelle : je
la suppose donc imaginaire. Soit P + Q) son premier
membre, soit f(x)=P*+ Q2. Si f(x) admet une ra-
cine, cette racine ou sa conjuguée appartient 4 P+ 7Q :
il suftit donc de démontrer que I'équation réclle f(.x) de
degré m = ap, ou p est impair, admet unec racine.

A cet effet, je pose x =y —+ z, ct je développe
Sf(y + z) en séparant les termes de degré pair, ct les
termes de degré impair en z,

m—2

m
I [ S ) _ i
.f(}—}—,a)—-ﬁ'y—!»om—l—(’n(f_—T)!zm 2+...+f(.))

m—1
+ 3z [(—”T‘;’—_"—)!zm‘?—a—...—r—f’(y)] = 3(s?) - 3U(3.

. m . .
¢ (22%) est en z* de degré - son premier coefficient est
une constante non nulle, que je suppose égale a 1; 4(z2)
, m
est de degré - —1en z%

Je cherche a déterminer y de facon que ¢ et ¢ aient
un diviseur commun en z2. Soit A(y) le résultant. A



mim-—u)

est en y de degré et a son premicr coefficient

non nul; en effet, on a

/‘m /'mA'z
— e o o
m! (m—»)! /
'/‘ul .
0 fou) J 0
A()’) = m .
o - ‘}i~ e A
m!
m—1
~'/—"- /"o )
(m —1).
0 . . A A

Les degrés des éléments dans chaque ligne sont, par
rapport a y, en progression arithmétique de raison égale
a 23 tous les termes du déterminant sont donc de méme
degré; je cherche le degré du terme principal ou de

m m

(fm)? 1(f’)?:

. ’ m(m —1
ce degré est égal a m{m—1),
2
Je forme le cocfficient du terme de plus haut degré
dans A; pour cela, je réduis chaque élément 4 son pre-

mier coefficient, ce qui donne le déterminant

2 o m
1 Gy, G ... G o . ... o
m

o I o G0 .. o
m

0 . e e m

1 meoq -

(O O o . ... o
m—1

o . . e m

Ce coefficient n’cst pas nul, car c’est I'éliminant de x?
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A , m m
entre deux polynomes U et V des degrés S, b
en a2,
- ]
U= 5[(1'4_‘)"1_7_(@_‘)"1]
et
1
V= —[(r+1)"—(x—1)"
L [y — (2 —ym],
» 3 . m m .
dont les dogres sont eflectivement Y et Y —1, et qui

n'admettent pas de diviseur commun, car un tel divi-
seur scrait commun a U+ Vax et 4 U— Var, cest-a-dire
a(xz—+1)"et a(xr—1)", qui sont premiers entre cux.

Il résulte de ce qui précede que A(y ), polynome récl

m(m—r)

dont le degré est le nombre impair » admet une

racine réelle. Pour cette valeur de y, ou bien ¢ s'éva-
nouit, ou bicn ¢ ct ¢ ont un diviseur commun.

Dans le premicr cas, f(x) se réduit a ¢(z*), qui est
coefficients réels ct de degré impair en z2; ¢(z2) admet
donc un diviscur réel du premier degré en z2, ct un di-
viseur du sccond degré en x, et, par suite, une racine.

Dans le second cas, ot ¢ ¢t ¢ admettent un diviseur
commun &(z2)dont le degré en z2 est au moins 1, au plus

m , » .
— —1, f(x) est décomposé en un produit de deux fac-
2

teurs de degrés moindres que m.

Sil’unde ces facteurs cst de degré impair, il admet un
diviseur réel du premier degré qui divise f(x), sinon
P'un des facteurs f (x) est de degré 2p', p' étant un
nombre impair, inféricur a p. Opérant sur f; () comme
sur f(ax), on forme une suite limitée de diviseurs de
J(x) dont le dernier est ou de degré impair, ou de
degré 2. Il admet une racine qui appartient a f, ce qui
démontre le théoréme.

Je considére maintenant une équation a coeflicicnts
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réels ou imaginaires de degré m égal a 2/p, p étant im-
pair. Pour abréger, je dirai que le nombre m est de pa-
rité 7, et je vais démontrer que, sile théoréme est établi
pour les équations de parité inférieure a i, il est encore
vrai pour une équation de parité Z; il sera, dés lors,
établi dans toute sa généralité, puisqu’il est vrai pour la
parité o.

Soit f(x) le premier membre de ’équation; je pose,
comme ci-dessus,

L=y—23 ¢t f(z)=9(22)+z¢(52).

L’éliminant de z2 entre ¢ et ¢ est en ) de degré
m(m—r7)
2

valeur réelle ou imaginaire de y.

En remarquant que ¢(z2) est en z2 de parité (i —1),
on prouvera, comme plus haut, que f(x) admet un di-
viseur du second degré en x, ou un diviseur de parité
moindre que Z, et par suite une racine, ou enfin un di-
viseur de degré moindre que m et de parité i. Opérant
sur ce diviscur comme sur f(x), on forme une suite de
diviseurs de f(ux), qui sont en nombre fini, puisque
leurs degrés décroissent, et le dernier est de parité
moindre que 7, ou admet une racine, ce qu’il fallait dé-
montrer.

ct de parité (i —1); il s’annule done pour une

4. La résolvante employée est I'équation aux demi-
sommes des racines deux a deux.

A ce point de vue, la démonstration qui précéde est
trés voisine de celle que Lagrange, sous le nom de Fon-
cenex, a donnée en 1759 ().

Lagrange classe, comme ’avait fait Euler, les équa-

(") Voir Liunarce. Equations numer iques, Notes I\ et X.
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tions d’aprés la parité de leur degré, puis il raméne la
recherche d’un diviseur du second degré a la résolution
de I'équation aux sommes des racines deux a deux.

La démonstration de Lagrange est insuffisante. De son
temps, la question élait mal posée, et la théorie des ima-
ginaires n’était pas arrétée comme elle I'est aujourd’hui.
On savait qu’une équation de degré rn peut étre choisie
de facon a avoir mracines réelles et a les conserver réelles
pour une variation convenablement limitée des coefti-
cients. On regardait ces racines comme pouvant d&tre
exprimées par des fonctions analytiques des coefficients,
et ces fonctions étaient supposées vérifier encore I'équa-
tion, quand cette derniére cessait d’avoir toutes scs ra-
cines réelles. On appelait impossibles les racines ainsi
dénaturées, et I'on sc¢ proposait de montrer qu’elles
étaient de la forme p + gi. C'est ainsi que d’Alembert
prend une racine réelle développée en séric ct cherche
ce (ue devient ce développement quand la racine cesse
d’étre réelle. De méme, Euler, Lagrange et Laplace ad-
mettent que les racines existent sous une forme qui les
soumet au calcul algébrique, ce qui rend leurs démon-
strations illusoires.

Gauss (*) (1799) condamne la conception des racines )
impossibles et propose quatre démonstrations. La pre-
miére (1799 ), qu’il reproduira sous une forme peun diffé-
rente (1849), est fondée sur des considérations de Géomé-
trie de situation. La quatriéme (1816) appartient au
Calcul intégral. La deuxiéme (1815) scule est purement
algébrique, mais clle est trés compliquée par la nature
ct le procédé de formation de la résolvante.

Je passe sous silence d’autres démonstrations qui em-~
ploient la notion de continuité ailleurs que pour I'équa-

(") Gauvss, Werke, t. 111.
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tion réelle de degré impair, et je mentionne enfin la dé-
monstration de M. Gordan (Mathematische Annalen,
1876). M. Gordan rattache sa démonstration a celle de
Gauss. La résolvante qu’il emploie est I'équation aux
carrés des demi-diflérences. Cette résolvante se présente
moins simplement que I'équation aux demi-sommes, et
le degré n’y est pas aussi facile 4 reconnaitre.



