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~ SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LS NOUVELLES ANNALES.

Question 14110

{voir 3 serie, t 1, p 3°6),

Pir M. MORET-BLANC.

Ltant donné un contour poly gonal inscrut dans une
parabole et tel que les projections de ses cotés sur la
directrice soient égales, on menc par chacun de ses
sommets une paralléle P a l'axe de la parabole, puis
on prolonge tous les mit.(*'s du contour dans le méme
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sens jusqu’a la premiére P qu’ils rencontrent. Tous les
segments ainsi déterminés sur les lignes P sont égaux.

(I¥Ocacne.)
Soient

yr=z2px
I’équation de la parabole, & la projection de chaque c6té
du contour sur la directrice; xy, )13 X2, y23 X3, 3 les
coordonnées de trois sommets consécutifs. I.’équation
de la droite qui joint les deux derniers est

(¥3—02)T — (X3 —Z2)y + T3 )2 — T2 )3 =

2 2
ou, en remplacant xr, et x; par Y2 o1 23 o divisant par
d 2p ap
D302
Y2 )3
T Top
»p 2p

4+ 22rs .

N

T -

d’ou 'on tire, pour 'abscisse du point ou elle rencontre
la droite P passant par x,, y,,

r = ;I;()’U’e +Y1Y3—¥2¥3)

et, pour le segment compris entre ce point et la para-
bole,

1
Ty -z = ;;()’? —Y1Y2— Y1Y3+ Ya¥3)-

En remplacant y, et y; par leurs valeurs y, +#,
y1 -+ 2k (en supposant y croissant avec l'indice), il

vient
k2
Xy — = —)
valeur indépendante de I'indice.
Si les cotés étaient prolongés dans le sens opposé, il

suffirait de changer le signe de &, ce qui ne modifie pas
le résultat.



Question 13
(voir 3° série, t. I, p. 3383) ;
Pin M. E. FAUQUEMBERGUE.

Professcur au lyeée de Niee.

Si, par un point quelconque M de la sécante com-
mune & deux coniques homothétiques, on méne une
droite quelconque AB coupant la premicre en A et B,
la seconde en A’ et B, les produits MA><MB et
MA’ >< MB seront égaua. (P. Bauwsanin.)

Menons dans les coniques les diamétres COD, C'O'D
paralléles a la sécante commune IMK, et les diamétres
1OF, FO'F paralléles a la droite variable AB (1),

I _ '
D’aprés le théoréme de Newton, on a
I s

MA < MB _ OExOF _OF

= 00> = 3>
MI < Mh 0OG < OD ()(‘.2
de méme
MASMB O

M1 < Mk (5,‘;17‘—‘

Or, les coniques élant homothétiques, on a

0L OE
Oc oG

done
MA < MB = MA' < MB'.
C. Q. F. D.

Nole. -- Solulions analogues de MV. Moret-Blane ; Berthelet, éléve
au Lycée de Moulins; \drica Paluz, éléve a I'Ecole Polytechnique de
Zurich. .

(') Le lecteur est pri¢ de faire la figurc.



Question 1418

(voir 3° serie, t. I, p 311,

Par M. LEZ.

On donne une ellipse de demi-axes OA, OB et deux
circonférences concentriques & ellipse, et de rayons r,
R; » = OB. Unedroite issue du centre O, commun aux
trois courbes, coupe les circonférences r, R en des
points C, D par lesquels on méne des paralléles a OA
dirigées dans le sens OA. La premicre rencontre l’el-
lipse au point E, la seconde est rencontrée en un point ¥
par la normale i Uellipse en E; trouver le lieu géomé-
trigue du point F. (E. Lesox.)

Une droite y = mx issue du centre commun O ren-
contre les cercles a2+ 3y2==7r% et 22+ )2 =R> en

. , mr
des points C et D ayant pour ordonnées y = ———>
: Vi+ m?
~__ _mR
J ‘/ 1 m?

La parallele CE a I'axe focal rencontre I'ellipse
b2t + ary? = a2b?

au point E ayant pour abscisse

a O2(1 4+ m2) — r2m?
X = = .
b I+ m2

Les coordonnées de ce point E deviennent

a mb
= = e

:\/1—1—m2 Vi m?

quand r» = & == OB.

La normale en E, représentée par

z

mb am

a
I = 5 .Z‘-—-—-:**\
Vi m? b Vieme)

/
/
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rencontre la droite DF, ou

mR

“ IS T

2

en un point F ayant pour abscisse
bR+-a?2—5b2 bR ¢

ay 1+ m? - a‘/l—'.—m?.

Eliminant la variable m entre les équations (1) et (2),
on aura I'équation du lieu décrit par le point F'; on ob-
tient ainsi une ellipse

(9.) X =

a?x? y?
s =1

(24 bR T R2
concentrique al’ellipse donnée (*).

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc;
Léon Rousset, éléve du Lycée de Lyon; et par un anonyme.

Question 1421

{voir 3* serie, t.1, p 432);

Par M. Vicror pE STREKALOF, a Saint-Pétersbourg.

Soient AOD, BOE, COF les trois hauteurs et G le
centre de gravité d’un triangle ABC; démontrer que
les cercles circonscrits aux triangles AGD, BGE, CGF
se coupent en un second point qui est 'intersection de
la droite OG, et de l’axe radical du cercle circonscrit
au triangle ABC, et du cercle des neuf points de ce
triangle. (Rev. G. Ricaarpson, M.-A.)

On sait que les polaires d'un méme point, relatives
aux trois angles d’un triangle, vont rencontrer respecti-

(') Cette ellipse devient un cercle lorsque R =a - b.
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vement les cotés opposés en trois points situés en ligne
droite (CuasLes, Géométrie supcrieure, 2° édit., 1880,
p- 257). De plus, si ce point est le point O de concours
des hauteurs du triangle ABC, la droite mentionnée sera
I’axe radical du cercle circonscrit au triangle et du cer-
cle des neuf points de ce triangle.

En effet, soient F' le point de rencontre du coté AB
avec la polaire de O, relative a I'angle opposé C, et C’
le milieu de AB(*). On a
(1) F'B.FA = 'A.BF:
d’ou I'on tire successivement

F'B(BA — BF) = (F'B - BA).BF,

F'B.BA = 2F'B.BF + 2.BC".BF. = 2(F'B.BF + BC'.BF);

1F'B.BA = F'B.BF + BC.BF,;

'B.BA = {F'B.BA — F'B.BF.+ B(.BF.;
F'B.BA = F'B.BC'~+ F'B.BF - BC'.BF;

ct, en ajoutant FB2? de part et d’autre, on aura

F'B(F'B +BA)=FB(F'B = BC)—+ BF(IB - BU'),
— (F'B + BF)(F'B — BC),
d’ou
(2) F'B.FFA=FF.F'C,

ce qui veut dire que le point I est situé sur I’axe radical
des deux circonférences considérées (2). On verra de la
méme maniére que le point D' de rencontre du coté BC
avec la polaire de O, relative a U'angle A, est sur la méme

(') Le lecteur est prié¢ de faire la figure. Le point F’ est I'intersec-
tion des droites ED, AB prolongées; les points F', F sont conjugués
barmoniques de A, B.

(?) Car les points A, B appartiennent au cercle circonscrit au
triangle ABC, et les points F, C a la circonférence des neuf points
de ce triangle.
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droite; donc les polaires du point O, relatives aux trois
angles du triangle ABC, rencontrent respectivement les
cOtés opposés en des points qui appartiennent a 'axe
radical des deux circonférences.

Pour construire I’axe radical, 11 suffit de prolonger la
droite ED jusqu’a la rencontre de AB au point F’ et d’a-
baisser de I une perpendiculaire F'R sur la droite OG,
(ui est, comme on sait, la ligne des centres du cercle
circonscrit et du cercle des neuf points.

Cela posé, on a, d’aprés la relation (2),

F'F(FF —FC)=(FF—FB)FT —FA),
d’ou
F'F.FC =FF.FA—FB.F'A;
mais, d’aprés la relation (1),

FB.F'A = F'B.FA.;

donc

F'F.FC=FF.FA —-FB.FA =FA(F'F-—F'B),
d’ou
(3) F'F.FC'= FA.FB.

Or, les triangles semblables ACI, BOL donnent

FA.FB = CF.OF:
donce
F'F. CF
F'F.I'C'= CF.OF e TD e
t= CEOF, ou Gp = §q
Cette dernicie égalité montre que les triangles rectan-
gles F'F O, CI'C’ sont semblables, et, par conséquent,
angleOF'F =T'angle FCC’. Maisle quadrilatére OF F'R
5 5 q
étant inscriptible, les angles OI'I, ORF sont égaux
entre eux, comme inscrits dans un méme segment du

cercle décrit sur OF' comme diamétre. Donc I’angle
ORF = FC({'. = FCG.

I s"ensuit que les quatre points C, G, F, R apparticnnent
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4 un méme cercle; donc la circonférence circonscrite au
triangle CGF passe par le point R de rencontre de la
droite OG et de I’axe radical F'R dont il s’agit.
On démontrerait de méme que les cercles circonscrits
aux triangles AGD, BGE passent par le point R : le théo-
réme proposé est donc démontré.

Note. — M. Moret-Blanc a donné une démonstration fondée sur
l¢s formules de la Géométrie analytique.

Question 1422

(voir 3° série, t. I, p.432);

Par M. ROMERO, a Madrid.

Tout nombre dont le carré se compose des carrés de
deux nombres entiers consécutifs est égal & la somme
des carrés de trois nombres entiers dont deur, au
moins, sont consécutifs. (G.)

Les solutions en nombres entiers de 1’équation
(1) X2 = Y24 72
sont données par les formules
X=a2+ 062, Y=a2—02, Z=2ab,
ou a et b représentent des nombres entiers.

Si les nombres Y, Z ont une différence égale al’unité,

on a
a?—b2—qoab ==+1.

I. En prenant le signe + devant 1, il vient
(a+b)=2a2—1,
c’est-a-dire que @ + b et a sont unc solution de I'équa-

tion

.

(2) xr2= 932—1.



( 330)

Posons
x=a-+b et y=a;

I’équation (2) peut étre misc sous la forme

i xr—r1\2 xr—1 2
e (S (50 )

z—1
Le nombre =—

est entier, puisque x est impair.

On a, par suite,

3) X=<z*'\)2+<m:'+I>2+(w—y)'2 ().

2
II. En prenant le signe —, la relation
a?—b2— 2ab ==
donne
(a—b)2=2b62—1

ct, cn posant a —b=ux et b=y,

ri=2y?—i,
) xr—r1\? —1 2
ye= 5 -+ 5 +1),

p—1N\2 g — 2
X 1)+(‘f_‘)‘_£+[> + ()2 (2)

\

d’on

(4) X=(

Les relations (3) et (4) démontrent la proposition.

Note. — Autres démonstrations de MM. Fauquembergue, C. Cha-
banel, F. Borletti.

(') Ou, en remplacant z ¢t » par leurs valeurs a + b et a,

\:_(,a_e—(: _,):+(a_v_')b,_, 41)24-[1’.
) \=(a-—’,b—l)2_‘_(a—9b——l ﬂ'—l\):—i—a?.
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Question 1425

(voir 3° série, t. I, p. 480),

Par M. N. GOFFART.

La normale en M a une parabole rencontre cette
courbe en un second point N et son axe en P. Par le
point Q milieu de MN, on méne une paralléle & I'axe
de la parabole, et du point M on abaisse la perpendi-
culaire MR sur cette droite :

1° Démontrer que PR est perpendiculaire & MN;

2° Trouver le lieu géométrique du point R lorsque
le point M se déplace sur la parabole. (Cuaamzon.)

1° La paralléle QH a I'axe est le diamétre conjugué a
la direction MN. Donc la tangente HJ au point H,
est paralléle 4 MN, et la normale en H est perpendicu-
laire 4 MN. Or les sous-normales IK et LP sont égales au
parameétre p. Donc les triangles rectangles RLP et HIK

— *ﬁ_‘ -
e N
AN \
™~
\\\
N~

sont égaux; par suite, RP est paralléle a HK, ¢’est-a-dire
perpendiculaire a MN.

2° Dans le triangle rectangle MPR, on a
(1) LP2= ML.LR.

Or
ML2=2p.AL.
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Donc
LP*= 2p.AL.LR?;
ct si 'on fait
AL =z, LR2=y2,

on aura pour [’équation du lieu du point R

3
2 P,

(2) Y

La formule (1) montre que le paramétre de la para-
bole est moyen proportionnel entre les ordonnées de la
parabole et du licn (2), correspondantes a la méme
abscisse.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc;
Lez: Rénoy, a4 Bordeaux; Choudadow, a Stawropol, au Caucase;
Ch. Laurans, éléve au lycée de Lyon; A. Percerou, ¢léve au lycée de
Besancon; L. Rousset, éléve au lycée de Lyon; Giat et Berthelet, éléves
au lycée de Moulins; Ch. Robinel et U. Génin, éléves au lycée de Bar-
le-Duc; A. Barés, éléve au lycée de Toulouse; et par un anonyme.

Question 1434
(voir 2° serie, t. I, p. 144);
Par M. GIAT,

Eléve en Mathématiques spéciales au lyeée de Moulins
(classe de M. Marchand).

L’angle de dewx hyperboles équilatéres, concentri-
ques, est. doudle de l'angle de leurs asy mptotes.

(E. Cesaro.)

Soient OA, OB, et OA/; OB’ les asymptotes des deux
hyperboles; P un de leurs points d’intersection; PA,
PA’ leurs tangentes en ce point, qui rencontrent respec-
tivement en A ct A’ les asvmptotes OA, OA’ dont I'angle
A’OA est aigu (). '

(") Le lecteur est prié de faire la figure.
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On sait que le segment de tangente, compris entre les
deux asymptotes d'une hyperbole, est partagé en deux
parties égales au point de contact. Les hyperboles consi-
dérées étant équilatéres, on en conclut facilement que
PA =PO = PA’. Il en résulte que les trois points O, A,
A’ sont sur unc circonférence dont P est le centre. Or,
dans cette circonférence, I'angle APA’ a pour mesure
I'arc AA’, tandis que 'angle inscrit AOA’ a pour mesure
la moitié de cet arc. Donc

APA'=2A0A".
C. Q. F. D.

Note. — M. Berthelet, éléve du lycée de Moulins, a donné, de
méme, une démonstration géométrique trés simple de la proposition
énoncée.

La méme question a ¢té résolue au moyen de calculs par MM. E.
Barisien, licutenant au 141 d'infanteric, en Algérie; A. Goffart;
C. Whiteken, ¢léve a P'université de Pensylvanie, & Philadelphie; et
[)Z\I' un ﬂll()l\}'l”t‘.



