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NOTE SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PAR-
TIELLES, A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES, DU
DEUXIÈME ET DU TROISIÈME ORDRE ;

PAR M. A. PIGART.

1. Laplace a donné une méthode, qu'on pourrait ap-
peler méthode par cascades, pour intégrer les équations
linéaires du deuxième ordre ramenées préalablement à
la forme

Legendre a montré ensuite qu'on pourrait appliquer
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directement la méthode à l'équation complète

Rr -+- Ss -h T* -+- Pp -H Qq — V.

Mais ses formules de transformation n'ont été obte-
nues qu'après coup comme extension de celles de La-
place, tandis qu'on peut les déduire immédiatement de
l'équation même par le procédé suivant.

Nous avions cru notre méthode complètement nou-
velle, mais, en parcourant le Chapitre du grand Traité
de Lacroix, relatif aux équations diÜérentielles partielles,
nous avons vu que Legendre, voulant généraliser le pro-
cédé de Laplace, avait déjà été conduit à la même trans-
formation. Seulement nous croyons pouvoir ajouter,
d'après les indications de Lacroix, que sa méthode,
basée sur une identification, et par conséquent indirecte,
diffère complètement de la nôtre, qui tire sa transforma-
tion en quelque sorte du fond même de l'équation diffé-
rentielle.

2. Soit l'équation linéaire du deuxième ordre à deux
variables indépendantes

On peut la mettre sous la forme

^dp dq /C, xdp ndq N drR-f+a-f + S-a-f+ T-/ + À--dx dx dy dr dx

(3)

\ p. étant trois indéterminées.
Posons

R g X
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Ces équations détermineront a et pi; A seul restera in-

déterminé; a sera donné par l'équation du deuxième
degré

(4) . a2 —Sx-+-RT = o,

p Q

et ti. sera égal à k\; quant à A*, sa valeur est - ou —^—

Introduisons une fonction auxiliaire X définie par
l'équation

(5) H/? + a^ + k = : X ,

d'où résulte, en vertu de l'équation (3),

(6)

Ces deux dernières équations donnent

dp dq _̂_ dr __ dX dl\ dx d\
d.r dw ' " dx dx dx1 dx ' <r/.r

dr dr dy

dT

(7) '

Par suite, l 'équation (2) devient

dx dy dy dy
dK

~7ïx~

_!_ p \

- p-

dx
dx

dT

dl
~~dx

dp
~~dï

4 - Z

Remplaçons dans cette équation IJL par AX, -~ par

X — %q — X^X̂ . dk
dr dy

A 111-+- X-j^> et p par sa valeur
R

-> tirée de



(8)

l'équation (5), nous obtiendrons

r dR
dX .dX J dk du ^ .
dx~ ^ dy + [_dj " ' A

- a )

dx
d'ï
dr

o
V

a

R
a
R

/̂R
dx^'

- A

3(S —a) D

\dx dy ) dx dy dy

Egalons à o le coefficient de </, nous aurons

(9) * =

et l'équation (8) se réduira à la forme

rfX 7 ^ X __v
( I O ) - r - H- A - r - •+• M Xv ' dx dy

en posant
dR d(S — a)

M = ^ - ^ R̂

[i2) N — JlI mi + "'v^ ~ ") _ p + xl — — — k— - X— -h
X XdR

On peut simplifier les valeurs de A, M, N. Faisons
R = i • ce qui suppose que le terme en r ne manque pas
dans l'équation différentielle ( i ) et qu'on a divisé tous
les termes par le coefficient de /-; alors k est égal à S — a
et T à a ( S — a). En portant ces valeurs de T, h et R
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d a n s l e s f o r m u l e s ( 9 ) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , o n o b t i e n t

= P—X,

dx dy

L'équation différentielle du deuxième ordre se trouve
donc ainsi ramenée aux deux équations simultanées du
premier ordre (5) et (10). On tirera de (10) la valeur
de z et de ses dérivées p, <y, on les portera dans (5) et
on aura une équation du deuxième ordre en X de même
forme que la proposée.

Si dans (10) le coefficient de z est nul, c'est-à-dire si
N = o, on aura à intégrer une équation du premier ordre
e n X ; et, en portant dans (5) la valeur trouvée de X,
on aura une équation du premier ordre en z.

Lorsque N n'est pas nul, on peut appliquer à l'équa-
tion du second ordre en X une transformation analogue}
et de même que l'équation du second ordre en z a été
remplacée par les deux équations simultanées du premier
ordre

(5)

( 1 0 )

dans lesquelles

(4)

dz
dx

dx

a et k

a2

dz

sont les

4-Sa-f-

• x* = x .

-MX + N , = V,

racines de l'équation

T=:o

et X, M, N ont les valeurs ( i 3 ) , ( * 4 ) Î ( i 5 ) , on rempla-
cera l'équation du deuxième ordre en X par les deux
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équations

( io) -j h a -j h A A — A ,
v 7 ar aj

dx dy

dans lesquelles V, M', N' ont de certaines valeurs dé-
pendant de celles de a, k^ \ M, N. Lorsque N' sera nul,
on obtiendra X' en intégrant l'équation du premier
ordre

dx dy

l'intégration de l'équation (16) donnera X, et, par
suite, on aura z en substituant cette valeur de X dans
l'équation (10). Si N n'est pas nul, 011 formera deux
nouvelles équations simultanées

(18) ~j~ -+- a— \-l"x' — Xlf
y

dx dy
fJYrr ri Y"

( I q) ?±- H- k ?£- 4- M"X"+N"X' rrz V",
dx dy

dans lesquelles )/', M/;, N'7 ont de certaines valeurs dé-
duites, suivant une loi constante, de a, k et des quantités
précédentes )/, M', K'. Lorsqu'en continuant ainsi on
tombera sur un système d'équations simultanées dans
lequel le coefficient N^ sera nul, on n'aura qu'à inté-
grer deux équations du premier ordre pour obtenir, par
une série de substitutions, l'intégrale de l'équation pro-
posée, avec deux fonctions arbitraires.

3. La méthode de transformation que nous venons
de développer se trouve en défaut quand l'équation (4).
qui donne la valeur de a, a ses racines égales, c'est-à-dire
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( 4o )
quand S*- = 4Tl ̂% car on ne peut plus disposer de X
dans l'équation (8) pour faire disparaître le terme en y,
puisque le coefficient de ),, sa — S, est nul dans le mul-
tiplicateur de q.

i. On peut appliquer la même méthode à l'équation
linéaire du troisième ordre

(20) U« + 1X1 iu + Vc+ Wtv -+- R/•

dans laquelle u, ui, v, w désignent respectivement -y-̂  >

d'z d*z dAz T» , ,
, 9 , 1 -.—7-5 > -T-T- rour cela, on mettra cette équationdx^dv cbcdy- dyà ^

sous la forme suivante

11 dr / T T T ^ dr ds .,, _. ds n dt
U H ( I U — a) f-a h ( Y — P) h p

. rf/> i//> ^ / r/ry ö?/* dr

dx dr ° dx dy dx dj

a, [3, 1, [x, e, y, O, o> étant des indéterminées; et on
posera

avec les équations de condition

l T a p À { x — s 0 i
LU — a V — fi "" W

d'où résulte

(24) ( I I 1 — a) / -4-(V— ?

" " ^



L'équation (21) deviendra ainsi

d(LU-a)/ dX , dX dk-
\-k -j h -j~X-

dx dy dy dy

dU
dTx* dx

s + (T-Y)

~~dx
rfW
dy i

ou, en y portant la valeur de r tirée de l'équation (22),

(26)

dx dy U dy

T)~dx

R

v a d (LU -
U dy

_

a
~~ Ü

- a )

- [̂ )

:
dx

R a

U
Xa
U

*+u
tfji

u

? + û

- i - ( P - O )

~dx

—a)

dx

- ( Q - c o )

4-(P-0)

U dx

C = I I ,

,6 d(lU — a)

0
"*" Ü

dx

diù

"d'y

H-Z

rfU
dx

R6
ü

- = 11.
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Si l'on remplace dans cette équation e par k \ y par

/f(p. — k\) et 03 par #9, il y restera trois indéterminées
X, jji et 8 ; et Ton pourra en disposer généralement de
manière à faire disparaître les termes en s, t, p. On aura
ainsi une équation de la forme

( 2 ?) ~ -+. k ^ 4- A.X -f- hq -4- Cz = H.
' dx dy *
Si B = o, on tirera de cette équation la valeur de z et

de ses dérivées du premier et du deuxième ordre, et, en
portant ces valeurs dans l'équation (22), on aura une
équation linéaire du troisième ordre en X. Connaissant
la fonction X, on aura z au moyen de l'équation (27).

Si B et C sont nuls, on aura à intégrer une équation
de premier ordre en X, et, connaissant X, on détermi-
nera z par l'équation du deuxième ordre (22).

5. Il existe une classe générale d'équations linéaires
du troisième ordre pour lesquelles l'équation (27) man-
que du terme en q ; ce sont celles qui ne renferment pas,
soit V, W , T, soit U, LU, R, c'est-à-dire les termes où
la fonction z est différentiéc plus d'une fois, soit par
rapport à 7, soit par rapport à x. En eiFet, lorsque
V = W = T = o , par exemple, les équations ( 23)
donnent a = LU, (3 = o, & = o, e = o, y = o, co = o \
par suite, dans l'équation (2Ö), le coefficient de t est
nul, et, en égalant à o les coefficients de .?, /?, q, on
aura trois équations pour déterminer \*> JJI, 0, savoir

—
dx

LU/^U
U \dœ

R - f - X —
)
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Le système d'équations à intégrer sera alors

(
et l'on voit que, en tirant de la seconde de ces équations
la valeur de z pour la porter dans la première, on aura
une équation du troisième ordre en X de même forme
que la proposée, et à laquelle on pourra appliquer la
même transformation. Nous ne développerons pas davan-
tage cette méthode, qui est tout à fait analogue à celle
que nous avons suivie pour l'intégration de l'équation
linéaire du second ordre.


