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RELATIONS ENTRE LES DISTANCES DU FOYER D’UNE CONIQUE
A QUATRE POINTS OU A QUATRE TANGENTES
[rx (D15
Par M. X. ANTOMARI,

Professeur au lycée de Carcassonne.

DEUXIEME PARTIE.

RELATION ENTRE LES DISTANCES D7UN FOYER
A QUATRE TANGENTES.

1. L’équation tangenticlle d’une courbe du second
ordre rapportée a son foyer est
1
(1) (U —16y)2 + (¢ —0g)2 — — =0,

2

o et vy désignant les coordonnées de la directrice.
Cette équation développée devient

U2+ 92— 2 UUy — 200y + ul 40— - =o.
* -’ N 0 ’ 0 p2
Si donc (u, 9), (@i, vi)y (u2svs), (s, vs) désignent
quatre tangentes, on aura les quatre équations

/ 21 p2 2 2 I _
u? 402 —ouuy — 200y + Uy + Py — — =0
p
2 2 SN 2 2 1 _—
ul—‘,~(1-—-‘),ltlllg—'),()l(,o_'uo_gvn__._g_0,
(2) ’
2
2, 2 s 2 s L
Uy == 0y — 22U U9 — 20290 —— Uy —+ ¥y — — =0,
P
ol PSPPI
Uz -+ 93 — AUz UY — 293V 1 Uy + ¥y Pz_ .
\

(*) Voir méme Tome, p. 337.
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Soient d, d,,d,,d; les distances du foyer aux quatre
tangentes. On aura

/ 1 9 1
= ——0 , df= ——s,
) \ T 7S ST
(3)
1 i
2 2
’(12— ) e dy= R
. wy - v Uy -9y

Ny . 1 , . .
Eliminons w«,, v, et — entre les équations (2). 1l vien-
s

dra, en tenant compte des relations (3),

1
— u s 1
?
1
—= w1
7
df
(R 0
1
=y Ux 2|
d;
i
- uz vy
5 ;
d;

(est la relation recherchée.

2. On voit sans plus de détails que, si trois tangentes
restent fixes et que la quatriéme varie de facon que la
relation (4) soit satisfaite, la quatriéme tangente enve-
" loppe une conique ayant pour foyer lorigine; ct, par
suite, que réciproquement, si quatre droites sont assu-
jetties ala relation (4), elles sont tangentes a une méme
conique ayant pour foyer 'origine ou un point donné.

3. Comme nous allons le voir, la relation (4) peut
¢tre mise sous une forme plus simple et plus facile a in-
terpréter géométriquement. Mais nous pouvons dés a
present démontrer le théoréme suivant :

Tatorime 1. — Dans les coniques a centre, le produit

des distances d’un foyer & deux tangentes paralléles
est constant.
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Supposons que les quatre tangentes forment un paral-
lélogramme. On aura

’

'\ L2 _ g
(5) u "
LoDk
u, “ ’
Par suite,
1 [ 1 a2
di = = — < —_
\ w2 K277 w22 K2’
(6) °
' q - l v 1 d;
T c‘~r'2>\ P KR
- ui -+ e}
Remplagant dans (4), il vient
1
-([l " N 1
I
o7 e
- l _
(7) N = 0.

po NIZ] ke o

K2

pE Ku, Koy o1
1

Aprés avoir multiplié la premiére ligne par K et la
deuxiéme par K/, retranchons la troisiéme de la pre-
miére et la quatrieme de la deuxiéme; puis supprimons
les facteurs (1 — K) et (1 — K’); nous aurons

N
71*) (3} (8] —I
W

72 0 0 I
d?

]

=0,

h2
vl hu Ko i
K2

—~ K'uy Wy 1
d..

1
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ou, en développant,

KK (uvy — vuy) KK (uvy —vuy)=o
1 YUy g (uvy —vuy) =
PR & ’
ou encore
d? K
(8) P =%

Mais, en vertu des relations (6), on a

& Krdr K
(9) T i

d; K* g} K
et, en multipliant (8) et (9), membre 3 membre, on a

&dl=drdl,
d’ou
ddy = dyds. C. Q. F. D.
Corovrrare. — Le lieu des projections d’un foyer sur

les tangentes est une circonference.

C’est & 'aide de cette propriété que nous détermine-
rons les foyers dans l'ellipse et dans 'hyperbole; mais,
avant d’aborder cette question, nous allons simplifier la
relation (4).

4. Commengons par rappeler une formule importante.
Etant données deux droites D, (u,,v,) et D, (ua,vs)
et un point P, intersection de deux droites I/ (u«/,¢) et

D' (u", ¢") (fig. 15), on a

Uy vg 1
[ |
" "
(10) sinD,;SP __ sinOSDy _ woe
- - - = ’
sin PSD, sin OSD,
Uy vy 1
7 |
ooV

O désignant I'origine des coordonnées.
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Pour plus de détails i ce sujet, nous renvoyons a la
Géométrie analytique de Painvin.

Fig. 15.

Posons maintenant

Uy 91 1 u © 1
A=Juy vo 1§, M= us 93 11|,
us vz 1 us vy 1
(1) /
w v o1 [/ |
A= uy o9 v |, A=} u ¢ 1
\ Uz ¢3 1 Uy V9 1

On voit sans peine que la relation (4) développée
peut s’écrire )
A Ay A, Az

Ciab il

et, en divisant par A qui n’est pas nul, car les trois tan-
gentes (uy,¢,), (u2,92), (#3,¢3) ne peuvent concourir
au méme point, il vient

[4 w 1 uw v 1 u v I

Uy V2 1 u v 1 u ¢ 1

N Uz vz 1 I Uz ¢3 I I Uy v 1
i @ T

1 U v; 1 2 uy ¢g I 3 uy ¢y 1

Uy ¢ I Uy ¢V 1 U V3 1

Us vz I Uz vz 1 Uz vz 1
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Supposons, pour fixer les idées, que le foyer soit al'in-
térieur du quadrilatére formé par les quatre tangentes,

Fig. 16.

\

et soit ¢ ce foyer (fig. 16), qui est aussi I'origine.
On a, d’aprés ce qui précéde,

PN N

Ay «inABD « <ing BG
T - /\ /\’
sin DBCG sino BA

. /\ . /\

(13) ) Ay _ sinBEF - sing EG
AN . .
sinCEF sing EB
N PN

33 _ sinGAB sino AD
AT P ’
«inGAD sino AB

Oun a, d autre part, en examinant la figure,

PN N N
; sinoBG _ dy sing BG  d, singAD  ds
(1) —~ = = T =T’ —————d'

PN d { N\
singBA sing EB ¢ sing AB

Fa tenant compte des relations (13) et (14), 'équa-
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tion (12) devient

/\ /\
(13) 1 1 «inABD “+ 1 sinBEF 1 &inéA\B
1)) = — 5 - — -y ——— = 0.
' sinDBC % sinCEF  “? sinCAD

Soient A, B, C, D les angles du quadrilatére. Les
triangles ABD et DBC donnent

AD  BD DC DB
T <inA’ .7 snC’
<anABD sinA <in DBC sin C
d’ou
PN

On a de méme, dans les triangles AEF et DEF,

N
<inAEF sin A <im DEF sin D
— , — .

AF 7 EF DF = EF’

d’ou
RN .
sin AEF _ AF sinA
~ DF sinD

N
sin DEF

D’autre part, les deux triangles ABF et DCI" donnent

AF _  AB DF CD
B T T Bl
inB sinﬁ sin G sinAFB

d’ou
AF _ AB sinB
DF — CD ATk

et par suite
/\ . .
<inAEF _ AB sinA sinB

=T X SnCeanD’

i’

)

<in DEF
Enfin les deux triangles CAB et CAD donunent

P
sinCAB CB «~inB

T CGD anD’
<an CAD
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Remplagons dans (13), et nous aurons

1 < AD sin A
d " d, T *smC
AB sinA sinB 1 CB sin B

sinC<inD ~ d; *TD “wmp”

ou encore, sous une forme tout a fait symétrique,
CD sinC sinD AD<inA sinD
d ({1
<
' ABsinAsinB BCsinCsinB
+ ——

\ dg LlJ
Ainsi :

(16)

= 0.

Tutoreme Il. — 8i, dans une conique, les quatre cotes
d’un quadrilatére sont tangentsaune méme branche de
courbe, et st I’on multiplie chaque cété du quadrila-
téere par les sinus des angles adjacents, puis que 'on
divise par la distance du foyer au c6té opposé, la somme
des résultats correspondant a deux cotés opposés est
égale a la somme des deux autres.

5. On démontrerait d’une maniére analogue le théo-
réme suivant :

Tratorime II. — 8¢ un quadrilatére est circonscrit
& une hyperbole de telle sorte qu'il y ait deux cotés
tangenlts & chaque branche, en opérant comme dans le
théoréme 11, la différence des résuliats correspondant
& deux cotés opposés est égale a la différence des deux
autres.

On aurait donc, dans ce cas,

‘" ABsinAsinB CDsinCsinD

d; - d
} AD<inA«inD  CBsinCsinB
( = d, - ds

()
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Remarque. — Les théorémes II et III pouvaient
étre déduits des théorémes I et I1de la premiere Partie.
Nous avons préféré la démonstration précédente, qui
nous semble plus élémentaire.

Covwovrrare L. — Dans tout quadrilatére inscriptible
circonscrit a une ellipse, si l’on divise chaque cété par
la distance du foyer au cété opposé, la somme des rap-
ports correspondant & deux’ cétés opposés est égale ala
somme des deux autres.

Nous avons trouvé en effet

ABsinAsinB CDsinGsinD
d; + d
__ ADsinA sinD CBsinCsinB
= a - A :

Si le quadrilatéré devient inscriptible, on a

sinA sinB = sinCsinD = sinA sinD = sinC sinB,
el, parsuite, en supprimant le facteur commun sin Asin B,

) AB_ CD _AD  CB
( A el el o

Corovrrare II. — Dans tout quadrilatére inscriptible
circonscrit & une hyperbole et tel qu'il y ait deux cétes
tangents a chaque branche, en opérant comme préce-
demment, la différence des rapports relatifs & deux
cotés opposés est égale & la différence des deux autres.

Car si le quadrilatére devient inscriptible, la relation
ABsinAsinB  CDsinCsinD
EA - d
__ADs<in A =inD CB<nCsinB
- d, - A
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devient
AB CDh AD CB

(19) _d; - = d_1 i —d_s .

6. Nous pouvons maintenant démontrer bien facile-
ment le théoréme 1.

Considérons d’abord le cas de I'ellipse. Si le quadri-
latére devient un parallélogramme, la relation (16)

devient
1 [ N i i
W (‘/ N ;li) = b <f/1 ) d:)’

AB X< dydg(d - dy)y = BCx ddy(d;— d;)

ou

Or
AB(d — dy) = BC(dy— d) = 5.

S désignant Ja surface du parallélogramme. 11 en 1ésulte
didy=dd,.

Considérons maintenant le cas de Phyperbole. Si e
quadrilatére devient un parallélogramme, la relation

(17) devient

I 1 1 1
AB (FI_Z _—_BC(E—;II),
ou
AB < d,d;(dy—d) = BC < dd,(d,— d;).
Or
AB(d,— dy) = BC(dy— d}) = S.
d’oun

dyd; = dd,

APPLICATION A LA DETERMINATION DES FOYERS.

7. Nous ne traiterons que le cas de Vellipse, le cas
de I'hyperbole s’en déduisant simplement.

Nous avous vu que l¢ lieu géométrique des projections
d'un foyer sur les tangentes est une circonférence.

Par raison de symétrie, cette circonférence aura pour
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centre le centre de la courbe; et, comme les tangentes
sont exlérieures a lellipse, elle sera tout entiére exté-
rieure a Pellipse. ’

Supposons que le foyer soit un point quelconque o
intérieur a la courbe (fig. 17). Menonsle diamétre o MN.
Fig. 17.

T

Il est visible sur la figure’que 'on a
oM >oM, «N>o\,
d’ou
oM < eN>oM <o\,
M ct N étant les points de rencontre avec la circonfé-
rence, lieu des projections des tangentes.
D’autre part, si I'on méne les perpendiculaires ¢ I’ et
9P’ sur les tangentes en M et N, on a
eM'>¢P, oN'>oP,
d’ou
oW > oN'> 9P X o P,
ct par suite
M < oN>cP xoP.
ais les quatre points M e oivent appartenir
Mais les quatre points M, N, P et P’ d t appart
a la méme circonférence, c’est-a-dire que I'on doit avoir

oM < oN=9oP xoP'.
Cette égalité, comparée avec l'inégalité précédente,
exige que M et P coincident d'une part, Net P’ de 'autre;

par conséquent, que le diamétre MN soit normal a la
courbe, car M et P ne peuvent coincider qu’au point M'.
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Ainsi les foyers sont sur 'un des axes. Ils ne peuvent
évidemment pas étre sur le petit axe, et ils seront par
suite sur le grand axe. La circonférence lieu des projec-
tions des foyers devient alors la circonférence circon-
scrite et le produit constant devient égal a 52.

Si donc on désigne par ¢ la distance d’'un foyer au
centre on devra avoir

(a+c)a—c)= b2
ou
at—ct=0562 et 2= a*— b2.

Remarque. — Dans le cas de la parabole, il faudrait
commencer par exprimer que la courbe représentée par
I’équation (4) représente une parabole, ce qui donnerait
une rclation entre les distances d’un foyer a trois tan-
gentes. Cette relation servirait® a déterminer le foyer.

RELATION ENTRE QUATRE CONIQUES INSCRITES
DANS LE MEME QUADRILATERE.

8. Reprenons la relation (16)

ABsinAsinB N CD=sinCsinD BCsinB<inC
dy d dy dy

Soit C; une conique inscrite dans le quadrilatére ABCD
et soient x;, ¥y 2, u; les distances de son foyer aux cotés
du quadrilatére.

Faisant varier i de o &4 3, on aura

CDsinCsinD  ADsinAsinD + ABsinAsinB  BCsinBsinG

x ¥ 3 u
CDsinCsinD  ADsinAsinD " ABsinA sinB BCsinBsinC

ry Y1 51 uy -
CDsinCsinD  ADsinAsinD  ABsinAsinB  BCsinBsinG

xs Y - T2 Us -

CDsinCeinD ADsin A <inD “ ABsinAsinB BC sinBsinC_0

L3 NE] <3 us

AD<inAsinD
=0

b

)

ki



(397)
En éliminant les quatre quantités qui entrent aux nu-
mérateurs, on aura

Y 1 1 1

£y & u

I [ 1

Ty Yy S5 Wy

(20) =o.

I 1 1

Ty Y2 Fy U
I I 1 1

L3 Y3 Sz Uz

C’est la relation cherchée. Elle donne le lieu géomé-
trique des foyers des coniques inscrites dans un quadri-
latére.

Si parmi ces quatre coniques il y a un cercle, la rela-
tion précédente devient

8-
R =
AR
<

-
-
- .gl[... 3:[,..



