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SOLUTION DE QUESTIONS
PROPOSÉES DAXS LES NOUVELLES AMALES.

Qneilion 1380
. v o i r /' s é r i e , 1. X V , l» . i . i ) .

t»\u M. E. FAUQUKMBKKGUK

Trouver les trajectoires orthogonales d'une droite
le longueur constante mobile entre deux axes rectan-
gulaires. (BÀRBATUIV.)

Ou peut voir immédiatement que ces trajectoires sont
des épicycloïdes. En efï'et, la normale d'une des courbes
cherchées, ayant une longueur constante comprise entre
Ox et Oj", qui n'est autre chose que la droite mobile
donnée, est toujours tangente à une épicycloïde; cette
épicycloïde est donc la développée des courbes cherchées,
et Tune de ces courbes sera elle-même une épicycloïde.
C'est d'ailleurs ce que nous allons trouver par le calcul.

Soient / la longueur constante de la droite mobile AB
et x , y les coordonnées d'un point quelconque M de
cette droite.

La tangente a la trajectoire fait avec les axes des



angles dont les cosinus sont respectivement —r- et -~»

et, comme cette tangente est perpendiculaire à AB, il en

résulte

par suite,

A M
a

Z=zyd

ds
X dy

~, BM =

ds
J dx

ds

Telle est l'équation dillerentielle des trajectoires.

p

lp

Pour l'intégrer, posons -—- = p\ elle devient

ou, en diiïërentiant et remplaçant dx par — •>

} dp \-r-p*' ~~ ^ '

L'intégrale générale de cette équation linéaire est

y =z ~ - I VJ "+" ^ / | ^T5 I —- ~T - — j ^ ^ ^ 5". I y

l'élimination de /; entre cette équation et l'équation (1)
donnerait l'équation générale des trajectoires. Mais il
est préférable d'exprimer x et y en fonction de l'angle y.
de la tangente avec Taxe des x; il suffit de poser

p = tan-a,

et les expressions de x et de y deviennent

[ x = /sina -i— sina cos2a — G sina,

• / A

» Y = cob3 a -T- G cos a.
\ ^ '2

Toutes les courbes obtenues en faisant varier C sont



( 44o )
des courbes parallèles; car, en faisant

x0 — l sin a H sin a cos2 a, y0 — cos3 a,

ou a

x = x0 -+- G cos u n — - j ? y = y0 -\- G sin (z -h — J?

ce qui exprime que le point x,y s'obtient en portant
sur la normale, au lieu du point aro,j^o, une longueur
constante C. Parmi toutes ces courbes, choisissons celle
qui passe par le milieu de la droite AB, quand celte
droite est également inclinée sur les axes. Nous obtien-
drons la valeur de C correspondant à ce cas; en écrivant
que pour ce point x = y et sin a = cos a; ce qui donne

C = —
4

Les valeurs de x et de y peuvent alors se mettre sous la
forme

l x = — sin a -h - sin 3 a,
I O O

( 4 ) 3/ l
\ y = —- cos a — - cos 3 a.
' o o

A l'inspection de ces formules, on reconnaît que la
courbe est une épicycloïde engendrée par un point d'une

circonférence de rayon — roulant à l'intérieur d'une

circonférence de rayon -; donc cette épicycloïde et ses

courbes parallèles donnent la solution générale du pro-
blème proposé. On peut dire encore que toutes ces
trajectoires orthogonales sont les développantes d'une
même épicycloïde.

Note. — La même question a été résolue par MM. Goffart, Moret-
Blanc, Lez, Évesque.



(Ui )

Question 1463
(voir 3' série, t. II, p. 383);

PAR M. BARISIEN,
Lieutenant au i4ie de ligne, à Bastia.

De deux points situés sur l'axe des x et équidistants
de l'origine, on mène des tangentes à la conique repré-
sentée par V équation

ax2 -h by2 4- ihxy — ix = o ;

prouver que les points d'intersection de ces tangentes
sont sur la conique

by2 -+• hxy — x = o.
( WoLSTENHOLME.)

La conique donnée passe par l'origine et est normale
à Taxe des x.

Soient a et [3 les coordonnées4un point M du plan.
L'équation quadratique des tangentes menées du point
(a, fi ) à la conique donnée est

(ax2 -+- by2 -+- ihxy — ix)(aoi2 -H b [32 -h iha[3 — '2a)
— [axx -\- bfiy-+- h(y.y -f- $x) — (x -+- a)J2 = o.

En faisant y = o, nous avons l'équation aux abscisses
des points d'intersection de ces deux tangentes avec
l'axe des x,

(ax2 — ix){wx2 -h b$2 -+- 'iha.$ — 2a)
— [x(a% -+- $h — 1) — a]2 = o

ou, en réduisant,
$ $ i) — o.x(b$2 -h Aap — a) — a* = o.

La condition pour que les deux racines de cette équa-
tion soient égales et de signe contraire s'exprime par
la relation
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Les points (a, ^) se trouvent donc Lien sur la courbe

by* ->~ hxy — x = o,

(|ui est une hyperbole passant par l'origine, et normale
à l'axe des x.

Question 1488
( voir 3" série, t. II. i». 35i ) ;

Put M. N. GOFFART.

Décomposer en deux facteurs du second degré la
premier membre de l'équation

X'" -r- AX* -r- BX'2 -+- GX -r~ D = O,

oïi l'on suppose

( F R A N C E S C O BORLETTI.)

On a immédiatement

/ 4 .-} y

donc
J:'* — A ^ 4- B x 2

 -J- Ĝ r -f- D

= ( x* -'r- - x — / D V — a?* f ^ -+- 2 / O — B
\ '2 / \ 4

X

Chaque facteur de ce produit peut à soa tour se dé-
composer en deux facteurs du premier degré \ en grou-
pant ces derniers deux à deux» on a les deux autres dé-
compositions.
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Remarque. — L'équation proposée prend la l'orme

des équations réciproques si Ton pose j = j y D ; elle
devient

A 13 A

Elle se résout done aisément au moyen des deux équa-
tions du second degré

> — B
•1 = 0

OU

x [^ ± J¥- -H a /Ü - B \ -H /D = o,

dont les premiers membres sont précisément les facteur*»
déjà trouvés.

Note. — La même question a rti; résolue par MM. MorcL-BIanc;
Kealis; Pi^ani ; et G. Richard.

Question 1 492
(voir *6 série, t. I l , p. V.a);

PVR M. N. GOFFART.

Soit O w/£ point intérieur à un triangle ABC, dé-
montrer que

OA.BC OB.GA OG.AB
hin( BOC — BAC) SÎQ(GOA — GBA j sin(AOB — AGB)

(J. BRILL, B.-A.)

Les droites AO, BO, CO rencontrent le cercle circon-
scrit au triangle ABC en des points A', B', G' qui sont
les sommets d'un triangle dans lequel les angles A\ B',

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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C' sont précisément les différences

BOG —BAC, GOA — CBA, AOB — AGB.

Or les triangles AOC et A'OC' sont semblables} et il
en est de même de AOB, A'OB'. Donc

_AC _ 0<G A/B ' _ OA '
A'G' "" O A' e t AB "" OB'

Multipliant membre à membre, il vient, après trans-
position,

OB.AG _ OG.AB
A'G' ~~ AB

En considérant le couple des triangles BOC, B'OC,
avec chacun des précédents, on a de même

OA.BG _ OB.GA _ OG.AB
B'G' ~" G'A' ~ A'B'

Remplaçant B'C', C'A', A'B' par les quantités propor-
tionnelles sinzV, sinB', sinC', on a la relation deman-
dée.

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Quesl ion 1493
(Toir 3' série, t. III, p. 35a);

PAR UN ANONYME.

On suppose que les côtés a,b^ c d'un triangle sont
multiples du rayon r du cercle inscrit, et Von donne
la somme a3 -h A3 -{- c3 de leurs cubes; trouver les
valeurs de ces cotés.

Par hypothèse : a = a/\ b = (ï/1, c = •//•, a, [Ü, y étant
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des nombres entiers. Par suite,

- ( !

/a-t-3-J-v\ou / > = ( . 1 i \ n

p — a —

p — br=

p — c =

En remplaçant /?, />— rt, p— i , />— e par ces ex-

pressions dans la formule connue

p>*=(p—a){p—b)(p—c\
il vient

/ a + 3 + .,- ^ (3
\ '->- / r

d'où

ou, en posant

(i) (p + 7 - a ) = A,
( 2 ) 4 ( ;

-f- v - a ) ( a

( a _4_ v — £

UB+C) =

8

4_ 7 — 1

) = B ,

r ABC,

- 7)

- 7 ) = G,

II est facile de conclure des égalités (1) et (2) que A,
B, C sont nécessairement des nombres pairs.

Les nombres A, B, C ne peuvent èlre égaux; car les
égalités A = B = C donneraient

îaA = A3,
d'où

A2 = 12,

et A serait incommensurable.
Soit A le plus grand de ces trois nombres, on aura



et par suite
ABC < ia A; BC<i-2.

D'autre part, l'équation (2)

4(A-fB + C) = ABC
revient à

4(B-hC) = (BC—4)A;

et sous cette forme elle donne BC ^> 4«
Or le produit BC des deux nombres pairs B, C étant

compris entre 4 et T 2 est nécessairement égal à 8. Donc,
en supposant B > C, on a

B = | et C = '}, d'où A = (>.

En remplaçant A, B, C par 6, 4, 2? on tire des équa-
tions (1) :

* = 3, ? = 4, 7 = 5;
d'où

a = 3 /% b — 4 '*j c = 5 r
et

rt3 _|_ &s _4_ ca _ (33 _u 43 _+. 53) ,.3 = (fi/-)"».

Par conséquent, en nommant .v la somme donnée,
égale à a3 -t- i 3 H- c3, on aura

et
3 3/-

l̂ a question est ainsi résolue.
Si, comme exemple, on suppose

il en résultera

/• — 3, « — 9, ô = i2, C = I J .

."\ o/c. — La nii'ine question a ét(; résolue par M. Morcl-BIanc.


