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SUR LES FONCTIONS HOMOGENES DE DEUX POLYNOMES U
ET V, PREVIERS ENTRE EUX ET DE MEME DEGRE EN .;

Par M. L. MIRMAN,
Eléve du lycée Saint-Louis.

Soient deux polynomes U et NV premiers entre ewr,
et de degré m, et soit une fonction homogine et
enticre de U et V

FU.V)=UrP+ A Ur 1V A, UVP—I+- A, Vg

les racines communes aux équations UV — VU'= o
(L', V' étant les dérivées de Uet V) et F(1,V)=0
sont racines multiples de cette derniére.

Réciproquement, si la fonction homogéne (U, V)
n'a pas en'U et V de facteur multiple (aU + bV )k, les
racines multiples de [’¢quation 1'(U, VY=o sont
racines de UN'— VU’ = o.

En effet, la dérivée peut s’éerire

F'= pUP—1 U oo Ay [(p — k) Up—A1 L VE
A RUPEVEAN e p A, V1V
Soitaune racinecommunea I' = oeta UV — VU’ =o.
Soient u, ¢, u/, v’ les valeurs des polynomes correspon-
dants pour cette valeur particuliére de lavariable; wet v
sont différents dezéro, car, si «était nul,l’équation F'=o
montre que v devrait I’étre aussi, ce qui est impossible,
puisque U et V sont premiers entre eux.
On peut done éerire
u’ 3

=- -/

" ¢
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Remplacons ' et v/ par leurs valeurs dans la dérivée F';
nous aurons

F=lpup~+ ..+ Ap[(p — k) lur~h ok 4 klub—h ok ...+ plopr

ou
F'= [pF,
et, comme F = o, on a aussi [/ = o; donc cette racine «
annmule la dérivée I7: c’est donc une racine muliiple
de I,
Réciproquement, soit « une racine multiple de I'; je
dis (que, pour cette valeur, on a

Posons

’ ’

u Y
— =0+l
u (4

je vais démontrer que % est nul.
En effet, en remplagant, daus I, v et v/ par ces va-
leurs, on aura

lpur -+ Ay |(p — 1) lur—te (L + h)ur—1o]+...
+ Ny [(p—E)lup-hoh 4= k(1 + h)ur~kok] 4. 4 (1 1) per = o.

ou
pF + h(Ajur=te 4 2Aur=2¢2 4.+ kA ur~Fok 4. .4 pA,or)=o.

Comme F est nul, il suflit de démontrer que la quantité
entre parenthéses est différente de zéro; il suftit donc
de faire voir que ce polynome entier en x,

©=AUPV . . +kAUPAVEk4 .+ pA, VP,

ne peut avoir de racine commune avec le polynéme F.
Fu effet, posons
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1OUs pouvons écrire
F=VNe(pP—+ AgpP1— 4 AgpP~h 4 L\,
b = V'P(A“QP—l - 24‘\2?1,—2_!—- IS V1 p/’“L——. o= p \p)

Or, supposons que I et ®, ou ce qui revient au méme,
puisque V ne peut étre nul dans ces conditions, que les
(uantités entre ecrochets s’annulent toutes deux pour
r=ua, cest-a-dire pour p = f. ])g’siguons ces poly-
nomes entiersen o par f(g) et 9(g). On vérilicra faci-
lement que 'on a identiquement

pf(e)=rcf (p)+¢(p);
donc cette valeur p = % annulerait f'(p) (') et serait
racine multiple de f(2). Si done nous supposons que
S (g)n’a pas en p de racine multiple, ¢’est-a-dire que
(U, V) n’admet pas de facteur de forme (aU + bV )A,
I et @ ne peuvent avoir en x de racine commune;
donc /1 = o, et la racine multiple considérée o annule

UV —VU'=o. C. Q. F. D.

Corollaire. — L’expression UV —\VU', ou U et \
sont des polynomes de degré m, est de degré am — 23
donc, sila fonction homogene I'(U, V ) satisfait a la con-
dition énoncée, I'équation I' (U, V)= o, de degré p en U
ct V, de degré mp en x, ne peut avoir en x plus de
2(m — 1) racines doubles, quel que soit p.

dutre corollaire. — L’cxpn‘éssion
UV — VU’
VIE(L, V)

[ les coefficients de U et 'V étant tels que I ait 2 (m—1)

(') \ moins que B — o, mais alors A «crait nul. et F'on mettrart «
en facteur dans le coefficient de /.
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racines doubles] peut s’écrire
1
gy ————
MVf(x)
M étant une constante, et f(a) un polynéme entier en x
de degré
mp—4m—4 ou m(p—4)+ 4.
Cetle proposition cst une généralisation d’un théo-
réme de Jacobi qu'on peut énoncer de la fagon suivante :
Si l'on considére Uexpression

TV —VU
b
VAU = BUYS— CU2V2— DUV 3 BV4

et yu'on détermine les coefficients de U et V', de fucon
que le poly nome sous le radical ait toutes ses racines
doubles, sauf quatre, l'expression peut s'écrire

1

My o —awd 4 Sat— vy ¢

Cas particuliers :

1* Toute racine double de aU 4+ 6V = o est racine
de UV —VU' =o.

2° Toute racine double de aU2+4 26UV 4-¢cV2 =0
est racine de UV — VU =0 si b2— ac est = 0.



