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SIR LES FONCTIONS HOMOGÈNES DE DEUX POLYNOMES II
ET Y, PREMIERS ENTRE EIX ET DE MEME DEGRÉ EN x \

PAR M. h. MIRMAN,
Elève du lycée Saint-Louis.

Soient deux polynômes U et V premiers entre eux,
et de degré m, et soit une fonction homogène et
entière de U et V

F( U, V) =U/ '+A 1 U>-i v-h.. .-h \P-x U\>-i -4- A, \> ;

/e.9 racines communes aux équations U\ ' — V ü ' = o
( L', V' étant les dérivées de U et Y) eZ F( I , V) = o
50^^ racines multiples de cette dernière.

Réciproquement, si la fonction homogène F(U, V)
n'a pas en L et V de facteur multiple [ah -f- Z> \ )A, /eA-
racines multiples de Véquation F ( U y V ) = o sont
racines de U\ ;— VL7/= o.

En effet, la dérivée peut s'écrire

Soi ta une racine commune à F = oe t àLV — YL'' = o.
Soient u, v, u1\ v1 les valeurs des polynômes correspon-
dants pour cette valeur particulière de la variable 5 u et v>
sont différents de zéro, car, si «était nul, l'équation F = o
montre que u devrait l'être aussi, ce qui est impossible,
puisque U et \ sont premiers entre eux.

On peut donc écrire

"- = - - /.



Remplaçons u' et v' par leurs valeurs dans la dérivée F';
nous aurons

F' = lpuP~{- . . .4- \k[(p — k) luP~h vk-

ou

et, comme F = o, on a aussi F / = o ; donc cette racine a
annule la dérivée F7: c'est donc une racine multiple
de F.

Réciproquement, soit a une racine inulliple de F ; je
dis que, pour cette valeur, on a

Posons

u
u

je vais démontrer que h est nul.
En effet, en remplaçant, dans F', u' et v' par ces va-

leurs, on aura

uP-^r kx\(p — i)hu'-1 v -*-(/ •+• h)uP~lv\-{-...

ou

\p F .4- h ( A i iiP-i v -r- 2 A2 iiP-* r2 - i- . . . 4- k A* ?̂ ^ -;>' ̂ ' 4 - . . . -+-p Aƒ, VP ) = o.

Comme F est nul, il suffit de démontrer que la quantité
entre parenthèses est différente de zéro; il suffit donc
de faire voir que ce polynôme entier en .r,

<I> = Ai IIP -i V -+-. . . 4 - k A7l Ui»-*V*-f-.. .4-/? A p V / \

ne peut avoir de racine commune avec le polynôme F.
En effet, posons



nous pouvons écrire

i-t- 2A2p^~2-4-. . .H-A Y^p/'-* — .

Or, supposons que F et <ï>, ou ce qui revient au même,
puisque V ne peut être nul dans ces conditions, que les
quantités entre crochets s'annulent toutes deux pour
.r = a, c'est-à-dire pour p = [3. Désignons ces poly-
nômes entiers en p parj^(p) et ç(p). On vérifiera faci-
lement que l'on a identiquement

7>/(p)=P/'(p)+ç(p);

donc cette valeur p = [3 annulerait ƒ '(p) ( ') et serait
racine multiple d e y ( p ) . Si donc nous supposons que
f(p) n'a pas en p de racine multiple, c'est-à-dire que
F(U, \ ) n'admet pas de facteur de forme («U H-i*V)*,
F et 0 ne peuvent avoir en x de racine commune ;
donc // == o, et la racine multiple considérée a annule

ÜV'-VÜ'sO. C.Q.F. Ü.

Corollaire. — L'expression UY7 — \ U', où U et \
sont des polynômes de degré m, est de degré nm— 2;
donc, si la fonction homogène F(U, \ ) satisfait à la con-
dition énoncée, l'équation F( U, V ) = o, de degré p en U
et V, de degré mp en x, ne peut avoir en x plus de
2(m — 1) racines doubles, quel que soit p.

^1 utre corollaire. — L'expression

UV — Vl/
v/F(t,V)

[les coefficients de IJ et \ étant tels que F ait 2 (//; —

( ' ) \ moins que p — o. niais alors A ocrait nul . cl l'on incllrai l
*"•> facteur dan* Jo coefliciml de h.



( '76 )
racines doubles] peut s'écrire

M/ƒ<*•)

M étant une constante, elf(x) un polynôme entier en x
de degré

Jïip — ̂ m—4 o u m(p — 4)+4-

Cette j)roposition est une généralisation d'un théo-
rème de Jacohi qu'on peut énoncer delà façon suivante :

Si l'on considère l'expression

l V — VL'

y/Vü^-r- JHJY<*-t-ClJ2V-— DLV-hEV*

et (fa on détermine les coefficients de U et V, de façon
(/ue le polj nome sous le radical ait toutes ses racines
doubles, sauf quatre y lexpression peut s'écrire

Cas particuliers :
i° Toute racine double de a\3 -f-Z>\= o est racine

de U V — M J ' = o .
2° Toute racine double de a U2 -H 2 h UV -4- c\ 2 = o

est racine de U\ ' — \ 1/ = o si b'1— ac est ^ o .


