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DEVELOPPEMENTS NOUVEAUX SUR QUELQUES PROPOSITIONS
DE FERVAT;

Pir M. S. REALIS,

Ingénieur & Turin.

1. Oun sait, d’aprés un théoreme de Fermat, démontré
par Euler, que : si le nombre p, compris dans la forme
linéaire 8q 1, est premier, ou composé de facteurs
premiers de cetic forme, p est la somme d’un carré et
d'un double carré. ¥ d’autres termes, on sait que,
p étant comme il vient d’¢tre dit, on peat toujours satis-
faire, par des valears enticres de a ety a Pégnation in-
déterminée

(1 9r?-—-gi=p.

Un corollaire, que nous allons d’abord ajouter a cette
importante proposition, consiste en ce que @ un nombre
donné p =8¢ -+ 1 étant la somme d'un carré et d'un
double carré premiers entre eux, le nombre

est la somme d'un nombre triangulaire et du double
d’un nombre triangulaire.

Pour démontrer cette propriété, nous poscrons d’abord
I'identité

(2224 32) = o(x ¥ )2+ (y — 27 )?,

ouil y a licu d'observer que, 'équation (1) étant vériliée,
a est néeessairement un nombre pair, ct ) un nombre
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impair. Nous pouvons donc poser une relation telle que
5(8¢g +—1)=9(2a-+1)--(2b 1),

ol a et b sont entiers. ¢t d’ot résulte I'dgalité

at—a b2—0
—_—

3 —a- )

2 2

constituant la propriété énoncée.
On aura ainsi

_8( , b -1
/),A.-;\(L—([—r— 5 )—~—l.

a e b étant tels que Pexpression de ¢, et conséquem-
ment celle de p, se réduisent i des nombres entiers.
Des relations

Y a+r=oa-1, y—ox =2b-41,
subsistant entre les entiers «, b, x, y, on déduit
r=3%(a—0), v=%(2a+D)x1.
Y . .,
d’ou, par identitd,

, R 8< . 2——[1)
202 —12= (@ — a — -1
' 3 2

On conclut de la que toutes les solutions entieres de
I'équation (1) sont renfecrmées dans la formule

" /aa—ob\? fa-2b--3\2
|2 (=5 )'( 3 *>

3(, b b
, "~§ (I‘——(l+~—;‘—)—.‘l,

L \ d Vi

(2)

ot l'ou attribucra a a ct b des valeurs entiéres telles que
son second membre se réduise a la valeur de p (ce qui
est toujours possible, d’aprés ce qui précéde). La re-
cherche de a et b se trouvera d’ailleurs quelque peu
facilitée par la considération (ue, x et 1 devant étre
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entiers, les valeurs numériques de a — b et de 2a + b
doivent étre divisibles par 3.

La détermination du carré ct du double carré en
lesquels se décompose p se trouve ainsi ramenée directe-
ment a celle du nombre triangulaire et du double tri-
angulaire en lesquels se décompose le nombre plus petit
3q.

On reconnait facilement que cela ne cessera pas
d’avoir licu si, parmi les facteurs premiers de p, il s’en
trouve qui soient compris dans I'une quelconque des
formes 8¢ —1, 8¢ =3, pourvu que chaque facteur de
celte espéce soit aftecté d’un exposant pair, ct que p
renferme au moins un facteur premicr 8¢ 41 plus
grand que I'unité. En ce cas, et ) ne seront plus pre-
miers entre eux.

Pour p == 32.17 = 133, par exemple, on a, en faisant
a =1, b =10 dans la formule (2),

2.024+92=5(2.1+53) +1=8.19 1 =153,

Pour p =7%.93 =357, on a

24224 72=%(2.28 + 3403 )+ 1= 8 4{7 +1= 3577,

ce qui correspond au cas de @ = —18, b =45, dans la
formule (2).
Pour p=32.5%.41=9225, on a

2.60%-+ 152 =2(2.28 4 3403) -+ 1= 8.1153 1= 225,

ce qui correspond au cas de @ = 8, b= 8a2.

2. Un théoréme de Fermat, démontré par Lagrange,
établiv que : tout nombre premier, compris dans la
forme 8¢ + 3, est la somme d’un carré et d’un double
carre.

Ce théoréme, d'aprés les principes connus, s'étend a
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tout nombre p de la forme 8 4 -+ 3, composé d’un nombre
impair de facteurs premiers de cette forme, et d’un
nombre quelconque de facteurs premiers 8 g —+-1.
D’apres cela, Uéquation indéterminée

7t yi=p,
ol p est tel qu'il vient d’¢tre dit, est toujours résoluble
en nombres entiers impairs x = 2a + 1, y =2 b+1,
ct peut étre représentée par Pidentité

b b
"2“+’)2+(21'+')"=8(a2+a+}h§_i> -+ 3.

p--3
8

d'un triangulaire et d'un double triangulaire, ct que

On voit que le nombre ¢ = est ici la somme

toutes les solutions enticres de 1'équation considérée
sont renfermées dans 'identité que nous venons d’éerire,
moyennant des valeurs convenables des indéterminées
actd.

Nous ne devons pas omettre d’ajouter que la préeé-
dente décomposition de ¢ en nombres triangulaires avait
été signalée incidemment par Euler, quil’énonce comme
unc condition néeessaire (mais non suflisante) pour que
8y -+ 3 soit un nombre premier (*).

3. Dans un précédent article, ou il était question des
nombres qui sont la somme de deux carrés, nous avons
fait connaitre une importante propriété de ces nombres,
par laquelle la racine de chacun des carrés composants
s'exprime par la différence entre le nombre considéré et
un nombre qui est la somme de deux triangulaives (2).

(") Voir les Yousceaur Commentaires de Petersbourg, t. VII,
p. 2.

(*) Voir les NYougelles Annales de Vathematiques. p. 36g: 1885,
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Nous allons signaler ici une propriété analogue, relative
anx nombres p considérés dans les n° 1 et 2 qui pré-
cedent.
Cette propriéié consiste ¢n ce que : si un nombre p,
impair, oudouble d’un impair, est décomposable en un
carré et un double carré, en sorte que l'on ait

p=2x2-"-32

les racines x, ) des carrés composants seront expri-
mables par le systeme de formules

1 2NN —1)
r=p— \m(m-1)—-— — |y
J | 2
2 |'m(m —=1) )
=P — 5| ntn+1l
J z 3 2

m et n étant deux entiers convenablement déterminés.

Laérification est facile, et nous laisserons au lecteur
le soin de développer les calculs relatifs. Pour plus de
simplicité, ¢t puisque ¢’est le cas qu’il importe surtout
de considérer, on peut admettre quex et y sont Premiors
entre eux; mais on reconnaitra sans peine que cette res-
triction n’est pas nécessaire.

Sxemples :

q . {\m= {. y@&=11—{(20+10)=1,
y=8.1—3 =11} .
7 } n=—2; (y=11—32(104 2)=3;
(m= 6, {x=17—1(j2+= 3)=2,
p=28.2-+1=17; ¢ o
? n=-—I. '_y:l‘;’——ﬁ(i!l:— 0)=3;
. {m= 06, (2=19—1(j2+ 6)=3,
p=28.24+3 =19; Y .
? n= 2 Yy =19 —;3(21-- 6)=1.
s m= 7. \xr=20—4556+ 1)=3,
P =2.11 =22 N
’ | n= 11 [ ry=22—3(28-+ 2)=2,
- 53 {m= 8 (r=33—F(y2+21)=2,
p=8.1+1=33: < K N
[ n==3: | ¥=33—=2(36= 6)=)>:



p=2. 34 fm= 9, {@=31—}(go+ 3)=3,
= 2.17 = 943

SR R B
=38 —3(56+55)=1,

T
¥ =238 —3(28+20)=6;

4. D’apres un théoréme de Fermat, démontré par
Euler, on peat aflirmer que : si un nombre donné p,
compris dans la forme linéaire Gg + 1, est premier,
ou composé de facteurs premiers de celte forme, ce
nombre est la somme d’un carré et d’un triple carre.

Un corollaire qu’il y a lieu d’ajouter a cette proposi-
tion consiste en ce que : p étant comme il vient d’étre

. . ) —1 , .
dit, le nombre 3q = i est la somme d’un triangu-

2
laire et d’un t/'i/)l(f t/'i(zngu/ﬂil'e.
Soit, en effet, Péguation

(3 Jat--yt=p.

subsistant, pour p= 6¢ =+ 1, en nombres entiers x, 3,
premiers entre eux; ces nombres seront néeessairenient
de différente parité, ety sera premier avee 3.
Posons 'identité
F3x2y2) = 3(z -+ y )+ (3 —y
nous ¢n conclurons aussitot 'existence d'une relation
telle que

(6g-+1)=3(2a +1)2-+(20—+—1)2

pour des valeurs entitres de a et b, et nous obtiendrons

R RGeS b2 b
2= —
2 2

ce qui démontre la propriété énoncée.

Il'y alieu de remarquer ici que le nombre wiaugulaire
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» qui entre dans U'expression de 3¢, doit ére un

multiple de 35 on a ainsi une condition propre & fa-
ciliter la décomposition de 34 en nombres triangulaires,
et, par suite, la décomposition de p en carrés, sclon I'¢é-
quation ( 3). Cette condition, au reste, revient a ce que
nous avons déja remarqué, c’est-a-dire que y doit étre
premier avec 3.
Les égalités
Iy =2a -1, S —y =2b +1

donnent

Q=

a-+b—41 3a—b+1
—_—— y=——>

2 2
ouact b scront de différente parité (ce qui constitue
une nouvelle condition propre a simplifier la recherche
des nombres triangulaires en lesquels se décompose 3 ¢).
Par ces expressions de x et y, 'équation (3) sc¢ trouve
transformée en l'identité

,‘<a—‘——b+1>2 <3a—-—b-—l>'—' ,<a‘-’+a 1 02+ b>
3 -+ =0 ——e “+1,
2 2 2 3 2

c’est-a-dire

‘ 3<a—,—:1+|\)‘2+<3a—21)—'~1\)2

( =3(a*+a)+ b2+ b+ 1.

—
FEN
~

On voit par la que le nombre considéré p =64 —+1
peut toujours étre représenté par la forme indiquée par
le sccond membre de cette identité, ou l'on sait que «
ct b sont de différente parité, et que b2+ b est divi-
sible par 3. Il en résulte que toutes les solutions en-
tiéres de ’équation (3) rentreront dans lidentité (4),
ou l'on pourra loujours assigner & a ct & des valeurs
entiéres propres a identifier son second membre avec la
valeur donnée de p.
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Il est ais¢ de voir que ce qui précéde continue d'avoir
licu lorsque p renferme des facteurs de la forme 64 — 1,
poursu que chaque facteur premier de cette forme s’y
trouve ¢élevé & une puissance paire, ¢t que p renferme
au moins un factear premicr 6 +1 plas grand que
Vunité. In ce cas, 22 cty? auront pour diviseur commun
un carré qui sera également diviseur de p.

~

Clest ainsi que, pour p = 52.13 = 33, on 4
3024+ 32=6(28 ~") 4+ 1=3.36 136 41 = 33,

ce qui correspond a Phypothése de o =7, b =12, dans

la formule (4).

On remarquera encore que la transformation de I'équa-
tion (3) en Pégalité (4) continue de subsister si, an lien
du nombre considéré p, on prend son triple, ¢’est-a-dire
le nombre 3(6¢ 4 1)5 cela ticnt i ce que le facteur 3,
quoique non compris dans la forme lindaire 64 —+ 1,
nwen apparticnt pas moins i la forme quadratique
Jaz4-9% Ln ce cas, le nombre 6246 ne sera plus
divisible par 3.

~

On a, par exemple, pour p=3.19 =57,

ce qui répond aux valeurs @ =3, b = 4, dans la for-
mule (4).

o. 1l nous reste asignaler, a I'égard de I'égunation (3),
la propriété remarquable dont jouissent les racines o,
3, de pouvoir s'exprimer trés simplement par la diflé-
rence entre p et une fonction linéaire déterminée de
certains nombres triangulaires.

Cette propriété, analogue a celle que nous avons con-
statée plus haut a I’égard de I'équation (1), se rattache,
de méme que celle-ci, i un fait général sur lequel nous
ne nous arréterons pas en ce moment. Elle consiste en
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ce que st un nombre p, impair, ou quadruple d'un
impair, est décomposable en un carré et un triple carré,
en sorte que l'on ait

p =322+

les racines x, y des carrés composants seront expri-
mables par le systéme de formules

J‘:[}——

1 [m(m-)—t) 1 Bn('in——l)]
- -+ 5 )

2 2 J 2

—J
2 2

L[ mim—+—1 | n(n-+1)
y=p—- -+ >
2| 2
i aide de valeurs enti¢res convenables atiribuées a m
et n.
La vérification ne présente pas de difliculté.
Exemples :
r= 4—3(6-+0)=1.
[) = 4; .
Y= 4f—5(6+0)=1;
r= 7108 =1,

- —Y(10o-+0)=2:

S
Il
I
— | —— -,
Il

nm = ) r =12 ___1)_(]5_%231):[.
) = 12;
: n=—a; | y=m—l053a)=3;
N L LR (CTES MR
=13;
P n = 1: ‘)—‘3“1»(‘214—3.]):[;
\m= 6, xzig“"%(?-l+'435‘)=|,
=195 -
g [ n=--3; (y=19—}121+3.3)=4;
pmy B L= (69 =0,
H ? n=-—ri; zyzgl_;(3(3+o):3;
[7“‘)8 ‘I)Z: I \’x:28—;(28+§3§) =l,.
a ? no=—4; }J"=28——§(28+3.6)=5,

Note. — Les propriétés qui viennent d’étre consi-
dérées a I'égard des équations (1) et (3), et celles qui
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fout Pobjet de larticle cité au n°® 3, pouvant trouver
quelques applications utiles dans la théorie des nombres,
nous pourrons y revenir en étendant la question.



