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NOTE SIR LE CERCLE DES NEUF POISTS;
I\vn M. EMILE LEMOI1NK,

Ancien élève do lTJcole Polytechnique.

Nous avons indiqué (voir Comptes rendus du Congres
de Rouen, de l'Association française pour l avance-
ment des Sciences, p. 126 *, i883) la simplicité de certaines
équations se rapportant aux propriétés des cercles tan-
gents aux trois côtés d'un triangle, lorsque l'on expri-
mait les coefficients de ces équations en fonction des
rayons de ces cercles, et, d'autre part, nous avons montré
(voir Congrès de Blois, p. 49? 1884) l'utilité de consi-
dérer les points associés (f ) : la présente Note en fournira
de nouveaux exemples.

Nous nous rapportons aux élégantes constructions
géométriques démontrées par M.Gérono (voir Nouvelles
Annales, p. 220; i865), pour les points de contact du
cercle des neuf points avec les cercles tangents aux trois
côtés du triangle, et nous adopterons ici les mêmes
notations et les notations analogues que nous indiquons
ici.

ABC le triangle considéré*,
a, &, c, les milieux de BC, AC, AB*,

( ') Si a, p, y sont- les coordonnées homogènes d'un point O, le^
point associés Oa} Oh, Ot ont respectivement pour coordonnée^



a', b\ c' les points de contact de BC, z\C, ÀB avec le
cercle inscrit 5

a'a-> ^ 1 c
a ' e s P°ints de contact de BC, AC, AB avec le

cercle exinscrit tangent au côté BC; de même ab^ b'b,
côî ac> K> <ô

II, G, M les points d'intersection respectivement de
eZ>, c'b' \ de ac, a! d'5 de ab, a!V \

Ha> G/7, Mrt les points d'intersection respectivement de
cb, cab'a; de ac, aaca^ deab, a'ab'a; de même HO, G*,
M*; H o Gc, Al,..

Soient r, ; r t , Vbj ?*c l^s rayons des quatre cercles tan-
gents aux trois côtés du triangle.

Les trois droites \\a!, Gb', Me' ont pour équations

— (/'A-H'Y—2/a);H (ro—rc)rt H (rc— rb)Ç = 0, . ..,
1 a l h 1 c

et se coupent en d', point de contact du cercle inscrit
et du cercle des neuf points.

Les coordonnées de d' sont

ou

Les trois droites \\aaa, Gab'a> Mac'a ont respective-
ment pour équations

( - t - 2 / • ) £ - « (n—rc)i\ -f- -^(rc— rb)r = o,

y b c .
)Z (+ ) ( H ) Ç

-CY-+- / ')?H (/c-H'*)TQ r

et se coupent au point d'n de contact du cercle des neuf



points et du cercle exinscrit tangent au coté BC et au
prolongement des deux autres,

d a a pour coordonnées

ll r —r 2 ^ 1 ( / . _!_,. 2 !S(r __ r ,2
a ' b c

OU
p j . p — r n — b .

a b ' c

II, (}, M sont respectivement les associés du point
situé à l'infini

h — c r — (t a — b

a b c

et par conséquent AH, BG, CM sont parallèles.
De même, Ha, Grt, Ma sont les associés du point situé

à l'infini
r — b a — r (t — b

et par suite Alla , BG«, CLM« sont parallèles.
V c! a pour équation

a y b c y _

/'« " ''A ' /> ^

de même a' cf, a' b'', . . . .
/ y ^ , ĉ <7 ,̂ r/^/^ ont respectivement pour équations

" • ^ c >*

— ; - h — r, Z = o .

llemarquons que nous avons désigné par a, b, c les
milieux des côtés BC, AC, AB et aussi, dans les équa-
tions, par a, b: c comme à l'ordinaire les longueurs des



côtés BC, AC, AB, mais il ne peut évidemment résulter
aucune amphibologie de ce double emploi de lettres.

Les trois droites Ad'a, Brf ,̂ Cd'c se coupent au point À
qui a pour coordonnées

( b — c )2 ( a -f- c )2 ( a -f- b )2

&) c{p — c)

Lestrois droites A d'a, Bd'c, Crf̂  se coupent au point !„
qui a pour coordonnées

(& + c)2 (c — a)2 (a — b)2

ap b{ p — c)

Les trois droites A)v/, BÀ/,, CAC se coupent en d''.
Les trois droites XVA, B ) V , CÂ^ se coupent en <:/rt*, etc.
L'axe d'homologie de ABC et de d'ad'b d'c qui est aussi

Taxe d'homologie de ABC et de \a\b Ar est la droite

qui joint les pieds des bissectrices extérieures.
L'axe d'homologie de ABC et de d'dcd'b qui est aussi

l'axe d'homologie de ABC et de Wc A# est la droite

- ? — *i + S = o ;

qui joint les pieds de deux bissectrices; etc.
L'équation de d'b dr est

a\\bc — \p(p ~ ct)\ -i- bc(b -+- r )(r, -h Ç) = o,

l'équation de d'dc est

l'équation de )^ÀC est

a(b-4-c)(p — b)(p — c

-r- p( p — a )bc(b — c )2 ( rt -4- Ç ) = o ;

e t c .



Soient

I) le point où BM coupe AC;
E le point où A M coupe BC ;
\)a le point où WSla coupe AC ;
Kn le point où AM« coupe BC

DE passe en d' et y est la tangente commune au cercle
inscrit et au cercle des neuf points-, elle a pour équa-
tion

a y b c Y _
b — c^ c — a ' a — b^

DE passe par les points (Z> — c)2, (c — <7)2, (a — b)2 ;
(b — cp (c — af (a — b)* t , A - v-? 7——- ? et les coordonnées d un

a b c

quelconque de ses points peuvent s'exprimer par

Z variant avec le point.
I)aKa passe par le point dn, y est la tangente com-

mune au cercle exinscrit tangent à BC et au cercle des
neuf points.

L'équation de DaErt est

Remarque. — Toutes les fois que, dans une équation
ou clans l'expression des valeurs des coordonnées ho-
mogènes d'un point, etc., les quantités

ƒ>> p — a, p — b, p~c

entreront d'une façon homogène., les égalités

pr — (p — a \ro = (p — b)r/,= (/> — c)r(



prouvent que /?, p — <7, p — b, p — c peuvent y être

remplacés par - i ~, — * — et réciproquement.
'" l'a rl> l'e

L'identité a = p — (p — a) montre alors que, dans
loute formule, a, h, c peuvent être remplacés par

o disparaissant dans les expressions homogènes.

application. — La formule

donne
i i

r ra

ou

ra(rb—r)(rc—r) " ra j(rb—r){rc—

et ainsi de toute formule entre les éléments d'un tri-
angle.


