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NOTE SUR LE CERCLE DES NEUF POINTS;
Par M. Emre LEMOINE,

Ancien ¢léve de I'lcole Polytechnique.

Nous avons indiqué (voir Comptes rendus du Congres
de Rouen, de I’ Association francaise pour I avance-
ment desSciences, p. 12651883) lasimplicité de certaines
équations sc rapportant aux propriétés des cercles tan-
gents aux trois cotés d’un triangle, lorsque I'on expri-
mait les cocfticients de ces équations en fonction des
rayons de ces cercles, et,d’autre part, nous avons montré
(voir Congrés de Blois, p. 493 1884) I'utilité de consi-
dérer les points associés (') : la présente Note en fournira
de nouveaux exemples.

Nous nous rapportons aux élégantes constructions
géométriques démontrées par M. Gérono (voir Nouvelles
Annales, p. 220; 1863), pour les points de contact du
cercle des neuf points avec les cercles tangents aux trois
cOlés du triangle, et nous adopterons ici les mémes
notations et les notations analogues que nous indiquons
icl.

ABC le triangle considéré;

a, b, ¢, les milieux de BC, AC, AB;

(') Sia, 3, v sont les coordonnées homogénes d'un point O, les
point associés O,, O,, O, onl respectivement pour coordonnées
—x, By, —Rovi . Bo—.
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@, b, ¢ les points de contact de BC, AC, AB avcc le
cercle inscrit;

ayy b, c, les points de contact de BC, AC, AB avec le
cercle exinscrit tangent au coté BC; de méme a,, 0},

’ 1 I3 U

Cpyacs bc’ C.s

H, G, M les points d’intersection respectivement de
ch, b de ac, a'c'y de ab, a'¥ ;

Ha, Gay M, les points d’intersection respectivement de
N ‘/ 1 . ’ ’ . ’ ’ . A ~
chb, ¢ b,; de ac, ayc,; dead, a, b, ; de méme H;, Gy,

1\][); lic, G’c, )](

Soient 1, 14y 13, e les rayons des quatre cercles tan-
gents aux trois cOtés du triangle.

Les trois droites Ha', G&', Mc’ ont pour équalions

) ) I

a b 4
—(ro+re—2rg)t+ — (ro—r)n + —(re—re)f =0, ...,
7 a IT’) ,‘(_
et se coupent en d', point de contact du cercle inscrit
et du cercle des neuf points.

Lies coordonnées de d' sont

Iy p re
o (ro—re)? A (re—1ra)? 'g("u“‘ ry)?,
ou
p—c

p—a s P
= (b—c)

b
’ b (C'—_a)zv

(a—b).

’

Les trois droites H,a,,

Gobd,, M,c), ont respective-
ment pour équations

@ b c
—(re+ret+ar)y+ —(ro—ro)n+ — (re—rp)f = o,
r e Iy

a , b c

=(ro-=r)f— —(2rc+r—rp)n + —(rp+r)f=o,
r re rp

«a . b c

s (re+ r)E -+ ;_—(rc—i- ryn— ;—_;(21';,—'.— r—re)f=o,

c

et se coupent au point d,, de contact du cercle des neuf
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points et du cercle exinscrit tangent au cote BC et au
prolongement des deux autres.
d,, a pour coordonnées
— :—t1 ro—ro)t, %( r=ry ), % (r-—r.2

ou
p , I—¢ p—20 R
— b — )2 —ta+c), “——(a-+0b)2
« % b ” ¢ ( ’
L, G, M sont respectivement les associés du point

situé al'infini

b—¢ c— a—0
- b

— T, T

« b

ct par conséquent All, BG, CM sont paralléles.
De méme, H,, G, M, sont les associés du point situé
a linfini

ct par suite A, BGa, CM, sont paralléles.
o' ¢ a pour équation

de méme a'd, b, . ...
r ’ ’

, "o . , .
[)“(n, C,d,, a, /)u ont respectivement pour equations

«, b c o,
S T =0
’ e b

a, b Co,
~{T— 71 o = 0,
/ re ”p

a ¢
i o=
’ 7 75

Remarquons que nous avons désigné par a, b, ¢ les
milieux des ¢dtés BC, AC, AB et aussi, dans les équa-
tions, par a. b, ¢ comme a lordinaire les longueurs des
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cotés BC, AG, AB, mais il ne peut évidemment résulter
ancune amphibologie de ce double emploi de lettres.

Les trois droites Ad,, Bd),, C.d, secoupentau point %
qui a pour coordonnées

(b—c)?

(a—+c)?
ap—ar

b(p—1b)

(a+0)
c(p—c)
Lestrois droites A d’

« Bd., Cd}, secoupent au point %,
qui a pour coordonnées

(b+c)2

ap

(c—a)?

b p~c')’

(a—0)2

c(p—2b)

Les trois droites A\, By, Che se coupent en d'.
Les wrois droites A%, Bl., Ch; se coupent en d5 cte.
[’axe d’homologic de ABC ct de d),d}, d, qui cst aussi

Paxe d’homologic de ABC et de %.,24 ) est la droite

'

—.-'!)—FZ:O.

vy

qui joint les pieds des bisscctrices extérieures.
L’axe d’homologie de ABC et de d'd, d, qui est aussi
I'axe d’homologie de ABC et de Wk, 7 est la droite
te}

i—n+ =05

qui joint les picds de deux bissectrices; cte.
Iéquation de d; d,. est

atlbe— ip(p—a)+be(b+ci(n+7)=o,
I'équation de d'd, cst

(¢ —m)ab(a—b)--{ab—f(p—a)(p—D0)]L=o0;
Péquation de A4, est

alh4cp—>b)p—oclip(p—a)—bclt

- plp—arbe(b —ci(n+7)=o0;
ete,
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¥ .
Soient

D le point o BM coupe AC;
E le point ou AM coupe BC;
D, le point ou BM, coupe AC;
E. le point ou AM, coupe BC.

DE passc en d’ et y est la tangente commune au cercle
inscrit et au cercle des neuf points; elle a pour équa-
Ltion

a b ¢

-+ 1, =
H—r¢ c—a' a—0"

oy

DE passe par les points (b — ¢)2, (¢ — a)?, (a —b)?*;
(b—ecp2 (c—a)? (a—0b)
a ’ b ’ c ’

ct les coordonnées d’un

. y . .
qu(‘]conque de ses pOllltS peuveut S CXP[‘H]lCI‘ pat

(6 —a)(b—ec)2 (6—Db)c—a)? (2—c)a—b)
a ’ l) b c .

o variant avec le point.

D,E, passe par le point d,, y est la tangente com-
mune au cercle exinserit tangent 4 BC et au cercle des
neuf points.

L’équation de D, E, est

a b e S v
b a-—-c'  a4b>"
Remarque. — Toutes les fois que, dans unc équation

ou dans D'expression des valeurs des coordonnées ho-
mogénes d'un point, ete., les quantités

P p—a, p—b, p—c
entreront d’'une facon homogéne, les égalités
C gene, g

pr—(p—avr,=(p—>byr,=(p—cir,
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prouvent que ]9. ) — ., ]P —_— [), ]1 — C peu\'enl \ l“ll‘(!
I 1 1
lomp]aces par —9 — 3y —s — L 1‘ecipr0quemenl.
g Ty Ie

Lidentité « = p — (p — a) montre alors que, dans
toute formule. a, b, ¢ peuvent éure remplacés par

1 1 I I ‘1 1)
P\ —5- ) Pl ) )
r ra r ry rooore

dlsparalssant (lallS lCS expressions IIOIHO“(’I](’Q

Application. — La formule

1, _,/plp—a)
cos‘)‘ A= \/———bc

donne
I
I ror
cos—A = il
2 (l 1 ><1 i )
\ 7 "y r re
ou
rrpre S !
coc« \ =
ro(re—r )(I‘c—-l)

————,
r,, ‘/(r[,—-r)(rc—r)
et ainsi de toute formule entre les ¢léments d’un tri-
angle.



