NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

M. DU CHATENET

Sur la représentation des figures tracées
sur une surface. Applications aux
cartes de géographie

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 5
(1886), p. 142-155

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1886_3_5_ 142 1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1886, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1886_3_5__142_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LA REPRESENTATION DES FIGURES TRACEES SUR UNE
SURFACE. APPLICATIONS AUX CARTES DE GEOGRAPHIE;

Paw M. M. pc CHATENET.

tant donnde une figure tracée sur une surface, on
peut, d’unc infinité de manicres diflérentes, obtenir une
figure quiserasa représentation ou sa transformée situde
sur une autre surface. Il suffira pour cela de se donner
deux relations entre les coordonnées d’un point sur
chacune deés deux surfaces.

Soient p et ¢ les coordonnées quelconques d’une
courbe située sur une surface donnée, u et ¢ les coor-
données de sa transformée sur unc autre surface. Tout
systeme de deux relations

F(p.og,u ¢)—=o,
Fiip.gou,¢)=0

déterminera un mode de vransformation.

On peut done se proposer de délinir les fonctions ca-
ractéristiques 17 et 17y, de telle sorte que le systeme de
transformation qui en résultera jouisse de telle propricié
qu'on voudra lui imposer.

Notons que tous les problémes que 'on peut se pro-
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poscr sur la construction des cartes de géographie ne sont
qque des cas particulicrs de la question que nous vendns
d’énoncer, puisque les surfaces considérées seront, d’une
part, la sphére terrestre et, de autre, un plan, cclui de
la carte.

Nous examinerons ct chercherons i définir un mode
de transformation par la condition suivante. Soit une
famille 'de courbes tracées sur une surface et représen-
tées par I'équation
(1) wo +vy=r,

dans laquelle 11 et v sont des constantes, ¢ et b des fonc-
tions quelconques de « et v. Nous voulons que les lignes
définies par I'équation (1) aient sur la seconde surface
unc transformée définie par I'équation

(2) mu —+ ne =1,

dans laquelle m et 2 sont des constantes.

En d’autres termes, nous déterminerons une transfor-
mation Lelle que toute famille de courbes de la premiére
surface définic par une équation linéaire entre deux
fonctions de ses coordonnées soit représentée sur la
deuxi¢me surface par une équation linéaire entre les
coordonnées.

Pour résoudre ce probléme, il suflira de fixer la forme
des fonctions o et b.

Formons I'équation différentielle de cette famille de
courbes, nous dillérentierons deux fois (1) en consi-
dérant v comme variable indépendante et éliminerons 13
ety entre les deux équations obilenues et I'équation (1).
Nous arriverons ainsi a I’équation

d?_l_ do du’\[d*Y _1_2_6[2"'{ du - a2y [ du 2+ dy du
(3) dy ' du dv) de? " Tdude dy du? \dv du dv?

_(d"g o dy dlt)[d-'"a _d¥o du d’llp(/du>= do diu]

dv " dude e 7 ds dv - dwr \ de du d¢?
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qui n’est autre chose que I'équation diflérenticlle des
lignes (1) transformées.
Or, puisque cette transformée doit étre représentée
par une équation linéaire entre u et v, la relation (3) ne

doit pas différer de © 1 R

. fdu\3 du\2? du\! du \*
Les coellicients de (=) > (=) > (5 ) > (== ) de-
v dy dy dy
vront donc ¢tre nuls, ce qui fournit les quatre relations
sulvantes :

dz d?d dY 2o
) T e e e =
. do d?2d Ay d*o
) ) T @ o =
2(/',? A2y L, db e
) g du dudy du du (1‘
do d*y Ay o
A dv duwr Tv dur =
( d*y ) Y e
= ! P e (/v duds — Xav du (/‘
() ( de d*y Ay dre
(lu I[( duds2 ="

L’équation (4) ne contenant que des dérivées par rap-
port i u, donne immédiatement pour solution
(&) ¢=9/(0)+ (),
fetI7 étant des fonctions quelconques de ¢, mais indé-
pendantes de u.

De (8) nous déduisons

- | Ay do
di =
! d?o
du? f du?
dy  do . df dr
(9 Fﬁrh‘fdv—*“(lv dv’
2 2 2 o
By Bf L dyd
dv? dp? v de? dy dv (Iv
a2y o dodf

duds (/‘ du dv
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En portant ces valeurs dans (5), (6), (5) de maniére
a ¢éliminer ¢, nous obtiendrons

dy darf  de df d&F d‘lcfa(' df  dF\
(10) dy <°:l— *do dv (lv'?)_ﬁ ‘(lv+(—{r>~0'

(rr)

(1f<rl'a> Ao df (1[‘) o

> do \ du du? \‘ dv " dy
{do ( df de df —d?
. \ 7 (2 4%?16"'_(1@)
(e ’ drg [ df _dF\ _
i \fae T @ ) -

Dans (11), les dérivées de © ne sont prises que par
rapport & u; on peut facilement intégrer cette équation,
ce qui donme

d dl’ M
(13) r:—'—f%——-z —
“dy dy w4+ N\
ou M et N sont des fonctions quelconques de ¢, mais in-
dépendantes de w.

De (13) on peut déduire par dérivation les valeurs de

ds  ds  do

—%, — =*. En portant ces valeurs dans (12), on
do’ dudy’ du I ( )’

aura
S 42 " d2F
(3 a flJ—ﬂd )(z¢+\')
() ) rlv g2 dv dy?
4 ' . df dM af
Tl dv T VA T

Puisqueles fonctions 17, £, M, N ne contiennent pas u,
il faut, pour que la relation (14) puisse étre véritiée,
avoir séparément

d¥F dxf  df d*F

(%) dv dv:  dv doz O
_ df AN drf
(16) >do do M gor

Ces deux équations s’integrent facilement. L’égua-
tion (13) montre que les fonctions f et ¥ sont liées entre
*

Ann. de Vathém.. 3¢ sevie, t. V. ( Mars 1886.) 10
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clles par une relation linéaire. L’équation (16) a pour
solution

(1) ’[f = k)2,

K étant une constante quelcouque.

d . do
Posons cette valeur de 7‘{ dans Pexpression de 1“‘
ae

fournie par (13) : elle deviendra

dN dM

dv = }\Mz(u—e—f\)? o

(18)

d’ou Von tire par dérivation

9[\1~+< )’“']

dy

| |
} -—\l(u—i—'\l)[ [/? ;
ta9) s = KM3 (e + N)3

(1 '\I fl.\] N’
(Iv dy

Portons enfin ces valeurs (18) et (19)dans (20), dont
nous n’avons pas encore fait usage. Elle donnera, aprés
cette substitution,

(20) [2<’-'l'>2-— ‘M’]( ceN) - PN

dy do?

Puisque M ct N sont des fonctions indépendantes
de «, on devra avoir, pour que cette relation puisse étre

vérifiée,

1) ((IM)?_‘ azM —

(21 2 \Tﬁ' . ——([(.2 = 0,
. 2N

(22) Tor T O

On voit, d’apres (22), que N doit ¢tre une fonction
lindaire de ¢, ct 'intégration de (9) donne

1
he -+~ g

(23) I =

I et v étant des constantes.
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En substituant cette valeur de M dans (17), nous
aurons par I'intégration

f

n ,
_/LV—:—,'."-f’

ct, comme I est fonction lindaire de /,

S

— = t.

F=.—
ho + g

Nous avons ainsi calculé tous les éléments de la valeur
de o et 4. Il suffirait du reste de connaitre une de ces
fonctions pour en déduire 'autre, en vertu de la syméirie

des équations.
Les fonctions ¢ et 4 qu’il s'agissait de déterminer

auront donc les formes suivantes :

, au -~ be 4+ p
(23) P e

mi -+ ne — (/ ’
adu—>by—p
(55) yo ==y,
mu -+ ne -+ ¢
En substituant ces valeurs dans (1), nous voyons que
la famille de courbes considérées aura pour correspon-
dante sur Vautre surface celle définie par I'équation

w(aw—+ b0 +p)+o(adu-—+0bv—+p')=mu—+nv+q.

Nous examinerons quelques conséquences de l'ana-
lyse précédente en choisissant la nature des fonctions
v et ¢, celle des coordonnées u« et ¢, et celle des deux
surfaces considérées.

I.

Sans rien supposer sur la nature de la surface conte-
nant les courbes que 'on veut transformer, nous défini-
rons la position d’un point sur cette surface au moyen
d'un axe quelconque OA et d’un plan OMN perpendicu-

laire 2 OA. Nous appellerons longitude et désignerons
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par « U'angle du plan passant par I'axe OA etle point m
considéré avec un plan origine AON; nous appellerons

Fig. 1.

m

(U] \

latitude cU désignerons par % Pangle du rayon vec-
teur O avece le plan OMN.
Examinons la famille de courbes définie par I'équation

suivanle
(26) coth(A cosx — Bsina)=1,

et ¢tudions la transformation  d’aprés laquelle les
courbes (26) sont représentées sur un plan par des
droites.

Remarquons dés maintenant que, dans le cas particu-
licr ot la surface considérée est la sphére terrestre, si
nous prenons pour axe OA la ligne des poles et pour
plan OMN celui de Péquateur, « et i ne seront autre
chose que la longitude et lalatitude géographiques d’un
point, et Iéquation (26) sera 1'équation générale des
grands cercles de la sphére. Dans ce cas, la question ue
nous nous sommes proposée pourra donce s¢ formuler de
la maniére suivante : Trouver tous les systémes de cartes
de géographic dans lesquels les grands cercles de la
sphére sont représentés par des droites.

11 suflira, pour avoirla solution du probléme général,
de faire dans les formules (214) et (23)

© = coszcoth. = <inazcoth, u=r, =y,
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et nous aurons ainsi
azr+by +p ,
muwo —+ lly+q
axr—+0y+p
mux —+ Il} - ¢ ’

‘ cos% Cot A =
(27) <

( sinz cotA =

On déduit facilement de ces formules les équations
des transformées des courbes de longitude et de latitude
ar+by+p
(28) tanga = ————*

ar+by+p
(29) (max —+ ny + q)2cot?)

9 =(ar—+by +prR—(ax+0by—+p).

Prenons dans le plan pour origine des coordonnées
le point représentant 'une des intersections de I'axe OA
avec la surface (1'un des poles terrestres dans le cas de
la sphére). Il est évident que la courbe de longitude
devra étre représentée sur le plan par une droite issue
de Porigine; par conséquent, d’aprés (28), nous devons

v — '— o. et les é i ien-
avoir p = o, p’'= o, et les équations (28) et (29) devien
dront

. ar—+0by
(30) tang gre’ry,
ar—oby

G (ma - ny — q)cot2h
=(ar+by)p--(d'z—+0y)
d’ou 'on voit que les courbes de latitude ont toujours
des coniques pour transformées.
Le canevas de cette transformation sera donc formé
par un systéme de droites concourantes et de courbes

du secoud degré.
La condition qui détermine la nature des coniques est

la suivante :

\ [(an —mb)2+(a'n— md')?]cot2
) ‘ > o hyperbole.
= parabole,

’ < o cllipse.

(32) ' —(ad'— ba')?
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Les diverses courbes de latitude seront généralement
représentées par les trois coniques suivantla valeur de .
On peut démontrer que toutes ces coniques ont leur
centre sur une méme droite dont ’équation est

(33) (an—bm)(ax +by)+(a'n—b'm)(a'x+by)=o.
0
E/ M
les courbes de latitude sont toujours figurées par des
hyperboles; ce réscau ne sera jamais formé uniquement
d’hyperboles équilatéres.

La méme condition (32) montre encore que, dans le
cas ou m=n =0, on aura uniquement des ellipses

.. - a
La condition (32) montre que, lorsqu’on a —; =

homothétiques et concentriques.
b
b
ment des paraboles ayant le méme axe.

L’équation générale (31) monire que les termes du
deuxi¢me degré ne peuvent disparaitre pour toute valeur

. . a m .
On voit aussi que, lorsque — = 5 = —, on a unique-
[z n

de 1; les courbes de latitude ne pourront donc jamais
Cire figurées par un réseau de droites.

Cherchons done, ce qui serait d’un grand avantage
pour le tracé d'un canevas géographique, si elles peu-
vent étre toutes représentées par des cercles, c’est-a-dire
par la courbe la plus simple aprés la droite.

Pour que I'équation (31) doune un cercle pour toute
valeur de %, il faut que les conditions suivantes soient
vérifiées :

m = n=o, ab+a' b =o, at+a?= 02+ 0",
ct alors I'équation sc réduit a

-
(34) (@2 a)(x2+ y2)= ¢2cot?i.

Ainsi, quand les courbes de latitude sont toutes repré-
sentées par des cercles, ces cercles ont pour centre com-
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mun le point correspondant a 'une des intersections de
la surface avec I’axe choisi et un rayon proportionnel a
la cotangente de la latitude.
Des conditions nécessaires pour obtenir des cercles,
on déduit b ==d/, '==z= a; en portant ces valeurs
dans (30), on aura 'équation des droites de longitude

a'zr xay

(35) tangu: m

i

<o a
Si nous posons = = tangh et Z
a

- = tang ¢, NOus aurons
x

v=0Fa.

Les lignes de longitude feront donc entre elles sur le
plan les mémes angles que sur la surface.

On peut donc dans le cas des cartes de géographice, en
tenant compte de la forme des relations (34) et (33),
énoncer la proposition suivante :

La projection centrale, c’est-a-dire la perspective
obtenue du centre de la sphére en projetant sur un
plan perpendiculaire a la ligne des pdles, est le seul
systéme de cartes dans lequel les grands cercles sont
représentés par des droites et les paralléles par des
cercles.

Il est un cas qui a échappé a I'analyse précédente,
puisque nous avons pris pour origine le point de con-
cours des droites de longitude : c’est celui ou ces droites
seraient paralléles. Nous pourrons alors prendre pour
axes des x une perpendiculaire 4 leur direction com-
mune. D’aprés (28), nous devrons avoir b'=o0,b=o,
et, en placant convenablement I’origine, nous pourrons,
sans nuire a la généralité, supposer que ¢ = o, p'=o.
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Les équations des lignes formant le canevas devien-

nent
. a r
(36) ungs —= ——
ar-—+-p
(37) (mur—ny)colh=(azx—p)?—a'?r?

Les wansformées des lignes de latitude seront toujonrs
des hyperboles.

Comme cas particulicr des équations (36) et (3=), on
trouve, quand il s’agit de la sphére, le cas de la projection
centrale sur un plan perpendiculaire a I'équateur. On
voil done que, dans tout systéme de cartes ou les grands
cercles sont figurés par des droites et les méridiens par
des droites paralléles, les cercles de latitude le seront
par des hyperboles.

1L

Employant les mémes coordonnées « et i que précé-
demment, considérons la famille de courbes tracées sur
une méme surface et données par I'équation

(38) A1+B/tangi(§—)\>:l.

Cherchons un mode de transformation tel que ces
courbes soient représentées sur un plan par des droites.

Dans le cas ou la surface donnée sera la spheére ter-
restre, P'équation (38) sera celle des loxodromies, ¢’est-
a-dire des courbes coupant tous les méridiens sous un
angle constant, ct alors le probleme pourra s'énoncer
comme 1l suit :

Trouver tous les sy steme de cartes dans lesquels les
loxodromies sont figurces par des droites.

Il suffira pour résoudre la question de faire, dans les



((153)

formules (24) et (25),

\ | VAN
> = d. y:ltang; (; — i) w=ur, 0=y,

¢t nous obtiendrons ainsi

) wxr— by —
(39) = 22TV P
max—-ny —+q
— \ 1] ’a, !
(o) It(mg5<£_)\)=‘w_ﬁ.
2\ 2 mx —+ny —+q

Ces deux équations donnent les transformées des
courbes de longitude et de latitude. Or sur la surface les
courbes de latitude ne se coupent jamais, puisqu’elles
sc trouvent sur différents cones de révolution ayant le
méme axe et le méme sommet. Les transformdées de ces
lignes qui sont des droites, d’aprés (40), devront ére
paralléles. Nous prendrons sur le plan Paxe des a paral-
lele a cette direction commune. On aura done @' = o,
m=o.

I’équation (39) donue les droites de longitude. Or
sur la surface les lignes de longitude passent toutes par
I'intersection de Paxe OA avec la surface. Les droites
qui sont leurs transformées sur le plan devront done
toutes avoir un point commun. Nous prendrons ce point
pour origine, ct alors on doit avoir p =0, ¢ = o.

Les équations des deux systémes de courbes formant
le canevas seront donc

= o, by
ltang-l— <—-—— /\) =2r=r,
2 2 )l}/
Si Pon veut imposer cette condition que les droites de
longitude soient paralleles entre elles, il faudra que
n = o, ct, en disposant de la position de I'origine pour

azr+by
ny ’

(41 2=

faire p = o0 et p'= o, les équations du canevas scront
/ 3 q

\

ar—by l('ﬁ . b'y
4 %= — ltang={( - — 2 ) = —-
(42) % 7 ) m,,’) 2 ) 7
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Lorsque b = o, les deux systémes de droites sont rec-
tangulaires, ce qui correspond a la carte marine ou pro-
jection de Mércator.

II1.

Nous pouvons appliquer la méme méthode pour la ré-
solution du prob]émc sulvant :

Ltant donné un tore circulaire, trouver tous les
modes de transformation permettant de représenter
sur un plan les figures tracées sur cette surface, avec
la condition que les sections centrales du tore soient
transformées suivant des droites.

C’est le probléme que pourraient se poser les habi-
tants de Saturne pour construire la carte de leur pays.
Prenons pour coordonnées trois axes rectangulaires,
Porigine étant placée au centre du tore et le plan des XY

coincidant avee celui de I'équateur. Soient =« la longitude
d’un point M du tore, telle que nous I'avons entendue,
et A sa latitude, en appelant latitude Pangle du rayon
vecteur MC allant au centre du cercle générateur ct de
la droite OC joignant le point C au centre du tore.
On voit facilement que l'on aura

X =(R + rcosh)cos .
Y =(R + rcos})sinz,
Z =sin).

L’équation générale des sections centrales du tore



pourra donce s’écrire, au moyen de la longitude et lati-
tude,

R =+ rcosA R+ rcosh .
- c0st+B —————sinz =1.
7sin A rsink

(i3)

¢ est donc du méme type que (1), ¢t nous n’avons
Elle est d d Lype g , Ct ,
pour résoudre la question, qu’a appliquer les formules
(24) ct (25), ce qui donnera
‘ R = rcosh 05— ar-+by+p
T rsink T mzx4+ny-+q’
(i) y . N
R+ rcos) Gingo ¥T+ by+p'
——— §) = — v 7 .,
v 7" SInA mnx —- Il}' —+ q
Les transformdées des lignes de longitude ct de lati-
tude formant le candvas auront pour équations
a'c+by—p'

5) tang o ==
(4) ° ar+by-+p ’

(46) (R ~r c‘m)\\)2: (axr +by+pe+(ar+by PR
7sin A (1711‘+1L}/—|—q)1
Ces relations sont tout a fait analogues a celles que
nous avons obtenucs (28) et (29), en traitant un pro-
bléme précédent. Elles n’en diftérent que par le change-
R =+ rcosi
rr Sln
déja faite s’applique donc au cas actuel.

ment de coth en - L’étude que nous en avons



