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SUR I/ALGORITIIJWE [aùc..,l]
PAR M. MAURICE D 'OCAGNE.

1. Nous représentons par [a&c1 . . . / ]("* le résultat

que l'on obtient en remplaçant par l'unité les coefficients

numériques dans le développement de

(a -h b •+- c -h.. .-\-l)n.

Cet algorithme, que nous avons étudié dans une Note(*)

et utilisé dans notre Théorie élémentaire des séries ré-

currentes (2), a fait l'objet de recherches intéressantes,

les unes antérieures, les autres postérieures, de la part

de MM. Trudi, Fergola, Torelli, Cesaro, etc. Ce dernier

a fait voir (3) que cet algorithme est isobarique com-

posé.

2. Mettons à part tous les termes qui contiennent a

à une puissance quelconque et, dans ces termes, met-

tons a en facteur commun. Nous voyons alors bien aisé-

ment que l'on a

(i) \ a b c . . . l ] W = \ b c . . . / ]<»> H - a \ a b c .. . / ] ' » - - D .

Cette formule se trouve dans notre première Note.

Inutile de dire que, l'algorithme considéré étant symé-

trique par rapport à toutes les quantités qu'il renferme,

on peut prendre pour a l'une quelconque de ces quan-

tités.

Appliquant successivement la même transformation.

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 3e série, t. II, p. 23o.
(2) Jbid., 3e série, t. III, p. G5.
(3) Ibid., 3e série, t. IV, p. C7.

Ann.de Matkémat., 3e série, t. V. (Juin 1886.)
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à \abc . . . / ]<"«) , h \abc . . . l\{n "- \ '. . . , on déduit de la

formule précédente la suivante

qui se trouve également dans ma première Note.
Appliquant la transformation contenue dans celte for-

mule même à [bc. . . l]('l), à [Z>c . . . /] ( /*~°, . . . , on met
cette expression sous la forme.

\abc . . . l\[fl) = \ c . /] («'-f- b[c... / p - D - h 62 [ c . . . / ] ' .«-2)_i_.. . - | - ft/

-s- a\c ... lyn-v^ ab\c ... l]'n-i) + m . ._+_ a

\ [abc... l]i») = \c...l ](«) -H |>6]W [c . • • ^] ( A i-1 }

( } \ +[ab]W[c.'..iy"-» + ...-+-[aby»K

En continuant à opérer par le même procédé, on ar-
rive à la formule générale que voici :

• » ' ( = ^ [ « . . . / ](>-] [&...11'^... [s... Mypj [ v... 5] ®,

la somme S s'étendant à toutes les combinaisons possi-
bles des indices A, IJL, . . . , o, 0, telles que

X -'- JA -4-. .. -i- o -+- 0 — n.

Cette formule importante comprend toutes les précé-
dentes.

3. Si p des quantités comprises entre les crochets
sont égales à une même quantité a, nous écrirons l'al-
gorithme de la façon suivante

quelquefois aussi, pour abréger l 'écriture, nous écri-



rons K au lieu de ab , . . /. Ainsi l'algorithme précédent
prendra la forme

En vertu de la formule (4), prise dans le cas où le
nombre des crochets soumis au signe S n'est que de deux,
on a

Mais chaque terme de [ a ^ 1 ] ^ étant égal à a', on voit
que

( 5 ) !

i . Kous allons calculer [ i ^ ] ^ . Pour cela, posons
successivement

^ ^ " 7 N

i = 0

i = n 1

22'"-"'
/ = 0 /

1

n

2

= V
3

* ) >

6),

Celte suite d'égalités définit ce que nous entendons
v

par la notation ^ ( « , &) dont nous allons faire usage.



( 2ÔO )

On a
i

' V (a) — i 4 - a H- a 2 - f - . . . -+- a " - 1 H- a",

Faisant la somme, on en déduit

2

k ( a ) — (rc-H i ) + ;zri -+- (/7. — [ ) a 2 - h . . . + 2 a » - 1 -f- an ;

par suite,
2

% ( a ) = n -± ( n — i ) a -h ( /z — s».) a'2 - h . . . — au~x,

r / — 1

2

( a ) — 9. •

1

Faisant encore la somme, on a

(n -v- ])(n H- '>.) / ? ( / ? - M ) 2 . 3
i a H - . . . H an~x

1 I2

La loi de formation des coefficients du développement



( 26 . )
/>

de N apparaît très nettement. On voit que ce sont des
n

nombres triangulaires. On a

+ p

(6)

I . 2 . . . ( / ? — I )

n(n-\- i). . .(n -±- p — 2 )

1 . 2 . . .(/? — 1)

2 . 3 . . . / ?
x -+• a" •

1 . 2 . . . ( / ? — 1 )

D'ailleurs, la formule (2 ) donne successivement

et ainsi de suite p.squ' à

La même formule permet encore de développer cette
expression comme il suit :

(7)

La comparaison des formules (6) et (7), qui sont
vraies, quel que soit a, montre que

Cette formule est très remarquable. En effet, si l'on
se reporte à la définition que nous avons donnée de
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[abc . . . l>Y'l)i o n v o ^ ( lu t î [i ( /7 )] ( / / ) est égal au nombre
des termes du développement de la puissance nième

d'un polynôme à p termes.
Le calcul que nous venons de faire fournit donc une

détermination de ce nombre, indépendante delà théorie
des combinaisons.

Représentant par C£ le nombre des combinaisons
de m objets pris p à p, on pourra écrire la formule pré-
cédente

(8')

5 . La formule (2) donne

Dérivons m fois les deux membres de cette égalité
par rapport à x\ cela nous donne

(tm\ rK Vn]

1 ' ' ' =1.2... m[K'Yn-m> -4- 2 . 3 . . . (m + i ) ^ [ K p ^ « - D - + - . . .

-4-(// — m-±-i)(n — m -H •>.). . . nxn~m

i -2 . . . m

( / i — /«- H- i ) ( /2 — m + 2 ) . . . « /

i . '2 . . . m )

Or, d'après la formule (8),

La formule précédente devient donc

•?-• ••ni w



ou, en vertu de la formule (5),

ri m f r i t "H/l)

Par application de cette formule, on a

Dérivons zw fois les deux membres de cette identité
par rapport «à x\ il vient

Mais, toujours d'après (9)5 on a

' ^ ^ = 1 .a . . . ( /H -+-p — 1)[a?t'«+i'J K]<«-'«>.

Comparant les deux dernières égalités, on en déduit la
formule

f i n \ T / K l )
(10) —~ï~- =

qui généralise (9) .

6. D'après la formule (2) , on a

Mais

an—
T n T + . . . -4 - —

a — 6 a — b a— b
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/ / x V ^ r / i / - / an—bn

( a — ! ) ( & — i ) > r 6 1 < < ' &' J a — b a — h

Rapprochant cette formule de la précédente, on voit
que

(a — i)( b — \)[i abY»-» — ab[ab'\in-u -

Remplaçons dans cette formule n successivement
par n — i, n — 2, . . . , cela nous donne

(a — i)(b — i ) | i ab\i"-v—ab[aby"-v-+-[ab\i>*~u = i ,
(a — i)( b — i) | i «^](«-3) — aô f aô](«-3)-H [ aôl^-s^ = i ,

( a — i j ( 6 — i

écrivons aussi

et faisons la somme des « + i dernières égalités5 il
vient, en tenant compte de (^),

J)e même,

[a — 1)(b~ i)[i^ aby»-z]— ab[i abY"~V-h[i abyn-U== n,
(a — 1 )( b~ 1 ) [' 1 ̂  «6]<«-3)_. a 6 [1 «6](«-3)_u [Ï «^]i/i-2)= 7l_

[a — i)(b — i)\i^ab\^ —ab\iab]^ + [ i ^ p J = 2,

[ i aô ] (0J = 1 .

Faisant encore la somme nous avons

Continuant à appliquer le même procédé, on arrive,
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de proche en proche, à la formule

-l} ab Y'i-v + [i(

Si dans cette formule on fait rt = i

rjCpntrt-u-j-fiîyî-irjt/i) — [i (/')

ou, d'après (8'),

qui est, on le reconnaîtra sans peine, l'expression d'un
théorème connu.

Pour a = h — i, la formule ( i i) donne

ou, en faisant passer le premier terme du premier
membre dans le second,

qui est encore l'expression du même théorème.

7. «, i , . . ., / étant les racines de l'équation

et ^a/l représentant la somme a11 -f- hn -\- . . . 4- /", on
sait que

Mais la formule (5) de ma première Note donne

i _ i \ab...l]")



( >M

Donc

\ab .. %

: -0 f - 0

L'identification des deux membres de celte formule
fait voir que

8. Dans celte formule faisons a=b
i)r\a nous donne

ou encore, en vertu de la formule (8 r), et en repré-
sentant toujours par Cf

l
n le nombre des combinaisons

de 7ii objets n à /z, c'est-à-dire le quotient du produit
de n nombres consécutifs dont le plus grand est zrc, par
le produit des n premiers nombres entiers, Cn

m étant
pris égal à i pour n = o et à o pour n ^> /«,

Remplaçant dans cette formule /,? — i par/?, on peut
Técrire



9. JNOUS allons tirer de la formule (12) d'autres cu-

rieuses conséquences. Si les quantités « , /;, . . . , / s o n t

respectivement égales aux p racines p}emes de l 'unité to i7

o)o, . . . , top, c'est-à-dire sont racines de l'équation

ZP—1 = 0,

la formule (12) donne

04)

Or on sait que ^ w " est égale à p ou à o, suivant
1 = 0

que n est, ou non, divisible par p.

Donc [co< 102... topY
n) est égal à i ou à o suivant que n

est, ou non, divisible par p.

Avant d'aller plus loin, nous conviendrons d'adopter
certaines notations. Ainsi nous poserons

Si dans cet algorithme nous supprimons l'élément co;,

nous obtenons un résultat que nous représenterons

par O^/z). Si nous supprimons les éléments to/ et coy, nous

écrirons û|;j}, et ainsi de suite.

La formule (1) donne

(t)i est d'ailleurs l'une quelconque des racines plcme* do

l'unité. En nous reportant à la remarque faite plus haut,

nous voyons que

Pour n = vp . <-![" = 1
Pour n = vp -H 1 ii'j'11 = — o>i
Pour /i = vp -i- '2 \
Pour /z = t'/? -T- 3 '

' • . . . il\r> = n

Pour // = p p - i - /? — 1 '
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De même la formule (i) donne

De cette formule on déduit, en se reportant à ce
qui précède, que

Pour n — vp Q[\l ~ l

Pour n — vp -H i Q{"^ = —( toi -h w2 )
Pour n — vp -h a . , .
Pour /> ~- ŷ? -h 3
Pour //. —: vp -h 4

Pour /£ = ^y? -hy> —

' De même encore, la formule

dédui te d e ( i ), ru on tre q ue

Pour n — vp . . . . 12^ 3 - i

' o u r n ~- vp -h f --A'3 "- — ( l l ) i 4~ 0J2 •+" (U3 )

•Vmr n -- vp -\- '2 --/^J r - 0)i (°2 -h wj co.-j -h w2 w;}

N)Ur /A :-•:('/? - h 3 i2(/ÎJ3 = — U>, (02 (U;>

' o u r /?, — vp - h 4 i

>our n --:•: iy? - h 5 f }

Pour /i -- vp -+-p — i /

Ces résultats se généralisent avec la plus grande faci-
lité. On a

Pour n — vp ûiW2 ... i = l

Pour n. = vp -h i i2l/y / = — ( Wj -h o)2 4 - . . . -h W/)
Pour //. - - ^ + 2 ^"2 ... j = W i a j . ) + O)! 0)3 -h . . . -h O);—! 0)/
Pour /i — r/> -h 3 ^12 ... i=z—(wi W 2 W 3 + a>1o)2a)4-h...

-hW/—2 W/_i lûf)

Pour n = vp-h i 12{/V... / = (— 1)'
Pour /i — vp -h i -h 1

Pour n = ^ + i+J

Pour n =1 vp -+- p — 1



On peut donc énoncer ce théorème général :

Dans Valgorithme A =• \_ab . . . / ] ( / l ) , les éléments a, b, . . . , / , au nombre de A, étant des ra-
cines piè/nes de l'unité, toutes différentes les unes des autres, soit R le reste de la division de n par p :

i° Si R est nul, A est égal à i. 2° Si R est un des nombres i, 2, 3, . . . , p — k, A est égala plus
ou moins la somme des produits R à R des p — A racines plèmes de Vunité qui n'entrent pas dans la
composition de A, suivant que R est pair ou impair. 3° Si R est supérieur à p — /r, A est nul.

En convenant que la somme des produits u à [x de v quantités sera prise égale à 1 si \x = o, et
à o si JJL^> v, on pourra dire dans tous les cas que A est égal à la somme des produits R à R des
p — A racines piemes de Vunité qui n'entrent pas dans la composition de A, cette somme étant
affectée du signe -4- ou du .signe — suivant que R est pair ou impair.

10 La formule (12) donne, en remplaçant dans les crochets ab. . . /par K,

an ^ln + . . . _ ! _ / « =zp[K]ln) -{- (p — i) Ai [Jv ]'-«-*> -h (p ~ 9. ) A2 [ K ]<«-2> -f- . . . -h A , - , [ K]<«-/»+»\



Faisant la somme de toutes ces égalités, nous avons,
en vertu de la formule (2) et en faisant usage des nota-
tions proposées au n° 4,

»r- (p - 1) \2 [ iK'p'-S' - . . . -r- Xp^[lK]

Opérant sur cette nouvelle formule comme nous ve-
nons de le faire sur la formule (12), puis encore de la
même manière sur le résultat obtenu, et ainsi de suite,
suivant la méthode employée dans tout le cours de ce
travail, on finit par obtenir la formule générale

=p\iw>K ]<"> - H (p — 1 ) A , [ 1W K Y"-1}

_4_ ( p _ % ) , \2 [ [ (q) K |f»-2) - f . . . -u A^_, | I ((7' K ]««-^+l '.

Ainsi Ton a

]1"' — ( a -4-

Cette dernière formule a déjà été trouvée au 11"

H . Dans la formule (i5), faisons

a = b = . . . = / = i.

Cela nous donne

i > ) .-•- p\ | ' / ^ v r | ( / / i _ p(p -._ , ) [ I ( ; ; -4-7)] («- l !



ou, d'après la formule (8'),

ou encore

(16)

12. Remplaçons enfin, dans la formule (i5), a, b, . . .,
/ par les /̂  racines j / ù m < s de l'unité. Nous aurons

ou, d'après la formule (5) et en nous conformant aux
notations du n° 9, .

-h [i f<7J ](«-2) 0(2; _|_ _ # _̂ _ r j (7) ]D o(«- i ) -4- o u ) j .

Or nous avons vu que Q{k) est égal à 1 ou à o suivant
que k est, ou non, divisible par/?. Donc, si, divisant n
par p, on trouve

n = v>/> -+- p,

on voit que la formule précédente devient

1

— p [,(7)](«)-i- [1(7) ](»-/»)

ou, en employant la notation connue E( — J pour repré-



senter la partie entière du quotient de n par /?,

V(w1a>2...a>/,)=/>

En particulier, pour ?i<^p,

D'après la formule (8'), la formule (17) peut s'écrire

(17')


