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USE APPLICATION ÉLÉMENTAIRE DU THÉORÈME D'ABEL;

PVR M. FRITZ HOFMAAN.

PROBLÈME. — Construire la formule pour cos (A -f- B)
par la méthode d Abel.



I. Envisageons l 'équat ion

( i ) (#-+-«) \jx — h s/ \ — x = o

OU

(i) (x -+- a)2x — b2d — x) = o =f(x).

Les trois racines x M jr2 , .r3 de l 'équation (2 ) dépen-

dent des \ a leurs des constantes a et b ( tandis que réci-

proquement ces constantes r/, b sont déterminées par

les valeurs de deux de ces racines) .

Supposons des valeurs quelconques attribuées à ces

constantes a , &, alors l 'équation (2) nous fournirait aussi

trois expressions analytiques pour les racines xK, x2-> x-A.

JNous ne formerons pas ces expressions ; leur existence

nous assure, premièrement , que , pour des variations in-

finiment petites de a et b, les racines j t , x 2 , x:i varient

aussi infiniment peu, et deuxièmement qu'il est possible

de tenir séparées l 'une de l 'autre ces trois racines de

l'équation (•>.) pendant un mouvement cont inu des va-

leurs de a et b.

L'équation (1) permet les transformations

( 3 ) ( x -4- a )x — h \Jx — .r2,

( 4 ) ( x -+- a ) / . r — x* — b ( 1 — ./• )

que nous allons employer tout de suite.

D'après ce que nous avons établi, il est permis de dif-

féreiuier par rappor t à a: Z>, x l 'équation ( 2 )

ƒ (.ƒ• )rrr (.r -»- ü)~ X lA ( 1 x) = O = (x — X{)(x — X2)(X Xà).

où x est employé pour marquer une des trois racines
.r,, ,r2, J':i. JNous trouvons

f '{ r ) cl.r -,- •>. [( x -i- a )x (la — b ( i — x) db J = o .

E n s u b s t i t u a n t les e x p r e s s i o n s ( o ) et ( 4 ) , o n a

J \x)dx — > | ( ./• -h a) i/x — x'1 db — b \/x — x'2da]



ou
* dx __ {a - a)db — bda

En substituant les trois laeines j * , , r2 , x3 et en ajou-
tant, on en til e

/ n\

ƒ'(*)

ou le signe% se rapporte aux trois diiîéientes racines

.r,, X2-) x3, et ou les limites de Tiiitégiale à dioite se
déterminent par la position initiale et iniale des valeurs
a et b.

r , . xn (T -^ a db — /; da , , • • i

Lexpiession > „ — s évanouit identique-

ment. Pour voir cela, rappelons la foi mule connue

( / — Xl ) f \ r 2 ) (7— rÂJ"(*S

qui nous donne

( vT — a) db — b ('a {x\ — a)db — b da

fCn = ~(x^x~)j (TTT
( T2 -1- a) db — b da ( r } — a ) db— b da

^"(x — x.fj (x7) {r~j:i)fJ7,Y'

En multipliant, on en tire

(rl-T-a)db — bda

(r->-±-a)db- bda ,
(7) — (x— r^iv — 7

/ y r 2)

j

I
ce qui est une ide'iitite.



A droite de (7), le coefficient de x2 est justement la
^%r\ (x-+-a)db — bda -i r * u* » 11 »'

somme > '—— , et il faut bien qu elle s éva-

nouisse, puisqu'il n'y a pas de deuxième puissance de x

à gauche.
Donc l'équation (6) nous donne d'abord

(8)
ÇXx_dx

t/0 s/-7-" — ^ 2

dx dx

11 s'agit maintenant d'établir Ja dépendance des trois

racines .Tf, J"2, ^3 entre elles. Etant données X\ e tx 2 ,

011 les substituera dans (1) pour obtenir les valeurs de

a et h en fonction de xK et ,r2,

(Xi-h a) \/xt— b\J\ — xt — o,

(x2-+- a)\/x~2— b y/1 — x2 = o.
(9)

En éliminant «, on trouve, après quelques réductions
faciles,

Mais, par l'équation (2), on apprend que le produit

des trois racines xi, x2? x3 est égal à b- \ donc

On en conclut que x% = o pour ,r< = o, <r2
= =°}

donc C = o dans l'équation (8). Elle se transforme en

rVl dx rXi dx rT3 dx
/ -T.- H ƒ . -4- / — = 0 .

Nous \ oilà à môme de formuler le théorème suivant :

Quand il existe entre les trois valeurs x{1 x2 ,

la relation (12), on a en même temps

.r3 = ( /r , y/i \/X2 y/i —



IL Faisons la substitution x = —— ; alors les ré-

ductions nécessaires faites, le même théorème s'énonce

comme il suit :

Étant donné

rZl dz rZa- dz r:* dz
( l3 ) ƒ _ -4- / = — ƒ — = ,

on a en même temps

( i4 ) ^ 3 = y/i1 — ^ ï J l i - - P — -1-2-

Mais les équations (i3) et (i4) contiennent la solu-
tion du problème proposé.

Posons

fzi dz
 = A

/ /T rr9 '

A -+- B = G'.
On a

zY = sinA, ^2=z:sinB, ^3 = cosC' — cos(A 4- B).

L'équation ( i 4 ) nous dit que

zi = cos(A + B) = cos A cosB — sin A sinB. c. Q. F. D.


