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( 3o5 )

SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D'EILER;

PAR M. E. GESARO.

J . jNI OMBRES DE BER]\OT rLLI.

1. Les nombres

Bo = i, B2 = 6 , B4 = — 3-y, B6 = £2 ,

B g ^ - y ' o , . . . , B, = i , B 3 = B 5 - B 7 = B q - . . . = o,

appelés nombres de. Bemoulli, sont définis par l'égalité
symbolique

( B + - i ) v - B v = v ( v = o , i , 2 , 3, J , . . . ) ,

(jui engendre, en vertu du théorème de Taylor, la rela-
tion symbolique générale

(i) / ( . r— B ~ i ) — f (or -B)^-f(sr-^i).

On en déduit immédiatement la foi mule \ommatoire de
Maclaurin

l'-O f'^)-f(i)^-fO)- ...-/'(n)=f{n-.-B)-f(h),

qui permet d'effeetuer de très avantageuses transforma-
tions de séries, pourvu que l'on ait soin de considérer
toujours des fonctions développables par la formule de
Taylor, sans quoi on serait souvent conduit à des con-
clusions paradoxales. L'emploi de la formule (^) donne
ordinairement lieu à des séries divergentes, qui, cepen-
dant, ne perdent leur convergence qu'à partir d'un cer-
tain terme, de sorte qu'on peut (*) toujours les utiliser

(1) « ... Aujourd'hui bien s'en faut qu'on approuve l'usage des
séries non convergentes; au contraire, on veut qu'elles soient com-
plètement bannies de l'Analyse. Mais cette rigueur, ju^te et raison-
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pour représenter, avec une certaine approximation, les
sommes que l'on cherche à transformer. On sait que la
recherche du maximum d'approximation a été l'objet de
plusieurs travaux remarquables ( ' ) .

2. Une des plus intéressantes applications de la for-
mule ( 9.) est l'évaluation approc liée de la série de Lam-
bert (- ]. Rappelons d'.ibord que la formule (i) donne

v t'l ant la \ ariabie entière dans cette somme et dans toutes
celles (jvii suivent. On en déduit, par intégration,

iiuble en elle-même, a cLe uusv n une bien dure épreme par la série
do Stirlinj;. I>'une part dixergenle, comme elle l'est, elle devait, eu
ctïet, être rejetée: d\»utve part, parce qu'elle est presque indispen-
s'ible, elle ne peut point l'être . . . » (MALMSTLN, Journal de Crelie,
p. 5V, 1817.)

( l) (Consulter, pour rerlains ca» parliculiers, les recherches de
Limbourg et de Chio, dans les Mémoires de<* Académies de Bruxelles
el de Turin (iSGo et 1870). Voir aussi la tlu^p de M. Hourguet, Sur
le calcul des intégrales eulériennes. Du reste, le sujet dont il s'agit,
irailé depuis longtemps par Krehinger, d'une manière générale, a été
repris par Lagrange, par .Maltnstén, par Poisson dans le Mémoire :
Sur le calcul numérique des intégrales définies, et par beaucoup
(Tautres. Consulter ausM le travail de Dicnçer, l'eber dieLagrangesche
Summirungs/ormel (Crelle, p. 7.); i8'|6), et celui «ie Jaeobi, De
ii.su legitimo formula* summatoriœ Maclaurinianœ (Crelle, t. 12,
p. ->eü).

(3) (Question résolue par Sehlomilch, dans une lettre adressée à
Liouville (Journal de LioiiKillc. p. 101: i863).

(") Pour «;e convaincre que ces déduction*; sont parfaitement légi-
times consulter notre art icle: Principes du calcul symbolique
( Mathesis, p. w> : î R" ).



On sait, du reste, que Ja formule [3) en engendre une
infinité d'autres, fort remarquables. Par exemple, le

simple changement de x en - y/— i donne

( 5 )
xx n vi
- col - = COM B.r ) — i -r- > (— i)v

BJV

Ensuite, en tenant compte des identités

x
r o t — — c o t x = c o ^ é c r . ro t .r - ï n i t a . r - l a n g . r ,

on obtient

(6) °° -= i — V ( _ i)v(?2v_a)__*La.2v
sin;r jLà (2v) î

1 7 )

3 . Cela posé, appliquons la formule (2) à la série dont

le ferme général est

1 xn 1
f'( n) — loç — ( mod x s' \ ).
" n j — x'1 x

Nous obtenons immédiatement

n -4- B , B

En part icul ier , pour x = o7 nous t rouvons la formule

connue

= log(* + B) - logB = C -^ log n -r- ^
B2

2v;
1

où C désigne là constante d'E nier, 0 , 5 7 7 2 . . . , sym-
boliquement représentée par — log B. Soustrayons
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membre à membre les deux dernières égalités, puis fai-
sons croître n indéfiniment, en posante = e~'. Il vient

~t ~t ° g
— î

ou bien, en ayant égard a ( 4 ) ,

^-d i — x' t \ j£d{i>y ?

c'est-à-dire

r2

i — r I — x1 i — r*

i ^ 14 i 8 6 4 o o 7 6 9 0 ^ 8 0

i La theoi ic de la de< oinpositioii des fi ac tions 1 alion-
nelles montie que, si l'on pose

f(i ) = 1̂ — m 1 )(i — atx)(\ — aàx)(\ — a+x)

lesnombies a el.uil difféients entie eux, le coefficient A^

de oc?\ dans le développement de ? est (2)

(8) A, =— —^ -̂  '-— •

( h , ( 11 \ ( 1 tu d'une ioi mule d Eulei, que l'on sait eta-

( ) Se h l o m i l c h la i t i ( i n a i ( j a e i q i u ( t t t c f o u t i u l e e s t s u r t o u t a \ a n
U i , d i s ( p o u i U s \ a l t u i s de r t i c s \ o i s m < s d e 1 u n i t ( c e s t a d i r e
p u n s ( lï iont d a n s 1( < as au la ti anvfoi matmn fie CUutsen n e p o u i
ra i « ti ( ( niploN M »\( < h u i t

(M \ o n [ m ( \ r t n p k 1( C oio s d \nrif ) \( de \\ C<)tdlan p 3 i S



blir élémentairement ( * ), on peut prendre

tandis que, d'autre part, l'égalité (6) donne

= 2 cos (B T : \AT)— co'y

d'où
A / ,= (—i)/' » —

Par suite, la formule (8) devient

i i i i _ (tfp-i — i ) B

On en déduit immédiatement

i i i i . tfp~l B2

I I . JNoMBKES n'EuLKK.

o. Les nombres d' E uier

l io = i , E 2 = — i , fcéf+=j, L ( ) = — 6 i ,

r-rg = z : l 3 8 5 , • • • ? " 1 = = *^3 = ii> = = ll<7 = t<q ==:: . . . = O,

définis par l'égalité symbolique

( E - r - l ) v + ( E — l ) v = o (v = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , . . . ) ,

obéissent à la relation symbolique, plus générale,

( I O ) / ( t f - f -E + O

(l) La démonstration la plus directe est fournie par la théorie des
fonctions holomorphes (Cours de M. Hermite, p. 70). Au point de
vue de ce qui va suivre, il importe seulement que l'on «achc dé-
montrer la formule d'Euler sans recourir aux intégrales définie^.
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d'où l'on déduit

Afin d'appliquer cette formule au cas de

f<n) —
1 H- X'2ft

remarquons d'abord que la relation (10) donne, en par-
ticulier,

(ii) — —— = eEr — i

Cela étant, le second m(;nibre de (i i) devient, pour n in-
fini et x = e~c,

i i ^ hfv

4 "̂  4 ^ Ô ^ ^ ' V'

pourvu que l'on ait égard à (12). On a donc

2 ^5 / . i

( i 3 >

6. On a, de même,

/ .r 3.r» _j_ ( 5>/i — i ) . r 2 ' ' -

> 2 L * ~ J ! JT "^ J

Or il est clair, en vertu de (3), que

E;
( 2 V ) ! '

1

D'après cela, le second membre de ( i 3 ) devient

I I \ i -t̂ îv Egv /1 I

j 1 2 ^ M l •* ' ; • \ <* /



lorsque n croît sans limite. Conséquemment,

I x'* F — X° I — X'

i_ l o c y j _ _ i / , i \ 3 61

288 \ *JC Üoi8oV n . r
1 loi» - ' x .

* X

7. 11 vaudrait peut-être mieux substituer, aux nom-
bres d'Euler, les nombres E' définis par l'égalité sym-
bolique

( E'-f- î ) ^ - (E'— i)v= 2 (v = o, 1, 2, 3,4, . . . ) .

O n trouve, de proche en proche,

i;'0 = i, K'2=E
/
;=K'c=E'8=...= o,

K'j = 1, E ^ - 2, E'„=i6, E'7 = — 272, K'9=7936, ....

Ces nombres forment, pour aiusi dire, un trait d'union
entre les séries des nombres B et E. On a, d'une part,

D'autre part, on démontre sans peine que

Pour arriver à ces résultats, il suffit de remarquer, d'une
manière générale, que les nombres £ et les nombres [i,
définis respectivement par les égalités

sont donnés par les formules symboliques

£ / ,= (E-h u)P, p p = (B-r- U — I)P.

Afin de ne pas donner lieu à des malentendus (*), nous

(J) Si nous ne nous sommes pas laissé guider par la même consi-
dération, en re qui concerne le*» nombres de Bcrnoulli, c'est que déjà



continuerons à appeler nombres d'Eider les nombres E,
tels qu'ils ont été définis en commençant.

8. Remarquons enfin que, d'après un corollaire de
la formule d'Euler, citée au n° 4, il est permis de
prendre, dans (8),

tandis que, d'autre part, en vertu des développements
qui précèdent, on a

ETT / -

cos —-

d'où
_ E2p /r.yp

P~~ l ( 2y? ) ! \ 2 /

La formule (8) devient donc

i i i

I I I . — JNOMBRES ULTRA-BEIUVOULLIEIVS.

9. Les nombres ultra-bernoulliens ( * ) sont définis
par l'égalité symbolique

( H - + - i ) v — a H » v = v ( v = o , J , 2 , 3 , 4 , . . . ) ,

a étant une constante. On ne retrouve pas, pour a = i,
les nombres de Bernoulli, parce que la valeur initiale Wo

trois définitions (Serret, Lacroix, Lucas) avaient été proposées, pré-
sentant toutes quelque défaut au point de vue de certaines exigences
du calcul symbolique.

(') Ainsi appelés par Trudi (Atti delV Accademia di Napoli,
i865).
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diffère nécessairement de B o = i. On a, en effet,

(i — rt)î&0= o;
d'où

î?0 = o si a< i.

On obtient ensuite, de proche en proche,

i — a (i — a)z

ia a 4«(i -*

Il est évident que l'égalité de définition est un cas par-
ticulier de l'identité symbolique générale

( I J ) /<^ ' - u # -r-1)— af(x -h 13 ) = ƒ '( x - M ),

qui engendre, à son tour, la formule

z étant l'inverse de «.

10. Soit, par exemple,f'{oc) = xP~K. Il vient

— - [z»(n -i-U)/'-— B Ĵ.

Puis, pour n indéfiniment croissant, et mod z <^ i, on
voit que la signification des nombres ultra-bernoulliens
est établie par l'égalité

( 1 7 ) $p = —p(iP-l z^-iP-^Z^-^r- ÏP-lz^-- 4 / ' 1 ^ - r . . . ) (l),

qui pourrait servir à généraliser encore la notion des
nombres JÈJ, en supposant que ceux-ci soient des fonc-
tions de la variable continue p. Mais on peut donner, des

(l) Ces séries ont été étudiées par M. Catalan, dans le Mémoire :
Sur une suite de polynômes entiers ( A.cadérnie de Belgique, 1880).
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mêmes nombres , une autre interprétat ion. On déduit .

en effet, de l ' identi té ( i 5 )

( 1 8 )

Celte propriété a été prise comme définition par

Trudi ( j ) . L'emploi des imaginaires donne lieu aux dé-

veloppements

1 — a cosr
( Î C J ) r

o in.r v^ ,
= > ( _ ! )V
= ( ! )

I - '2(7 ( 'O^r — <-<J ^IHÉ ( 2 V ) 1

1

et à une foule d 'autres, dont quelques-uns ont une cer-

taine importance en Astronomie. Voici encore une con-

séquence de l'égalité (18). On a

f = eii

d'où, en égalant les coefficients de tP dans les développe-

ments des d e u \ membres ,

jD(!5 —

1 •'" *"}p ' (i-a)P^

Cette formule n'est pas applicable au cas de a = i. Ou

trouve, du reste, par un procédé analogue,

- i ) ( B - 2 ) . . ( B —

( ' ) II est vrai que les nombres ultra-bernoulhens de Trudi diffèrent
quelque peu des nôtres. La fonction generale adoptée par Trudi est.

en effet.



11. Les nombres M sont, en définitive, des fonctions
de z. On a, en particulier,

^ ( 0 = B P, */,(—i) = (a/'-i)B /,.

La dernière égalité est un cas particulier de la relation

que Ton déduit aisément de la formule (17). Parmi tous
les nombres ultra-bernoulliens, ceux qui répondent à
l'hypothèse z = — 1 sont tout aussi remarquables que
les nombres deBernoulli. En les doublant, on obtient
une suite de nombres entiers o, 1, 1,0, — 1 , o, 3, o,
— 17, . . . , étroitement liés aux nombres d'Euler; car, à
cause de

ex —
on a

d'où

V-)-î(ï^)'1.

12. Il est possible d'exprimer les nombres j0, en
fonction de z, sous forme finie. Posons, à cet effet,

La formule (17) devient

Or le second membre est symboliquement égal à

1 _ [ _ Ao ^ z^i z2 k2

1 — uz ~ ~ i — z — zL~~ \ — z ' (1 — £ ) 2 "^ (1 — zy

En conséquence,
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Si, par exemple, z = — i, on trouve

B p =_ p
'2 3 - J .

13. Pour une forme donnée de la fonction ƒ, la rela-
tion (16) peut être considérée comme une généralisation
de (2). Au lieu d'employer la première de ces formules,
nous préférons appliquer la formule (2) à la transforma-
tion de certaines séries, plus générales que celle de Lam-
bert. On a

Donc, pour n indéfiniment croissant et x = e~f,

1

Or il est facile de voir que

c* 1
| 0 o ^ ; | ( )o .

h e*—a * \ — a

Par conséquent,

^ Y^ ^svöav / i *
2(1 — a ) m^ ( 2 v ) ! 2 " ' "*•

En particulier,

001 (4 V — i ) B | v



c est-à-dire

X ù,

I -+- X I H

I

r 2

4 l

l - j - X2

i

48 l

i

ogM
5760 l

l i \ s

120960

On obtiendrait des résultats plus généraux en faisant
usage de la formule (16).

14. Il y a une liaison simple entre deux séries quel-
conques de nombres ultra-bernoulliens. Soit, en effet,
\ — az =z aÇ. On a

xe'r+ °"«

d'où, en égalant les coefficients de xP dans les deux
membres,

En particulier.

< • • • ^

C'est ainsi (jue tout nombre ultra-bernoullien peut être
représenté au moyen des nombres de Bernoulli, propre-
ment dits.

IV. — NOMBRES VLTUA-KIII.ÉRIKINS.

io. Les nombres ultia-culèriens sont définis par
Y égalité symbolique

( ( 6 , F ) v - J- a ( € — [ >v = o ( •/ — 1 . a . 3 . ( , • > , . . .
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avec la condition initiale (£0 = i, sauf pour a - — i.
On a, plus généralement,

(11) ƒ ( r -H (6 -1- i; -— af{jr -r- (8 — i ) = Ci -r- a)/(.r);

d'où l'on tire

i

La forme (2#->) donne, en outre ,

/(0~^/(3)T5V(5)-. . .±^-7(2/I-I)

r étant l'inverse de a. On en déduit

= (i — z)[iP~-

Au moyen de celte égalilé, on généralise davantage la
notion des nombres d'Euler : il faut supposer, dans ce
l)iit, que les quantilés (C soient des fonctions des\ar*ia-
1)1 es continues /; e! r.

l(). Afin de représenter les nombres ultra-eulériens
sons forme finit*, soit, pour un instant,

nv — v/ \ Av = Av( o/ ; ),

et remarquons que la formule ( 24) devient, symboli-
quement,

7
-^ A2

En Aertu d'un développement connu, on peut donc
/'(•rire

r



en posant r = eot2ft Ainsi

€ p ( ^ )— - cos 2 8. A (o/')— cos 6 C O ^
— cos2Q COS40.A" Î(OP)— cos3Ô

En particulier, nous pouvons faire d n ", et nous

tromons la formule e on nue (*)

\ [ > A l f ) ( o / ; ) — ^ A n ( o / ) - A 1 2 ( oP)]~

il. Il est utile de considérer les nombres (£ comme1

de s fonctions de
i — c

On trouve fac ileiiicMit

€ 2 = > y.2 — i , € ^ = î ; o \L > — 18o ,JL3 G i ;JL

(63 -= 6 (JL3 ) (JL, <6b = 7>O JJ6 l 3 > 0 [J f — ()2> IX ' — (>1

Ces polynômes jouissent de propiiétés remarquables,

dont nous parlerons une autre fois. Fei. observons seule-

ment que le changement de r en - entraîne le change-

ment de JJL en — JJL, et que, par suite,

Les ultra-bernoulliens possèdent la même propiîetc\
pour\u que p diffère de l'unité. Cette remarque pourrait

(M V M U / / M Xnii'rles p \ > ^ ^
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servir à transformer les intégrales définies, que Ton
rencontrera plus loin.

18. Il est évident que les nombres (£ sont des com-
binaisons simples de nombres ultra-bernoulliens; car

(s5) €y,_i(— z) = p[#/>(—s/z)—%PWZ)]-
ips/z

En particulier,

p\/—\

On démontre facilement cette autre formule

(26) %p(— z) = YT~\ y I '

qui établit une liaison remarquable, au point de vue du
calcul des différences, entre les systèmes des nombres
M et C On reste parfaitement convaincu de l'extrême
importance de tous ces nombres lorsqu'on cherche à
résoudre certaines questions capitales de VAnalj ?e par-
titive (1) , que nous nous proposons de traiter à fond
dans une prochaine A o te.

19. On rencontre les mêmes nombres dans des ques-
tions d'Astronomie. L'ascension droite 7 du Soleil est
donnée, en fonction de la longitude ;r, par l'équation

= coso), (o étant l'obliquité de l'écliptique. L'équa-

( ' ) II y a, sur le sujet auquel nous faisons allusion, des travaux
de Sylvester, Brio^rhi, Battaglini, etc. Lisez, dans les Atti de l'Aca-
démie de Naples (i8fn), un important Mémoire de Trudi, Su?' la
partition de\ nornh, < s.



lion (23 ) se dédouble en

cos'2cc -+- fJL2 sin2.r

• /«$ \x s i n T

cos2«r -f- [x- sin2./* '

après substitution de .r y— i à .r. Cela étant, on trouve,

en dérivant (27),

dy \x . . . .
~ = : — »JL co«i.r cos((b.r)-h sin.r sm ((fcvT)
dx co^ 2 x -r- \x2 sin2.7* '

ou bien

D'autre part , la formule (^2) donne

' " -- - c o « [ ( ( Ê — \)T | — '~—t— r o ^ [ ( ( Ê -+- i).x\ — \.

Par suilr,

- y - = { -f- ( u. — I ) COS f ( (B -h \ ) x \ .

Ici nous pouvons introduire les nombres fî, au moyen
de la formule (26), et nous trouvons, après intégra-
tion,

Si l'on ordonnait le second membre par rapport aux

puissances de tang - •> en tenant compte de l'égalité (17),

on obtiendrait la formule de Lagrange, exprimant la ré-
duction à V èquateur.

Ann. de Matkémat., 3e série, t. V. (Juillet 1886.) 2 I
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20. il est presque ('vident que, si l'on pose

l M ./ i - <t\ j [ x ) — « , j ( > a - - ( t i f ( 3 . r ) - - .

on a

f * 'I-

Kn partieulicr, si l'on fa\tf(x)= c r , en supposant
sueeessivenieiit r / v = i , rtv-r=4[i — (—* )v] ? on peut
exprimer la somme qui ligure dans le premier membre
de {())•, puis eelte somme, dans laquelle on néglige les
termes de rang pair. On parvient ainsi aux relations

donl I«i première est la foi mule de Plana, De même,

en utilisant l'égalité (i4)? (>n obtient

21. La formule ( 3o ) peut èlre généralisée au moven
de (•>!). On trouve

( i l ) ( \)?> ~l —lf- ~ > / '-— — ' — ^ ff'ù.

1 ) ( — ï

M ( (Ml(> toi m u l e cs l MiM c p t i b l c (J ê t r e ütMicTMli^co, et e l l e d e \ i o n t

^ ( T u n e ici o n d i t c o x t i t i n o . N o u ^ <in loivui^. *.ou>« p o u . q u e l q u e -

l u a l K M i " «i l.i y/ieot /( c/es nombics



p étant positif. Si, dans la dernièic iorniule, on veut
faire p = o, on doit ajouter ~ au second membre. On
obtient, dans ce cas particulier, la formule comme

On tire ciicorc, delà relation

Knlin, il est é\ident que toutes ces relations sont ren-
fermées dans la formule symbolique générale

c /'( i ) — c2 / t 2 ) - ^ } / i 3 ) — . . .

dans laquelle on .suppose que eNr soit l'expression sym-
bolique de f{ JT ). On obtient cette dernière formule en
portant les valeurs (3i) et (32) dans la relation (16), et
en supposant mod z <^ \, pour // indéfiniment crois-
sant ( ' ).

22. Toutes (M̂s formules pourraient nous fournir les
valeurs d'une infini lé d'intégrales définies, plus ou
moins intéressantes. Il suilirait de remplacer les nom-
bres ö et les nombres C par leurs expressions dans

( 1 ) B i V n e n t e n d u , l a f o n c t i o n f ri o 11 ê t r e t e l l e < ] I K , p o u r / ? i n f i n i ,
z " f ( n - L i l ) t e n d e \ e i s z e r o : f ê l a e o n s l i l u e u n e n s e m b l e d r c o n d i -
t i o n s , q u i n W p a s t o u j o u r s \ e i i f i c



( 3,/4 )

tous les développements qui précèdent. C'est ainsi que

les formules (5) et (7) donnent

cot^r = 1 I — ~ r ~ do,

' = '•>- I -— — - - do (l ),tan^.r

pourvu que l'on tienne compte respectivement des for-

mules (29) et (3o). On trouve encore

séca? = ƒ —— -do\

.70 e 2 ^ e 2

De même, la formule (19) devient, en y posant

a — e r,

et— e~t
( 3 4 )

Cette intégrale a été signalée par Poisson ( 2 ) : elle

comprend ( 3 3 ) comme cas particulier.

23. Remarquons, enfin, que la formule (^8) donne

aissance à un grand nombre d'

nies. On en déduit, par exemple,
naissance à un grand nombre d'autres intégrales défi-

De même,

(f) Ces intégrales sont fort connues : on les emploie, habituelle-
ment, pour démontrer la formule de Plana, en suivant une \oie
inverse de celle que nous venons de tracer.

(2) Journal de VEcole Polytechnique, \VIIIe Cahier, p. 297.



( • • * • * • ' )

en particulier,

Plus généralement, les valeurs des intégrales multi-
ples

.2' — H - r 3*2 -f-. . . -H Jrrt

sont respectivement

( p -r x ) ï ( x i ) F ( r 2 ) Y ( û r ) p " ,

!2i. L'application des formules précédentes, aux
suites qui ont pour type la série de Lambert, présente
aussi beaucoup d'intérêt, au point de vue de la théorie
des nombres. Ici nous nous bornons à signaler, en pre-
mier lieu, la formule

y ^

que l'on établit à l'aide des développements du n° 2. On
sait que des résultats de ce genre ont été obtenus par



( .5*6 )

divers géomètres ( 1 ) , qui espéraient arriver, par là. à
exprimer analytiquement la loi des nombres premiers.
On a aussi

X X:i X »

- X"1 1 -4- X'J 1 ~r- J"1 0

x .r2

J -+- X I -r- . / - J — X 5

' r-2UÇ— j V'

On Iransforme sans peine ces intégrales en intégrales
doubles, en faisant usage des premières formules du
n° 22. On trouve, par exemple,

-4-.r- r H-.r0 i-4-.r lu

25. [Nous allons enfin démontrer une autre formule,
comprenant comme cas particuliers les transformations
(|iic M. Catalan a déduites de l'égalité (34)- Soit, dans
ce but, a — x", dans la formule (20). On trouve d'a-
bord

.r»
i—^rv i 2( i - / " )

(2V)! '2V
1

(') Koi/% les formules de M. Curtze dans le t. I des Annali di
Matematica, et les transformations signalées par M. Catalan dan<
ses Recherches sur quelques produits indéfinis (p. 120).



puis, eu vertu de la formule de Plana,

Xv X X"2 X'1

— a*v i — x i — x'1 * i — ,r'l~l x i — .r"
î

1 o l
n ï — x'1 r™ .r'* sin(cp loga") d'

ry I _J \_ .

pourvu que l'on ait égard à la formule (19), dans laquelle
011 remplace x par o log3? et a par xn. Eu particulier,
pour // = 1, ou trouve la formule de; M. Catalan :

r 30 .r sin('^ loi; .r ) (h
^ _ ^ _̂

1 — x r cos ( G loi» .T )— .r- r-"-f — 1


