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MEMOIRE SUR LES EQUIVALENCES ALGEBRIQUES
ET L'ELIMINATION (*);

Par M. H. LAURENT.

VI. Nous allons maintenant aborder la théorie des
équivalences de la forme

(1) F(X)=o,

dans lesquelles I'(X) est une fonction de X, et X un
polyndéme réduit a déterminer. Soit ple degréde I'(X);
il est facile de voir que I’équivalence (1) a plus de p so-
lutions ou, sil’on veut, plus de p racines; en effet, la
formule (1) peut se mettre sous la forme

AX—a)(X—ay)...(X—ap)=o,

@,y s, ... désignant les racines de I'équation F(X) =0}
on peut satisfaire a cette équivalence en prenant
Xy=ay, asy ..., ap,

mais on peut y satisfaire encore de bien d’autres ma-
ni¢res. Par exemple, soit U un polynome réduit égal a a,
POUr Xy == 0y, Lg= Ugy, ..., €gal & a, pour x,= ay.,
Ly==dyy, .... Ce polynome U sera déterminé par ces
conditions et égal a

aié—i=U.
23
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Il est clair alors que X = U sera une solution de I'équi-
valence (1). Il sera, d’ailleurs, facile de former ainsi
toutes les solutions de I’équivalence (1). On peut consi-
dérablement simplifier la théorie des équivalences algé-
briques au moyen du théoréme suivant :

Tutorime. — Soit X une racine convenablement
choisie de 'équivalence binéme

(2) X¢—1=o. .

Tout po{yndme entier en Xy, Xay +.., Xp S€ra €quiva-
lent & une expression de la forme

(3) Ao-r AN o 4, X2k Ay Xbe 1,

Pour que cela ait lieu, il faut évidemment que X con-
tienne xy, Xa, ..., X;. Mettons alors la formule (2) sous
la forme

(X — /(X —j2). (X = j¥) =0,

. , . . 27 . 2T
j désignant I'expression cos?' “+y—1tsin-- ou toute

autre racine primitive de x*—1==o0. Nous pourrons
prendre pour X un polynéme réduit prenant les valeurs
JsJ3% -+ -5 J* quand les x passent successivement par tous
les systémes de solutions des équations ¢;==0,9,=0, ...;
par exemple, on pourra supposer

La formule (3) pourra alors s’identifier avec un poly-
noéme réduit quelconque augmenté, s’il le faut, de mul-
tiples de ©y, ®ay ..., 94. Ag, Ay, ... seront alors déter-
minés au moyen d’équations du premier degré, et il faut
prouver que, en général, le déterminant de ces équations
ne sera pas nul.

Le déterminant en question ne dépend pas du polyv-
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néme que I'on veut identifier avec I'expression (3), apres
P'avoir réduite;; il est clair que I'identification est possible
avec certains polynémes, par exemple avec ceux qui
’ 2 . . . .
sont le développement d’une expression (3) choisie a
P’avance; si donc on démontre qu'il n’y a qu’une seule
maniére de choisir les coeflicients Ay, Ay, ..., le déter-
minant en question ne sera pas nul.
Or supposons que, f désignant un polynome réduit,
on puisse avoir ala fois

fE A0+A1X+...+ Ap_,,XPL“,
JS=Bo+ B X +.. .+ By Xu-1;

on en conclurait
=(N—By) + X(A — By) .- XB-1(Ay— By_);

si, dans cette formule, on donne a x,, &, ..., x, les di-
vers systémes de valeurs qui annulent les ¢ ou, ce qui
revient au méme, si 'on fait successivement X =7,
X =j2 ..., X =j on trouve

Av— Byt (A — By) 4. o1 (Auoy— By y) =o.
Ao—Bo+ 2 (A —By) ...+ 2 (A, 1 —By1) =o,

d’ou l'on tire
1\0——‘];0, 1\1: B‘, oo

car le déterminant

O R C IR [

N T LI S .1

est égal au produit des différences des quantités j, j?,

j*) --+, J* qui sont toutes distinctes, et, par suite, il
n’est pas nul.

Ainsi tout polyndme, & des multiples des diviseurs
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pl'és, peut se metlre sous lll _fbrme
Ao+ A X+ Ao X2 - Ay X 1,

Cette forme est précieuse, en effet, en vertu de I'équi-

valence
Xp—1=0;

on pourra, dans le calcul, traiter la variable X comme
si elle avait pour puissances successives 1, X, ..., X¢~!,
1, X, ..., X¢7' 1, ..., en sorte que, dans bien des cas,
I'étude des équivalences algébriques pourra étre ra-
menée a celle des équivalences relatives au diviseur
unique X¢—1.

Lorsque I'on a ramené un polynéme a la forme
Lo U X A4 N X

son module prend une forme remarquable : multiplions-
le, en effet, par

Bo— By X ... By X1,
le résultat est

AoBo—f—A”__‘Bl—}‘-..—*— Ay B,
—l-(AlBo -+ Ao B, +...+A2Bp.*i)x

—1—(Ap‘71B0+ J\p_2B|+...+AoBu 1)‘“‘" I,

Le déterminant des équations obtenues en égalant les
coefficients des diverses puissances de X 4 zéro, a savoir 2

1\0 ‘%P‘“l oo -Al
Ay Ny ... A,

Apt Aps oo Ao
est le module cherché, ce qui montre que :

La résultante de plusieurs équations peut se mettre
sous la forme d’un déterminant cyclique.
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Considérons le déterminant (4) et désignons par j
une racine primitive pi*™¢ de I'unité. Ce déterminant
pourra se mettre sous la forme

(5) F(j)F(?)...F(y¥),
F(.r) désignant, pour abréger, le polynéme
Ag+ Az 4+ Av2? ...+ Ayt

Pour effectuer le produit (5), on peut opérer comme si
J était une quantité quelconque et faire usage des for-
mules de réduction

Je=1, Jeri=, ceey  JW=1, =,
on peut aussi le former en calculant le produit
F(X) F(X?)...F(X#)

et en faisant usage de I’équivalence X¢— 1= o, pour
éliminer les puissances de X supérieures a u — 1. On
peut donc écrire

M=F(X)F(X2)...F(X#).

Les polynémes F (X), F(X2), ..., F(X%) sont ce que
I’on peut appeler des expressions réduites conjuguées ;
de pareilles expressions ont toutes le méme module,
leur produit est égal a leur module commun.



