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CORRESPONDANCE.

Extrait d’une Lettre de M. le D" Louis Saalschiitz,
professeur extraord. de I’ Université de Kéonigsberg.

Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. 1V,
3¢ série, p. 57, se trouve un petit Mémoire de M. Her-
mite sur une identité trigonométrique, dans lequel le
grand analyste démontre un résultat de M. Glaisher en



(18)
lui donnant en méme temps une plus grande extension.
Mais la formule employée par M. Hermite, dont origine
est due a Cauchy, permet d’ajouter une autre relation
trigonométrique encore inconnue, comme je le crois.
Soit donc

cin(r — b)) <in(r —Dby)...sin(x—b,)
sin(z —ay ) sin(L —a,)... sin(xr —ay)’

(h  f(r)=

. . . v -
d’ot 'on tire, en faisant § = %, g2 =1,

(,p——l),t__pl),l)(,p I);l_phll\.“([p—b,,t_elr,l)
(te a,l__eu,l)([e—u‘l_pa,z).“([g u,,l_pu,,r).

(2) f( r) — F(l):
Maintenant la formule connue de Cauchy énonce

3 ]:(1)221(:‘3]:_(_:) + — lz—)d;.

3 ani,) z—1

I'intégrale prise autour d’une assez grande partic du
plan enfermant au moins tous les points ou I'(z) de-
vient infini et dont la circonférence est fermée par une
courbe quelconque. Mais, si nous pesons

eIt = gy, et = oy, csen eWnl = q,,
nous pouvons écrire

F(z) (ze~tt— ebd)(ge—bit— ebit). . (ze—but — ebut)

z—1 (5 —)(s— ) (53— %) .. (5 — ) e—la,ra + +u, I

)

et le résidu de cette fonction correspondant au pole
N . 1 ,
z =a, c'est-a-direle coefficient de —— présde s =g,
5 — o

s¢ trouve

(aie-—[)ll — ebit )(11 e—byt 8174‘). . -(11 e—bnt — eb"l)

- (ag—)(ay— 2 ) (% — a3).. (% — 2%, ) e~ @itast +ani

ou, en multipliant le numérateur et le dénominateur



(49 )
1)31- (}_ll(lAl’

(e(a,—[l,)l — e—la,=b)t ool e\ —=b)i (’“”l_l’n]’)

- (23— z)(e(u,—a,)1~ e la—a_ 1).“(etaﬁu,,!1___ e~ lu—u,)tye—2ast ’

sin(a;— by)sin(a;— by)...sin(a;—b,) 2ix
T sin(a;— a;) sin(a;— az)...sin(a;—a,) a;—¢

En conséquence de cetle expression et des expressions
pareilles pour a,, «;, ..., a,, on trouve la somme des
, . (s . , . ,

résidus de ; 2) siTon désigne, pour abréger,

b
— <

sin(ay— by)sin(a,— by)...sin(ay— b,)
sn(a;—daz)sm(a,—az)...sin(uy— a,)

<in(ay-- b)) sin(a,— by)...sin(a,—by)
sin(a@,— ay) sm(dy—ag)...sin(a—day)

Y F( 3) . 1\1 %y \2 Ay An %
s LN 1 el I e T
(6) Z“ {1 — 3 <11—1_ﬁ13—/ 7.,,—-[)

Considérons maintenant I'intégrale de la formule (3)
Y = [—F(z:{[:.

Par la substitution qui suppose la circonférence comme

par A,

cercle

ct, en prenant R tres grand, il résulte de la formule (2)

e— b, +00t
F(;;) _ = elayra+ . Ha,—by-by—...—by)t
e—la, Fa+ —apt *

et, puisque la quantité ¢ peut ¢tre supprimée en face de
z,0n a

4 .
— = idy,
z

ct, par la, cn intégrant autour du cercle ayant le
Ann. de Mathémat.. 3¢ serie, t. V (Janvier 1886). 4



tavon R,

t7)

ou s est éerit au lica de
(y s dymesittt =Dy~ hyg— . =D,

in combinant les formules (6) et (5), nous recevons

de (3)

\y o Ay Ay

, ‘F(/):-wi — - e e —
(8) a1 a)—/ Ly — 1
( -~ cos(s) -~ Zsin(s).
J’\.[iliﬁ
%y e2aqt
ay— = el p2an?

d’ou 'on conclut facilement, en muhipliant le numéra-

e >,

teur ct le dénominateur par (=24

K3

1 .
- = I—1col(ay—a
P 2[ (ay )5
de méme
%2

= ][1 col(a |
ot 4 —1 (ay— )|,

Pav cela, il vient de (7)

‘ F(t)=f(r)=—Ajcot(a; —a)— Aycot(ay—a)—...
(9) — Ay cot(@y,— )+ cos(s)
( — (A1 + Ar+t. o= Ap—sin(s)];

ce qui donne, si I'on sépare ce qui est réel de ce qui
est linaginaire,

’

sin(ay— by)sin(a,— by). .. sin(a;—by)

/
. P
\ Sin (a0 —a,) sin( @y — az). .. sin(ag—-ay)
(10) sm(a,,~/)l)\m(anf by). .. sin(a,—by)
’ sm(an—u,)xm(a,,—au) .sin(@, — ap_y)

=sin(a;+ ay+...+ ap— by— by—...—b,),



(51)

ce qui est la formule de M. Hermite, ct encore

sin( — by)sin(x — b,)... sin(x — b,)
SIN(&X —ay)sin(xz —asz)...sin(or—a,)
sin{ay— by)...sin(uy;—by)

= sm(a,—az)...sin(al—a,,)COt(z~a1)
sin(a;— by). .. sin(az— b,)
sin(a;—ay)...sin(a — a,)
A e e e it it ae e,
sin(@,—by)...sin(a,— by)
sin(@,—ay)...sin( @, — @&,—y)
s cos(@r-~dy+...+apn—by—by—...— b)),

(11) ¢ -+

cot(x — a,)

cot(z — a,)

ce qui est la formule announcée.
Soient, pour spécialiser cette formule (11),

w~ T P
b;I(ll—*—;, 1)2203+;7 ey I),L:(ln—i-—;.

Alors d’elle sortira

(—1)ncot(x — ay)... cot(zx — a,)
= (—n*[cot(ay— ay)... cot(a;—az)cot(x —ay ) +...

“+ cot(@p—@q)... cot(@p— @pn_y) cot(x — an)] + cos<n g)

ou, ¢n faisant x = a,,

cot(ay— ay) cot(ay— as)... cot(ag— ay)
(19) ‘ -+ cot(a; — ag) cot(ay—ay)... cot(@y—an) +...
nw
-- cot(a,,— ay) cot(a,— ay)... cot(@a,— ap.) = cos <T>(— D,
¢’est-a-dire
o si n esL impair,

—_— n

(—1)% si n est pair.

Mettons, daus la formule (1 l),:i — . au lieu de x;



alors nous aurons

eos(r 4 by)cos(x 4 by)...cos(x + b,)
COS(L =4y ) CON(Z =~y ). .. COS(T ~+ ap)
sin(a;— 04)...sin(a;— b,)
Sin(a;—day). .. sin(a; — a,)
sin(ay—by)... sin(ay,— by)

(3 Y : tang(a - a;
) sin(ag—ay)...sin(as,— ay) g( 2)

tang(r —+ ay)

sin(a@,—bq)...sin(a,—by,)

. . tang(xr + a
sin(@, —dy)...sm(ap—au_y) ° 2

1§ *r-(‘OS((M*-'—(YZ—'-...T(T”,-—-[),——{)2-—...—-0,,).

. , . . . r  a;
Si nous éerivons enfin, dans cette formule, = e

sy by by
2 e 2 2, Lo pour X, @y, Asy -eey Dy, Doy ol e
> ) ’ - ) - ’ I y 19 A2, y Oy, D2, 9

nombre 7 croissant jusqu’a l'infini, clle produira

(ay— by)(ay— by)...(ay— by)
(ay—as)(ay—ay)...(«;— ay)
. (ar—by)(ary—by)...(ay—Dby)
(a,—ap)(a,—a;) .. (a,—ay)
(Ap— O (y—by) .. (ay—0, )
(i) (ap—a))(ap—ay)...(a,— a, )
_:’ﬂ(n,——b,)(alm by—+20)
—r‘(az—-l)l)(al—'-l)z——2)
IR e
—(an—bp)(ap+bp—o1)
+lay—by)—(az—by) 4+...— (a,— b,,)]l;.

(ay— 01)(ay—+— )

(g —by)(@g—+2)—. ..

(an—bp)(ap— )

Voila unc formule algébrique qui contient deux rela-
tions en comparant les cocfficients de a° et de . En
appliquant la méme méthode aux formules (11) et (12),
il en sortira des identités culéricnnes trés connues.



