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CORRESPONDANCE.

Extrait d'une Lettre de M. le Dr Louis SaalschüLz,
professeur extraord. de V Université de Ko'nigsberg.

Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. IV,
3e série, p. 5^, se trouve un petit Mémoire de M. Her-
mite sur une identité trigonométrique, dans lequel le
grand analyste démontre un résultat de M. Glaisher en



lui donnant en même temps une plus grande extension.
Mais la formule employée par M. Henni te, dont l'origine
est due à Cauchv, permet d'ajouter une autre relation
trigonomélrique encore inconnue, comme je le crois.

Soit donc

*\n( r — h y ) <\n( T — by). . . s i n f x — & , , \

— an

d'où l'on lire, en faisant ; = elx, q2 = A,

Maintenant la formule connue de Caucliy énonce

l'intégrale prise autour d'une assez grande partie du
plan enfermant au moins tous les points où F ( r j de-
vient infini et dont la circonférence est fermée par une
courbe quelconque- Mai*, si nous posons

nous pouvons écrire

F ( s ) (ze-h*1— ehil)(ze-f>il— ebs ). . . ( : r ' v - eb»1 )
{ * ' z — t ~ {z — /)(5 — a,)(5 — OL2)...{Z — x„)e-l«^« + +«« *'

et le résidu de cette fonction correspondant au pôle

z = a, c'est-à-dire le coefficient de près de z = a< ,

se trome

"~ ( a , — O ( a i — a2 )(aA — a3 ) . . . ( a , — a „ ) P - I « , + « , + +"n i

ou, en multipliant le numérateur et le dénominateur



par e""7"1*1,

! — b\ ) sin(<7, — b2). . . *in(at — b„)
(j)

sin(a1 — a2) sin^rtj — <?a)- • • sin(#j — atl) at.l — t

En conséquence de cette expression et des expressions
pareilles pour a2, a}, • . . , a/n on trouve la somme des

F ( z ")
ï'ésidus de ——, si l'on désigne, pour abréger,

i — h\ ) s\n(a-> — b2). . . sin(<7i — b„)
7 par Aj ,i — a 3 ). . . s i n ( ^ ! — ah)

2— b2 ) . .. sin ( ^ )

sin ( a2—
~~~~s P a r A 2 ,

s
t—z

Considérons maintenant l'intégrale de la formule (3)

Par la substitution qui suppose la circonférence comme
cercle

z = PV-?,

et, en prenant R très grand, il résulte de la formule (2)

^—(bi-t-bj-h.. -+-bn)i
P / 7 \ — _— pia^aj-h . -+-an—bi-b2—...—bn)i

et, puisque la quantité t peut être supprimée en face de
r, on a

dz . _
— = 1 dv,
z '

et, par là, en intégrant autour du cercle ayant Je
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tayon R,

( 7 ) Y = / -' — - — ') i T | c o s {s) :- / s i n ^ ) | ,

où s es t é c r i t a u l ien de

En combinant les formules (6) et ( - ) , nous recevons

de (o )

( F(/) = n f
[ -r- eus(5) -i- i sin(ó j .

d'où l'on conclut facilement, en multipliant le numéra-
teur et le dénominateur par (V~J'V — c~2^),

de même

Par cela, il vient de (7)

/ F( t) ~j\jr) =—- Aj c o t ( « 1 — ir) — A2 oo t ( a 2 —J" ) — . . .
( 9) ' — A,, eut (an— ./•) -f- cos(s)

( — /[AjM- A2 + . . . -T- A«—bin(«) ] ;

ce qui donne, si l'on sépare ce qui est réel de ce qui
est imaginaire,

, s n l ? ! 6 1 ) s i n ( « i 6 2 ) . . . ( ! — bn)

(10) ^in(a7 l— b{ ) ^\n{aa- b2).. . s in (q^— bn )

n — a2 )



( 5 ' )
ce qui est la formule de INI. Hermite, et encore

sin(.r — bi) sin(.r — b2).. . sin(^r — bn)
— al)s\n(x — a2),. . sin(.r — an)

s i n ( a 1 — 6 1 ) r . . sin(6/,-—6W)
— 7 ~ r— cot(a; —
sin (a 1 — a 2 ) - - . s i n ( a 1 — an)

i — a\ ) • • • sin ( a2 — an )

s i n ( « „ — b 1 ) . . . *in(an—bn)
• / x =—; r w i ( a ? — an)

ce qui est la formule annoncée.
Soient, pour spécialiser cette formule ( n ) ,

9 '2

Alors d'elle sortira

(— i)n cot(x — «i) . • • cot(a:
! — a2)...

-+• COt(a^ «!). . .

ou, en faisant x = a0,

cot(a0— ct\) cot(a0— a 2 ) . . . cot(a0 — aw)

( 1 9 ) •

c'est-à-dire

„— a,)... cot(a„—a«_0 = cos ( ™

o si rc c«t impair,
n

(— T)2 si n est pair.

Mettons, dans la formule ( n ) , ( - —.r au lieu de .r ;



alors nous aurons

' c o s ( r -+- b\ ) co^( . r -H b>). . . c o ^ a " -+- bn)

0 3 )

c o s ( j " -f- r/j ) coM a? -T- « 2 ) . . • cos (a" -h an)

sin ( « i — bi). . . sin (ax—bn)
•= - . :—; . t a n g ( T -¥ a\)

sin(<7! — r/2 ) . . . s i n ( a 1 — « „ )

- - — L_LU—.—_—1 ^_ tancjfa' -»- «.->)
^in(r / 2 — « i ) . . . s in(<7 2 —rt„ )

s i n ( r t „ — b i ) . . . <\n(a„— bn)
tanü(a? -^ a,

- «2 - r . • .-r- ^ « — b\ — b2 —. . . — bn).

Si nous écrivons enfin, dans cette formule, '-, — -

__B, . . . , _ ! , _ _ ? , . . . pour .r, « 4 , a2 , . . . , bKj Z>2, • • . , le

nombre 7' croissant jusqu'à l'infini, elle produira

!— bn)
( Cl\ — Üi ) ( Cl\ -r- X )

- ("2—61X^2—63) •• -("2—-fr/i),
- t« } ) . . \ cl2 Ojfij

n—bi)(atl—!)•>)...(an—bn^)
—T\ 77. " (a"~ bn)(an— T )

-f-

Voilà une formule algébrique qui contient deux rela-
tions en comparant les coefficients de x° et de .r. En
appliquant la même méthode aux formules (11) et (12),
il en sortira des identités euléricnnes très connues.


