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SCR L'ENVELOPPE DE CERTAINES DROITES VARIABLES
[svrre (')]:

Par M. Maveice pOCAGNE.

l:\ SURFKFACE COMPRISE ENTRE ],’\“(‘. (l/) E'T S\ CORDE EST

CONSTANTE.

Dans ce cas, les aives élémentaires déerites par les
droites ea ¢t eb étant égales, on a, en appelant ¢ Pangle
£
de contingence de Penveloppe au point e,
z.ear = z.eb?
on
ea = eb.

Le point e est donc le milieu de ab.

Si la courbe donnée C se compose d'un systeme de
deux droites concoutantes, la courbe enveloppe est une
hyperbole ayant ces deux droites pour asymptotes.

(') Voir Youvelles Annales, 3" <erie, t. II, 1883,p.252.— Dans les
figures du present Article, les gros traits indiquent les lignes données,
les traits fins les lignes de construction, enfin les traits pointillés
les lignes qui ninterviennent que dan~ la démonstration.
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LA DIFFERENCE EATRE L'ARC @D ET si CORDE EST CON-
STANTE.

Laa démonstration est de tous points analogue a celle
qui a été donnée (1) pour le cas ou la somme de Tave et
de la corde est constante; on lrouve que le point e est,
dans ce cas, le point de contact sur ab du cercle in-
serit dans le triangle formé par cette corde et les tan-
gentes a ses exlrémiles.

Il en vésulte que, sila courbe € se compose de deux
droites concourantes, la courbe enveloppe est un cerele
tangent « ces deux droites.

Ly PROJECTION DE L\ CORDE (l[) SUR UN AXE FIXE EST
CONSTANTE.

Soit ' b’ cette projection ( fig. 1). On a toujours

dia)y at.ae
dib) T bt.be
lng. 1.

t

D'ailleurs
dia') _d)
U= o NO= g

ct comme d(a') = d (b'), par hypothése,

dia) cos8

(') Loc ,cuit. p. 254.
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Done

cos3  at.ae

ae bi.cosy bp  bm
cosa  bt.be

ou = e = L =
be at.cosa ap am

de la résulte que
uc = bm,
ce qui détermine le point e.

En particulier, si la courbe donnée est une parabole
ayant son axe perpendiculaive & «'d', la droite tm étant
paralléle a I’axe passe par le milicu de ab, et le point e se
confond alors avec ce point milicu, c¢’est-a-dire avee le
point ou @b touche son enveloppe si cette droite forme
avee la parabole un segment d’aire constante; de la ce
théoréme :

St une droite mobile forme avec une parabole un
segment d’aire constante, la projection de ce segment

de droite sur la directrice est constante.

I}Al\(‘. {I[) I)I'I'I‘ERMIL\]"., AVEC DEUX DROITES [SSUES I)’UN

POINT FIXE, UN SECTEUR I)’\IRE CONSTANTE.

Les aires ¢lémentaires engendrées par les droites ao
_etbo (fig. ») tournant d'un angle infiniment petit au-
tour du point o, devant étre égales, puisque 'aire oach
est constante, nous avons, en abaissant du point o les
perpendiculaires o et ov sur at et bt,

d(a).op.=d(b).ov;

donc

= d’on

ov ae.at ae bt.ov
- = — = —_—
ou  be.bt be at.op

ou, en abaissant des points @ et b les perpendiculaires
ap et bg sur ot,

ae ol.lul . l_)g _bm

- =
be

ot.ap — ap T am
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¢’est-a-dire
ae = bm.
LLa construction s¢ réduit donc i ceei : ot coupant ab
au /)oinl m, porter ae = bm.

Fig. 2.

Si la courbe donnée se compose de deax droites con-
courantes, la courbe enveloppe est une parabole tangente
a ces droites.

Sila courbe donnée est une conique de centre o, le
point e, et, par suite, le point e, vient se cqniondre
avec le miliett de ab, d’ou 'on déduit ce théoréme :

Si une cordeab se déplacedansuneconique de centreo
de telle facon queletriangle oab ait une aire constante,
le secteur d’ellipse oab a égalementune aire constante.

LES PARALLELES A DEUX DIRECTIONS FINES MENEES PAR
LES POINTS @ ET b SE COUPENT SUR UNE COURBE DONNEE.

Soient am et bm ces droites (fig. 3). Puisqu’elles
restent paralléles a des directions fixes, on a, en sup-
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posant x) tangente a la courbe décrite par le point m,

dib) by d(m) mx

dim) ™ my d(a) azr’

d’ailleurs

Multipliant ces trois égalités membre a membre, nous

avons
at.ae.by.mz ae _ bt.my.ax

bt.be.my.axr ou be  at.by.mz’

Tivons 1p pavallele & mb, 1y paralléle & ma: nous

avons
bt.mr at.mr
mp — s mg = — :
/ by 1 ar ’
done
ae mp
we e
be — mgq

expression qui fournit une facile construction du point e.

Comme application, supposons que la courbe donnée
soit un systéme de deux droites concourantes tp et tq,
que le point m doive décerirve la droite pg, enfin que les
directions fixes soient précisément celles de ¢p et tg; la
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courbe enveloppe sera alors une parabole tangente a tp
et f4 aux points p et g. De la ce théoréme :

tp el ty élant tangentes & une parabole aux points Z
et g, ab, tangente @ cette courbe au point e, coupant
tp et tq aux points a et b, ab est divisé par le point e
dans le méme rapport que pq par le pied de la droite
qui joint le point t au milieu de ab.

L CORDE (tb LST COUPLE PAR UNE (OURBE FIXL EN SEG-—
MENTS DE RAPPORT CONSTANT.

Soit m le point ou le segment ad est coupé par la
am
courbe fixe ( fig. 4); le rapport b 08U constant; donc,

si les normales @2 et b3 a la premiére courbe, mu a la

L 4.

scconde, coupent en %, 8 et u la normale menée par le
point ¢ a l'enveloppe de ab, on a

ok ant

{i—p._—bm

En a élevons a ab la perpendiculaire ag qui coupe cn
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au point p; nous avous
ap _ap __am
qp ~ Bp  dm’

done la droite mp est parallele & bg; de la, la construc-
tion suivante :

Llever & ab la perpendiculaire apy tirer mp paral-
lele a b3, cp coupant m p. au point wu, abaisser de . sur
ab la perpendiculaire pe.

Lrs TANGENTES MENEES DES POINTS @ ET Z) A UNE COURBF
FIXE FORMENT UN ANGLE CONSTANT,.

Soient agq ct bp ces tangentes (fig. 5); les normales

aa' et b i la premiére courbe coupent aux points a’ et

U les normales ga’ et pd' & la seconde. L’angle peg érant
constant, les angles de contingence aux points p et ¢



sont égaux; par suite

D’ailleurs, si ea est normale a Penveloppe cherchée,

on a
dia) ax
@) = 68’
Donc
ax b
aa’ — O’

ou, si a’a” et b'b" sont perpendiculaires a ab,

ae be
ad” bl

On déduit de 1a que, si a”m cst paralléle a ar et 8" m
a bt, le point m se trouve sur 7e. On peunt d'ailleurs re-
marquer que, le quadrilatére aga’a” étant inscriptible,
on a

S
aga’= aa' d’,

/N PN .
et comme aa'a” = tab, puisque ces angles ont leurs
cOrés perpendiculaires, on a aussi
R N
aga = tab.
De méme

/”‘;\ //
bpb = tba.
On pourra done énoncer comme suit la construction
du point e :

PN N

Faire aga' = tab et bpb" = tha; mener a’ m paral-
lele ¢ at et " parallele & bi: tirer mt qui coupe ab
au point e.



{96,

Si la courbe enveloppée par ag et bp se réduit a un
point, on retombe sur un cas déja traité ('). Mais la
construction plé('édenlc upl)]i(]uée a ce cas particulier
est moins simple que la construction donnée a 'endroit
cité. Les conditions spéeiales du probléme conduisent
en eflet, dans ce cas, a des simplifications qui n’ont pas
lear équivalent dans le cas général.

Si Pangle ath des tangentes en aet b a la courbe con-
sidérée (2) est constant, si la droite ab touche son enve-
loppe au point e et si o et 3 sont fes centres de courbure
qui répondent aux points a et b, nous avons yu (3°séiic,
L, p.238) que le point o étant tel qu’on voie de ce
point les rayons de courbure as et b3 sous des angles
drouts, les angles aob et toe ont méme bissectrice.

Mais le point o peut ¢étre imaginaire; ¢'est ce qui ar-
rive lorsque les cercles dediaméres az et 5% ne se cou-
pent pas. La construction qui résulte du théoréme pré-
cédentdevient alors illusoire. V oici un nouveaun théoréme
qui donne la solution du probléme dans tous les cas

St les droites ta et t3 coupent respectivement aux
poinis a' et 3 le cercle circonscrit au rri(mglf’ ath, les
droites a3 et ba' se coupent en un point g dont la pro-

jection sur la droite ab est précisément le point c.

En effet (7), appelons pour le moment ¢' la projection
)
PN
du point g sur la droite ab. Nous avons eag = bt 3 et
N . . .
ebg = ata (méme mesure); les triangles rectangles eag

(') Nouvelles Annales, 37 «cuie, . I1L p. 56,

() I et bien entendu quiier, comme dans tout ce qui précede,
cette courhe peut etre un systeme de deux courbes distinctes decrites
séparement par les points a et b.

(*) Le lectemr et prie de fane la figure
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ct bt 3 d'une part, ebg ct ata de 'autre, sont donc sem-
blables; par suite,

ae' bt he at
= 75 =
ge 3 ne anx
d’ont
we' bt ax

Or, cn se reportant & 'endroit cité, on voit que

ae.at  aa,
he bt /).’i’

done
ae' ae

b be
ct le point € se confond avec le point e.
Remarquons que le cercle circonscrit au triangle atb
a pour diamétre ladroite qui joint le point # an point de
rencontre des normales az et b 3.



