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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 

S I R L'ÉfillATION DE DEGRÉ OUI D O M E t a n g ^ 
LORSQU'ON CONNAIT tanga; 

PAR M . CH. B I E H L E R . 

L'équation de degré m, qui donne tang^ lorsqu'on 
connaît tanga, est, comme on sait, 

a en posant tang — = x et tanga — a. 

Cette équation, mise sous forme entière, devient 
( i - h — ¿ a ) — ( i — - f - îol) — o . 

Les deux expressions 

— ¿ol) et (i — i ' a ) 

étant imaginaires conjuguées, leur diiïérence renferme i 
en facteur, et, par suite, en posant 

le poly 
nome V m. sera à coefficients réels et de degré m. 

Cela posé, nous allons former Téqualion différentielle 
du second ordre à laquelle satisfait le polynôme et 
nous allons appliquer les théorèmes de Sturm et de 
Rolle aux polynômes qui figurent dans cette équation, 



( 6 ) 
Cil vue tl(î démontrer (jiio V///— o a toutes ses racines 
réelles. 

I . A cet eiFet, prenons les dérivées des deux membres 
de l'égalité (i), il viendra 

=: mi\{i -h îtY^-Ui — i'a; -+- (i — i^)] 

ou 

{'!) m\i\-'v —ia)-f-(i — (i-4- ia); 

en dérivant une seconde fois, 

. ^ V';„ =3 mini - I) i 1(1 - - ¿a) 
- ^ \ - - ( i — j a ) ] . 

D'autre part, en multipliant les deux membres de 
l'égalité (:>.), I(î premier par lix^ le second par 

(i -f- ix) — (i — ix), 

([Lii lui est égal, il viendra 

•->. //¿[(i --- ix)"\ \ — /a) — (i — \ -f- i'a)] 
-4- //¿I — (I + îx)'"-^ (f — ix){i — Îa) 

I — - i - ix){\ - f - ¿ a ) ] , 

et, en remplaçant le produit ( i -j- ix) ( i — ¿x) par i -f-
on aura 

•i ix — m l „1 — ( I -4- œ- ) 
X ¡(1 — /a) — (i — i i p I -f- ¿a)] 

ou 
V " I .T \ jn L \ m -- ( I ) 

( m — I ) ? 

ou enliu 

9.x\',„{fn — I ) /7l(m — 

(|ue Ton peut écrire 

(/, ) m(m — 1 ) — ( ,n — i ) x - i - x ^ ) = o. 
Cette équation va nous permettre de démontrer la 

réalité de toutes les racines de = o. 



( 7 ) 
2. A cet eiïet, prenons les dérivées d'ordre [x des 

deux membres de l'équation (4), il viendra 

-f- (I -f- v^r'^ +i^-i i"- - =« 
ou bien 

Il — ( I -f- = o. 

En donnant à ¡Ji les valeurs o, i , 2, . . . , m — 2, il 
viendra 

m ( / ? i — i ) V , « — 2 ( m — 1 ) 3 7 o , 

( _ I ) ( _ ) y;̂ ^ _ ,, ( _ ) Y;̂  ( I ) y- ^ O , 

_ 2 _ _ ( i + V i / f ^ = o . 

Ces relations nous montrent que les fonctions 
. . . , jouissent des propriétés requises pour que 

le théorème de Stnrm puisse leur être appliqué. En 
eifel, la dernière V̂ ^̂  ̂ ^̂  change pas de signe, c'est une 
constante^ deux fonctions consécutives ne peuvent pas 
s'annuler pour une même valeur de X'̂  si une fonc-
tion s'annule pour une valeur de les fonctions 
et prennent pour cette valeur de x des signes con-
traires ; enfin est la dérivée de Il s'ensuit que, 
la suite V^, . . . , ^^ présentant que des varia-
tions pour X = — cxD et des permanences pour x = -h oo, 
la suite perd m variations quand x passe de — oo à -h oo ; 
par suite, toutes les racines de l'équation ¥„¿==0 sont 
réelles et inégales. 

3. Appliquons maintenant le théorème de Rolle pour 
établir la réalité de toutes les racines de V m — ^ • 

Remarquons, à cet eiï'et, que l'égalité (3) nous donne 
la relation 



( 8 ) 
élaiit ce (jue devient V̂ ^ quand on y remplace m 

par m— 2, a restant le même, et supposons que les 
racines de V^i_o=o soient réelles et inégales. Nous 
allons démontrer qu'il en est de même des racines de 

Pour cela, considérons la seconde des équations diffé-
rentielles du tableau précédent, à savoir : 
( 5 ) - 1 ) ( m - ' > 0 v ; , , - - ( I - } - = o , 

déduite de l'éifuation (4). 
Les racines de \ ̂  étant réelles et inégales et dé-

signées par ai, a.j, . . . , dans Tordre croissant, sub-
stituons-les dans la relation (5) ; on aura le tableau sui-
vant : 

( / / i - I ) ( / / I - ) ( a , ) (' I - h a ? ) v ; ; , ( a i ) = = o , 

( m — 1 ) ( m — 2 ) ( ) - h ( i - i - ) Y ' / , , ( a , „ _ 2 ) = o , 

car a ,̂ ao, . . . , ^m-2 sont racines de l'équation = o. 
Or, d'après le théorème de Rolle, les quantités 

ne présentent que des variations; il en est donc de 
même des quantités 

Mais on sait que, si toutes les racines de l'équation 
dérivée d'une équation proposée sont réelles et inégales, 
et si, substituées dans le premier membre de la pro-
posée par ordre de grandeur, elles donnent des résultats 
de substitutions de signes contraires, toutes les racines 
de la proposée sont réelles. 

Il s'ensuit que toutes les racines de l'équation o 
sont réelles et inégales. 

Soient h ĵ /̂ o, . . . , les [ m — i) racines réelles de 
substituant dans l'équation (4), on 



( 9 ) 
aura 

m{m — i) \,n (bi)-h{i-\-bl) ( ) == o, 

m {m — l) Yrn{bni-l ) -H (H- ) y'm{bm-l ) = O ; 

mais, d'après le théorème de Rolle, 

sont alternativement de signes contraires-, donc les 
quantités 

ne présentent elles-mêmes que des variations. Il s'en-
suit que toutes les racines de l'équation Y m = o sont 
réelles et inégales. 

Nous avons supposé que l'équation = o a toutes 
ses racines réelles et inégales. Cette propriété se recon-
naît immédiatement sur les équations 

V i = o e t V 2 = o , 

qui sont 
—a), V2 — —l) -i-

On en conclut que, d'une part, Vg^ î = o a toutes ses 
racines réelles, et, d'autre part, que Y on = o a aussi 
toutes ses racines réelles ; par suite, on peut dire d'une 
manière générale que l'équation V^ = o a toutes ses 
racines réelles et inégales. 

SUR W m CLASSE D'ÉOIATIONS ALGÉBRIOIES 
D O N T T O I T E S L E S R A C I N E S S O N T R É E L L E S ; 

PAR M. CH. B I E H L E R . 

1. Si l'on pose 



( 'O ) 
la déi ivce d'ordre n de y par rapport à a est une expres-
sion de la forme 

1 ^ n-h ^ 2\ 2 ( I — 2 a . r - f - y . ^ ) 

OÙ a) est un polynôme de degré n en x et de 
degré n en a. 

Je vais mettre en évidence quelques propriétés du 
polynôme a), et je supposerai, dans ce qui va 
suivre, que x ait reçu des valeurs telles que le trinôme 
I — 2 a x H- a- ait ses zéros imaginaires, c'est-à-dire que 
X soit compris entre — i et -h t . 

De l'égalité 
I 

-, - - — 

y/1 — l'xx -H a-
(Hi tiie 

I X — OL y -7-I — 2 a r 1 — 2 a -4- â  
ou ])i(MÎ 

y{ \ — y.x -f- â  ) - r - a — ^ ) = o. 

En dérivant 7i fois les deux membres par rapport à a, 
il viendra 

y'fi • I) (, __ Ĵ̂  f. ) (2 ff -f-1 ) ( a — .r) -H n- = o. 

F.n remplaçant parleurs valeurs ex-
primées en fonction des polynômes de la forme Q,/(x, a), 
on aura 

-f- ( I — 2 a - r - a- ) i ( , a) o. 

En dillérentiant l'équation 

(l — lOiX ^ 2 



( " ] 
par rapport à a, on obtiendra la relation suivante 

(6) --(i — a) = o; 

d'où l'on tire, en comparant les égalités (¿¿) et ( ¿ ) , 

(c) = 

Enfin, au moyen des égalités ( ¿ ) et (c), on peut ob-
tenir l'équation diiïérentielle du second ordre à laquelle 
satisfait le poly nome O/̂  (x , a). Il suffit pour cela de dif-
férentier par rapport à a l'équation ( ¿ ) et de remplacer 
dans le résultat 

p a i ^ + a ) , 

qui sont identiques d'après la relation (c). 
On obtient ainsi l'équation 

(d) 1 QU^. — 

2. Les relations (a) , (e), (r/) vont nous permettre de 
démontrer que l'équation 

Q u ( - r , a ) ^ o 

de degré n en a a toutes ses racines réelles, pourvu que 
X soit compris entre — i et + i. 

La relation (a ) est en eiïét le type de la série des 
égalités 

, a ) + ( 2 n — I ) ( a — x ) ( x , a ) - i - ( n — i Q n - 2 , 3c) = o , 

qui montrent que le tliéorème de Sturm est applicable à 
l'équation 

Q n i o ^ , o . 

La relation ( « ) montre en outre que les coefficients 



{ ) 
des plus hautes puissances de a dans les fonctions 

a ) , a ) , Q o 

ont des signes alternés. Il s'ensuit que. pour a = — oo. 
la suite 

a ) , a ) , Q o 

ne présente que des permanences et que, pour a = -j- oc, 
elle ne présente que des variations^ la suite gagne n va-
riations quand a croit de — oo à -f- oô  par suite, toutes 
les racines de l'équation 

a ) o , 

(considérée comme une équation en a, sont réelles. 
Le théorème de Sturm peut être appliqué aussi à la 

série des fonctions 

Q ; , ( / r , a ) , a ) ; 

il suilit, pour le faire voir, de considérer l'équation diffé-
rentielle (c/) et de former le tableau 

a)(i — â ) —(2/i — i)(a — a)-+- oc)= o, 
0 ; ; ; î , / \ a ) ( i ~ ^ a . r a n — ( ' ¿ M — 3 ) ( a — a ) - f - ( 7 i — i ) 2 Q ; ( . r , . a ) = o , 

a ) ( i — - 4 - a ^ ) — 3 ( a — cc)-h (x, <x)= o, 

qui nous montre que les dérivées de a) jouissent 
des propriétés des fonctions de Sturm. 

On pourrait aussi appliquer le théorème de Rolle pour 
arriver au même résultat; il suiiirait de considérer la 
relation(a), en faisant aussi usage de (c)-, la relation (c) 
nous montre en effet que 

— -h i a ) , 

et, si l'on admet que 7 . )= o a toutes ses racines 
réelles et séparées par ceUes de Q,, , = o, on montre 



( ' 3 ) 
aisément que (x, 7 . ) ~ o a aussi toutes ses racines 
réelles et séparées par celles de o. 

On arrive encore au même résultat en appliquant le 
théorème de Rolle, au moyen de l'équation différen-
tielle [d). On voit clairement, dans tout ce qui précède, 
la nécessité de supposer que le polynôme 

ne change pas de signe quand a varie de —oo à + 0 0 et 
par suite la nécessité d'astreindre x à être compris 
entre — i et -h i . 

3. Si l'on développe la fonction ^ suivant 
y/i — i d x -I- a2 

les puissances ascendantes de a, sous la forme 

^ Xo-f- aXi-f- a2X2-}-. . .4- . ., 
\/1 — l'tx H- a2 

les coefficients X o , X î , . . . , X« sont, comme l'on sait, 
les polynômes de Legendre. Leur degré en x est égal à 
l'indice de X . Ces polynômes sont liés aux polynômes 

a) par la relation 

dn-y^ 
1.2.3 ,..n\d'x 

or 
^ g ) 

(i — a 2 ) 2 

En faisant a = o dans cette égalité, on obtient 

I .2.3 . . . n X„ — o). 

Cette relation nous fournit immédiatement celle qui 
lie entre eux trois polynômes X d'indices consécutifs. 
En faisant a = o dans la relation (a) , on obtient 



f ) 

in - \ - - ( 2 / z — X,, — — i) ! o, 

en désignant le produit i . 2 . 3 . . . zz par n\. 
E n supprimant le facteur numér ique zz!, il viendra 

i e ) ( n i } — ~ i) .r X,i-4- = o. 

Cette re lat ion permet d 'appl iquer le théorème de 
S lurm à l 'équation 

X „ O , 

et de montrer qu'el le a toutes ses racines réel les . 
P o n r savoir si la suite X , , , , . . . Xq gagne ou 

perd ses variations, il sufiit de considérer l 'équat ion ( e ) , 
qui nous fait voir que les coefficients de la plus haute 
puissance de .r ont le même signe dans toutes les f o n c -
tions X,/, X . La suite perd donc ses variations 
quand ,r passe de — cc à -f- cc. 

L e polynonie ( x , a ) peut s ' expr imer d 'une manière 
simple en fonction des quantités 

On a, en eifet, 

Q,, ( .r, 7 . ) Q,, (.r. o ) , - a Q;, ( .r, o ) 

-i- o ) - ; - . . .-I- ^ o). 1.2 ni 

les dérivées étant prises par rapport à a . 
D'après la relation ( c ) . 

(y„ (,r, Q,̂  J ( .r, a) ; 
par suite, 

a ) -- 0" • • - - H- a). 



En faisant = o dans toutes ces égalités, on aura 

o ) = - o ) , 

et, en remplaçant (x , o), . . . , o) par leur 
expression en . . . , il viendra 

o)= nin — i) /i! 

o ) ( — n — i ) . . . ( n - fJL + 1 ) ! ; 

on peut donc écrircî 

L'équation différentielle {d) nous fournit la valeur de 
a) pour \ cette expression peut aussi se 

tirer de la précédente en remarquant qu'on a, d'une ma-
nière générale, 

( n I ) [ ].r:.:0 -r- [ X« - 1 |.rr.o ~ O. 

Les polynômes X/̂  ne renferment, d'après la rela-
tion (e), que des puissances de même parité^ l'expres-
sion de Q/2(o,a) ne renfermera donc que des puis-
sances de a de même parité. L'équation différentielle {d) 
nous donne 

O,, ( o, 7. ) n i Ji — i ) , _ 
( — D" ^^^ ^ 

^̂  ( ^̂  — ' ) ( ^̂  — ) (' ff — y ) 

, ni il — f ) . . . (71 — 2 /? -f- I ) 
_ 4 _ C — 1 : L £ -x'i- 'lp. 



( ) 
La valeur x = o transforme (i — s a x -f- a^) en i + a-̂  

par suite, l'équation 

Q„(o , a ) = o 

a aussi toutes ses racines réelles. 
4. Nous allons maintenant chercher d'autres expres-

sions du polynôme X̂ .̂ 
A cet effet, remarquons que 

peut s'écrire 
1 

y = y/i — / 

Si l'on pose 
.r — a _ ^ 

V̂ i — .r-on aura 

par suite 

y — ' X 
V I . r 2 I - - i 

() y ây dz ^^V f —i 
fH i)z r)a âz __ 

()1y ^ ()2y / __ I 

Or 

par suite 

r)a2 àz^ Vv/i — 

i)"y d"y ( — I ) 

A-n 1 / ' 

^ QkIO,^) (— i)" I 



(••7 ) 
et, faisant a = o, 

en désignant par Zq ce que devient ^ pour a = o. Mais 

X — a j X 
z — —rr——•» donc — \/1 X^ \/ l — x^ 

X-•2 

par suite 

OU e n f i n 

Cette égalité nous fait voir que les racines de l'équa-
tion o sont toutes comprises entre — i et -h i. 

En effet, l'équation 

a toutes ses racines réelles; soient a,,a2, . . . , a , i ces 
racines. 

Les racines de l'équation X,î = o étant désignées par 
JOi^Xi, . . on a 

«1 = . > • ' •, = • 
\lv—x\ sji — ^h 

d'où 
x^ — » • • • ? = 

v/i -^af / i — 

au signe près^ on voit par suite que x^^x^^ sont 
Ann. de MaUwmat., 3' série, t. VI. (Janvier 1887.) ^ 



( ) 
toutes réelles et plus petites que Tuuité en valeur ab-
solue. 

Nous avons trouvé l'expression de Qn(o^ a), à savoir 

Q ; , { o , a ) _ n(n—i) 
1.22 

— i ) ( n — 2 ) ( / i — 3 ) 
( I . 2 ) 2 2 > 

on en déduit 

77 — I ) — ^n — — a;^) 

(1.2)22^ 
7l(7l —- I ) . . . (71 — 2 / > -4-1) 

{plfX'l'^P 
. t! ( H, l },., \ ! L ^ fj "7— 1 ; ^ , ^ s 

On sait que, si l'on prend la dérivée d'ordre n de 
( x - — i)'' en employant la formule connue pour la dé-
rivée d'ordre n d'une fonction de fonction de la forme 
cp(x-), à savoir 

/¿(/Z. — .L)(7L — 2)(72. — 3 ) , . . , , , , 
-i ^ ^ 

il viendra 

dx'^ 
— l ) ( / l — 2 ) ( 7 l — 3 ) , , „ 

En comparant cette expression avec celle de pré-
cédemment trouvée, il viendra 

qui est l'expression bien connue du polynôme X,/. 



m m CONDITIONS dintégrabilité d une expression 
DIFFÉRENTIELLE; 

PAR M. H . L A U R E N T . 

On dit ordinairement que, pour que l'expression 

(l) Pi ..-\-pndXn 

soit une difîérentielle exacte, pô  " - ¡Pn désignant des 
fonctions de .r^, . . . , il faut et il suffit que les 

^^^^—~ relations comprises dans le type 

' Oxj dXi 

soient identiquement satisfaites; mais ce que l'on ne dit 
pas toujours, c'est que ces conditions peuvent être rem-
placées par d'autres moins générales. 

Si l'on pose 
àpi àpj 

Jacobi a remarqué que l'on avait 

( 3 ) H- -i- == o. 
' dxh àxi dxj 

Ce résultat est facile à vérifier en eiFectuant les diiTéren-
tiations indiquées. Il en a conclu qu'une partie des re-
lations (2) rentraient les unes dans les autres, lorsque n 
était plus grand que 3. Mais l'illustre géomètre aurait pu 
déduire d'autres conséquences de la formule (3). Sup-
posons, en effet, p i j = o, pih= — phi = 05 on aura 

= o, dXj 



( ) 
et, par suite, pik est indépendant de xy 5 il résulte de là 
que, si Ton a 

les quantités /7/y, où i et j sont différents de i , sont 
indépendantes de x^. Si donc elles sont nulles pour une 
valeur particulière x® de elles seront nulles, quel 
que soit Xi ; on peut donc énoncer le théorème suivant : 

Pour que l'expression (i) soit une différentielle 
exacte, il faut et il suffit : 

I® Que l'on ait identiquement 

(M ^ dpn . 
^ ÔX<1 dxx • dx^ àXi ' ' dxa àx^ * 

a" Que Vexpression 

Pi dxi -+-... " h d x n 

soit une différentielle exacte relativement à X2, Xj, 
Xn pour Xi = x^. 

En d'autres termes, les relations (2), dans lesquelles i 
et jf sont différents de i , n'ont besoin d'être satisfaites 
que pour x^ = x^. 

Cette remarque m'a permis de simplifier un certain 
nombre de théories relatives aux dérivées partielles; je 
vais montrer comment elle conduit de la façon la plus 
simple à l'intégration de l'équation aux dérivées partielles 

(5) ~ • ^n, t, pi, P2, . . Pn), 

qui est le type auquel on peut ramener toutes les équa-
tions du premier ordre. Dans cette équation, u désigne 
une fonction incoxinue des variables Xi, Xa, . . X;,, t 

et de = • • pn ~ ^ ne contenant pas u expli-
citement. 



( ) 
Intégrer Téquation (i), c'est trouver des fonctions /̂ i, 

- • ' r Pn rendant l'expression 

dxa -^fdt 

égale à une différentielle exacte du dont l'intégrale sera 
alors la fonction inconnue u. D'après noire remarque, il 
faudrait que l'on eût 

/.N - M. ^ _ ^ àpn _ df 
^^ àt dx' dt " dx^' àt dXr, 

identiquement, et que, pour £ = Z®, on eût 

dw ÔTn 

TîT désignant une fonction arbitraire de Xo à 
laquelle se réduira u pour i = i». 

Les équations (6) doivent s'écrire 

\ dt ôxi dpi ' 
(8) 

dt dx2 àpi ' 

tions par les suivantes : 

/ àpi ^ à f df 

{Sbis) \ dp, _ àf df 
dt ~ dx, ' ^^^^ 

àf ^ Pu àpi ^ 
àf 

àf àf 

J e remplace ces équa-

àf àf 

àf àf 4-. . p̂ tly opn 

Il faut intégrer le système (8), de telle sorte que, pour 
t = i», on ait 

dm 
à.-

et alors /72, . . . seront les dérivées de la fonction u 



( ^̂  ) 
satisfaisant à l'équation (5) . x\lais, en intégrant le sys-
tème (8 bis)^ de telle sorte que, pour i = i®, on ait 

dm 

les fonctions p seront aussi les dérivées d'une certaine 
fonction, et Ton aura 

PiJ =PJiy 

et, par suite, les équations (8) auront, dans Fhypotlièse 
où l'on s'est placé, les mêmes solutions que (8 bis). Ce 
sont alors les équations (8) que nous allons essayer 
d'intéfirrer. 

On '̂a 

dpi = Pu dXi -T- Pi2 Pi n dXn -- dt, 

dpi — p-n dXi p.12 dx2 r- . . . -t- p^n dXfi -r- dt, 

Tirons des équations (8) pour les }>orter 

dans celles-ci, elles deviendront 

^ . . . {^^n-^ ^ dn - ^ d̂  - dp. = o, 

et si l'on établit entre les x et les p les relations sui-
vantes : 

dXi _ âf dx„ _ df 

il faudra, en vertu des équations ])récédentcs, que l'on 
ait aussi 

dp^ ôf dp n 
^ ^ dt " dr/ 'dt ~ dx„' 



( 23 ) 
Intégrons alors les équations (9) et (10) qui sont des 

équations différentielles ordinaires, de telle sorte que, 
pour i = iô  on ait 

n des intégrales de ces équations devront être des con-
séquences des n autres, et les intégrales /̂ o, . . . des 
équations (8) s'obtiendront en écrivant n relations ar-
bitraires entre Pa' * • • • • • 

Prenons, pour ces relations arbitraires. 

/X n ^^ n ^^ 

désignant une fonction arbitraire de 
. . . , X® ; les quantités p ainsi déterminées rendront 

^p dx-hf dt différentielle exacte d'une fonction u qui, 
pour t = i®, se réduira à X2j . . -Tn)-

En effet, soient 

p\ X^, . • Pl == Pn^ Q/n 

les intégrales de (9), (10), les intégrales de (8) seront 
les résultantes provenant de Félimination de x j , . . . 
entre 

^ ^ A / ^^^ U 

= Xn, t), = 

Si Ton fait t =z ces formules devront être identique-
ment satisfaites pour x^ = x j , Xo = x^, ... 5 ainsi Ton a 
les identités 

Mais les x» étant arbitraires, on peut les remplacer par 



les x , et Toil a 

dm 
âxi 

( ) 

= Xn, iO), 

Mais (a:^, . . . , t^) est la valeur dep^ pour t = 
donc, pour t = . . . se réduisent aux dérivées 
de Tn(Xi, X2» . . . , et u à la fonction ru, si Ton veut. 

c. Q. F. D. 

NOTE SUR LA COURBURE DES SECTIONS NORMALES 
DTNE SURFACE; 

P A R M. G E N T Y . 

1. Soient N la normale en un point o d'une surface; 
v, et y2 les centres de courbure principaux pour ce 

point : on demande le centre de courbure de la section 
normale qui fait un angle (f avec le plan de la section 
principale dont le centre de courbure est . 
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Soit C le cercle décrit dans le plan de la figure sur 

Ŷ  Y2 comme diamètre. Menons par le point une ligne 
faisant avec N Tangle f et soit m le point où elle ren-
contre de nouveau C-, soit n le second point de rencontre 
avec ce cercle de la ligne om \ la perpendiculaire élevée 
sur om au point n coupe N au centre de courbure 
cherclié. 

En effet, abaissons du point m une perpendiculaire 
mp sur N ; on aura 

op,ol = om,on = RiRj, 

Ri et R2 désignant les rayons de courbure principaux. 
Donc 

I _ op 
ôl ~ R1R2* 

Or on a 

op =z "{2P = R a - f - ( R i — R2)sin*(p r= Ri sin*cp -î- Rjcos'cp. 

Donc, enfin, I coŝ Q sin̂ cp 
ôl ^ "kT R2 ' 

c'est la relation d'Euler. 

2. Désignons par cp' l'angle o^^n. On a 

, o Yo R2 tangcptangcp^.^ 

Or la relation qui lie les angles o et <p' correspondant 
à deux sections normales conjuguées est 

R2 tangcptangcp 

Si donc m' est le point du cercle C symétrique du point m 
par rapport à N, la perpendiculaire élevée en m' sur la 
droite ow! coupe N au centre de courbure i de la section 
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normale conjuguée de celle que nous avons considérée en 
premier lieu. On obtient plus simplement le point l' en 
élevant au point m une perpendiculaire sur om. Donc : 

Les perpendiculaires élevées aux extrémités d/une 
corde du cercle C passant par le point o déterminent 
sur N les centres de courbure de deux sections normales 
conjuguées. 

On reconnaît sans difficulté que Tangle con est com-
plémentaire de celui des deux sections normales conju-
guées qui ont leurs centres de courbure aux points l et 
respectivement. 

3. Le point n est celui que M. Mannlieim appelle le 
point représentatif et M. Dewulf le centre perspectif 
de la normalie dont la directrice est une courbe tracée 
sur la surface à partir du point o et qui est tangente à 
la section normale dont le centre de courbure est en L 
Le point central de cette normalie est le pied c de la 
perpendiculaire abaissée du point n sur N et le plan 
central de cette normalie fait avec le plan de la section 
principale dont le centre de courbure est un angle 

égal à /zyi y2, c'est-à-dire à cp'. En tenant compte du sens 
dans lequel doit être mesuré cet angle, on retrouve im-
médiatement ce théorème de M. Mannlieim : 

La tangente en un point o de la directrice d'une 
normalie à une surface et la trace du plan central de 
cette normalie sur le plan tangent en o à la surface 
sont deux diamètres conjugués de Vindicatrice de la 
surface au point o. 

4. La construction du n° 1 conduit à une démonstra-
tion très simple d'un théorème donné comme composition 
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en novembre i885 aux examens de licence de la Faculté 
de Grenoble et dont voici l'énoncé : 

Soit S le lieu des centres de courbure des sections 
faites dans une surface par des plans passant par Vun 
de ses points o ; la transformée par rayons vecteurs 
réciproques de la surface S, o étant le pâle de la trans-
formation et R^ R2 son module, est un cjlindroïde lieu 
des perpendiculaires communes à la normale en o et 
aux normales infiniment voisines. 

Considérons, en effet, les sections passant par une 
tangente ot de la surface donnée qui fait l'angle ^ avec 
la trace de la section principale dont le centre de cour-
bure est y^. Le lieu des centres de courbure de ces sec-
tions est un cercle L, ayant ol pour diamètre et situé 
dans le plan normal perpendiculaire à ot. 

Si nous rabattons ce cercle sur le plan de la figure en 
le faisant tourner autour de N, il se confondra avec le 
cercle construit sur 0/comme diamètre et passera par le 
point n. 

Mais on a 
om.on ~ Ri R2 ; 

donc la droite transformée de ce cercle dans l'inver-
sion définie par l'énoncé est rabattue sur la droite np. 

Or le point p est précisément le point central de la 
normalie dont le plan central est le plan du cercle L ; 
donc la droite L, est perpendiculaire à la normale K au 
point central de cette normalie-, elle est par suite une 
perpendiculaire commune a la normale N et à une nor-
male infiniment voisine de la surface donnée. 

D'ailleurs les droites K sont les génératrices d'un 
cylindroïde P ; donc le lieu des droites L< est aussi un 
cylindroïde, qu'on obtient en faisant tourner P de po® 
autour de son axe N. 
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5. Nous remarquerons enfin que le théorème du n® 2 

conduit à des constructions très simples, toutes les fois 
qu'il y a lieu d'appliquer en Géométrie descriptive le 
théorème des tangentes conjuguées, par exemple lors-
qu'on cherche la tangente à la courbe d'ombre d'une 
surface. 

On en déduit aussi sans difficulté la construction sui-
vante pour la détermination des axes d'une ellipse dont 
on donne deux diamètres conjugués OA et OB. 

Par les points O et A faisons passer un cercle (S) de 
rayon quelconque -, du point O comme centre avec OB 
pour rayon, décrivons un cercle qui rencontre (S ) aux 
points B, et B'̂ -, menons la droite B^B'̂  qui coupe OA 

au point D. Élevons en O une perpendiculaire sur OB 
et du point D abaissons sur cette droite une perpendi-
culaire DE. Enfin, du point milieu C de la droite DA, 
avec un rayon égal à CE, décrivons une circonférence 
qui rencontre OA aux points et Y2. Les axes cherchés 
sont parallèles aux droites Ey^ et Eyg respectivement, 
et, si a et é sont les demi-axes, on a 

a = y/OA-O î, 6 = v/OA.Oys-
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Pour obtenir sur la figure les longueurs a et b, me-

nons par les points et y2 des parallèles à B^, qui 
rencontrent le cercle (S ) aux points F et G respective-

A = O F . B = O G . 

SUR QUELQUES FRACTIONS CONTINUES; 
PAR M . E . G E S A R O . 

Parmi les Unsohed Questions de M. Sylvester, pu-
bliées en appendice par Y Educational Times, nous 
allons considérer celle qui porte le n° 2906. Il s'agit de 
chercher la valeur de la fraction continue 

Les termes a,i et bn de la rì"'"^^ réduite satisfont à 
l'équation 

(i) = ^ 

avec la condition initiale = i , et l'on aura 

Cn = «n OU bn, 

suivant que Cq — i ou o. 
Cela étant, considérons la fonction 

( 2 ) y = CiX-h \ C^X^-h ^ CsCC^-^ y Ci.x'*-h , , . . 

Elle obéit, en vertu de (i), à l'équation difîérentielle 

(i = Cl H- coa7 ; 

d'où Ton déduit aisément, par les méthodes habituelles, 

(3 ) 



Or, si l'on pose 

(4) 

on sait que 

( -̂ 'O ) 

.(S.. .m 
1 . 3 . 5 . . . ( a / i — i) 

. r 2 -h .T^ x'' -T- x"^ 

, /l-hX . i x^ ., 
y T ^ = ( t T ; 

/ ( a ) • / ( 3 ) 

Par substitution dans (3) et comparaison avec (a), on 
trouve 

/ 

En conséquence, si Ton fait successivement Cq — i ^ 
Co = o, ou obtient 

-/ 

d'où l'on déduit que la /z*''™® réduite de la fraction con-
sidérée est 

D'autre part, on sait que l'expression (4) se réduit, 
pour 71 très grand, à y/ir/z, abstraction faite d'un facteur 
variable, qui tend vers l'unité. On a donc, sensible-
ment, 

d'où X = 
2 

Si l'on fait usage de la formule de Stirling, on Irouve 

f Hn) = TT« -f- l Y i - x - j — . ,) ; 
i \ 8/̂  69. n- } 
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puis la formule (5 ) devient 

4n 8n2 

On peut en déduire un développement analogue pour le 
^̂ ième quotient complet Qn* On a, en effet, 

an-Xbn ~ bn X , - X ' 

et, par suite, en vertu de (6 ) , 

On voit que, pour n indéfiniment croissant, la frac-
tion continue 

n ( ' ^ I ' \)n = — ? > 5 \Tl 71 - f - î A l - t - 2 il 
tend vers l'unité. On résout ainsi la Question 2997 de 
VEducational Times, 

En partant de l'identité 

on trouve la formule 

I I / 2 \ 2 1 / 2 . 4 \ 2 I / 2 . 4 . 6 \ 2 
2 ~ ^ 3 ' 5 l 3 

I / M V , t / 2 . 4 . 6 y 
7 V 3 . 5 / 9 \ 3 . 5 . 7 y 

Si l'on observe que la somme des n premiers termes du 
second membre est on reconnaît que l'erreur 
commise en s'arrêtant au ti'®"̂ ® terme est sensiblement 

pour de très grandes valeurs de n. On peut donc 

affirmer que la série obtenue est fort peu convergente. 
Il est possible d'évaluer, plus généralement, la frac-

tion 
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sans passer par Je calcul des réduites successives. Re-
marquons d'abord que les termes de la réduite 
satisfont à Téquation 

(i — = ixy-hci -f- Cô r, 

la fonction j étant toujours définie par l'égalité (2), où 
Cn représente indifféremment an ou b̂ ^ Si l'on pose 

on trouve sans peine 

r = 
Ci~Co 

et l'on en déduit 

n 1 
fi 

^ bn^^ __ I "j 
2à "TT" ~ ]x ' 

dr 
X 

Ces fonctions deviennent infinies pour x = La limite 
de leur rapport, pour x = i , ne diffère donc pas de la 

limite de — ? pour n infini. Conséquemment 

Sous d'autres formes, 

/ 

Quant aux réduites, on calcule d'abord au moyen 
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de ( 7 ) ; puis, si l'on pose 

on a 
J (Xj [X) =r 4- i £2̂ 2 1 £33̂ 3 î . . et, par suite, 

= n̂-̂  l̂ n \ — ! ^ -h . . . H — I ' 
^ \ L N — I 2 7 1 — 2 3 71— 3 71 — 1 1 / 

Prenons, comme exemple, le cas de a = 2. On a 

Les termes de la réduite sont 

En conséquence, 

X « = 2 j H ( 7 i ) - H 

pourvu que l'on représente par } i ( n ) la somme des n 
premiers termes de la série harmonique. On en déduit, 
en vertu de formules connues, 

log4 - -f- - i - - . . . ® ^ \2712 471̂  2 71« 

puis, pour exprimer le quotient complet, 

[ I 3 

On voit que la fraction dont il s'agit est plus conver-
gente que celle de M. Sylvester. 

Plus généralement encore, considérons la fraction 
Ann. de Mathémat., S* «î ric, t. VI. (Janvier 1887.) 3 
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continue 

X((X, V)=: (l, - J I - , - i Î : - , . . . V ^ \ ' I-f-V 2-1-V i-f-V 4-i-V / 

En opérant comme plus haut, on trouve 

if-
T \ 2 X^DX 

yo nz= 1 

^dx 
2à 7H-V ~ Jo v»-^^/ 

La valeur de X ( ¡Ji, v) est donc égale au rapport des inté-
grales 

r V — — v ^ ^ ^ r V i z L ^ V - î i i ^ 

Par exemple, si l'on pose 

l - h v 2 - i -v 3 - f -v 4 - r v 

on a 
X Sv I I 3 X ( 2 , V ) = — — 2 H - - 7 -H 

^ ' ^ ^ — v b v V v 2 2 V ^ 

En particulier, lorsque v est un nombre entier n — i, la 
dernière formule donne l'expression du quotient 
complet de la fraction considérée plus 
haut. Soit encore v = ^ : on trouve 

271 7 4 4 4 4 V 
r 5' y " ) ' 

etc., etc. 
C'est par des procédés semblables que Ton parvient 
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à calculer la fraction 

2 -f- y 
H 

On obtient d'abord 

n = x> 
^ an-i e-^^ 
Jkmà Al + V 
n = 1 

y bn-i 

n = 1 

X 

et l 'on en déduit 

i a-v ( i d x 

Exemples : 

e — I — \ -i-

d'où 

9. 

î - H - j -
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2 

W _ 3 ) rrr 1 -i L_ 

d'où 
4 

4 

Des fractions analogues ont été étudiées par Amo-
retti, Wronski, Legendre, etc. 

SUR UNE DISTRIBUTION DE ZÉROS; 
PAR M. E . C E S A R O . 

Soient c,, C2, C3, . . . , les zéros de la fonction iî, 
arbitrairement distribués dans le plan. Nous voulons 
étudier la distribution des zéros de i/'̂  — Si les zéros 
de u sont simples, il est clair qu'il n'y en a pas qui ap-
partiennent à it^—ul¿\ et, par suite, l'équation à ré-
soudre prend la forme 

(0 

Cela étant, posons 

c,. — af.-h ibr. = .r -j- iy ; 

X et ) sont les coordonnées d'un zéro quelconque Q 
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de u"^—uié', L'équation (i) se dédouble eu 

2 

r — n r=.n. 

{:r — a,:) (y — by^ 
— — o, o;. 

r = 1 

8;- étant la distance Ç̂ Cr- Si Ton charge les zéros de u en 
raison inverse de la quatrième puissance de leurs dis-
tances à Q, l'équation (3) montre que les parallèles aux 
axes, menées par Q, forment un couple d'axes d'inertie, 
principaux pour ce point. Mais, d'autre part, d'après 
l'équation (2), les moments d'inertie, relatifs à ces axes, 
sont égaux entre eux. Il en résulte que toute droite 
passant par Q est un axe principal pour ce point. Autre-
ment dit : le moment d'inertie d\in système de masses, 
appliquées aux zéros de u avec une intensité inverse-
ment proportionnelle à la quatrième puissance de leurs 
distances à un zéro de u-— wa", a une valeur constante 
relativement à tout axe passant par ce point. Il est 
évident, d'ailleurs, que cette valeur constante n'est 
autre que la demi-somme des inverses des carrés des 
distances de Q aux zéros de M. Si l'on représente par p 
le rayon de giration, on a donc 

(4) = 

T T I I 

I I I I 

Si les zéros de u sont alignés sur une droite D, celle-
ci contient nécessairement le barycentre G du système 
de masses : elle est, en outre, pour ce point, un axe 
principal, par rapport auquel le moment d'inertie est 
nul. On sait que l'autre axe, perpendiculaire à D, doit 
passer par Q, et le rayon de giration correspondant, 
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représenté par Ja distance QG, est, d'autre part, égal 
à p, comme pour tout axe issu de Q. Conséquemment, 
si, aux zéros de u^ alignés sur une droite D, on ap-
plique des masses inversement proportionnelles aux 
quatrièmes puissances de leurs distances CL un zéro Q, 
de u'^—ui¿'^ le harycentre du système n est autre que 
la projection de Q sur D. En outre, la distance de Q 
à D représente le rayon de giration du système, rela-
tivement à tout axe passant par Q. La théorie des 
moments d'inertie permet enfin d'ajouter que, plus gé-
néralement, le rayon de giration du système de masses^ 
relativement CL une droite quelconque du plan, est la 
distance de G ci la projection de Q sur la droite consi-
dérée. 

D'après ce qui précède, on voit que les zéros de 
u'^— uu^^ sont toujours situés en dehors de la droite D; 
car le rayon de giration p ne saurait être nuL En outre, 
il est clair que le symétrique Q' de Q, par rapport à D, 
satisfait aux mêmes conditions que Q, puisque le 
système de masses, relatif à Q', est identique avec celui 
qui se rapporte à Q. Les in — 2 zéros de u'^ — uu^ sont 

symétriquement distribués de part et d^autre de 
la droite D. Remarquons enfin que' le maximum de 
l'expression (4) a lieu lorsque les quantités S sont toutes 
égales à leur maximum d ; d'où il suit que l'on a 
2 p- d^. On déduit de là que la distance p est certaine-
ment inférieure à Vintervalle qui sépare les zéros 
extrêmes. Lorsque ti = 2, on a 

et les zéros des deux fonctions sont les sommets d̂ un 
carré. En particulier, si Fon applique ce qui précède au 
cas où l'équation u = o n'a que des racines réelles, on 
voit que les racines de u^'- — ui¿' — o sont imaginaires. 
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et que, dans chacune d'elles, le coefficient de i est, en 
valeur absolue, inférieur à l'excès de lapins grande sur 
la plus petite des racines de u. 

Considérons, plus généralement, l'équation 

R étant l'affixe d'un point quelconque du plan. Soit 
K = Si l'on pose 

r — n 

/ =1 

l'équation proposée se dédouble en 

. „ COS26 _ sinaO 

d'où 
2G 

Cette relation montre que la parallèle à OK, passant 
par Q, estj pour ce point, un axe principal d'inertie. 
Supposons, maintenant, que les zéros de u soient sur 
une droite D, parallèle ou perpendiculaire à OK. D'après 
ce que l'on vient de dire, les axes principaux, de centre Q, 
sont parallèles à D et à ses perpendiculaires, c'est-
à-dire aux axes principaux de centre G. Or on sait que 
cela ne peut arriver, à moins que Q ne se trouve sur un 
de ces derniers axes. Donc, comme précédemment, le 
barycentre du système de masses est la projection 
de Q sur D, pourvu, nous le répétons, que le point K 
se irouve sur la parallèle ou sur la perpendiculaire à D, 



( 4o ) 
issues de Forigine. Mais le zéro Q ne coïncide plus, 
comme dans le cas précédent, avec un des points P, P', 
pour lesquels Fellipse d'inertie se réduit à un cercle. Il 
y a, cependant, une liaison remarquable entre tous ces 
poiirts. Observons d'abord que, si l'on décrit la circon-
férence sur le diamètre QP, les axes principaux, de 
centre Q, passent par les extrémités du diamètre qui 
contient G. D'après cette construction, si Fon observe 
que G est le milieu de PP ,̂ on démontre sans peine que 
Les axes principaux d'inertie, relatifs au point Q, sont 
les tangentes communes ci deux paraboles ayant pour 
foyers P, P', et pour directrices QP ,̂ QP, respective-
ment. 

Voici comment nous avons été conduit à nous occuper 
de ces questions. On sait que M. d'Ocagne a étudié Fé-
quation symbolique 
( 5 ) uy — { u — v y = o , 

où 
i d^W^ 

en démontrant que, si v est pair^ l'équation dont il 
s'agit n'a que des racines imaginaires, lorsque l'équation 
u = o a toutes ses racines réelles et simples. Il est pos-
sible de ramener cette proposition à un degré extrême 
d'évidence, grâce à une remarquable formule, qui permet 
d'exprimer la v'''"® dérivée de logí¿, moyennant les 
dérivées des puissances successives de u. Cette formule est 

dz^ ~ 2mà rW dz^ ' 

U représente une fonction quelconque de z. L'équa-
tion (5) devient donc 
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ou bien, dans le cas actuel, 

(6) ' • 
( X 

Lorsque les nombres c sont réels, il est évidemment 
impossible de satisfaire à cette équation avec des valeurs 
réelles de z, si v est pair. 

Supposons, plus généralement, que les zéros c soient 
situés sur une droite D et, pour abréger, désignons 
par Uv le premier membre de (6) . Soient l'angle deQc^ 
avec D, et la distance Qc,-. On ramène aisément Té-
quation (6) au couple d'égalités 

r — n r = n 
^ cosv6,, sinv( 

Remarquons que le symétrique de Q, par rapport à D, 
remplit les dernières conditions aussi bien que Q. Le 
système des zéros de Uv admet donc la droite D pour 
axe de symétrie, La seconde égalité ne s'oppose pas à 
ce que tous les angles 6 soient nuls-, mais la première 
devient 

r I T T 

( 7 ) 

\r et \ étant les abscisses, sur D, des points Cr et Q, par 
rapport à une origine arbitraire. Si v est pair, il est im-
possible de satisfaire à (7) , et, par suite, les zéros de Uy 
ne sont pas situés sur D. On peut ajouter qu'il y a 
[n — ~ de ces zéros situés du même côté de D, et que 

les autres sont les symétriques des premiers, par rapport 
à cette droite. Le cas de v = 2 est celui que nous avons 
étudié au commencement de cette Note. Supposons, 
maintenant, que v soit impair. On sait démontrer qu'il 
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y a /2 — I valeurs réelles de \ vérifiant (7), et que cha-
cune d'elles est isolée entre deux termes consécutifs de 
la série , Xg, . . . , Donc, si la fonction u a ses n 
zéros sur une droite D, tz — i zéros de Uv se succèdent 
sur la même droite, suivant la loi de Rolle, si v est 
impair. Les autres zéros constituent (n — cou-

ples de points symétriques par rapport à D. Le cas de 
V ~ 1 est fort connu ; car U i = u'. Pour v = 3, et D coïn-
cidant avec Ox , on voit que, si l'équation i/ = o a ses zi 
racines réelles, l'équation — iuu'u! 'u^u"^ = o a 
n — I racines réelles et 72 — i couples de racines imagi-
naires, etc. 

Reprenons l'équation (7) en y supposant toujours v 
impair, et tâchons de limiter la racine réelle de Uy, 
comprise entre V et • On trouve aisément, par un 
moyen connu, 

d'où, après avoir remplacé r par sa plus grande valeur 
n—i, 

( 8 ) < X < J 

A plus forte raison 

•s . X̂  ^ 'l ^ -i X;.^! \r 
A < A < A,.4-1 • n n 

Donc, si l'on partage en n segments égaux Vinter-
valle compris entre deux racines consécutives de m, on 
peut affirmer que Uy ne s annule pas dans les segments 
extrêmes. Du reste, si v ^ i , on peut déduire des iné-
galités (8) des limitations plus approchées. Par exemple, 
si Von partage en n segments égaux l'intervalle com-
pris entre deux racines consécutives de u, la fonction Uy 
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ne peut s annuler que dans les n — i s segments moyens, 

dès que n cesse d'être inférieur à - (3-f- v/4̂  — 3 ) . 

Ainsi, Féquation u = o, de degré n ^ n'ayant que 
des racines réelles et simples, si Ton partage en n seg-
ments égaux l'intervalle compris entre deux racines con-
sécutives quelconques, la racine réelle de Uy (v im-
pair)^ qui se trouve dans l'intervalle considéré, est 
nécessairement contenue par les n — io segments du 
milieu. Cette limitation peut être précisée davantage à 
mesure que v croit. C'est ainsi que, dans le dernier 
énoncé, on peut remplacer n — 20 par n — 44 dès que v 
surpasse 43- Remarquons, pour finir, que, lorsque v 
croît indéfiniment, les zéros de Uy, situés dans les in-
tervalles compris entre les zéros successifs de Uj ten-
dent vers les points milieux de ces intervalles, 

EXEMPLES DE FONCTIONS A ESPACES LACUNAIRES; 
PAR M. F . G O M E S T E I X E I R A , 

Professeur à l'École Polytechnique de Porto. 

Le but de cette Note est de donner quelques exemples 
très simples de fonctions à espaces lacunaires. 

Considérons premièrement la fonction f{z) définie 
par la série 

F{z) î h — a— i) -f- • Kz^ay {z-a} 

où F ( z ) représente une fonction continue sur tout le 
plan. Si le module de ^ — a est plus grand que l'unité, 
nous avons 
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si le module de ^ — a est plus petit que l'unité, nous 
avons 

Donc la série précédente représente une fonction con-
tinue sur tout le plan, admettant comme espace lacu-
naire le cercle dont le centre est le point d'affixe a et 
dont le rayon est égal à l'unité. 

De la même manière, la somme 

où 

Vn^Fniz) î 

-4- ( z ~ a n — i ) (z — anY (z — anY 

et Fi (z), F2 (z)j . . . représentent des fonctions con-
tinues, est égale à 

si les modules de z — a^, z — «29 • • • 9 ̂ — n̂ sont plus 
grands que l'unité ; et est égale à l'infini si quelqu'un 
de ces modules est plus petit que l'unité. Donc 
f{z) est une fonction continue sur tout le plan, admet-
tant comme espaces lacunaires les cercles dont les cen-
tres sont les points d'affixes • • n̂-, et dont les 
rayons sont égaux à l'unité. En disposant convenable-
ment les centres des cercles, on peut former les espaces 
lacunaires les plus variés. 

Si = 00 et si la série 

est convergente, on obtient une fonction avec un nombre 
infini d'espaces lacunaires. 
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SUR L'INTÉGRALE f ^ 
dz 

z^y ' 

PAR M. BALITRAND, 
Élève de Mathématiques spéciales au lycée de Nimes. 

M. Victor de Strékalof a donné (3® série, t. V, p. 533) 
une méthode qui permet de trouver simplement et briève-
ment rintégrale J " ^ ^ ^ ^ nous proposons, dans 
cette petite Note, d'appliquer ce procédé à la recherche 
de l'intégrale plus générale J " N o u s adopterons 

les notations de M. Victor de Strékalof et nous poserons 
avec lui 

= tanî cD, d'où dz — — 
® ' cos^o 

On a 

f jTT^i f (cos2o)'tc?(tangcp) 

= tangcp cos '̂̂ cp — J ^ t a n g f d(cos^^f) . 

Nous sommes donc ramené à la recherche de l'inté-

grale tangcp f ) . Calculons la différentielle de 

cos^'^cp : 

'2/1 cp sino d({> 
= — in cos2«- 1 cp coscp tangcp 

donc 

Ç t a n g o cp) 2 /1 tang^cp cos^^cp ¿/cp. 
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ce quî peut s'écrire 

— i n ^ ( i - f tang2cp _ i)cos2«cp 

— — m J ^ - I - 2 n J^C0s2«cp cjfcp. 

On voit donc que l'on obtient l'égalité 

J^cos2«çp i / ( ta i igcp) 

= tangcp C0s2«cp -h C0S2(«-l^cp ¿/cp — J ^ 

ou bien 

ij^cos2«cp ¿/çp = ^ tangcp cos2«çp 

r i „ . H ^^ I C0S2(«-l^Cp 

Cette égalité ramène la reclierclie de l'intégrale 

cos-'^odoh celle de l'intégrale f cos-^'^'^^ o do. Dans 

l'égalité (i), donnons à ¿¿les valeurs successives 

n , n - - I , n ~ 1 . . . . , 2 , i ; 

nous obtenons 

cos2«cp d ^ — tangcp cos^^cp 4 - ^ ^ ^ ^ ^^cos2( ' i - i )o 

/ I 2 /i 3 /* 
C0S2t/i-l) cp i/cp = ^^^^ _ ^̂  tang cp cp n- C0s2(«-2)cp ¿/cp, 

¿/cp r= — ! tangcp COS2(«-2)(p -h-ÎZLZZI^ Çcos2(«-3)o<icû, 
' ^ 2(;1 —2) ' ^ ' 

5 

/ = — ! : tancfcp ,7 ^ • 2(/l— 
2 / 1 — 2 n 4 - 1 r 

^ ^ L ^ / cos2^«-/')C£) e/cp, 
2 ( 7 1 — J • 

* 

f cos2o c/o — - tansfci cos2o - es. J • • 2 ^ ' ' 2 ' 
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De cette série d'égalités, on déduit facilement 

= — tangcp cos2«9-4 ^—i ^ ^ ^ tangcp cos^^'i-i)cp m ^ 2(71 — 1) in 
I {in — i)(aAi—3) 
— 2) in.i{n — 1) 
I (m — \)(in — 3)...(2« — ip-\-i) 

i{n—p) in,i{n — \),..i{n—/?-+-i) 

2 in.i{n— i). . . 4.2 
1 (9,71 — i ) ( 2 n — 
2 in.i{n — i ) . . . 4 . 2 

tangcp cos^^'ï—çp ^ . . 

tangcp CD-

tangcp cos2cp 

cp-f- const. 

On trouve finalement; en remplaçant cos^cpet tang(f> par 
leurs valeurs. 

I dz 

I ^ 1 in — I 
m (i-^ z'^)"' i{n — i) in 

I (m—^)(2 7̂  — 3).. . (2/^—2 /?-f-f) 
'i{n—p) in.i{n—i).. .i{n ~ p ( i - h 
I { m — î)(27i — 3)...3.1 ^ 
1 in.i{n — I-h 
I {in~i){in — 3)...3.1 
2 2/1.2 ( n — i ) . . . 4 - 2 

arc t a n g ^ -h c o n s t . 

BIBLIOGRAPHIE. 

E X E R C I C E S É L É M E N T A I R E S DE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E A 

D E U X E T A T R O I S D I M E N S I O N S avec un exposé des mé-
thodes de résolution, suivis des énoncés des pro-
blèmes donnés pour les compositions d'admission aux 
Écoles Polytechnique, Normale et Centrale, et au 
Concours général ; par M. Rémond, ancien élève 
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de l'École Polytechnique, licencié es Sciences, pro-
fesseur de Mathématiques spéciales à l'École prépa-
ratoire de Sainte-Barbe. 

P R E M I È R E P A R T I E : Géométrie à deux dimensions, 
E vol. in-S"" de vi i i -Sip pages, avec figures dans le 
texte. Paris, Gauthier-Villars, 1887. Prix : 8 '̂. 

L'écueil où viennent échouer nombre de candidats aux 
examens qui portent sur les Mathématiques, c'est le problème l 
Un élève studieux arrive toujours à se tirer de la question de 
Cours. Il la comprend plus ou moins bien, et l'expose de même, 
mais enfin, s'il a travaillé, il ne risque pas de rester tout à fait 
coi. Pour le problème, c'est autre chose. Si l'élève ne s'y est 
pas exercé beaucoup et avec effort, s'il n'est pas en possession 
d'une bonne méthode, il court le risque de se troubler lors-
qu'il subit les épreuves d'entrée à nos Écoles, et de ne pouvoir 
même indiquer le commencement de la marche à suivre. Une 
bonne préparation doit donc accorder une place importante 
aux exercices. 

Pour répondre à ce besoin, M. Rémond vient de publier un 
Livre qui, selon nous, est appelé à rendre de grands services. 
Disons-le tout de suite : ce Livre ne fait pas double emploi 
avec la publication similaire de M. Kœhler, que nous signalions 
ici même, il y a quelque temps ( ^ ). Les deux Ouvrages sont, 
par essence, tout à fait diiTérents. Celui de M. Kœhler s'adresse 
aux étudiants qui, soit pour préparer l'Agrégation et faire du 
professorat, soit pour se livrer à des recherches originales, ne 
veulent point se confiner dans les limites assignées parles pro-
grammes officiels et s'assimilent la Science pour elle-même. 
Le Livre de M. Rémond a un autre but plus immédiat, la pré-
paration aux examens. Il complète le Cours de Mathématiques 
spéciales, et sert, pour ainsi dire, d'introduction au travail de 
M. Kœhler. 

L'Auteur ne cherche pas à présenter des problèmes plus ou 
moins élégants, se prêtant à des solutions plus ou moins ingé-
nieuses; il s'attache, avant tout, à former V esprit de V élève, 
en développant les méthodes générales propres à le mener le 
plus sûrement au but. 

Nouv. Ann., 3« série, t. V, p. 53; 1886. 
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M. Rémond, qui a puisé la plupart de ses exemples dans les 

compositions mêmes d'entrée aux diverses Écoles, passe en 
revue les difficultés de tout genre qui se présentent aux élèves 
dans les problèmes, et il les résout par les moyens les plus 
élémentaires, les plus naturels, sans jamais chercher à les 
tourner par des artifices plus ou moins subtils. 

Il proscrit ce que, dans le langage des classes de Mathé-
matiques spéciales, on appelle les ficelles^ ces petits tours de 
passe-passe qui conduisent directement au résultat final, mais 
qui s'appliquent seulement à un problème déterminé. Certes, 
on peut obtenir ainsi des solutions élégantes qui charment 
l'esprit des personnes arrivées à un certain degré de culture 
mathématique ; mais, nous le répétons, le commençant doit 
avant tout s'initier aux méthodes générales. 

Le Livre de M. Rémond est donc, à notre avis, écrit dans un 
très bon esprit, et il portera ses fruits. Il ne s'écarte pas du 
domaine limité par les programmes officiels et ne fait pas appel 
à d'autres théories que celles qui sont partout et couramment 
enseignées^ mais il en tire un excellent parti. 

La ligne droite, le cercle et les coniques font tous les frais 
de la première Partie de ces Exercices élémentaires ; mais 
ce sont ces matières qui fournissent surtout le sujet des com-
positions d'entrée à nos grandes Ecoles. 

L'Ouvrage est séparé en Chapitres qui répondent aux divi-
sions principales du Cours : Ligne droite, Cercle, Discussion 
des coniques, Tangentes, Normales, Centre, Diamètres 
conjugués, Axes et Sommets, Enveloppes, Pôle et Polaire, 
Foyers, Détermination des coniques. 

Dans un premier Chapitre, l'auteur, sous le titre de Préli-
minaires, expose certaines généralités sur les lieux géomé-
triques et sur l'élimination qui font entrevoir la marche à 
suivre pour la résolution des problèmes de Géométrie ana-
lytique et ressortir certaines règles applicables d'une manière 
générale. 

En outre, chaque Chapitre est précédé d'un rappel succinct 
de résultats, qui met sous les yeux du lecteur les formules ex-
traites du Cours et qui se rapportent à la matière du Cha-
pitre. 

La seconde Partie, qui paraîtra prochainement, est consa-
crée à la Géométrie analytique à trois dimensions ; elle se 
termine par un très utile Appendice donnant les énoncés de 

Ann. de Maihémat.^ sér ie , t. V I . ( J a n v i e r 1887.) 4 
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toutes les questions proposées pour l'admission à l'École Po-
lytechnique et à l'École Normale depuis i85o, au Concours 
général depuis la même époque, et pour l'admission à l'École 
Centrale depuis 1866. 

Que les jeunes gens qui se préparent aux examens des di-
verses écoles étudient ce Livre avec soin, la plume ou la 
craie à la main, qu'ils en méditent les excellents préceptes, 
et nous leur garantissons le succès pour prix de leurs efforts. 
Quant au Livre lui-même, exécuté avec le soin que la maison 
Gauthier-Villars apporte dans toutes ses publications, nous 
lui garantissons une bonne et prompte renommée. Nous le 
croyons vraiment appelé à devenir un Livre classique, et nous 
ne serions pas étonné d'en voir annoncer prochainement une 
seconde édition. 

MAURICE D'OCAGNE. 

L E P O T E N T I E L T H E R M O D Y N A M I Q T J E E T SES A P P L I C A T I O N S A 
L A M É C A N I Q U E C H I M I Q U E E T A L ' É T U D E DES P H É N O M È N E S 

ÉLECTRIQUES-, par M. P. Dulierriy ancien élève de 
FÉcole Normale supérieure. Grand in-8° de xii-248 
pages. Paris, A. Hermann; 1886. Prix : lo '̂'. 
Les travaux de M. Massieu, de M. Gibbs et de M. Helmholtz 

ont mis en évidence les fonctions qui peuvent jouer le rôle de 
potentiel thermodynamique. En outre, M. Gibbs, en faisant 
usage des propriétés de ces fonctions dans l'étude de la disso-
ciation des composés gazeux, et M. Helmholtz, en appliquant 
ces mêmes propriétés à l'interprétation des phénomènes ther-
miques qui se manifestent dans la pile voltaïque, ont montré 
la fécondité du nouveau moyen de recherche dont ils venaient 
d'enrichir la théorie mécanique de la chaleur. M. Duhem s'est 
donc proposé de nous exposer la théorie du potentiel thermo-
dynamique et ses principales applications. 

La première Partie de son Livre a pour objet de montrer 
l'état actuel de cette théorie. On y voit tout d'abord comment 
les idées introduites en Thermodynamique par M. Clausius 
conduisent presque immédiatement au théorème sur lequel 
repose l'emploi du potentiel thermodynamique. Avant d'exa-
miner l'usage que les physiciens qui ont découvert ce théorème 
en ont fait pour la démonstration de propositions nouvelles. 
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l'auteur en expose l'application à quelques questions déjà étu-
diées par d'autres méthodes; il choisit pour cela les propriétés 
des courbes des tensions de vapeur, propriétés que M. Moutier 
a établies par la considération des cycles non réversibles, et 
l'étude de la vapeur émise par les dissolutions salines, étude 
déjà faite par M. Kirchhoff au moyen de l'énergie. Ces deux 
applications de la méthode nouvelle à des questions déjà réso-
lues nous montrent qu'elle ne le cède ni en simplicité ni en 
généralité aux anciennes méthodes de la Théorie mécanique de 
la chaleur. 

L'auteur aborde alors l'exposé des applications qui ont été 
faites de la théorie du potentiel thermodynamique, soit à Té-
tude de la dissociation des composés gazeux par M. Gibbs, soit 
à l'étude de la pile voltaïque par M. Helmholtz. 

Dans les autres Parties de l'Ouvrage, l'auteur tente quelques 
applications nouvelles de la théorie du potentiel thermodyna-
mique à la Mécanique chimique et aux phénomènes électriques. 

B U L L E T I N S C I E N T I F I Q U E DE L ' E N S E I G N E M E N T S E C O N D A I R E 

S P É C I A L , à l'usage des élèves de 4®, 5® et 6® année, et 
des candidats aux examens et concours de cet ensei-
gnement, rédigé par M. Ernest Lebon, professeur 
agrégé au Lycée Charlemagne, avec la collaboration 
d'une Société de professeurs. In-8", mensuel. Paris, 
Colin et i886. Prix : par an. 

Cette publication doit surtout s'occuper des parties élémen-
taires des Sciences mathématiques et physiques. Nous recom-
mandons le Bulletin scientifique, car nous pensons qu'il est 
appelé à rendre de grands services aux élèves et aux personnes 
qui préparent les grades de cet enseignement. 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

A N N U A I R E P O U R L ' A N 1 8 8 7 , P U B L I É PAR L E B U R E A U DES 

L O N G I T U D E S ; contenant les Notices suivantes : La Pho-
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to graphie astronoudijue ¿t V observatoire de Paris 
et la Carte du ciel, par i'amiral Mouchez, I11-18 de 
890 pages, avec figures dans le texte, deux nouvelles 
Cartes magnétiques et trois planches hors texte, dont 
deux en héliogravure. Paris, Gauthier-Villars; 1887. 
Prix : 

T R A I T É DE S T É R É O T O M I E ( C H A R P E N T E E T C O U P E D E S 

PIERRES)*, texte et dessins; par M. Jules Pillet, pro-
fesseur à l'Ecole des Beaux-Arts. Grand in-4- Paris, 
Delagrave; Leipzig, LeSoudier; 1887. Prix : 

A S Y N O P S I S O F E L E M E N T A R Y R E S U L T S I N P U R E M A T H E -

M A T I C S ; containing propositions, formula and methods 
of Analysis, with abridged demonstrations. Supple-
mented by an Lidex to the papers of pure Mathematics 
which are to be found in te principal Journals and 
Transactions of learned Societies, both english and 
foreign, of the present century; by G.-S, Carr, M. A. 
Grand in-8, xxxvi-9^6 pages, avec 190 figures. Lon-
dres, F . Hodgson; 1886. Prix : 89^%45. 

T H É O R I E D U P O T E I N T I E L E T SES A P P L I C A T I O N S A L ' K I . E C -

T R O S T A T I Q U E E T AU M A G N É T I S M E ; par M. ÉiTiile Mathieu, 
professeur à la Faculté des Sciences de Nancy. 11® Par-
tie : Électrostatique et Magnétisme. In-4'' de vi-236 pa-
ges. Paris, Gauthier-Villars, i886. Prix : 

L A S T A T I Q U E CXRAPHIQUE E T SES A P P L I C A T I O N S A U X C O N -

S T R U C T I O N S ; par M. Maurice Lévj, Membre de Tln-
stitut. 2® édition, IP Partie : Flexion plane, lignes 
d'influence, poutres, droites. Gr. in-8® de xiv-345 pa-
ges, avec figures dans le texte et un Atlas de 6 planches. 
Paris, Gauthier-Villars; 1886. P r i x : 1 

L ' A D D I T I O N D E 1 0 0 0 0 C H I F F R E S P A R M I N U T E . Deux mé-
tliodes nouvelles d'addition à la portée de tout le 
monde; par M. Michel Laporte. In-8". Bordeaux, chez 
Tauteur, rue Mouneyra, 71; 1886. Prix : 
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C O U R S DE P H Y S I Q U E A L ' U S A G E DES É L È V E S DE LA CLASSE 

DE M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S ; par M . H. Pellat, maître 
de Conférences à la Faculté des Sciences de Paris. 
T . II, 2® Partie; Optique géométrique. Paris, Paul Du-
pont; 1886. Prix : 8̂ ^ 

T R A I T É D ' E L E C T R I C I T É E T DE M A G N É T I S M E * , p a r J , 

Clerk Maxwell, Traduit de l'anglais, sur la édition, 
par M. G. Séligmann-Lui, ingénieur des Télégraphes, 
avec Notes et éclaircissements-, par MM. Cornu, Potier 
et Sarrauy professeurs à l'École Polytechnique. T . II, 
P'' fascicule. Paris. Gauthier-Villars ; 1887. Prix de 
l'Ouvrage complet : 

L ' A U R O R E B O R É A L E . E T U D E G É N É R A L E DES P H É N O M È N E S 

P R O D U I T S P A R L E S C O U R A N T S É L E C T R I Q U E S DE L ' A T M O S P H È R E ; 

par M. S. Lernstrom, professeur à l'Université d'Hel-
singfors. Grand in-8'', avec figures dans le texte et 
i4 planches, dont 5 en chromolithographie. Paris, 
Gauthier-Yillars ; 1886. Prix : 

R E P R É S E N T A T I O N G É O M É T R I Q U E DES C O N I Q U E S E T Q U A -

D R I Q U E S I M A G I N A I R E S ; par M. Gaston Tarrv, In-8®, 
avec figures. Paris, Gauthier-Villars ; 1886. Prix : 

S U R Q U E L Q U E S S Y S T È M E S DE T I G E S A R T I C U L É E S , T R A C É 

M É C A N I Q U E DE CES L I G N E S -, par M. /. Neuberg, profes-
seur à l'Université de Liège. In-8", de 48 pages avec 
37 figures. Liège, G. Bertrand; 1886. 

É T U D E SUR L A M É T H O D E S U I V I E PAR A R C H I M È D E pour 
déterminer approximativement le rapport de la circon-
férence au diamètre, suivie d'un procédé élémentaire 
pour résoudre la même question ; par M. L, Malejx. 
ln-8° de 36 pages, Paris, Gauthier-Villars; 1886, 
Prix : 20. 

T R A I T É D ' A L G È B R E , à l'usage des. candidats aux Ecoles 
du Gouvernement; par M. H. Laurent, examinateur 
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d'admission à l'École Polytechnique. 4® édition, en har-
monie avec les nouveaux programmes, revue par M. 
Marchand, IP Partie, à l'usage des classes de Mathéma-
tiques spéciales. In-8®, de 252 pages. Paris, Gauthier-
Villars; 1887. Prix : 

G É O M É T R I E A P P L I Q U É E , rédigée conformément au pro-
gramme des Écoles Normales primaires et du brevet su-
périeur; par M. E. Lehon, professeur au Lycée Charle-
magne. In-i2 cartonné. Paris, Délai ain ; 1886. Pr ix : 
3 ^ 5 o . 

R I V I S T A DI A R T I G L I E R A E GEJVIO. T . IV, octobre. Rome, 
Comité d'artillerie; 1886. 

R E N D I C O N T i n E L C I l l C O L O MATEMATICO DI P A L E R M O . 1 : 3 . 

Palermo, al Tesoriere del Circolo. Prezzo d'abbona-
mento per ogni Volume : Lire 9. 

T I R A G E S A PAI\T. 

Extension à l'hyperespace de la méthode de M. Cari 
Neumann pour la résolution de problèmes relatifs aux 
fonctions de variables réelles qui vérifient l'équation 
différentielle AF = o. Thèse présentée à la Faculté des 
Sciences de Paris; par M. C. R I Q U I E R , Paris, A. Her-
mann; 1886. 

Sur la distribution de l'électricité à la surface des 
conducteurs fer més et des conducteurs ouverts. Thèse 
présentée à la Faculté des Sciences de Paris; par M. G. 
R O B I N . Paris, Gauthier-Villars; 1 8 8 6 . 

Sur une transformation géométrique générale dont 
un cas particulier est applicable à la Cinématique ; par 
M. E D . D E W U L E . Extrait des Annales de VÉcole Nor-
male supérieure, t. III, 3® série; 1886. 

Ecoulement varié des gaz; par M. H A T O N DE LA 

G O U P I L L I È R E . Extrait des Comptes rendus des séances 
de VAcadémie des Sciences, t. Cl l l ; 1886. 
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Sur Vétude des événements arithmétiques ; par M. E. 
C E S A R O . Extrait des Mémoires couronnés et des Mé-
moires des Savants étrangers de VAcadémie de Bel-
gique, t . X L V I I ; 1886. 

Intorno a taluni gruppi di operazioni. Nota di E. 
C E S A R O . Extrait des Rendiconti della R, Accademia 
dei Lincei; 1886. 

Fonctions énumératrices. Note de M . E. C E S A R O . 

Extrait des Annali di Matematica pura ed applicataj 
serie 11% t. X I V - 1886. 

Source d'identités ; Remarques sur une formule de 
Newton; et Théorème d'Algebre ; par M. E. C E S A R O . 

Extraits de Mathesis, t. VI; 1886. 
Sur les sous-invariants des formes binaires-^ Sur 

certaines suites de fractions irréductibles ; Sur une 
suite de poly gones, tels que chacun d^eux soit formé en 
joignant les milieux des côtés du précédent ; Sur les 
courbes isométriques ; par M . M . D ' O C A G N E . Extrait des 
Annales de la Société scientifique de Bruxelles ; i885 
et 1886. 

Sur un problème de limite; Transformation des 
propriétés barjcentriques au moyen de la méthode des 
polaires réciproques ; par M. M. D ' O C A G N E . Extraits de 
Mathesis, t. VI , 1886. 

Monographie de la sy médiane ; Sur une quartique 
unicursale; par M. M. D ' O C A G N E . Extraits du Journal 
de Mathématiques élémentaires et spéciales; 1886. 

Sur certaines déterminations de limites^ moyennes 
limites de deux nombres; Étude de Géométrie se gmen-
taire; par M . M . D ' O C A G N E . Extraits du J ornai de 
Sciencias mathematicas e astronomicas; 1886. 

Sur une suite récurrente^ par M . M . D ' O C A G N E . 

Extrait du Bulletin de la Société mathématique de 
/̂ '/wzce, t. XIV, 1886. 
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Compte rendu du Cours d^Algebre supérieure de 
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NOTE SUR LA COURRURE DES LIGNES GEODÉSIQUES 
DTNE SURFACE DE RÉVOLUTION; 

PAR M . H . R E S A L . 

1. La formule que je vais établir est peut-être con-
nue, mais je n'en ai trouvé de trace nulle part. 

Soient 

Ojr l'axe de révolution -, 
m l'intersection d'une ligne géodésique donnée avec une 

courbe méridienne ; 
R' — juN la portion de la normale à cette courbe li-

mitée à O j ; 
R le rayon de courbure de la môme courbe, considéré 

comme positif ou négatif selon qu'il aura ou non le 
même sens que //¿jS ; 

a l'inclinaison en m de la ligne géodésique sur la mé-
ridienne ; 

Ox un axe coordonné compris dans le plan yN/w, 
perpendiculaire à O7, la position de l'origine O 
restant indéterminée ; 

p le rayon de courbure en m de la ligne géodésique, et 
dont le signe déterminera le sens. 

On a d'abord 
c o s - a s i n ^ a 1 

Je considérerai la ligne géodésique comme étant dé-
crite par un point matériel soustrait à Faction de toute 
force extérieure, assujetti à rester sur la surface. D'après 
l'équation des forces vives, la vitesse v du mobile est 

Ann. de MatJiéniat., 3« série, t. VI ( F é v r i e r 1887). 5 
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conslanlc et le principe des aires donne 

vsinoL X — const., 

ou, en désignant par 0:05 ô les valeurs de x , a qui se 
rapportent à un point déterminé de la ligne géodé-
sique, 

( 2 ) X sin oc = XQ sin ao = K. 

En éliminant a entre les équations ( i) et (2) , on 
trouve pour la formule cliercliée 

On tirera de cette formule des conséquences plus 
ou moins intéressantes lorsque la courbe méridienne 
sera une cycloïde, une cliainette, ou sera telle que 

i H - c o n s t . 

Mais je ne m'arrêterai qu'à l'application suivante. 

2. Surfaces de révolution du second degré. — Soit 

l'équation d(î la courbe génératrice : on a 

dy Kx ^i^y __ z' \ 2 n 2 ^ — ^ 

on déduit de là 
d'^y 

, f dT^ AB 
[{\ 3 

V ^ dx^) 

I dx 
R' 1 " ^ 
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Ellipsoïde. — On posera A = ^^ B = ^ et l'on 
aura 

( 4 ) 

( 4 ' ) 

d'où 

T 
R' ~ y ' 

R' R ^ 

ou, en é l i m i n a n t ^ 2 au numérateur au moyen de l'équa-
tion de l'ellipse, 

R' ~ R ~ { ~ a^ R 

La formule (3) devient alors 

^5) f , a'* 

Il suit de là que le rapport du rayon de courbure en 
un point de la ligne géodésique au rayon de courbure 
de Vellipse méridienne menée par ce point est con-
slant. Ce théorème, qui parait être dû à Gudermann 
{Journal de Creile, t. 17), s'étend, comme on va le 
voir, aux autres surfaces de révolution du second degré. 

2'' Paraboloide. — Si l'on pose ~ puisque l'on 

suppose a. = oc, la formule (5) donne, pour le parabo-
loide, 

(6) 
_ I 

3^ Uyperboloïde à une nappe. — On devra prendre 

— • Les équations (4) et (4^) s'appli-
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quenl ici; mais il faudra changer le signe du second 
membre de la première; on trouve ainsi 

I I 
R ' " " R 

et la formule (3) devient 

( 7 ) 

Hyperholoïdes à deiLX nappes. — Les formules 
(4) <'t (4') ne changent pas et l'on a 

et en (in la formule (3) donne 

SUR LA LIMITE DE + ' QUAND m AUGMENTE 

INDÉFINIMENT; 
PAU M. CH. BIEHLER. 

1. Nous supposerons dans cc qui suit que m est entier 
et positif et nous considérerons d'abord le cas où x est 
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réel cl positil . Tant que m est fini, on peut écrire 

\ m J I \ m J \ 
. 2 . 3 

m — \\ x"^ 

On sait que, si a, fe, c, . . . , l sont des nombres positifs 
moindres que l'unité, on a les inégalités 

et, en appliquant ce théorème aux quantités ~ ' ^ ' • * ' ' 

on aura, pour toute valeur de p inférieure à m, 

\ ^ / \ ^̂  / \ An / im 
et, par suite, 

p\ im {p — i)\ 

On peut donc former le tableau suivant : 
/ I \ ^ 

m) i\ ~ i\ nn^ 
x^ [ ^ \ l 2 \ x'^ X 

m 
i / I \ / 771 — X " ' X^ X'f^-'^ 

1 ^ \ m) \ m ) m\ ^ ml 2. m (m '2)1 

En ajoutant membre à membre ces inégalités, après 

avoir ajouté à tous les membres la quantité i -f- et en 

posant, pour abréger, 
X 
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il viendra 

( X x^ 
I-h -J > €,n{x)- — 

la fonction em{x) a, pour limite, quand m croît indéfi-
niment, la série convergente 

• £ • Z l 
' ^ ' m! ' ' ' ' 

(|ue nous désignerons par e ( x ) . 
Les inégalités précédentes nous montrent que 

est compris entre deux quantités 

qui ont toutes deux pour limite e(x) quand m augmente 
indéfiniment; par suite, 

( - s r 
a aussi pour limite e(.r). 

2. Supposons maintenant que x soit une quantité 
quelconque négative ou imaginaire ; nous allons démon-

trer que ( ' ~ ) encore pour limite e(x). 

A cet eifet, formons la différence 

Nous allons montrer que le module de cette différence 
peutdevenir plus petit que toute quantité donnée quandm 
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croît indéfiniment. On a évidemment 

V / n / J i . ' 2 L V m / J 3 ! 

" m)(' m )_ 
si l'on désigne par r le module de le module du second 
membre étant inférieur à la somme des modules de ses 
termes, on a 

mod e,n{oc)- xY 
IH m] < JÎll 

I .2 

1 . 2 . 3 

ou bien 

mod 

\ J \ ^ J \ ^^ J \ ^ 

Or nous avons démontré que, pour toute valeur de r 
positive, 

/ r\ 7-2 

si l'on retranche les trois membres de cette double iné-
galité de la même quantité il viendra 

o<e,„(r)—( i-h m/ 

La différence e m { r ) — -f- ^^ est donc comprise 

entre zéro et une quantité qui a pour limite zéro; par 

( 'ff \ fn ^ 

I -f- ^ j peut devenir 

plus petit que toute quantité donnée quand m augmente 
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iiidciiniirieiit. On en conclut que 

Hm 
par suite 

la proposition est donc démontrée pour toute valeur 
réelle ou imaginaire de la variable x. 

3. Nous allons établir maintenant que, si a et OL' sont 
des quantités réelles ou imaginaires, on a 

f- - H ? — lim iH ) pour/7i = cc , m jn / \ m / * ' 

pourvu que le rapport ^ ait pour limite zéro, quand /// 

augmente indéfiniment. 
En eiiet, on a identiquement 

7)1 in j 
a' 
7n' 

a' \ ''' 
m' / 

a a 
I H ^ ; m TU 

a -h — ni 
\ ni-\ 

d'où 
\ m m j \ in J \ m J 

niod \ 7n 7n J \ m ) 
1 ^ < inoci —; 7n 

mod a a' \ 
ni ' m' 

-h mod (̂ i-h —-h ^ ) / I-H — ^ -f". . . \ m m ) \ m J 

-i- mod ( i-f- — ^ m) 

Nous allons démontrer que le module de la diiïérence 
/ a a' \ / a \ 

1 - 1 ^ ; — - ( l - f - — \ ni m J \ ni / 

tend vers zéro quand /;/ augmente indéfiniment. 
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Soient r le inoduli; de a; r' celui de a', ou aura 

mod 

par suite, 

mod 

- / a a \ r r mod (ïH i : < n i j ; \ ni m J m m 

a I -f- — m 

< i 

/ a H 1 ^ \ m m / 

\ m m J \ m / 

et, a fortiori, 

, r / a a' \ / a \ " mod (iH ! j ) — iH ) \ m m / \ tn/ 
r' f r 

< - - X m ( H 1 ; 

m! \ m m! j 

Mais, par hypothèse, ^ a pour liuiite zéro; on a donc 

d'où 

r r / • -h r 
1 ? < I H m m m 

^ i ^ < H m în J \ m J 

et, par suite aussi, 

\ mm!) \ m / 

/ r r' \ ( H i ; < e { r r'). \ m m' / ^ 

et 

On a donc 

mod ( I m , . ~ r X e(r -h r ); m' ^ 

or par hypothèse, a pour limite zéro; <?(/ •+•/-') est 
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une quantité finie : par suite, le module de la difierenee 

\ m m J \ m ) 

peut devenir plus petit que toute quantité donnée; il 
i . / a a! f ai s ensuit que ( ^ ) l ' m/ ^̂ ^ meme 

limite. 
Il en serait de meme si a' était une fonction de m dont 

le module tendit vers une limite finie quand m croit 
indéfiniment. 

4. Le théorème précédent nous permet de démontrer 
une propriété importante de la fonction e(x) pour toute 
valeur réelle ou imaginaire de la variable. 

On a, quels que soient x et y ̂  

c { x ) x e(y)= e(x -hj). 

En effet, e (x) pour toute valeur réelle ou imaginaire de 

X est la limite de -f- quand//i croît indéfiniment : 

( X \ IH ) 7 
m) 

par suite 

I -h — j m) 
ou 

mais, d'après ce que Ton a démontré, on a 

lin, fx -H ^ + lin. f , H-
\ m m^j \ m J 

OU 
,. / x V xy nm I 1 H- ^ - — =:C(X-hr), W2/ 
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par suite 

ce qui est la propriété fondauientale de la fonction e (x) 
étendue à des valeurs quelconques de la variable. 

SUR L'ÉLIMINATION PAR LA MÉTHODE D'EULER ; 
PAR M. CH. BIEHLER. 

1. On sait que, si F ( x , j ) et G (x , r ) sont deux po-
lynômes homogènes en x et de degrés respectifs m et 
p̂  si x) est le plus grand commun diviseur de ces 
deux polynômes, est de la forme 

jK), 

U et V étant des polynômes entiers et homogènes en x 
et J . 

On le voit immédiatement en observant que les restes 
successifs obtenus dans les opérations qui conduisent 
au plus grand commun diviseur A sont tous de cette 
forme. 

Cela posé, on démontre aisément que, si di-
vise un produit de deux polynômes G X H (x , 7 ) 
et s'il est premier avec G(a:, j ) , il divise H(a:, j ) -, les 
polynômes F, G et H sont homogènes. 

En effet, les deux polynômes F ( x , j^) et G(x , j^) 
étant premiers entre eux, on pourra trouver deux poly-
nômes U et V, tels ([ue 

\]G{x,y)-^yF{x,y) = i ; 
par suite, 

U y) X U{x. y) -f- V ¥{x, y) x H{x, y) = ll{x,y). 
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(.r, J ) divise, par hypollièse, le produit 

X JK); 

il divise donc les deux parties du premier membre et 
par suite il divise H(x, j ) . 

Cette proposition va nous permettre de démontrer le 
théorème d'Euler, à savoir : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux 
polynômes F ( x , j^), G ( x , j^) homogènes aient un di-
viseur commun en x etj>, c'est qu'il existe deux poly-
nômes U et V de degrés respectivement moindres que F 
et G, tels que Ton ait identiquement 

La condition est nécessaire ; car, si F ( x , j ) e t G ( x , j ) 
ont un diviseur commun 6 , on aura 

et, par suite, 
Gix,y)~Gt(x,y)F{x,y) = o, 

ce qui fait voir que la condition est nécessaire. 
Elh" est suifisante ; car, si elle est remplie, on aura 

VG(x,y) = --\F(x, y). 

Si F(.r , r ) G(J:, r ) étaient premiers entre eux, 
F ( x , r ) divisant ĥ  produit U G ( x , j ) et étant premier 
avec G( .r , j ) devrait diviser U qui est de degré infé-
rieur à F-, les polynômes F ( x , y) et G{x^y) ne pou-
vant être premiers entre eux admettent un plus grand 
commun diviseur de degré supérieur à zéro. 

On peut montrer de plus que, si U et V sont respec-
tivement de degi és m — et p — X , les fonctions 

G ( x , j ) admettent un plus grand commun di-
viseur qui est de degré au moins. 
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Supposons, en effet, que le facteur commun à F ( x , j ) 

et à j ) soit de degré V plus petit que X. 

G{x,y) = eG,{x,y). 

Fi (x , JK) sera de degré m — )/ ; Gi (x, j ), de degré 
p — et l'on aura 

U et V étant de degrés respectivement inférieurs à F, 
et à Gi, les polynômes Fi et Gi ne sauraient être pre-
miers entre eux -, il existe donc un facteur commun à 
F(.r , J") et à G(x , J ) de degré au moins égal à 

2. Nous allons étudier maintenant quelques pro-
priétés des polynômes U et V qui nous seront utiles dans 
la suite. 

I. Si les polynômes ) n'admettent 
pouj^ plus grand commun diviseur qu'une fonction du 
premier degré ^x — oLy^ les polynômes U et Y, qui 
fournissent l identité d'Eider, sont premiers entre eux, 
U et V étant de degrés m — i, — i. 

En effet, si U et V admettaient un facteur commun B, 
on aurai t 

U 
V = 0Vi. 

et, par suite, l'identité 

devenant 

nous montre que y ) et G ( . r , j ) admettent un 
plus grand commun diviseur de degré supérieur au 
premier, ce qui est contraire à l'iiypotlièse farte sur F 
et G. 
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II. Si les deux polynômes y),, nad-

melient pour plus grand commun diviseur qu'une fonc-
tion du premier degré de la forme ^x — aj il n^ existe 
(juun seul système de polynômes U ei V satisfaisant à 
Videntité d'Euler, U ei V étantcomme précédemment.^ 
de degrés m — i et p — i. 

Supposons, en eiïet, qu'il existe deux systèmes U et V, 
U, et Vj donnant les identités 

on en tirera 

ou 
VUi ==0. 

Les polynômes U et V, d'après le théorème précédent, 
sont premiers entre eux \ par suite, U doit diviser et 
l'on a 

d'où 

k étant une constante: le système (U, ,V, ) est donc 
identique au système (U, V). 

IJL S'il existe plus d'uji système de polynômes U et 
V de degrés m — i et p — i satisfaisant ci l'identité 
d'Eulery les polynômes F( . r , 7 ), G(x , j^) admettent 
un plus grand commun diviseur de degré supérieur 
à un. 

Cela résulte immédiatetnent du théorème précédent, 
car U et V ne sauraient dans ce cas être premiers entre 
eux, à cause de l'égalité 

UVi - YUi = 0, 

qui nous ferait voir que les deux systèmes (U, \ 
(Ui, V,) rentrent dans un seul. U et V admettant un 
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plus grand commun diviseur qui est au moins du 
premier degré, on a 

U = eU2, 
V == 0V2, 

et l'identité 

nous montre que ) et j^) admettent un 
plus grand commun diviseur de degré supérieur à un. 

IV. S'il n existe qu un seul système de polynômes 
\] et y de degrés respectifs m— i et p— i, qui donnent 
Videntité d'Euler, les polynômes G{x^y) 
n admettent qu un facteur linéaire commun. 

Cette proposition est une conséquence immédiate 
des précédentes ; car, si les polynômes F ( x , j ) , 
admettaient un plus grand commun diviseur de degré X, 
\ étant plus grand que un, on aurait 

et, par suite, 

¥i(x, y) G(x, y) — Gi(x, y) F(x, y) o. 

En multipliant les deux membres par un polynôme 
arbitraire de degré X — i , on obtiendrait une infinité 
de fonctions de degrés /n — i et /? — i, à savoir 

et ^Gt(x,y), 

qui satisferaient à l'identité d'Euler, ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

3. Cherchons maintenant en fonction des coefficients 
de F ( X j y ) et de G ( x , j ) la condition nécessaire et 
suffisante pour que les polynômes F(x^y ) et G ( x , r ) 
aient un facteur commun. 
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Il faudra, d'après ce qui précède, qu'en posant 

V = pô -̂̂  H- . .. + Pp-ir^-S 

on ait identiquement, pour des valeurs convenables des 
coefficients a et 

Si 
jK) - o. 

y) = -f- Ai^ '^- i j / - - f - , . . -f- P^my'", 

• y) = Bo.^/^ -f- BiiT/^-ijK -F- . . . -I- ; 

en égalant à zéro les coefficients y ^..., 
^ on aura les équations 

BOAO AQSO — O, 

Biao-h Boai-f- . . . -f-Aipo H-AoPi 

• O. 

Ces équations, au nombre de m -f- sont linéaires 
et homogènes par rapport aux m -f- p inconnues 
a,), ai, . . . , , [B^,..., . 

Elles doivent admettre pour ces quantités des valeurs 
qui ne sont pas toutes nulles ; il faut par suite que le 
déterminant d'ordre m 4- p de leurs coefficients soit égal 
à zéro. Soit A ce déterminant. 

A 

1̂ 0 ^ o 
Bi Bo o Al Ao 

A = o est la condition nécessaire pour que les deux 
fonctions j ), G ( x , r ) aient un facteur commun 
au moins du premier degré. 

Je vais démontrer que cette condition est dans tous 
les cas suifisante. 
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Supposons que et que Tun des déterminants 

d'ordre i n - h p — t, mineur de A, ne soit pas nul. On 
pourra donner à Tune des inconnues OCQ, OCW (iffi—it 

, u n e valeur arbitraire e t c l i o i s i r / 7 z — i 
des équations, de telle sorte que le déterminant des in-
connues qui y figurent ne soit pas nul ; ce sera le mi-
neur que nous avons supposé différent de zéro ; les 
équations déterminent pour les ni-^-p—i inconnues 
qui y iigurent des valeurs de la forme 

tto = Àq», po — {̂ Ô i, 

CLrn-i = a, — ¡Xp-i a, 

où a désigne la valeur de l'inconnue choisie arbitraire-
ment etXo?^!-. p-05 [̂ n 'i^p-i des quantités 
])arfailement déterminées qui ne sont pas toutes nulles, 
l'une d'elles étant égale à l'unité. 

Les fonctions U et Y sont donc 
U = -i- -h .. . -f-
Y CL(LXOXP-I -T- . . . -F- ¡ J - P - I V P - ^ ) ; 

abstraction faite du facteur a, elles donnent le système 
unique de fonctions de degrés m — i et p— i satisfaisant 
à l'identité 

La solution précédente étant la plus généraleponr les 
quantités ao, ai, ¡^c^o .. . , il s'ensuit que, 
si un mineur d'ordre/// -j- /? — i de A est différent de zéro, 
il n'existe qu'un seul système de polynômes d'ordre 
m— I et p— I donnant l'identité d'Euler, et, par suite, 
d'après les théorèmes précédents, les deux fonctions 

et G ( x , j^) admettent pour plus grand com-
mun diviseur une fonction du premier degré seulement. 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. Vi (Février 1887). ^ 



( 74 ) 
Ce qui précède uiontre évidemment que les fonctions 

U et V sont effectivement de degrés m — i et /? — i ; car 
Ào et ¡Jio ne sauraient être nuls, les polynômes U et \ 
s'abaisseraient aux degrés m — 2 et p — a au moins, et, 
eu les multipliant par un polynôme arbitraire du pre-
mier degré, on obtiendrait une infinité de fonctions U et 
Y de degrés m — i et p — i qui satisferaient à l'identité 
d'Euler, ce qui n'est pas possible d'après ce qui pré-
cède. 

On voit donc que, si A = o et si un mineur d'ordre 
m -\-p — I de A est différent de zéro, les deux fonctions 
F(a:, j ) et G{x,,j) admettent pour plus grand com-
mun diviseur une fonction qui n'est que du premier 
degré. 

Si tous les déterminants d'ordre m-^-p— i , mineurs 
de A, sont nuls, et si un déterminant d'ordre m -\-p — 
mineur de A, n'est pas nul, la solution la plus générale 
du système des équations en ao,a4, . . . , ô̂  ••• est de 
la forme 

ao = Xoa M- X;, a', po = l̂ o« -f- [J-'o a', 
ai = Xl a -f- X1 a', pi = a -h a', 

= Xm-i a -H a': = l^p-i a -1- [J.p_i a', 

OÙ a et a' sont des arbitraires, X.ô  •••9 [̂ o? ••• ? [̂ oî ••• 
des quantités parfaitement déterminées, qui ne sont 
pas toutes nulles. 

Dans ce cas, les fonctions U et V prennent la forme 

V -aVi - l -a 'V , , 

U,, Up V,, Vj étant des ])olynômes bien déterminés. 
11 existe, dans ce cas, une infinité de fonctions U et V 



( 75 ) 
qui donnent r i d e n t i t é d'Euler; par suite, d'après ce qui 
précède, F ( x ^ j ) et G ( x , y) ont un plus grand coin-
uiun diviseur, qui est au moins du deuxième degré. 

On voit que U et V sont en nombre infini; car U« et 
ne peuvent pas être identiquement nuls à la fois, 

pas plus que Uj et Vj, puisque, dans l'expression de 
ao,a|,..., Poi ¡̂ M •••î uii coefficient de a est égal à l'unité, 
ainsi qu'un coefficient de a'. 

On voit donc que, si A = o et si tous les mineurs 
d''ordre m-i- p — i de Êi sont nuls^ les fonctionsF{x^j), 

J ) admettent un facteur commun qui est au 
moins du second degré. 

Il en serait de même si Tordre du premier des mi-
neurs qui ne s'annule pas s'abaissait au-dessous de 
l'ordre m-\-p — 2. 

SUR LE THÉORÈME DE ROLLE; 
PAR M . C H . B I E H L E R . 

1. Ou sait que, si toutes les racines deTéquation dé-
rivée d'une équation algébrique et entière donnée sont 
réelles et inégales; de plus, si, rangées par ordre de gran-
deur et substituées dans la proposée, elles donnent des 
résultats de substitution alternativement de signes con-
traires, toutes les racines de la proposée sont réelles. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du sui-
vant : 

Si les deux plus petites racines réelles de Véquation 
dérivée^ ou les deux plus grandes, substituées dans le 
premier membre de l'équation proposée, donnent des 
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résultats de substitution de signes contraires, il j a, 
dans le premier cas, une racine de la proposée entre 
— co et la plus petite racine de Véquation dérivée, et, 
dans le deuxième cas, il j a une racine de la proposée 
entre la plus grande racine de Véquation dérivée 
e i + o o . 

Rappelons en deux mots la démonstration de ce théo-
rème. 

Si / ( . r ) — o e s t Téquation proposée, /'(a:) = o Té-
fjuation dérivée, a et 6 les deux plus petites racines de 
l'équation dérivée, on a, par hypothèse,/(a) /(6)<< o^ 
il y a donc une racine a de la proposée entre a et 6, et 
l'on a pour une valeur de £ suffisamment petite 

et 

Or f\a — s) et f^i^— co) sont de signes contraires^ 
par suite, / ( a — e ) et j\— oc) sOnt aussi de signes con-
traires^ y 3L donc une racine de / ( . r ) = : o entre a et 
— 00 ; elle ne peut être entre a et a : elle est donc entre 
— 00 et a. 

La démonstration serait la même pour les deux plus 
grandes racines de l'équation dérivée. 

2. Proposons-nous d'étendre le théorème au cas où 
l'équation dérivée n'aurait pas toutes ses racines iné-
gales. 

Nous devons tout d'abord écarter le cas où l'équation 
dérivée aurait des racines multiples que n'admet pas 
la proposée5 car, s'il en était ainsi, la proposée aurait 
nécessairement des racines imaginaires. 
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Supposons donc que l'équation dérivée ait toutes ses 

racines réelles et que ses racines multiples satisfassent 
toutes à la proposée. 

Soient a, è, . . . les racines de la dérivée qui appar-
tiennent à la proposée; a^^, , . . , v leur degré de mul-
tiplicité dans la dérivée; soient a', b', . . . , /'les racines 
de l'équation dérivée non communes avec la proposée, 
supposées toutes simples et rangées par ordre de gran-
deur croissante. Nous allons démontrer la proposition 
suivante : 

Si tous les groupes (a', c'), ^. •, /'), tels 
que les deux racines d'un même groupe ne compren-
nent entre elles aucune des racines don-
nenty quand on les substitue dans le premier membre 
de la proposée, des résultats de substitution alternati-
vement désignés contraires, toutes les racines de la pro-
posée sont réelles. 

Eu effet, soit n le nombre des racines a, . . . , 
m le nombre des racines ¿ẑ  . . . , 

L Supposons d'abord . . . , toutes comprises 
entre a! et l' : le nombre de groupes de racines que Ton a 
à substituer d'après l'énoncé est (m — i)—n\ il y a par 
hypothèse m — I —TI changements de signes et par suite 
m — n — I racines réelles f{x) = o qui sont diffé-
rentes des racines multiples de cette dernière 

Il y en a une entre —oo et et une autre entre i et 
H-co; car, si a' n'est pas compris entre a' et b\ le 
théorème précédent s'applique sans modification, et, si a 
est compris entre a! et è', on a toujours, quel que soit le 
degré de multiplicité de a, 

< o / ( - = < o -
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par suite, f { a — £) et/'(— oo) sont de signes contraires ^ 
la nouvelle racine de/ ' (cr )=o est comprise entre — oo 
et rt'; il en est de même pour /'. 

L'équation f(x)=o a donc m — /z-f-i racines 
réelles distinctes; elle a aussi 

racines réelles multiples d'ordre de multiplicité a-i- î , 
6 -H I, . . . , Y 4- I elle a donc en tout 

racines réelles ; ce nombre représente précisément le 
degré de l'équation^(a:) = o, par suite, toutes les racines 
de la proposée sont réelles. 

JL Supposons que la plus petite racine a du groupe 
rt, 6, g soit moindre que a' et que g soit plus petit 
que Les substitutions donnent alors ( m — i) — (zz — i) 
changements de signes et, par conséquent, nous révèlent 
l'existence de (m — i) — [n — i) racines réelles distinctes 
de f{x)=o \ il y a en outre une racine de la même 
équation entre /' et -h oo; en y ajoutant les 

a ê . . . H- Y -f- /I 

racines multiples, on obtient un total de 

qui est encore le degré de l'équation. 

IIL Supposons maintenant rt < < e t g ^ ! ' - , nous 
n'aurons plus que m— i — { n — 2) groupes à substituer, 
et par hypothèse tous ces groupes nous donnent autant 
de changements de signes et par suite m — n \ racines 
simples de y ( x ) = o; ce nombre, joint au nombre des 
racines multiples, forme encore une somme égale au 
degré de l'équation proposée. Il est évident d'ailleurs 
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que les trois hypothèses précédentes sont les seules à 
examiner: on peut donc dire que, dans tous les cas qui 
peuvent se présenter et qui sont compatibles avec l'é-
noncé, l'équation proposée a toutes ses racines réelles. 

S U R LA F O R M E A D J O I N T E ; 
PAR M. CH. BIEHLER. 

1. Nous allons, dans ce qui suit, donner une démons-
tration siuiple de quelques propriétés de la fonction 
adjointe d'une forme quadratique donnée; pour plus de 
simplicité, nous considérerons le cas d'une forme du 
second degré à trois variables. 

Soit 

/(a?, z)= iS.x'^ A! y^ M'z'^ %B yz -i- iW zx xy. 

Si Ton pose 

Wx-\-k.'y -h B^ 
B'x -+- By -h A"z = (V, 

on aura, en vertu du théorème d'Euler, 

icx vy wz = f ( x , y, z). 

Ces quatre équations nous donnent immédiatement 

A B' B' u 

ou bien 

B" 
B' 
u 

A' 
B 
V 

A 
B'̂  
B' 
a 

B 

w 

B" 
A' 
B 
ç 

ç 
f 

B' u 
B V 
A" a> 
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A = 
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A B" B' 
B" A' B 
B' B A" 

Si Ton développe le second membre de l'égalité pré-
cédente, il viendra une expression de la forme 

^f ( y, - ) 
— aiC^" -+- a' _j_ 2 6 vw ib' uw -h 1 b" uv. 

Nous désignerons par F(u, w) ce polynôme du 
second degré; c'est la forme adjointe de JK, 
Ses coefficients sont les dérivées et demi-dérivées de A 
prises par rapport à A, A', A '̂, B, B', B". 

Si l'on résout les équations (i) par rapport à 
on obtient le système 

¡¿ix = au -f- b"v -h b'iv, 
=z b" u-^ a'v -h bw, 

\z = b'u-h bv -ha"«'. 

Les coefficients a, a', a'', sont précisément 
ceux de la fonction adjointe, comme on le vérifie encore 
en multipliant ces équations par li, p», çv et en ajoutant 
membre à membre. 

2. Si l'on opère maintenant sur ^ çv), comme 
nous l'avons fait sur /^(x, j} , z), c'est-à-dire si l'on 
forme la fonction adjointe de F (M, î̂ , W)^ on posera 
d'abord 

/ au -h b" V -h b' w = 
(3) b"u-i-a V-T-bw = 

\ b'u-T- bv a"w 
on a aussi 

f -f- r̂  p -h ^ w = F ; 



il en résulte 
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h" h' \ 
b" a' b 
b' b a" 
\ r, I ¥ 

et, si Ton désigne par S le déterminant 

a b" b' 
b" a' b 
b' b a" 

on aura 
a b" b' \ 
b" a' b T] 
b' b a" Ç 

Soit la fonction du second membre; nous 
aurons 

Mais les équations (3) , comparées aux équations (2), 
nous montrent que 

''i = ^y, 

on aura donc 

Si Ton élimine iv), il viendra 

et, comme 5 est le déterminant adjoint de A, on aura 

a = AS 
par suite 
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La forme adjointe de WP) est donc la forme 

primitive z) dont tous les coefficients ont été 
multipliés par A. 

Les coefficients de la fonction $ sont formés avec les 
quantités a"̂  h, comme ceux de F sont 
formés avec A, A^ A'', B, IV, B'̂ ; par suite, on aura, en 
vertu de la relation <Ï>(X, r , J ) = A / ( X , JK, 2:), 

a'b'—b"b = B'A, 
a!'b"—bU = B"A. 

Ce sont les relations de Gauss; elles nous montrent 
que, si l'invariant de la fonction f (x , z) est nul, la 
forme adjointe F(ÎÎ, iv) est un carré parfait. 

SUR m THEOREME DE CHASLES; 
PAR M. W E I L L . 

Cliasles a démontré, dans la Géométrie supérieure, 
que si l'on mène à une courbe algébrique toutes les tan-
gentes parallèles à une direction, le centre des moyennes 
distances des points de contact est indépendant de la di-
rection. On peut démontrer ce résultat de la manière 
suivante. 

m étant le coefficient angulaire de la direction, une 
tangente parallèle à cette direction aura une équation de 
la forme 

y = mx -h ^{ni). 
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Supposons qu'il y en ait ; par suite, on pourra mener 

à la courbe p tangentes par un point (x^, J i) ; si donc on 
pose j^i — mx^ = A, on aura, pour déterminer A, m étant 
donné, une équation de la forme 

hP -i- A hP-'^ H- B hP-'^ - h . . . = o. 

Je dis que A est une fonction linéaire de m, et cela 
sufiit à la démonstration. En effet, si la tangente doit 
passer par ), son équation donnera 

= mxi = h, 

et, en remplaçant h par cette valeur, on aura une équa-
tion en m qui devra être du degré p. 

Dès lors, on a 
A = km -h L. 

Ceci posé, le point où la Avoile j = m x o [m) 
touclie son enveloppe a pour abscisse 

par suite. 

Le théorème est donc démontré, car on verrait de 
même que la somme des ordonnées des points de contact 
est constante. 

SUR LA DIVISION DES POLYNOMES; 
PAR M. W E I L L . 

Soit à diviser i par le polynôme 

dans lequel les coefficients a, . . . , A sont des entier^^ 
Les coefficients du quotient seront tous des nombre» 
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entiers. Or, si l'on désigne par f^ jc ) le polynôme, et 
par a^b^ c,̂  . . . , / ses racines, on a Tidentilé 

î ^ y /X^) ^ y —I /I • ^ , , \ 
f{x) Zàx—a jLàf\a)\a a-^ a^ ..-.y. 

Par suite, le coefficient de x"̂  dans le quotient consi-
déré est 

et c'est un nombre entier. Cette remarque, extrême-
ment simple, donne des théorèmes d'Arithmétique assez 
curieux. Pour les énoncer, nous nous bornerons à con-
sidérer comme diviseur un trinôme du second degré-, il 
est facile d'étendre les résultats à des cas plus complexes. 
Considérons d'abord le quotient 

— i — X x^ — x^-^ x^ — 

Soit \ l'exposant de x dans un terme; on voit que, si 
A = 3m-H 2, le coefficient est zéro; il est i et (—I ) 
quand \ est de la forme 3 m et 3 m -f- i . 

Or le coefficient de est 

On en conclut, en représentant par C^ le nombre des 
combinaisons de m objets p k p^ 

ri —-4-oX ŷ X̂ l ô -t- Ô . . . — 2 . 

Il serait intéressant d'établir cette formule par des 
considérations directes. 

Considérons encore le quotient 

I 
I X - x-' 
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les coefficients des termes de ce quotient forment la 
suite bien connue r, i , 2, 3, 5, 8, . . . . L'expression du 
coefficient de c'est-à-dire du nombre de la 
série de Lamé, est 

et, par suite, le nombre entier 

est un multiple de , 
D'une manière générale, a el b étant deux entiers 

quelconques ( b ne pouvant être nul), le nombre 

est multiple de 

SUR QUELQUES FORMES QUADRATIQUES; 
PAR M. WEILL. 

L L'expression 

(b — c)(X -i- a)2 (c — a)Çk -^-bf-^ {a — b)(l -f- c)2 

étant indépendante de il en résulte que tout nombre 
appartenant à la forme 

(6 — c) a2-f-(c — a) 62-+-(a — 6)c2 

peut, d'une infinité de manières, être mis sous la 
forme 

(b—c) X2-f-(c —a) Y2H-(a —è)Z2. 

Par une transformation facile, on en conclut que 
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tout nombre de la forme 

p^ip-^q) 
peut, d'nne infinité de manières, se mettre sous la 
forme 

Ainsi, tout nombre de la forme m{m -f- i) est, d'une 
infinité de manières, de la forme 

y ^ — ( m -h 

De même, tout nombre de la forme im- est, d'une 
infinité de manières, de la forme 

Il est facile de généraliser cette méthode et d'en dé-

duire un grand nombre de résultats. 

IL Soit un nombre de la forme 

11 appartiendra aussi à la forme 

X 2 Y 2 Z 2 = ( a ̂  -h p JK -+- Y - y-
-I- p ' j + (a" . r H- + i ' z ) \ 

si l'on a les égalités 

o — a Y -f- a' y' -f- a" y", 

G AB. 

d'où l'on tire 
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Pour simplifier, nous ferons i ; d'où 

A = a'2-f- (ap a' P')®, 
G = AB. 

On a ainsi une solution très générale, mais non la 
solution complète du problème suivant : 

Trouver les formes des entiers A, B, C qui soient 
telles que le nombre 

soit une somme de trois carrés. 

Ainsi le nombre 

est une somme de trois carrés -, de même, 

est une somme de trois carrés, et ainsi de suite. 

SUR LES HÉLICOIDES; 
P A R M . GEMINIANO P I R O N D L N Î . 

1. Considérons la surface engendrée par une droite L 
assujettie à un mouvement hélicoïdal autour d'une 
droite R ; soient P le point de rencontre de L avec la per-
pendiculaire commune aux droites L, R, et h la plus 
courte distance de ces droites. L'hélice E décrite par le 
point P est la ligne de striction de la surface réglée en-
gendrée; soient i l'inclinaison de L sur R et 0 l'incli-
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liaison constante de l'hélice E sur les génératrices du 
cylindre C. 

On passe d'une position de la droite mobile à la sui-
vante par une rotation infinitésimale autour de R et 
une tianslation suivant la direction R ; la rotation est 
mesurée par l'angle de contingence ^ de la section 

droite du cylindre G, et la translation par ¿/^cosô, ds 
et d<T étant les arcs élémentaires de l'hélice E et de la 
section droite de C. 

Or 
de = ds sinO ; 

par conséquent, si nous désignons par p le paramètre 
du mouvement hélicoïdal, c'est-à-dire le rapport de la 
vitesse de translation à la vitesse de rotation, nous 
au rons 

¿/icosO , . 
p — ^ = h cotO. 
^ drs 

~h 

Si 1 hélicoïde est développable, la droite mobile est 
à chaque instant langente à l'hélice E : donc 6 = i et 
p h cot i. 

Si l'hélicoïde a pour génératrices rectilignes les bi-
normales d'une ligne, l'hélice E est une trajectoire or-
thogonale des génératrices; donc 

0 -i- t = _ et p — h tang t. 

On a donc le théorème : 

Si h est la plus courte distance des deux droites L, 
R, et i leur inclinaison, la droite L, dans un mouve-
ment hélicoïdal dont le paramètre est autour de R, 
engendre un hélicoïde déifelopjyab le lorsque p = h cot/, 
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et un hélicoïde lieu des hinormales d'une hélice cir-
culaire^ Lorsque p ~ h langi. 

2. Soient ç = p eosii, TJ — psinzi, et Ç étant deux 
fonctions arbitraires de u) les coordonnées d'un point 
quelconque d'une ligne à double courbure L, assujettie à 
un mouvement hélicoïdal autour de Taxe des ; si est le 
paramètre du mouvement, les coordonnées x , j , z d'im 
point quelconque de riiélicoide engendré sont données 
comme il suit : 

œ cosv— R̂  sïnv = p COS(M -4- v) ; 

J = ^ siii ç' -h r̂  cos v = p sin ( 4- r ) ; 

Sur l'hélicoide, u = const. est l'équation des hélices 
circulaires et ^ = const. est l'équation de la ligne géné-
ratrice dans ses différentes positions. 

De ces égalités, en indiquant les dérivées par des 
re 

Si A, B, c sont les déterminants qui ont pour élé-
()T r) y âz ^ 
âu à a du ' mentsde la deuxième et de la troisième litrue /in iiii iin 

et pour éléments de la première respective-
à^x iT-y cPz^ d'^x (Py d'-z ^ (Px (Py (Pz 

c ^ ' ôïiJv' ôïâv' â^' ùi^' ¡M' 
nous avons 

A pp' 4- c ( p2 - pp'̂  ) _ JD ( p2 + 2 p'2 _ pp'' 

.4/?/?. de Mathémat., 3® série, t, VI (Février 1887). 7 
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L'équation dilTérenticlle des asymptotiques est 

A diC^ -h 2 B du dç -f- G o, 
c'est-à-dire 

[ r PP' C ( — pp" ) — ( p̂  + 2 p'2 — pp̂ ' )] du''-
-h a[ï'p- —/>(p2-4- dv p 2 ( Ç ' — o . 

Si la génératrice L est dans toutes ses positions une 
asymptotique de riiélicoïde, la dernière équation doit 
être vérifiée lorsque l'on y suppose dv \ on aura par 
conséquent 

( i ) r PP ' H- C ( P - - pp" p'' — PP' ) = 

d'où l'on déduit par intt'gration 

Ç = [b p j — ^ e^ 9 duj e 9 du. 

On a ainsi ce tliéorème : 

Les lignes L qui, dans lui moiu'ement hélicoïdal au-
tour de VajL eOz, restent toujours asj nipiotiijues sur 
la surface engendrée, sont représentées par les équa-
tions 

Ç :r= p ces U. 

T̂  p sin u, 

a et h étant deux constantes arbitraires et p le para-
mètre du mouvement hélicoïdal. 

3. Cherchons si une hélice peut vérifier la condition 
précédente, lorsque le mouvement hélicoïdal a lieu 
autour d'une droite parallèle aux génératrices du 
cylindre. 

Si i est l'inclinaison constante de l'hélice sur les géné-
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ratrices du cylindre, les coordonnées d'un point quel-
conque de la courbe sont 

(2) pcosu, Tj —psinw, Ç = coti^/p2-h p'« 

et la condition (i) devient 

/ f ff / P̂  cott \ 

Nous avons ici deux cas à considérer, selon que soit 
vérifiée l'équation 

2 p' — pp"-4- p2 = o 
OU bien 

p^cotl 
- 1 = —p ^ o. v/p-̂ +p'2 

Dans le premier cas, si l'on pose p = e?, on obtient 
réijuation 

qui donne par intégration 
a cp = loir (<7= const.). 

cosa ^ 
Par conséquent 

a 

c'est l'équation polaire d'une droite. 
Dans l'autre cas, on a 

dp ^ = u a , 
p s/p2cot2 1 — p-

en faisant a = ^ > on aura 
2 

arc sin { — — . ) = - — u, \pCOil / 2 
d'où Ton déduit 

i 4 ) p '̂os u = p lan^i. 
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Le cylindre qui contient Phélice se réduit donc à un 

plan et l'hélice à une droite. 
Donc : 

Si une hélice est assujettie à un mouvement héli-
coïdal autour d'une droite parallèle aux génératrices 
du cylindre y la condition que la ligne reste toujours 
asymptotique sur la surface engendrée est vérifiée 
seulement lorsque l'hélice se réduit à une droite. 

On peut observer que, dans le premier cas (3) , le pa-
ramètre du mouvement est arbitraire; dans le second 
cas (4), le paramètre est donné par l'égalité p = Acoti, 
h étant la plus courte distance entre la droite mobile et 
l'axe des l'hélicoide engendré est donc, en vertu dti 
théorème du n"" 1, une surface développable. 

Nous allons voir si, dans un hélicoïde, les hélices 
circulaires peuvent etre asymptotiques; une telle condi-
tion est remplie lorsque l'équation (i) est vérifiée en y 
supposant du = o. Par conséquent on doit avoir, pour 
la ligne génératrice L, 

( 5 ) t ^ p u . 

Par chaque point de la ligne L, conduisons la droite 
perpendiculaire à l'axe Oz] on obtient ainsi une surface 
réglée à plan directeur dans laquelle l'axe Oz est la 
ligne de striction ; le paramètre de distribution des plans 

ly 
tangents de cette surface réglée est ^ qui est, ÎI cause 

de (5) , constant. La surface réglée est donc l'hélicoide 
gauche, lieu des normales principales d'une hélice régu-
lière ; par conséquent, la ligne L, dans le mouvement hé-
licoïdal de paramètre p autour de Oz, glisse sur cet hé-
licoïde gauche. 
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On a donc ce théorème : 

Si les hélices circulaires dUiFi hélicoïde sont asyni-
ptotiquesy la surface est Vhélicoïde gauche engendré 
par les normales principales d'une hélice circulaire, 

La relation (5) caractérise les lignes placées sur riié-
licoïde gauche à plan directeur et on peut l'appliquer 
avec profit. 

Exemples, — Une ligne sphérique peut être repré-
sentée par les équations 

^ == p cos ii, r̂̂  = p sin îi, Ç = ŷ K̂  — p2, 

R étant le rayon de la sphère; l'égalité (5) devient 

d'où l'on tire 
p = s/K^ — pHiK 

Donc : 

La ligne sphérique 

$ = — p l ni cos í¿, Y) = — u^ sin u, l — jjti^ 

dans le mowement hélicoïdal de paramètre p autour 
de Vaxe Oz, engendre une portion d'un hélicoïde 
gauche à plan directeur. 

Cherchons si, dans l'hélicoïde gauche à plan directeur, 
il y a des hélices, non trajectoires orthogonales des gé-
nératrices rectilignes, placées sur des cylindres ayant les 
génératrices parallèles à l'axe de l'hélicoïde. 

On a, à présent, pour la coordonnée Ç, 

x^^doùj/^y^dii, 

et, pour que la condition (5) soit vérifiée^ il doit être 

tangi = /p2 4-p'2, 
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d'où l'on déduit 

du - . 
\Jtangí i _ p2 

On obtient par intégration 

u = arc sin ( ^ h 
t a n g í / 

d'où 

p—p tang i sin u ; 

c'est l'équation polaire d'une circonférence de rayon Dtanp̂ i . I Al — - — qui passe par Je pôle. 

Pour chaque valeur de i, on obtient une hélice circu-
laire placée sur la surface. 

Donc : 

Sur l*hélicoïde gauche, lieu des normales princi-
pales d'une hélice circulaire, il y a un nombre infini d'hé-
lices, non trajectoires orthogonales des génératrices 
reciilignes, qui sont placées sur des cylindres dont les 
génératrices sont parallèles à l'axe de Vhélicoïde. Ces 
hélices sont circulaires et les cylindres passent par 
Vaxe de l'hélicoide. 

Puisque l'on a 
p = 'ir coii, 

r étant le rayon du cercle qui passe par le pôle, il 
subsiste ce théorème : 

Si une hélice circulaire, placée sur un cylindre dont 
la section droite a un rayon r et inclinée de l'angle i 
sur les génératrices, est assujettie ci un mouvement hé-
licoïdal de paramètre p = ir Qoli autour d'une géné-
ratrice quelconque du cylindre, la surface engendrée 
est une portion d'un hélicoïde gauche à plan direc-
teur. 
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5. Si O est l'angle des lignes coordonnées = const., 

const. sur un hélicoïde, nous avons 

F 
COSO — — , 

v/JBG 
d'où il l ésulte 

F2=EGcos2e. 

Si Ton substitue dans cette égalité les valeurs de E, 
F , G du n'' 2, on a 

(i'est-à -dire 

H- 27? p2 r' p4 _ ( p2 p'2 ) (^2 p2 ) cos2 0 = O ; 
d'où 

__ — COs6v//)2-|- p2 y/p4 4-( p2_4_ p'2^( p2 sin'iô — p2cOS2ô) 
^ 2̂ sin2Ô _ p2 cos2ô 

Donc : 

Les lignes qui, dans un niouvenient Jtélicoïdal de 
paramètre p autour de l'axe Oz^ restent toujours tra-
jectoires sous Vangle constant 0 des hélices de ihéli-
coïde engendré, sont représentées par les équations 

^ = p COS w, 
7) = p sink, 

I r—pp2±COSev//)2-|-p2y/p4̂ (p2_+.p̂ 2)(̂ 2sin2e —p2cOs2e) 
\ ^ " J / ? 2 s i n e - p 2 c o s 2 0 

Si, dans les équations (6) , on fait 6 = on a un 

résultat très remarquable; dans ce cas, la ligne généra-
trice de l'hélicoïde est dans toutes ses positions une géo-
désique de la surface. On a ainsi ce théorème : 

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoïdal de 
paramètre p autour de l'axe Oz restent toujours géo-



( 96 ) 
désiques et trajectoires orthogonales des hélices circu-
laires de l'hélicoide engendré, sont représentées par 
les équations 

(7) ^ = pcosu, r, = psin ¿̂, X.^-^-Jp'^du, 

Si, dans les équations (6) , on suppose p = on 
obtient les lignes qui, dans la rotation autour de Taxe Oz, 
engendrent une surface de révolution, dont elles sont 
des loxodromies; cette hypothèse réduit les équations 
(6 ) comme il suit : 

(8) 

i ^ = p cos u, 
) r, = psinw, 

i ^ == ¿ 0 / / P ^ s i n ^ o - p ' ^ c o s ^ ô du. 

Si la ligne L est une hélice d'un cylindre dont les gé-
nératrices sont parallèles à Taxe Oz, on a 

Z = cot -I- p'2 du ; 

en comparant cette égalité avec la dernière des équa-
tions (8), on obtient 

p i/tanĉ  6 — cot2 i = -r̂ —rp'; 
d'où 

^ = siniV^^iig^^ — cot^i du, 

et, par intégration, 

logp = loga-i-(siniVtang®^ — cot^i)«, 

a étant une constante arbitraire. 
Cette égalité peut s'écrire 

p = a e ^ ^ i n ' ~ c o i u ) u . 
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c'est l'équation d'une spirale logarithmique; une telle 
courbe se réduit à un cercle de rayon a lorsque 
tangQ = coti. 

L'hélice demandée est, par conséquent, une hélice 
cylindro-conique ou bien une hélice circulaire. 

Donc : 

*Les seules surfaces de révolution dans lesquelles une 
loxodromie est une hélice placée sur un cy lindre dont 
les génératrices sont parallèles à Vaxe de la su?face 
sont le cône et le cylindre de révolution. 

Si la ligne représentée par les équations (7) est une 
hélice, il doit etre 

— - p2— p'2̂  
d'où l'on tire 

p cot i dp , ' ' = du. 
P V p - — P ' cot^i 

En intégrant, 
. / p cot A — arc sin ( )= u -ha, 

\ P / 

et, si l'on pose la constante arbitraire a =— ^ ? on a 

p cos u— p c o t i ; 

c'est Téquation polaire d'une droite dont la distance h 
au pôle est donnée par l'égalité 

h=p cot i. 

Le cylindre est donc réduit à un plan et l'hélice à une 
droite; la plus courte distance entre cette droite et 
l'axe Oz est p coti. 

En ayant égard au théorème du 1, on peut donc 
énoncer ce théorème : 

Si une trajectoire orthogonale des hélices circulaires 
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iVan hcUcoïde a ses tangentes inclinées d'un angle 
constant sur l'axe de Vhélicoïde, cette trajectoire est 
une droite^ et lliélicoïde est engendré par les hinor-
males d'une hélice circulaire. 

Si la projection de la ligue mobile L sur le plan ^ = o 
est une spirale logarithmique, on a 

i étant l'inclinaison constante de la ligne sur les rayons 
vecteurs. A loi s 

« . , . „ . tançi . I ^ / ê cott«̂ /̂  _ lanprt p̂  ; 
p j '^P -^P 

mais, si s est l'arc de la spirale, compté du point u — o, 
on a p z=z s cosi a, 
par conséquent 

taniTi' 

OU bien 

- {s cos i -f-

\ COSl/ suit cos t 

Cette équation démontre que, lorsque le cylindre pro-
jetant L sur le plan C = « est développé sur un plan, la 
ligne L devient une parabole dont le paramètre est 

siii i cos i 
Donc : 

Parmi les lignes placées sur un cylindre dont la sec-
tion droite est une spirale logarithmique^ celles qui, 
dans un mouvement hélicoïdal autour de la généra-
trice qui passe par le pôle de la spirale, restent tou-
jours géodésiques et trajectoir es orthogonales des hé-
lices de lliélicoïde engendré, sont des paraboles dont 
le plan est enveloppé sur le cylindre de manière que 



Vaxe de la parabole coïncide avec une génératrice du 
cylindre, 

6. Sur riiélicoïde engendré par une ligne L désignons 
par pt le rayon de courbure géodésique des irajecloires 
orthogonales L̂  des lignes L ; il résulte 

- L ^ ^ ^ Z X / Ë G ^ 

^ ^ pi / E G - F2 à u V 

La ligne L sera donc une trajectoire orthogonale d'un 
système de géodésiques lorsque 

/EG — F̂  

a étant une constante. 
Cette égalité, en ayant égard aux valeurs de E, F , G 

du n ' devient 

d'où l'on tire 

Donc : 

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoïdal de pa-
ramètre p autour de l'axe Oz, restent sur l'hélicoïde 
engendré trajectoires orthogonales d'un système de 
géodésiques, sont représentées par les équations 

$ = p cos M, 
7] == p sin w. 

J p2— «2 

On a un résultat très remarquable, lorsque l'on sup-
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pose coiislaiite la courbure géodësîque ^ de la ligue mo-

bile L et en outre p =z o; ici il doit etre 

dv du 
I 

= const. = — y . K y/EG — F2 

Mais, à cause des valeurs de E, F, G, nous avons 

il vient donc 

d'où 

I 

p'_ a . 
p - A-

b étant une constante. La projection equatoriale de la 
ligne mobile L est donc une spirale logarithmique. 

Si Ton désigne par K la courbure totale de la surface, 
on a (puisque E, F , G sont indépendantes de v) 

2V/EG -F2 du \/eG — F2 du ) ' 
c'est-à-dire 

J. ^ L ^Hp'^— 99") 
«2 p4 

a 

Cette égalité, à cause de p = be^ , devient 

On a donc ce théorème : 

Si sur une surface de révolution une trajectoir e or-
t]iogonale\i d'un système de géodésiques a la cour-
bure géodésique constante, la projection équatoriale 
de la ligne L est une spirale logarithmique et la sur-
face est il courbure constante négative. 
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7. Considérons riiélicoïde engendré par un cercle de 

rayon R dont le centre glisse sur l'axe de la surface, 
tandis que le plan du cercle passe toujours par cet axe. 

Puisque les coordonnées d'un point quelconque du 
cercle sont 

^ = = o, Ç = R s i n a , 

les coordonnées x , j , z d'un point quelconque de la 
surface sont données par les égalités 

.r = R cosii cosp, J = R cosii sinç?, = - h R sin w, 

d'où l'on tire 

E = R 2 , F = 2 / 3 R C O S Î Î , G R2COS2W. 

La formule (9) donne pour la courbure géodésique ~ 

des trajectoires orthogonales Lt des cercles {v = const.) 

Les lignes Lt sont des géodésiques sur l'hélicoïde 

lorsque ^ ~ o, condition qui n'est autrement remplie 

que par R ~ 
On a donc la propriété suivante : 

Lorsque le paramètre du mouvement hélicoïdal est 
égal au ray on du cercle mobile, les trajectoires ortho-
gonales des cercles sont des lignes géodésiques. 
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Partie. Grand in-8" de vrii-492 pages. Paris, 

Gautliicr-Villars; 1886. Prix : 

Dans le domaine des Mathématiques pures, on peut, distin-
guer deux parties : Tune, la plus élevée, qui s'augmente 
constamment, presque toujours par degrés insensibles, ne re-
garde que les mathématiciens; l'autre, longtemps immuable, 
s'accroît brusquement, à des intervalles éloignés, par l'adop-
tion de quelque théorie nouvelle : c'est la matière de l'ensei-
gnement, ce que doivent retenir et savoir appliquer tous les 
hommes qui s'adonnent aux sciences exactes et, sans cultiver 
les Mathématiques, ont toujours besoin de les connaître. 

Dans laquelle de ces deux parties faut-il aujourd'hui ranger 
lös fonctions elliptiques? Partout on les enseigne; seuls les 
mathématiciens savent s'en servir. Elles traversent, semble-
t-il, une période de transition. C'est avec l'espoir de hâter la 
fin de cette période que j'ai entrepris cet Ouvrage. 

Trois Volumes, dont voici le premier, contiendront à peu 
près complète, je l'espère, la théorie des fonctions elliptiques, 
avec ses principales applications, au point où l'on est aujour-
d'hui parvenu. Mais, en oil'rant au lecteur le moyen de s'in-
struire complètement dans cette partie des Mathématiques, 
j'ai voulu lui permettre de graduer son instruction. J'ai donc 
réservé pour le troisième Volume ce qu'il y a de plus abstrait, 
la théorie de la transformation, les applications à l'Algèbre 
et à l'Arithmétique supérieure; cette partie ne regarde que les 
mathématiciens, et les travaux incessants dont elle est actuel-
lement l'objet prouvent qu'elle n'est pas encore parvenue à la 
dernière perfection. 

L'étude des sept premiers Chapitres, la moitié du premier 
\ olume, suffira })Our connaître les fonctions elliptiques aussi 
complètement qu'on apprend la Trigonométrie dans les cours 
élémentaires, pour comprendre les applications à la Mécanique, 
à la Physique, à la Géométrie, au Calcul intégral. 

Ces applications sont nombreuses déjà, toutes d'une grande 
importance, comme l'attestent les noms des géomètres qui les 
ont faites, Gauss, Jacobi, Lamé, Hermite, pour ne citer que 
les plus célèbres. 

C'est à rendre ces applications facilement accessibles que je 
me suis surtout attaché, et l'on ne devra pas s'étonner de me 
voir, en niaint endroit, insister sur des détails qui ne semblant 
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point d'abord intéresser la théorie générale : la meilleure 
théorie n'est-elle pas celle qui s'applique le mieux? 

Les applications auraient pu, au moins en grande partie, être 
placées dans la seconde moitié de ce premier Volume. Je les 
ai remises au second, qu'elles rempliront entièrement. l ia paru 
préférable de compléter celui-ci par l'exposé des divers modes 
de développement des fonctions elliptiques en séries. C'est une 
théorie dont la connaissance constitue un second degré d'in-
struction, mais qui, répétons-le, n'est pas indispensable, pas 
plus que la connaissance des développements en séries n'est 
jugée nécessairepour apprendre et appliquer la Trigonométrie. 
Toutefois, comme Tun des modes de développement, particu-
lièrement célèbre, a une grande importance pour les calculs 
numériques, je l'ai exposé à part, dès le Chapitre VIIÎ, offrant 
ainsi au lecteur l'occasion d'acquérir facilement, par la con-
naissance des séries de Jacobi, ce qu'il y a de plus essentiel 
dans la seconde partie de ce Volume. 

Les mathématiciens verront sans doute avec étonnement que, 
ne prenant pas les séries pour point de départ, je n'emploie 
pas cependant les intégrales imaginaires et les éléments de la 
théorie générale des fonctions, si propres à simplifier l'exposi-
tion directe. Les procédés dont je fais usage, plus élémen-
taires, répondent mieux, je crois, à l'idée d'instruction gra-
duelle, qui m'a servi de guide. En rejetant à la fm du Volume 
l'étude des liens étroits qui unissent les intégrales imaginaires 
et les fonctions doublement périodiques, j'ai sacrifié l'élégance 
à l'utilité. Si j'ai été entraîné par là, notamment dans les Cha-
pitres V et VI, à quelques longueurs, il ne faut pas trop le re-
gretter : les détails qu'exige l'unique considération des inté-
grales réelles sont, de toute façon, nécessaires; si, en se servant 
d'abord des intégrales imaginaires, on les évite dans la théorie 
générale, on est tenu de les aborder ensuite pour certaines ap-
plications. Sur ce point donc, je demande aux mathématiciens 
leur indulgence provisoire, jusqu'à la publication du second 
Volume. Ils pourront alors juger si le mode d'exposition, 
adopté spécialement pour rendre les applications faciles, ré-
pond, autant que je le crois, au but proposé. 

Les notations employées dans cet Ouvrage sont celles de 
M. Weierstrass. La préférence qu'il faut leur accorder sur les 
notations primitives n'est pas contestable. Pour les applica-
tion« ,̂ elles constituent un très grand progrès, grâce surtout à 
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ravantagc ele fournir, dans l'inversion des intégrales elliptiques, 
les mêmes formules, quel que soit le nombre des raeines réelles 
du polynôme placé sous le radical. Ce n'est pas seulement par 
là que iM. Weierstrass a innové dans la théorie des fonctions 
elliptiques, comme on peut le voir dans les quelques feuilles, 
trop concises, publiées, d'après ses Leçons, par M. H.-A. 
Schwarz avec un soin extrêmement remarquable. Je n'ai pas 
manqué de consulter cette publication et d'y prendre un grand 
nombre de formules. 

Tout en adoptant les notations nouvelles, je fais connaître, 
dès le début, les anciennes. En apprenant ici les fonctions el-
liptiques, on n'aura pas à craindre de ne pouvoir lire les Ou-
vrages ou les Mémoires écrits avee les notations primitives, 
qui, à défaut d'autres titres, ont celui d'avoir servi à Legendre, 
Abel, Jacobi et à notre contemporain M. Hermite. 

Dans le cours de ce Volume, on trouvera rarement cités les 
auteurs à qui sont empruntées les idées ou les démonstrations. 
Je n'aurais rien ajouté à la gloire des géomètres que je viens 
de nommer en répétant leurs noms à chaque page. J'ai cru 
mieux faire en composant un aperçu historique sur les fonc-
tions elliptiques, où chaque progrès, mis à sa place au point 
de vue de l'importance et de l'époque, apparaît dans son vrai 
jour. IMais cet aperçu ne peut être utile qu'aux personnes déjà 
versées dans la théorie; il terminera le troisième Volume et 
contiendra les indications nécessaires pour que le lecteur re-
trouve aisément dans le cours de l'Ouvrage les théories, dont 
il connaîtra déjà le sens, et dont l'histoire lui sera alors pré-
sentée. 

Des amis dévoués, MM. Alfred Collet et Charles Brisse ont 
pris la peine de lire les épreuves et m'ont prêté un bien utile 
et bien gracieux concours; notre célèbre imprimeur-éditeur, 
M. Gauthier-Villars, après avoir accueilli cette publication 
avec un empressement que je ne saurais oublier, lui a prodigué 
tous ses soins, au delà, sans doute, de ce qu'elle méritait. Seul, 
on le voit, je suis responsable des fautes qui subsistent. Mais 
le public d'élite, auquel s'adresse cet Ouvrage, saura bien 
discerner que j'ai voulu seulement être utile et me pardonnera, 
sans effort, toutes les imperfections qu'il serait en droit de me 
reprocher, si mon livre avait des prétentions plus hautes. 
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EDMOND l A G U E R R E , SA VIE ET SES TRAVAUX ( 0 ; 
PAR M . EUGÈNE R O U G H É , 

Examinaleur de sortie à l'Ecole Polytechnique, 
Professeur au Conservatoire des Arts et Métiers. 

I. 

Edmond Laguerre a vécu modeste et tranquille, loin 
des agitations mondaines, entre ses livres, sa famille et 
quelques amis dévoués. Ses recherches scientifiques, les 

.̂xigences du devoir professionnel, son affection pour son 
aimable compagne, enfin l'éducation de ses deux filles 
l'ont absorbé pleinement^ aucun autre plaisir n'a eu d'at-
traits pour lui, et, à notre époque de désirs impatients et 
d'ambition fébrile, Laguerre a su ne puiser ses joies 
qu'aux sources pures du devoir et du travail. 

Né à Bar-le Duc, le 9 avril i834, il a fait ses études 
dans divers établissements d'instruction publique, ses 
parents l'ayant successivement déplacé pour qu'il eût 
sans cesse auprès de lui un compagnon chargé de veiller 
sur sa santé déjà précaire. Partout, au collège Stanislas, 
au lycée de Metz, à l'Institution Barbet, à l'École Poly-
technique, il se fit remarquer par sa rare intelligence et 
par une aptitude singulière pour les langues vivantes et 
pour les sciences mathématiques. Certes, il n'était pas 
un de ces élèves qu'aucune étude ne captive au delà de 
l'heure réglementaire, et qui s'appliquent à toute chose 
avec une ardeur égale et prudemment contenue. Ses cama-
rades, il faut bien le dire, l'ont vu plus d'une fois plan-

( ' ) Extrait du Journal de V École Poly technique ^ LVP Cahier. 

Ann, de Malhémat., série, t. YI. (Mars 1887.) 8 
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ter là son lavis ou son dessin graphique ^pour courir 
après une idée qui hantait son esprit. C'est pourquoi, 
entré à l'Ecole le quatrième, il n'était classé que le qua-
rante-sixième à la sortie^ mais, en revanche, il avait 
déjà débuté dans la carrière scientifique par un coup de 
maître, et nous admirions tous cet étonnant garçon qui, 
étant encore sur les bancs, trouvait la solution complète 
du problème de la transformation homographique des 
relations angulaires, solution qui avait échappé à Chasles 
et à Poncelet et qui comblait une lacune regrettable de 
la Géométrie supérieure. Le bon Terquem entrevit 
immédiatement toute la portée de ce brillant début. 
(( Profond investigateur en Géométrie et eu Analyse », 
écrivait-il dès lors dans ses Annales,, « le jeune Laguerre 
possède un esprit d'abstraction excessivement rare, et 
Ton ne saurait trop encourager les travaux de cet homme 
d'avenir. » 

Cependant, Laguerre se tut pendant dix ans. Homme 
de devoir avant tout, son métier d'officier d'artillerie le 
prit d'abord tout entier, et ses camarades de garnison 
pourraient dire avec quel zèle il s'appliquait à tous les 
détails d'un service si peu en harmonie avec ses allures 
et avec ses goûts. Puis, envoyé à la manufacture d'armes 
de Mutzig, il put à loisir s'y livrer à ses études favo-
rites; son isolement, comme autrefois le séjour de Pon-
celet à Saratof, lui fut éminemment favorable, et, en 1864, 
lors de sa nomination comme répétiteur à l'Ecole Poly-
technique, il revint à Paris solidement armé pourrepa-
raitre sur l'arène scientifique. 

De i865 à 1886, Laguerre n'a cessé d'émettre des idées 
originales et profondes sur les diverses branches des 
Mathématiques pures. Si la variétés des sujets rend ses 
Mémoires difficiles à classer, la concision avec laquelle 
il les rédigeait les rend encore plus impropres à l'analyse \ 
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et, pour mettre son œuvre dans tout son joiu', il faudrait 
en reproduire entièrement la majeure partie. Mais, si nul, 
mieux que lui, n'a observé les prescriptions de Boileau, 
nul aussi, il faut le reconnaître, n'a su, en se bornant^ 
mettre dans des écrits plus de précision et de clarté. Que 
de fois l'ai-je entendu s'élever vivement contre la pro-
lixité de certains auteurs plus sobres d'idées que de mots ! 
(( Quand on veut être lu », répétait-il sans cesse, « on 
ne délaye pas en cent pages un sujet dont le développe-
ment en exige à peine dix. )) Qu'on me pardonne ces 
détails; mon esprit est encore plein du souvenir de ces 
(causeries intarissables et charmantes dont nos tournées 
pour l'admission à l'Ecole Polytechnique nous fournis-
saientl'heureuse occasion. Déjà liés d'amitié avant notre 
entrée à l'École, puis associés pendant longtemps à la 
môme besogne, nous avions un profond attachement l'un 
pour l'autre, et j'ai pu, mieux que personne, je le dis non 
sans fierté, apprécier son savoir si étendu et sa loyauté 
si parfaite, constater sa bienveillance inépuisable sous 
des dehors parfois un peu brusques, et pénétrer les 
nobles qualités de ce cœur peu prodigue de ses trésors. 

IL 

L'œuvre deLaguerre se compose de i4o Notes ou Mé-
jnoires que l'on peut rattacher à huit chefs princi-
paux : 

Emploi des imaginaires en Géométrie^ 
Application du Calcul intégral et de la théorie des 

formes à la Géométrie-, 
Géométrie infinitésimale ; 
Géométrie de direction ; 
Méthodes d'approximation pour certaines fonctions 

analytiques^ 
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Résolution numérique des équations : 
Equations diflérentielles et fonctions elliptiques. 

Nous consacrerons un paragraphe à chacune de ces sé-
ries de travaux, en suivant Tordre même que nous venons 
d'indiquer. 

m. 
Le premier travail de Laguerre, nous l'avons déjà dit, 

est relatif à la transformation homographique des rela-
tions angulaires. 

On sait, depuis Poncelet, que tous les cercles tracés 
dans un meme plan passent par deux points fixes imagi-
naires situés sur la droite à l'infini de ce plan. Laguerre 
donne à ces points I et J le nom d'ombilics du plan; et 
¡1 appelle droite isotrope toute droite menée par un ombi-
lic. Les droites isotropes d'un plan forment deux sys-
tèmes distincts : le premier est composé de droites paral-
lèles entre elles, mais passant pari ; le second de droites 
aussi parallèles entre elles, mais passant par J . De chaque 
point du plan partent deux droites isotropes de systèmes 
dilférents et dont l'ensemble forme un cercle de rayon 
nul. Le plan étant réel, toute droite isotrope renferme 
un point réel, mais un seul : c'est celui ou elle coupe la 
droite isotrope quî lui est ima^inairenient conjuguée. 

Cela^posé, voici le principe sur lequel repose la solu-
tion du problème de la transformation homographique 
des relations angulaires : 

Le rapport anliarmonique p du faisceau formé par 
les deux côtés d'un angle 9 et par les droites isotropes 
passant par son sommet est égal ci 

d OÙ l'on déduit 

^ " " h ' ""S 
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les logarithmes étant népériens et la lettr e i désignant le 
symbole y/ — i . 

D'après cela et en vertu de la projectivité du rapport 
anharmonique, si plusieurs angles Ai , . . , , A t̂,. . . , A„, 
situés dans un même plan, satisfont à une relation d'ail-
leurs quelconque 

les angles correspondants A'Î, . . . , A'̂ , . . . , A'„ de la 
figure homographique seront liés par la relation 

ai désignant en général le rapport anharmonique que 
les deux côtés de l'angle A'̂  forment avec les droites qui 
joignent son sommet aux points qui correspondent aux 
ombilics de la première figure. 

Par exemple, si l'on applique la transformation à 
théorème élémentaire, la somme des angles d'un poly-
gone plan est un multiple de deux angles droits, on 
tombe sur le théorème de Carnot relatif aux segments 
qu'une transversale détermine sur les côtés d'un poly-
gone. 

Laguerre exposa, quinze ans plus tard, sa doctrine sur 
Y emploi des imaginaires en Géométrie dans un Cours 
qu'il professa à la salle Gerson et dont il n'a malheureu 
sement publié que quelques Extraits, se contentant d'y 
puiser, à diverses reprises, le sujet d'importants travaux. 
Cette doctrine repose, en dernière analyse, sur trois no-
tions fondamentales ; la notion de l'angle rattachée, 
comme nous venons de le dire, à celle du rapport 
anharmonique, la distinction entre les foyers réels et les 
foyers singuliers, et enfin une représentation géomé-
trique des points imaginaires situés soit dans un plan, 
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soit dans l'espace. Nous avons développé la première 
idée; voici quelques explications sur les deux autres. 

On nomme, d'après Pliicker, foyer d'une courbe plane 
tout point tel que deux tangentes menées par ce point 
à la courbe passent respectivement par les ombilics du 
plan. Si la courbe ne passe pas par les points I et J , on 
peut meni^r, par chacun de ces ombilics, un nombre de 
tangentes égal à la classe ¡JL de la courbe, d'où résultent 
deux faisceaux dont les intersections sont les [Jî  foyers 
de cette ligne; [x de ces foyers sont réels et suffisent, 
d'ailleurs, pour déterminer les autres. Mais, si la courbe 
passe par I et J , les faisceaux des tangentes menées par 
ces deux points forment deux groupes ; le premier groupe 
est composé des tangentes dont le point de contact n'est 
pas un ombilic, et, si h est le nombre des branches de la 
courbe qui passent par chacun des points I et J , ce pre-
mier groupe contient [jl — 2 A' foyers réels que Laguerre 
nomme/bj e/\s ordinaires comme les foyers trouvés dans 
le cas précédent. Le second groupe, formé par les tan-
gentes ayant leur point de contact en l'un des ombilics 
sur la droite de l'infini, donne k foyers réels que l'on doit 
compter comme doubles et que Laguerre nomme foyers 
singuliers. Telle est la distinction entre les foyers ordi-
naires et les foyers singuliers dont Laguerre a révélé 
l'importance en montrant combien diilérents étaient 
leurs rôles en Géométrie plane et particulièrement dans 
la théorie des courbes du quatrième ordre qui ont les 
ombilics pour points doubles, et que M. Moutard, en les 
considérant à un autre point de vue, avait qualifiées 
iïanallagmatiques. 

Quant au mode de représentation géométrique des 
points imaginaires, il découle immédiatement, pour le 
plan, de la considération des droites isotropes; il con-
siste à représenter tout point imaginaire A par le seg-
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ment ad que déterminent les deux points réels a et d 
situés respectivement sur les deux droites isotropes pas-
sant par A. On montre aisément que la position de ce 
segment représentatif est indépendante du choix des 
axes de coordonnées, et Ton voit en outre que, lorsque 
le point A est réel, les points a et d se confondent avec 
lui, en sorte que le cas d'un point réel est contenu dans 
le cas général du point imaginaire. L'étude complète 
d'une courbe consistera dans la recherche du mode de 
distribution des segments représentatifs de ces divers 
points. Ainsi l'on trouve que : pour qu LUI segirient 
[ad) représente un point situé sur un cercle réel, il 

faut et il suffit que les points a et d soient réciproques 
par rapport à ce cercle, et que, pour qu un segment 
(ad) représente un point situé sur une ellipse réelle, il 
faut et il suffit que les deux points a et d appartiennent 
à une hyperbole liomofocale h Vellipse et que la droite 
ad soit parallèle ¿i Vune des normales à l'ellipse en 
l'un des points où cette courbe rencontre l'hypei bole. 
Le cas de la droite est le plus important : Pour que plu-
sieurs segments représentent des points situés sur une 
même ligne droite, il faut et il suffit que le polygone 
formé par les origines de ces segments et le polygone 
formé par leurs extrémités soient semblables et inver-
sement placés, Laguerre en déduit la solution graphique 
des problèmes relatifs à la ligne droite déterminée par 
les segments représentatifs de deux de ses points et donne 
ainsi le moyen de réaliser les constructions où entrent 
des données imaginaires. Là est en effet le nœud de la 
question, attendu que certains problèmes, dont la considé-
ration des imaginaires donne une solution théorique sim-
ple et souvent immédiate, ne sont résolus effectivement 
qu'autant que les constructions auxquelles conduit le 
mode de démonstration sont réalisables. 
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La représentation géométrique des points imaginaires 

dans Tespace n'est guère moins simple : mais il faut 
auparavant déiiuir les plans et les cônes isotropes, ainsi 
que la conique ombilicale. Si par un point réel ou ima-
ginaire on mène divers plans, chacun de ces plans con-
tient deux droites isotropes passant par le point-, ces 
droites sont situées sur un même cône du second degré 
qu'on nomme cô/ie isotrope et que l'on peut aussi consi-
dérer comme une sphère de rayon nul ayant le point 
donné pour centre, en sorte que toute section plane de 
ce cône est un cercle dont le centre est la projection du 
sommet du cône sur le plan. Tous les plans isotropes 
coupent le plan de l'iniini suivant un même cercle 
commun à toutes les sphères de l'espace, et que Laguerre 
nomme conique ombilicale. Par une droite on peut, en 
général, mener deux plans tangents à l'ombilicale; ce 
sont des plans isotropes. Le couple de plans isotropes 
passant par une droite donnée est coupé suivant deux 
droites isotropes par un plan perpendiculaire à cette 
droite. Enfin, par une droite isotrope, on ne peut mener 
qu'un seul plan isotrope, ptiisque cette droite coupe le 
plan de l'infini en un point de l'ombilicale. 

Cela posé, soient a un point imaginaire de l'espace eia' 
son conjugué; ces deux points sont les sommets de deux 
cônes isotropes qui se coupent suivant un cercle réel A 
dont le plan est perpendiculaire sur la droite réelle aa\ 
dont le centre est le milieu O du segment aa' et dont le 
rayon est égal à 11, R/ étant l'expression du segment Oa. 
11 est clair que les deux points imaginaires conjugués, 
a et a\ définissent complètement le cercle A, et réci-
proquement; c'est ce cercle réel A que Laguerre nomme 
le cercle représentatif du couple aa'. Il est vrai que, 
dans certaines questions, on peut vouloir distinguer ces 
deux points l'un de l'autre ; il suffit, à cet effet, d'ima-
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giner que le cercle A soit parcouru dans un certain sens ^ 
ce sens déterminera celui des deux points dont on veut 
que le cercle soit la représentation. Pour étudier une 
courbe donnée par des équations supposées réelles, il 
suffira d'étudier les conditions auxquelles doit satisfaire 
le cercle réel A pour que les points imaginaires conjugués 
a et a', qu'il leprésente, appartiennent à la courbe. 
Ainsi, pour quun cercle réel représente un couple de 
points imaginaires conjugués situés sur une ellipse 
réelle, il faut et il suffit que ce cercle appartienne ci 
un hyperboloïde à deux nappes ayant cette ellipse 
pour focale. 

Nous ne pouvons suivre Laguerre dans les déductions 
si nombreuses qu'il n'a cessé, pendant vingt ans, de tirer 
de ces principes fondamentaux ; pour ne pas dépasser 
notre but, qui est surtout de mettre en évidence les 
idées originales de l'auteur, nous nous bornerons à citer 
les résultats les plus saillants parmi ceux auxquels cette 
voie l'a conduit. 

Ce sont : 

Des théorèmes généraux sur les courbes algébri-
ques, tels que les deux suivants : 

Si, par un point M pris daJis le plan d \ine courbe 
de degré n, on trace un cercle quelconque, de rayonV^, 
le produit des distances de ce poijit aux 2 n points com-
muns au cercle et à la courbe est égal à la puissance du 
point M par rapport à la courbe, multipliée par le 
facteur R«. 

Si, par un point M pris dans le plan d'une courbe 
de classe m, on mène des tangentes à la courbe, 
Vorientation de ces tangentes est la même que celle du 
faisceau des droites joignant le point M aux m foyers 
de la courbe, et le centre harmonique du point M rela-
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twement aux points de contact est le même que le 
centre harmonique de ce point relativement aux m 
fojers. 

De ces propriétés métriques découlent de nombreuses 
conséquences relatives à la courbure des lignes et des 
surfaces; voici les plus curieuses : 

Si d'un point A de Vhjpocycloïde ¿i trois rehrousse-
ments on mené ci la courbe la tangente dont le point 
de contact T diffère de A, il suffit de prolonger TA 
d'une quantité égale ci elle-même pour obtenir le 
foyer de la parabole qui suroscule en A Vhypocy-
cloïde. 

Si d'un point M d'une conique sphérique on abaisse 
sur les deux focales réelles des perpendiculaires ren-
contrant la sphère en m et le conjugué harmo-
nique M, par rapport ci m et ci m\ appai tient au plan 
osculateur de la courbe en M. Ce théorème élégant 
n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'une proposition 
relative à la bi(/uadï'atique sphérique^ c'est-à-dire à la 
ligne d'intersection d'une sphère et d'une surface du 
second ordre. 

MT étant la tangente en un point quelconque M 
d'une surface anallagmatique du quatrième ordre, 
etVeti^ les deux autres points communs ci la droite MT 
et Cl la surface ; C désignant en outre le centre de la 
surface et I le milieu de la droite joignant les centres des 
deux sphères qui, passant par M, touchent respective-
ment la surface en P ei Q, on aura le centre de cour-
bure en M de la section normale passant par MT en 
menant par M une droite parallèle à IC, de même sens 
et de longueur double. Pour l'intelligence de ce théo-
rème, nous rappellerons qu'une surface anallagmatique 
du quatrième ordre peut être considérée de cinq manières 
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différentes, comme Tenveloppe de sphères qui coupent 
orthogonalement une sphère fixe, tandis que leur centre 
décrit une surface du second ordre-, les cinq quadriques 
au moyen desquelles on peut ainsi décrire la surface 
sont homofocales, et c'est leur centre commun qu'on 
nomme centre de la surface anallagmatique. Ajoutons 
que, précédemment et presque simultanément, Laguerre 
et M. Darboux avaient trouvé une autre solution, mais 
bien moins élégante, du problème de la courbure des 
surfaces anallagmatiques. 

2® Une étude ayant pour objet d'étendre aux courbes 
sphériques les notions des foyers ordinaires et des 

foyers singuliers et de montrer le rôle important que 
jouent, dans la théorie delà projection stéréographique, 
les génératrices imaginaires delà sphère. 

Lorsqu'on projette stéréographiquement une courbe, 
les foyers ordinaires de la courbe se projettent suivant 
les foyers ordinaires de sa traji s formée. Mais il n'en 
est pas de meme pour les foyers singuliers. Les foyers 
singuliers de la transformée sont situés sur les polaires.^ 
par rapport à la sphère, des droites conjointes du pôle 
de transformation relativement à la courbe que le plan 
tangent ci ce pôle détermine dans Vune quelconque des 
surfaces qid, avec la sphère, définissent la courbe. 

Des recherches générales sur les surfaces à géné-
ratrices circulaires et leur application aux surfaces anal-
lagmatiques du quatrième ordre. 

Laguerre est revenu plusieurs fois sur la théorie des 
lignes et des surfaces anallagmatiques. Dans une pre-
mière Note, il a retrouvé le mode de description donné 
par M. Moutard pour les anallagmatiques planes con-
sidérées comme enveloppes de cercles, eu le déduisant 
de l'existence de quatre cônes qui passent par une bi-
quadratique sphérique; puis, dans deux autres écrits. 
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après avoir démontré, relativement aux surfaces anal-
lagmatiques, plusieurs beaux théorèmes déjà énoncés 
par M. Moutard, Laguerre a fait connaître les pro-
priétés toutes nouvelles des focales ordinaires et singu-
lières de ces surfaces, ainsi que les curieuses relations 
qui existent entre les quadriques homofocales qui per-
mettent leur génération ; de là résultent diverses propo-
sitions sur les surfaces homofocales du second ordre, par 
exemple la suivante : 

Étant donnés deux surfaces homofocales du second 
degré et un plan arbitraire!? j si Von prend respective-
ment sur chacune de ces surfaces un point m et un 
point m', tels que les plans tangents en ces points se cou-
pent sur une droite située dans le plan P, toutes les 
droites telles que mm'sont normales à une même surface. 

4" Un Mémoire sur la cy clide de ¿>¿¿̂ >1/2, renfermant 
beaucoup de propositions nouvelles sur les surfaces de 
tous les ordres; nous signalerons spécialement la partie 
de ce travail qui concerne les su?faces douées d'un axe 
de rotation. 

On dit qu'une surface S est douée d'un axe de rota-
tion, s'il existe une droite D telle, qu'en faisant tourner 
S autour de D d'un angle arbitraire et désignant par S' 
sa nouvelle position, les surfaces S et se coupent sous 
un angle constant le long de leur intersection, et cela 
quel que soit l'angle de rotation. La recherche des sur-
faces douées d'un axe de rotation est un problème dif-
ficile. Laguerre a trouvé d'abord une solution con-
tenant une fonction arbitraire; elle est fournie par 
des surfaces déjà étudiées par M. O. Bonnet et dont les 
deux systèmes de lignes de courbure sont composés 
l'un de cercles, l'autre de courbes sphériques; puis il a 
trouvé une deuxième solution entièrement distincte de 
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la première et renfermant aussi une fonction arbitraire. 
La cyclide de Dupin jouit de la singulière propriété 
d'appartenir à la fois aux deux espèces de surfaces et 
elle possède quatre axes de rotation, deux de la pre-
mière espèce, deux de la seconde. 

Des recherches sur les biquadratiques gauches, 
c'est-à-dire sur les lignes d'intersection de deux sur-
faces du second ordre, dont voici le point le plus im-
portant : 

Etant données une surface du second ordre et deux 
droites fixes, Chasles avait démontré que, si une droite 
mobile rencontre les deux droites fixes en s'appuyant 
sur la surface, la courbe de contact était une biquadra-
tique gauche. On pouvait se demander si, inversement, 
toute biquadratique gauche pouvait résulter d'un tel 
mode de génération et comment, dans le cas de l'affir-
mative, on pourrait déterminer la quadrique et les deux 
droites fixes. En empruntant à Clebsch ses principes sur 
l'application des fonctions elliptiques à la géométrie des 
courbes gauches, Laguerre a fait voir que, pour une 
biquadratique donnée, on peut toujours faire passer six 
(juadriques permettant la génération indiquée par 
Chasles et que, l'une des surfaces étant choisie, on peut 
encore prendre d'une infinité de manières les deux 
droites fixes ; une circonstance assez remarquable est la 
rencontre en cette étude des surfaces quadricuspidales, 
déjà étudiées par de la Gournerie, et dont plusieurs 
belles propriétés ont été ainsi rattachées incidemment à 
la théorie des intégrales elliptiques. 

Laguerre a en outre étendu à ces surfaces un beau 
théorème qu'il avait donné sur les surfaces du second 
ordre : Si, par une ligne de courbure quelconque K 
dUuie quadrique A, on mène une autre quadrique A', 
la surface développable circonscrite ci A et k' touche A 
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suivant une de ses lignes de courbure^ de même, si, par 
la biquadratique K, on mène une quadricuspidale 
quelconque la développable circonscrite à K et A'' 
touche A suivant une de ses lignes de courbure. 

Une étude pleine d'intérêt sur les lignes que La-
guerre a nommées cassiniennes. Ces courbes, dont le 
type est l'ellipse de Cassini, sont les anallagmatiques 
planes ou spliériques jouissant de cette propriété que 
l'on peut circonscrire à la conique qui les définit un 
qtiadrilatère inscrit dans le cercle directeur correspon-
dant. Laguerre a fait connaître pour ces lignes plu-
sieurs modes de génération fort élégants; par exemple : 

Si une biquadratique sphérique est telle qu une 
droite passant par deux points de cette courbe ait pour 
jyolaire, relativement ci la sphère sur laquelle elle est 
tracée, une droite rencontrant la courbe en deux 
points^ cette ligne est une cassinienne. 

Si une droite s'appuie sur les droites fixes en res-
tant tangente ci une sphère, cette courbe de contact est 
une cassinienne. 

Il a, de plus, indiqué une manière d'associer deux à 
detix les points d'une cassinienne qui facilite extrême-
ment l'étude delà courbe et conduit à des propriétés fort 
remarquables : 

Si V on prend le conjugué harmonique d'un point 
fixe quelconque de la sphère relativement ci chacun des 
couples de points associés d'une cassinienne, le lieu de 
ces points conjugués est un cercle. 

Si a et b,^ c et d sont les points diamétralement op-
posés Cl deux couples quelconques A et B, C et J} de 
points associés d'une cassinienne, et si M désigne un 
point quelconque de la courbe, la différence des aires 
des triangles spliériques M MCÎ/ reste constante. 
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Laguerre retrouve les cassinieunes en partant d'un 

point de vue tout autre dans un Mémoire Suj' quelques 
propriétés des foyers des courbes algébriques et des 
focales des cônes algébriques, 

La proposition fondamentale, dans ees nouvelles re-
elierelies, est la suivante : 

La polaire d\in point quelconque M du plan d'une 
courbe de classe, par rapport aux droites obte-
nues en menant par chacun des m foy ej^s réels une per-
pendiculaire sur la droite qui joint ce foyer au point 
M, se cojifond avec la polaire de ce même point M par 
rapport aux normales à la courbe, qui ont pour pieds 
les points de contact des tangentes issues du poiîit M. 

Aprt̂ s avoir déduit de là ce beau théorème de Liou-
ville : Si, aux points de rencontre d'un cercle et d'une 
courbe plane, on mène les normales à la courbe, la 
polaire du centre du cercle par rapport ci ces normales 
est située à Vinfini, Laguerre en fait Tapplication aux 
coniques homoFocales, ce qui le conduit à cette proposi-
tion remarquable : 

Si Von abaisse d'un point des normales ci Vune quel-
conque des cojiiques ayant pour foyers deux points 
donnés F et F', les tangentes menées aux pieds des 
normales forment un quadrilatère complet, dont les 
six sommets sont trois couples de points associés d'une 
cassinienne cubique, que ces sommets décrivent lorsque 
la conique ^mrie. Ces tangentes roulent en même temps 
sur une parabole dont le foyer est le conjugué harmo-
Jiique du point M par rapport à Y et à F'. 

L'auteur étend ensuite aux cônes algébriques les pro-
priétés qui précèdent et déduit de là le moyen de con-
struire, relativement à une arête donnée. Taxe de cour-
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bure et mèrae Taccélération de courbure d'un cône du 
second ordre dont on connaît les focales. 

Un Mémoire Sur la coiirhe enveloppée par les 
axes des coniques qui passent par quatre points 
donnés. 

Cette courbe, du quatrième degré et de la troisième 
classe, doublement tangente à la droite de l'infini, ren-
ferme dans son équation six constantes arbitraires, et, 
comme quatre points donnés introduisent huit con-
stantes, il en lésulte que la môme courbe peut être 
regardée d'une infinité de manières comme l'enveloppe 
des axes d'une conique assujettie à passer par quatre 
points, Laguerre se propose de déterminer, pour une 
courbe donnée de la troisième classe doublement tan-
gente à la droite de F infini, les divers systèmes de 
quatre points qui donnent lieu au mode de génération 
indiqué. La solution repose sur cette propriété cu-
rieuse : 

L^enveloppe des axes des coniques circonscrites à un 
quadj^angle donné A13CD est Venveloppe des asym-
ptotes des coniques circonscrites au quadrangle dérivé, 
c''est-à-dire au quadrangle dont les sommets sont les 
centres des cercles circonscrits aux triangles ABC, 
BCD, CDA, DAB. 

Parmi les théorèmes qu'il en déduit, nous remarque-
rons le suivant : 

Les asymptotes des coniques passant par les sommets 
d'un triangle et par le point de concours des hauteurs 
enveloppent une hypocycloïde h trois rehroussements,^ 
tandis que les axes de ces courbes enveloppent la ligne 
symétrique de cette hypocycloïde relativement à son 
centre. 



( ! = • ) 
Étendant ensuite ses reelierclies à la géométrie à trois 

dimensions, Tauteur étudie la distribution dans l'espace 
des axes des quadriques de révolution, passant par 
quatre ou cinq points donnés; il démontre en particu-
lier cette proposition : 

Cinq points étant donnés sur une quadrique de révo-
lution, les centres des cinq sphères circonscrites aux 
cinq tétraèdres que Von peut former en groupant ces 
points quatre à quatre sont situés sur une cubique 
gauche ayant pour asymptote Vaxe de la surface. 

Il montre enfin que la plupart des résultats obtenus 
ne sont que des cas particuliers de théorèmes plus géné-
raux, relatifs aux lignes spiriques et aux surfaces engen-
drées par la rotation de ces lignes autour de leur axe. 

Ces lignes spiriques, dont il avait signalé dans un 
travail antérieur une série de propriétés, sont des anal-
lagmatiques planes du quatrième ordre, possédant un 
axe de symétrie. Une telle courbe a deux foyers singu-
liers situés sur l'axe de symétrie : si ces foyers coïnci-
dent, elle devient un ovale de Descartes-, si l'un des 
foyers singuliers est rejeté à l'infini, elle s'abaisse au 
troisième degré; enfin, elle se réduit à une conique, si 
les deux foyers singuliers passent à l'infini. Nous cite-
rons seulement, parmi les propriétés que Laguerre a 
fait connaître, celle qu'il considérait comme fondamen-
tale : 

Si Von joint un point mobile sur une spirique à deux 
points fixes de la courbe, les perpendiculaires élevées 
sur les milieux des deux cordes ainsi obtenues tracent 
sur Vaxe de symétrie deux divisions homographique s 
ayant pour points doubles les foyers singuliers de la 
courbe ; A'oix l'on déduit aisément que, un quadrangle 

Aîin. de Mathémat., série, l. VI. (Mars 1887.) 9 
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étant inscrit dans une spirique, les sommets du qua-
drangle dérivé et les deux foyers singuliers de la 
courbe appartiennent à une même conique, 

9® A cette étude sur la spirique se rattache une mo-
nographie intéressante sur la cardioide^ renfermant 
beaucoup de propriétés nouvelles. 

La cardioide est répicycloïde engendrée par un point 
d'un cercle mobile qui roule sans glisser sur un cercle 
de même rayon. Elle dérive de la spirique générale, 
lorsque les points doubles à l'infini deviennent des 
points de rebroussement et que les deux foyers singu-
liers se confondent en un seul F . La division homogra-
phique dont nous avons parlé à la fin de l'alinéa précé-
dent a ses deux points doubles réunis en F , et l'ou 
obtient ce théorème : 

Si l'on joint un point mobile de la cardioide à deux 
points fixes de la courbe,, et qu on nomme I K les 
points Oli Vaxe de symétrie rencontre les perpendicu-
laires élevées sur les milieux des cordes ainsi obtenues, 
la différence 

F I F X 

reste constante. 

D'autres propriétés résultent d'ailleurs de l'applica-
tion à la cardioïde des théorèmes généraux que nous 
avons énoncés ci-dessus (i®). De la combinaison des 
deux points de vue résulte une théorie simple et élé-
gante de cette courbe qui rentre d'ailleurs dans le 
groupe des unicursales de troisième classe, dont La-
guerre a donné un mode de génération digne d'être 
remarqué : 

Une courbe de troisième classe est unicursale, si un 
cercle jouit de la propriété que deux tangentes, menées 
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à la courbe par chacun de ses points, soient à angle 
droit. Le cercle touche la courbe en trois points et les 
normales menées au cercle en ces points sont tangentes 
à la. courbe, 

lo® Citons enfin deux Notes auxquelles Laguerre 
attachait quelque prix et qui ont pour objet la relation 
qui existe entre un cercle circonscrit à un triangle ou 
à un quadrilatère, et les éléments d'une conique in-
scrite dans le même polygone, 

Poncelet a montré que, si un triangle est à la fois 
inscrit dans un cercle C et circonscrit à une conique, on 
peut inscrire et circonscrire à ces deux courbes une infi-
nité de triangles. Mais quelle relation doit-il exister 
dans ce cas entre les éléments de la conique et du cercle? 
Telle est la question que Laguerre s'est posée, et voici 
la solution qu'il a donnée : F et G étant les deux foyers 
de la conique, O le centre du cercle, F ' et G' les points 
réciproques de F et G relativement au cercle, si l'on 
mène, par F , la parallèle à OG jusqu'à sa rencontre R 
avec GF^, la longueur de l'axe focal est moyenne pro-
portionnelle entre GR et GF^ 

Dans le cas du quadrilatère, D étant le point de ren-
contre de FG' et GF', si l'on mène par F la parallèle 
à OD jusqu'à sa rencontre R avec GF', la longueur de 
l'axe focal est moyenne proportionnelle entre GR et 
G F . 

IV. 

Passons maintenant à l'application du Calcul intégral 
et de la théorie des formes à la Géométrie. 

En développant la belle interprétation géométrique, 
donnée par Jacobi, de l'équation d'Euler 

dx ^ _dy 
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où f désigne un polynôme du quatrième degré, La-
guerre a été conduit à donner à l'intégrale une forme 
remarquable par sa simplicité : 

Si Von décompose, d'une façon quelconque, le poly-
nôme f{x) en deux facteurs du second degré ^{x) et 
o (o:), Vintégrale générale de Véquation d*Euler est 

C désignant une constante arbitraire. 

Parmi les propriétés des cubiques gauches et des 
cônes du second degré, que Laguerre a rattachées à 
cette intégration, nous appellerons surtout l'attention 
sur une construction géométrique fort ingénieuse et re-
lative à l'addition des fonctions ultra-elh'ptiques de pre-
mière espèce \ cette construction repose sur le théorème 
suivant : 

Étant donnés sur une cubique gauche six points 
dont les paramétrés sont les racines de Véquation du 
sixième degré V == o, si Von considère un quelconque des 
cônes du second ordre qui passejit par ces six points 
et deux plans tangents ci ce cône, on aura les deux 
relations 

r^^ dx ^ dy r'^ dz ^^ 

•¿0 y/vT^" ' ' ' 
xdx f^' ydy ^ zdz _ ^ r"'' Xdx , r^' ydy 

J . , / W ) . ' 'A-o v/v(7) sjMiz) 

oii Xo,yo^Zo désigne fit les paramètres des points oit 
le premier plan coupe la cubique et Xî , j z^ les pa-
ramètres des points oii la cubique est rencontrée par le 
second plan. 

On remarijuera l'analogie de ces résultats avec ceux 
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donnés par Jacobi relativement aux fonctions ellipti-
ques : Jacobi obtenait la construction de l'addition des 
fonctions elliptiques en faisant rouler une droite sur 
l'une quelconque des coniques qui passent par quatre 
points fixes dont la position détermine un polynôme du 
quatrième degré; Laguerre effectue géométriquement la 
construction des fonctions ultra-elliptiques de première 
espèce en faisant rouler un plan sur l'un quelconque 
des cônes du second degré qui passent par six points 
fixes dont la position, sur la cubique gauche qui les 
renferme, détermine un polynôme du sixième degré. 

C'est au lien intime qui existe entre la décomposi-
tion en trois carrés du polynôme du sixième degré et le 
problème relatif à la construction des cônes du second 
degré qui passent par six points de l'espace, qu'est due 
ici l'introduction, à côté du Calcul intégral, de la théorie 
des formes algébriques. 

Voici maintenant des recherches géométriques où 
cette dernière théorie intervient d'une manière exclu-
sive et plus complète. Ces recherches concernent suc-
cessivement les lignes planes, les surfaces réglées du 
second ordre, et enfin la surface du troisième ordre qui 
est la réciproque de la surface de Steiner. 

Considérons d'abord les lignes planes. 
Une première étude est fondée sur la considération 

de l'équation U [j.) = o qui a pour racines les coeffi-
cients angulaires des tangentes menées du point (x , jŷ  ) 
à une courbe de classe n dont on a l'équation tangen-
tielle F ( u , w ) = o . Laguerre donne à l'équation 
U = o, qui est du degré n et dont les coefficients sont 
des polynômes entiers en o: et j , le nom Adéquation 
mixte de la courbe, et il indique le moyen de former 
les équations mixtes des courbes que l'on obtient en 
égalant à zéro les covariants de F(M, ÇV), ce qui le 
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conduit, en particulier, à une méthode simple pour 
trouver l'équation de la cayleyenne d'une courbe algé-
brique. I 

L'équation mixte joue un rôle considérable dans 
l'étude des singularités des courbes planes de quatrième 
classe; on sait qu'une telle courbe K possède 28 points 
doubles ù et 24 points de rebroussement p; il existe en 
outre dans son plan 21 droites P, telles que la première 
polaire de chacune d'elles, relativement à K, se décom-
pose en un point p et une conique résiduelki ; aux 
21 droites P correspondent 21 points p, et les points 
0, p, p sont les points communs à trois courbes dont les 
équations s'expriment simplement en fonction de 

ÔS ^ ÔT 
ôx' dy^ âx^ dy' 

S et T désignant l'invariant quadratique et l'invariant 
cubique de la forme U()V, JJL) qui, égalée à zéro, constitue 
l'équation mixte de la courbe K. Soient K et R'deux 
courbes de classe, ayant pour équations mixtes 
U = o e t U ' = o, on dit que les faisceaux de droites dont 
ces équations donnent les coefficients angulaires sont 
harmoniques lorsque l'invariant quadratique I des deux 
formes TJ et U' est égal à zéro; le lieu des points d'où 
l'on voit les courbes K et K' sous deux faisceaux harmo-
niques est, d'après cela, une courbe J = o de degré n] 
Laguerre lui donne le nom de courbe harmonique du 
couple K e t K ' ; si n est impair, cette ligne est égale-
ment la courbe harmonique de deux quelconques des 
courbes du faisceau que K et K' déterminent, et elle 
prend alors le nom de courbe harmonique de ce fais-
ceau. On déduit de là plusieurs propositions remar-
quables : 

Si l'on considère les di ff érentes droites que Von peut 
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mener par un point M et si Von prend leurs premières 
polaires par rapport à une courbe K de quatrième 
classe, ces polaires forment un faisceau de courbes de 
troisième classe dont la courbe harmonique est la 
droite polaire du point M par rapport à la courbe du 
quatrième ordre S qui passe par les 24 points de re-
broussement de K. En particulier, les 21 droites V sont 
les droites polaires relativement à S des 21 points p. 

Une courbe quelconque de troisième classe et sa lies-
sienne sont vues d'un point quelconque du plan suivant 
deux faisceaux harmoniques. 

Laguerre donne en outre la condition pour que les 
28 points doubles d'une courbe de quatrième classe 
soient situés sur une courbe du sixième ordre. 

Ajoutons, pour achever de montrer Fimportance de 
Véquation mixte dans la théorie des courbes, que 
Laguerre en déduit, pour riiypocycloïde à trois points de 
rebroussement, un nombre très considérable de pro-
priétés nouvelles, parmi lesquelles nous énoncerons 
seulement les deux suivantes : 

P ei Q étant les points où une droite D, tangente à 
une hjpocycloïde ci trois rebroussements, coupe cette 
courbe, si le sommet d'un angle de grandeur constante 
décrit la droite D, tandis que l'un des côtés reste tan-
gent à la courbe, Vautre côté de l'angle enveloppe 
une autre hypocycloïde égale à la première, tangente 
àD et passant par les points P Q. 

M étant un point mobile sur une ellipse E qui passe 
par un point fixe A et qui se projette sur un plan P 
suivant un cercle, le plan perpendiculaire sur le milieu 
de la corde AM coupe le plan P suivant une droite 
qui enveloppe une hypocycloïde ci trois rcSroussements, 
Si le point A se déplace sur Vellipse, Vhypocycloïde se 
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déplace dans le plan P en restant égale ci elle-même. 
Les traces, sur le plan P, des plans normaux à Vellipse 
enveloppent une lijpocjcloïde à quatre points de re-
broussement, et les deux tangentes doubles de rebrous-
sement de cette courbe sont le lieu des centres des 
sphères doublement tangentes à V ellipse. 

Il faut encore rattacher à ces études deux Mémoires : 
Tun Sur les courbes du quatrième ordre qui ont trois 
points doubles d'inflexion, l'autre Sur certains réseaux 
singuliers formés par des courbes planes. 

La courbe K du quatrième degré, étudiée dans le 
premier de ces Mémoires, jouit de nombreuses pro-
priétés qui prennent surtout une forme simple dans le 
cas particulier où deux des points doubles d'inflexion 
sont les ombilics du plan ; la courbe est alors le lieu des 
projections du centre d'une hyperbole équilatère sur 
ses tangentes, c'est-à-dire la lemniscate de Bernoulli. 
Sans entrer dans les détails de cette monographie si 
bien faite, nous indiquerons seulement les propriétés 
fondamentales de la courbe K. 

L^a cubique polaire d'un point M de la courbe se dé-
compose en une droite, qu'on appelle la droite harmo-
nique du point M, et en une conique qui passe par les 
trois points doubles et touche la courbe au point M. 

Si d'un point M de la courbe on mène les quatre 
tangentes dont le point de contact est distinct de M, 
les quatre points de contact sont sur la droite harmo^ 
nique de M. 

Les six pôles d'une droite par rapport à la courbe 
sont les sommets du quadrilatère complet formé par 
les droites harmoniques des points ou la droite consi-
dérée rencontre la courbe. 

La développée d'une conique ayant trois tangentes 
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doubles, sa corrélative rentre dans l'espèce étudiée. Les 
propriétés obtenues peuvent donc être regardées comme 
des propriétés relatives aux développées des coniques. 
Nous citerons seulement celle-ci : 

Si Von considère les quatre points oii une tangente 
quelconque à la développée K d'une ellipse coupe cette 
courhe K, les tangentes menées en ces points ci cette 
développée concourent en un même point. 

Le dernier Mémoire a un caractère plus général. Il a 
pour objet l'étude du réseau des courbes du /ẑ«""® ordre 
que représente, lorsqu'on fait varier les paramètres Ç 
etTj, l'équation 

dans laquelle A, B, C désignent trois polynômes du 
degré en x et liés d'ailleurs par la relation 

A ^ H- BJK-+- G = o. 

Par deux points quelconques du plan passe une 
courbe du réseau. Une telle courbe est déterminée par 
les valeurs de I et TJ ; elle passe d'ailleurs par le point 
qui a pour coordonnées ^ et 'r\ et qui prend le nom de 
point principal. Cela posé, on a les propositions sui-
vantes : 

Toutes les courbes du réseau passent par {n? — 7i-f-1) 
points fixes ou pivots. Deux courbes quelconques du 
réseau ont en commun, outre les pivots, n — i points,^ 
qui sont situés en ligne droite, et le point ou cette 
droite rencontre Vune quelconque des courbes est le 
point principal de cette courbe. 

Les courbes du réseau, qui ont pour points princi-
paux les points d'une droite, ont en commun n — i 
points situés sur cette droite et qu'on nomme points 
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cenlraux de la droite. Si une droite tourne autour d'un 
point fixe, le lieu de ses points centraux est la courbe 
du réseau, ayant ce point fixe pour point principal. 

Si, par chaque point du plan y on mène à la courbe 
du réseau ayant ce point pour point principal, les tan-
gentes dont le point de contact est distinct de M : 
1® toutes ces droites enveloppent une courbe K de la 
classe (ji^—71 4-i), et du degré Z{n — i) qui est le 
lieu des points principaux des courbes du réseau ayant 
un point double ; 2° les points de contact de toutes ces 
tangentes appartiennent à une courbe H, qui est le 
lieu des points doubles du réseau. 

Si deux courbes de degré n ont n — i points com-
muns en ligne droite, leurs n^ — /z 4- i autres points 
communs sont les pivots d'un réseau de l'espèce consi-
dérée, En particulier, les courbes du troisième degré 
passant par sept points Jixes forment un réseau de cette 
espèce; c'est des propriétés de ce réseau spécial que 
M. Aronliold a déduit sa belle construction de la courbe 
du quatrième ordre ayant pour tangentes doubles 
sept droites données. 

Si des seize points communs à deux courbes du qua-
trième ordre trois sont situés en ligne droite, deux 
courbes quelconques du même ordre passant par les 
treize autres points communs se rencontrent en trois 
nouveaux points situés en ligne droite. 

Considérons maintenant les courbes tracées sur une 
surface du second ordre S. 

La surface S possède un double système de généra-
trices rectilignes-, pour la commodité du langage, on 
nommera directrices les génératrices d'un système en 
conservant le nom de génératrices à celles du système 
opposé. Soit enfin K une conique prise arbitrairement sur 
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la surface et qu'on appellera conique fondamentale : 
les points de cette conique répondent respectivement 
aux valeurs successives d'un paramètre variable. Par 
chaque point M de la surface S passe une directrice 
coupant la conique fondamentale en un seul point 
dont le paramètre sera désigné par .r; de même par le 
point M passera une génératrice coupant la conique K 
en un seul point dont le paramètre sera désigné par j . 
Laguerre prend les quantités XGIJ comme les coordon-
nées du point M, en sorte que l'équation f ( x , j ) = o, 
d'une courbe tracée sur la quadrique S, indique, par son 
degré p par rapport à x , en combien de points la courbe 
coupe une génératrice quelconque, et par son degré ^̂  
par rapport à en combien de points la courbe 
rencontre l'une quelconque des directrices. Après avoir 
rendu cette équation homogène en remplaçant x et y 
par p et il parvient, par la considération des éma-
nants d'une forme binaire, à montrer qu'on obtient cette 
équation en égalant à zéro un polynôme ordonné suivant 
la puissance dex j^—yx' et qui est un covariant double 
de certains polynômes U, V, W , entiers e n x et x ' et 
de d e g r é s 4 - p - 1 - / y — 2, p-\-q — L'étude 
de la courbe considérée se trouve ainsi rattachée à l'é-
tude simultanée de ces formes; on pourra toujours, dans 
un calcul relatif à un système de courbes, faire en sorte 
qu'on n'ait à considérer que des invariants ou des cova-
riants d'un système de formes binaires et profiter de 
leurs propriétés connues pour en déduire des propriétés 
géométriques du système des courbes, ou pour simplifier 
les opérations. Suivant le choix de la conique fonda-
mentale, l'équation d'une courbe donnée varie, et l'art 
consiste à obtenir l'équation qui renferme le moins de 
formes possible. Ainsi, l'équation des cubiques gauches 
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peut, d'une infinité de manières, être ramenée à ne 
contenir qu'une forme binaire cubique; celle de la 
biquadratique (intersection de la surface S et d'une 
autre quadrique n'ayant aucune génératrice commune 
avec la première) peut être mise, de quatre façons diffé-
rentes, sous une forme où n'apparaît qu'un seul po-
lynôme du quatrième degré; enfin, pour la quartique 
gauche (courbe du quatrième ordre par laquelle on ne 
peut faire passer qu'une surface du second degré), on 
peut, mais d'une seule manière, ramener son équation 
à ne renfermer qu'une seule forme biquadratique. 

La surface réciproque de celle de Steiner est la sur-
face S du troisième degré qui contient les six arêtes 
d'un tétraèdre. On voit, en effet, immédiatement que 
sa réciproque, c'est-à-dire le lieu des pôles de ses plans 
tangents, par rapport à une quadrique, est une sur-
face S' du quatrième ordre jouissant de la propriété 
d'être coupée suivant deux coniques par chacun de ses 
plans tangents, c'est-à-dire la surface qu'on nomme habi-
tuellement surface de Steiner. Laguerre a consacré à la 
surface S deux beaux Mémoires, l'un d'Analyse, l'autre 
de Géométrie. Le premier a pour point de départ les 
considérations suivantes : Si l'on désigne par a, c, 
i/, e des fonctions linéaires des coordonnées y, z, w, 
l'équation 

h, c, d, 6)(X, 

représente un plan mobile enveloppant la surface dé-
veloppable 

o, 

OÙ I et J représentent l'invariant quadratique et l'inva-
riant cubique de la forme U; les polynômes â  c, d, e 
sont d'ailleurs reliés par une relation linéaire et homo-
gène dont Laguerre rattache habilement les coefficients 
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numériques à une autre forme binaire. L'équation J = o 
représente précisément la surface du troisième ordre S 
réciproque de celle de Steiner, et Ton voit ainsi que l'é-
tude de cette surface se ramène à la théorie de deux 
formes biquadratiques simultanées dont l'invariant qua-
dratique est nul. En particulier, comme la quadrique 
I = o coupe évidemment la surface S suivant une de ses 
lignes asymptotiques, on voit que la recherche du système 
complet de ces courbes, dont la découverte appartient 
d'ailleurs à Clebsch, revient à la solution du problème 
suivant : En donnant aux polynômes a, c, î/, e 
toutes les valeurs telles que J conserve la même forme, 
quelles sont les valeurs que peut prendre Vinvariant IP 
Laguerre résout ce problème et donne en outre un très 
grand nombre de propriétés nouvelles de la surface et 
des courbes gauches qui s'y rattachent; comme il faut 
se borner, nous mentionnerons seulement la propriété 
suivante, à cause de sa simplicité : 

Si, par un point de la surface S, on mène le cône 
circonscrit à cette surface, ce cône se décompose en 
deux cônes du second degré; chacun d'eux touche la 
surface suivant une cubique gauche, et les surfaces 
développables ayant ces cubiques pour arêtes de re-
broussement coupent la surface S suivant les deux 
lignes asymptotiques qui se croisent au point M. 

Quant au Mémoire de Géométrie pure que Laguerre 
a écrit sur le même sujet, il a pour point de départ un 
mode particulier de représentation de la surface S sur 
un plan-, de ce mode résultent la plupart des théorèmes 
auxquels l'auteur avait déjà été conduit par l'analyse ci-
dessus, ainsi que d'autres propositions, par exemple : 

Si les trois faces d'un trièdre touchent la surface S 
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en trois points situés en ligne droite, parmi les neuf 
points oii les arêtes du triedre rencontrent la surface, 
il en est trois qui sont situés sur une même ligne asym-
ptotique. 

Pour achever le compte rendu de la partie de l'œuvre 
de Laguerre qui est relative à la Géométrie analytique, 
il nous reste à parler des travaux sur les normales aux 
courbes et aux surfaces du second ordre. 

On aperçoit de suite comment la théorie des formes 
s'introduit naturellement dans cette étude. En général, 
trois droites passant par un même point M ne sont pas 
normales à une conique ayant j)our axes deux droites 
données; u = o étant Téquation du troisième degré qui 
détermine les directions des axes et celle de la droite qui 
joint leur intersection au point M, e t d = o étant l'équa-
tion qui détermine les directions des trois droites issues 
du point M, la condition nécessaire et suffisante pour 
que ces trois droites soient normales à la conique ayant 
pour axes les deux droites données est A = o ; A désigne 
l'invariant des formes cubiques u et invariant qui 
s'offre d'ailleurs dans beaucoup d'autres questions de 
Géométrie, notamment dans la théorie des cubiques 
gauches. 

Après avoir retrouvé par une voie nouvelle les résul-
tats si élégants de Joachimstahl sur les normales aux 
coniques et aux quadriques, Laguerre obtient une série 
de propriétés nouvelles parmi lesquelles nous citerons, 
d'abord relativement .aux coniques, les théorèmes sui-
vants : 

Si Von joint un point quelconque M au centre d'une 
conique et si Von mène par ce point des parallèles aux 
axes de cette courbe, les trois droites ainsi obtenues 
sont telles que la conjuguée harmonique de chacune 
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d'elles relativement aux deux autres se confond avec 
sa conjuguée harmonique relativement aux quatre nor-
males que Von peut mener du point M à la conique, 

U étant la foi^me du quatrième degré qui, égalée à 
zéro, détermine les directions des normales menées du 
point M à une conique, et et S étant le hessien et 
Vinvariant quadratique de cette forme, Véquation 

détermine les directiojis des droites joignant le point M 
aux centres des cercles circonscrits aux quatre trian-
gles formés par les pieds des quatre normales pris trois 
à trois. 

Puis, sur les surfaces du second ordre, outre la géné-
ralisation du premier des deux théorèmes qui précèdent, 
les propositions que voici : 

Le centre de la sphère qui contient les pieds de 
quatre des normales abaissées d'un point M sur une 
quadrique est le milieu du segment qui sépare le point M 
du point dont la projection sur les axes de la quadrique 
sont les intersections de ces axes avec le plan des deux 
autres normales. 

Les pieds des six normales que Von peut abaisser 
d'un point M sur une quadrique, ainsi que le point M 
et le centre O de la surface, appartiennent à une même 
cubique gaucheet, si, par le point O, on mène un 
plan parallèle à deux quelconques des normales, ce 
plan coupe les cubiques en deux points situés sur la 
sphère qui contient les pieds des quatre autres normales. 

Mentionnons enfin le problème suivant qui a quatre 
solutions et que Laguerre résout à l'aide de la règle et 
du compas : Déterminer toutes les coniques qui, passant 
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par un point donné, sont normales ci quatre droites 
concourantes. 

V. 

C'est un théorème de M. Bertrand qui a provoqué 
les premières études de M. Laguerre sur la Géométrie 
infinitésimale. 

M. Bertrand avait démontré depuis longtemps que 
les normales principales d'une courbe gauche ne peu-
vent être les normales principales d'une autre courbe, à 
moins qu'il n'existe une relation linéaire entre les deux 
courbures de la ligne donnée. Laguerre a fait voir que, 
si une surface réglée est applicable sur un hyperboloïde 
de révolution, sa ligne de striction est une des courbes 
étudiées par M. Bertrand, et que, réciproquement, on 
peut toujours considérer une telle courbe comme la 
ligne de striction d'une surface réglée applicable sur un 
hyperboloïde de révolution. 

Nous ne pouvons citer tous les résultats, souvent uti-
lisés depuis, dont Laguerre a enrichi cette branche des 
sciences mathématiques. Nous devons surtout attirer 
l'attention sur l'introduction en Géométrie infinitésimale 
d'un élément nouveau, qui semble appelé à jouer un 
rôle important dans la Géométrie des lignes tracées sur 
les surfaces, si l'on en juge du moins par l'heureux parti 
que l'auteur en a tiré pour la solution de plusieurs pro-
blèmes difficiles : 

Que l'on imagine en chaque point d'une courbe 
gauche un segment normal dont la longueur et la direc-
tion soient fixées chaque fois par la position du point 
pris sur la courbe, puis que l'on projette sur une corde 
infiniment petite les segments normaux relatifs à ses 
extrémités; la somme algébrique co de ces projections 
est l'élément dont nous voulons parler. 
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C'est un infiniment petit d'ordre impair, en général, 

du troisième ordre; sinon il est du cinquième ou du 
septième; enfin, il ne peut être supérieur au septième 
ordre sans être absolument nul, et alors la courbe peut 
être placée sur une surface du second ordre. Ce beau 
théorème permet à Tauteurde définir directement et indé-
pendamment de toute surface du second ordre les lignes 
qui peuvent être placées sur une telle surface, par 
exemple les cubiques et les biquadratiques gauches, et 
ce qui est plus remarquable encore, les lignes géodé-
siques. Ces lignes sont caractérisées par la propriété 
suivante : Si» en deux points M ê  M' d'une géodé-
sique tracée sur une surface du second ordre, on 
prend sur les normales principales des lojigueurs MÎN 
et M'iN' proportionnelles aux racines cubiques des 
rayons de courbure correspondants, les projections de 
ces segments sur la corde MlVr sont égales. De là résul-
tent deux équations différentielles qui lient l'arc, la 
courbure et la torsion; Laguerre écrit explicitement 
Tune d'elles, qui olfre cette particularité remarquable, 
de pouvoir être intégrée sans qu'on établisse aucune re-
lation entre la torsion et la courbure, en sorte que le 
carré de la torsion s'exprime algébriquement en fonction 
de la courbure et de ses deux premières dérivées. 

Il convient en outre de signaler, sur les lignes géo-
désiques des surfaces du second ordre, une curieuse 
extension d'un théorème deiMaclaurin relatif à Fellipse. 
Si l'on nomme axe de courbure, en un point d'une telle 
géodésique, la droite qui a respectivement pour projec-
tions sur la tangente, la binormale et la normale prin-
cipale, les quantités 

I I i dp 
p ' ' 3 p ds ' 

Ann. de Mathémat., 3" série, l. VI. (Mars 1S87.) 
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p et /'désignant li;s rayons de courbure et de torsion an 
point considéré, Laguerre montre que : 

I'' L'axe de coarhare en un ¡jolnl: INl est perpendi-
culaire au plan diamétral conjugué de la tangente en 
ce point ; 

Si le point M se déplace sur la géodésique, tandis 
quun autre point iM' décrit une autre géodésique de 
la même surface^ le rapport de la projection de Vaxe 
de courbure en M sur la tangente en M', à la projec-
tion de Vaxe de courbure en M' sur la tangente en M, 
reste constant^ il est d'ailleurs égal ci Vunité, si les 
deux lignes géodésiques touchent une même ligne de 
courbure. 

Do là résulte une construction facile de l'axe de cour-
bure eu un |)oint quelconque d'une ligne géodésique 
d'une surface du second ordre et, par suite, le moyen 
d'obtenir les valeurs en ce point des quantités /', 

dp p et . 
^ ds 

Mentionnons encore, au sujet des surfaces du second 
ordre, la solution graphique que Laguerre a donnée 
pour la détermination, en un point quelconque M, des 
axes de l'indicatrice et des rayons de courbure princi-
paux. La normale en M rencontre les plans princi])aux 
de la surface en trois points; les droites (D), menées 
pa/' ces points perpendiculairement aux plans pi inci-
paux correspondants, déterminent un hyperboloïde. 
On peut consl/'uire deux génératrices de cet hyperbo-
loïde appartenant au système (D) et perpendiculaires 
au diamètre passant jyar M; ces génératrices rencon-
trent la normale en M aux deux centres de courbure 
principaux relatif à ce point, et les plans, menés par 
le diamctj'e i)erpendiculairement à ces deux généra-
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trices, coupent le plan tangent en M suivant les axes 
de r indicatrice. 

Nous devons enfin citer, avant de clore ce para-
graphe : 

Une Note sur la détermination des lignes géodé-
siques des surfaces dont l'élément linéaire est donné par 
la formule 

^ ^ du"- 1 ; p u 

ces lignes sont déterminées par la relation 

coŝ i sin î 
— — M — — = const., 
s/ \J u^ 

i désignant l'inclinaison de la géodésique sur la courbe 
V = const. 

2° Une exposition simple et lumineuse des formules 
fondamentales de la théorie des surfaces, telles qu'elles 
résultent des travaux de MM. O. Bonnet et Codazzi. La-
guerre a déduit de ces formules certaines propriétés des 
systèmes de droites normales à une surface, qui méritent 
d'être remarquées : 

Si des rayons émanant d'une surface S sont nor-
maux à une même surface et si chacun d'eux fait un 
angle constant avec la surface S, la projection de ce 
système de rayons sur S est un système de lignes géo-
désiques de cette surface. 

Etant donnés un système de lignes géodésiques tra-
cées sur une surface et leurs trajectoires orthogonales, 
si par chaque point M de l'une de ces lignes on mène 
une droite située dans le plan de la tangente à cette 
ligne en M et de la normale à la surface, l'angle de 
cette droite avec le plan tangent étant d'ailleurs 
constant le long d'une trajectoire orthogonale {mais 
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pouvant varier quand on passe d'une trajectoire à 
Vautre").^ toutes ces droites sont normales à une même 
su?face, 

VI. 

Tout théorème de Géométrie concernant des seg-
ments ou des angles comporte l'emploi des signes; 
mais ces théorèmes se distribuent en deux genres bien 
distincts. 

Dans les uns, le sens positif que l'on doit attribuer à 
chacune des droites de la figure est arbitraire, et les 
énoncés, s'ils sont corrects, doivent se vérifier de 
quelque manière qu'on fasse cette attribution. 

Dans les autres, le sens positif n'est arbitraire que 
pour certaines droites de la figure; et le sens positif des 
autres droites est déterminé par le théorème lui-même 
dont il est un élément essentiel. Ce sont les propositions 
de ce dernier genre qui constituent ce que Laguerre ap-
pelait la Géométrie de direction, 

Laguerre donne le nom de semi-droite à une droite 
décrite dans un sens donné ; une droite, pouvant être 
parcourue en deux sens différents, détermine donc deux 
semi-droites opposées. De mênie, un cercle décrit dans 
un sens indiqué reçoit le nom de cycle, et un même 
cercle détermine deux cycles opposés. En outre, une 
semi-droite et un cycle sont dits tangents, si la droite 
et le cercle correspondants se touchent, et si, de plus, 
sur l'élément commun, le sens est le même pour la 
droite et pour le cercle ; si les sens sont inverses, on dit 
que la semi-droite est une tangente apparente du cycle. 

Il résulte immédiatement de là qu'o;¿ ne peut mener 
à un cycle donné quune tangente parallèle à une 
semi-droite donnée et que deux cycles donnés n ont 
que deux tangentes communes et, par suite, qu'un seul 
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centre de similitude. D'ailleurs, les trois centres de si-
militude de trois cycles considérés deux à deux sont sur 
une meme droite qui est Vaxe de similitude de ces trois 
cycles. 

Ou nomme distance tangentielle de deux cycles la 
distance comprise, sur l'une des deux tangentes com-
munes, entre les deux points de contact-, elle n'est dé-
terminée qu'en valeur absolue. 

Le rayon d'un cycle sera considéré comme positif si 
le cycle est décrit dans le sens des aiguilles d'une montre 
et comme négatif dans le cas contraire. Par suite, Tétant 
la distance tangentielle de deux cycles, R et R̂  leurs 
rayons et D la distance des centres, on a la relation 

qui se réduit à 

pour deux cycles opposés. 
Le cycle qui a pour centre un point donné et qui 

touche une semi-droite donnée est bien déterminé; la 
distance du point à la semi-droite est le rayon du cercle ; 
elle est donc déterminée en grandeur et en signe. 

Un point doit être considéré comme un cycle infini-
ment petit et toutes les semi-droites passant par ce point 
comme des tangentes à ce cycle. 

Etant données deux semi-droites, le lieti des centres 
des cycles qui leur sont tangents est une droite qu'on 
nommera la bissectrice des deux semi-droites. Par 
suite, le cycle astreint à toucher trois semi-droites don-
nées est unique, et son centre est à la rencontre des 
trois bissectrices des semi-droites prises deux à deux. 

Il importe d'observer que les cycles qui touchent deux 
semi-droites opposées sont les divers points de la droite 
qu'elles déterminent. On le voit en supposant ciue, le 
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])oint d'intersection des deux semi-droites restant fixe, 
l'angle de ces semi-droites décroisse indéfiniment de 
façon que les deux semi-droites viennent se confondre 
avec leurs bissectrices; à la limite, les cycles inscrits se 
réduisent à des points, tandis que les deux semi-droites 
deviennent des semi-droites opposées. 

Ces définitions étant établies, voici en quoi consiste 
la méthode de transformation par semi-droites réci-
proques qui constitue, sans contredit, l'une des plus 
ingénieuses créations de Laguerre. 

Considérons une droite fixe 0 et un cycle K situés 
dans un même plan; soit P un point choisi arbitraire-
ment sur la perpendiculaire abaissée du centre O du 
cycle sur la droite 0 ; à chaque semi-droite MN du 

plan, on peut i'aire correspondre une autre semi-droite 
de la façon suivante. Menons au cycle R la tangente AB 
parallèle à MN, joignons le point de contact A au 
point P ; puis, au point Â  où la droite AP coupe le cycle, 
menons la tangente A^B ;̂ la semi-droite MiN̂  menée pa-
rallèlement à A'B' par le point M où MN rencontre Ü 
sera la semi-droite correspondant à MN. Il est évident, 
d'après les constructions indiquées, que MN correspond 
réciproquement à MiN'; on dit, d'après cela, que ces 
semi-droites sont réciproques. 

On démontre aisément que deux couples quelconques 
de semi-d/'oites réciproques sont tangentes à un même 
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cycle. La transformation se trouve caractérisée par cette 
propriété et par celle qui est contenue dans la déiinition 
même et qui consiste en ce que deux semi-droites re-
ciproques se croisent sur Vaxe 0 de transformation. 

Il est clair que la transformation est déiinie quand on 
se donne Taxe 0 de transformation et deux semi-droites 
réciproques D et D ;̂ pour obtenir la semi-droite A' réci-
proque d'une semi-droite quelconque A, il suliira de 
construire le cycle tangent à D, IV et A; la seconde tan-
gente menée au cycle par le point M où A coupe l'axe Ü 
sera la semi-droite demandée A'. 

Si l'on considère une courbe C comme l'enveloppe 
d'une semi-droite mobile A, la réciproque A' de A enve-
loppera une courbe C qu'on nomme la transformée de 
la courbe C. 

On démontre : 
Que des semi-droites parallèles ont pour récipro-

ques des semi-droites parallèles et qu'il y a deux séries 
de semi-droites parallèles qui se transforment en elles-
mêmes ; 

Que, si une semi-droite touche deux courbes en 
deux points P et Q et si la semi-droite réciproque A' 
touche la transformée aux points P̂  et Q', les deux lon-
gueurs PQ et P̂ Q̂  sont égales. 

Qu'un cycle K a pour transformé un cycle K'-, 
l'axe radical de K et K' est l'axe de transformation ; leurs 
tangentes communes sont parallèles à deux directions 
lîxes (directions des semi-droites qui se transforment en 
elles-mêmes); la distance tangentielle de deux cycles 
est d'ailleurs égale à la distance tangentielle des deux 
cycles correspondants. 

Désignons par R et R' les rayons des deux cycles et 
par D et D'les distances de leurs centres à l'axe Q : R et 
[V sont donnés en grandeur et en signe, et il en est de 
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rricme de D el D', l'axe de transformation étant ici con-
sidéré comme une semi-droite dont on fixe le sens arbi-
trairement. Les rapports 

D __ D' D -f- D' 
U - K ' ' R-4- JV 

ont une même valeur constante qu'on nomme module 
de la transformation. Une transformation étant définie 
par son axe et son module, il existe luie infinité de 
cycles qui se transforment en simples points; leur pro-
priété caractéristique consiste dans la proportionnalité 
de leur rayon 11 à la distance D de leur centre à l'axe. 
On peut transformer en trois points trois cycles qui ne 
sont pas rencontrés parleur axe de similitude. 

Tels sont les principes fort simples qui servent de 
lôndenicnt à la transformation par semi-droites réci-
proques. 

Cette transformation peut servir, comme la transfor-
mation par rayons vecteurs réciproques, soit à simplifier 
la solution de certains problèmes, soit à généraliser cer-
taines propriétés géométriques. 

Si l'on propose, par exemple;, de construire un cycle 
tangent à trois cycles donnés,, on transibrmera ces cycles 
en trois points en prenant pour axe de transforuiation 
l'axe de similitude. Le cercle passant par ces points dé-
terminera deux cycles opposés dont les réciproques sont 
les solutions du problème. D'ailleurs, comme deux 
cycles opposés rencontrent l'axe de transformation aux 
mêmes points, il en est de même de leurs réciproques, 
d'où l'on voit que la question proposée a deux solu-
tions. 

Le problème de mener un cercle tangent à trois cer-
cles donnés se laniène immédiatement au précédent en 
attribuant un sr.ns à chaque cercle de manière à le 
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transformer en cycle; cette attribution pouvant se faire 
de quatre manières diiTérentes, on voit qu'il y a huit 
solutions. 

Observons encore qu'on peut souvent avec avantage 
employer simultanément la transformation par semi-
droites réciproques et la transformation par rayons vec-
teurs réciproques. Par cette double transformation, on 
peut transformer cinq cycles en deux semi-droites et trois 
points. 

C'est dans la géométrie de la sphère que Laguerre 
a puisé l'idée de sa théorie des cycles; voici comment : 

Lorsqu'un point M se déplace sur une sphère, le grand 
cercle dont ce point est le pôle enveloppe une courbe 
sphérique C corrélative de la courbe C décrite par le 
poiiit M. Mais, si à un pôle M répond un grand cercle 
polaire unique, à un grand cercle correspondent deux 
pôles, en sorte que la théorie des courbes sphériques 
ainsi présentée oifre quelque chose de défectueux. C'est 
pour faire disparaître cette imperfection que Laguerre a 
imaginé de faire correspondre à un point M, non plus le 
grand cercle polaire, mais ce cercle parcouru dans un 
sens déterminé pour un spectateur placé sur la sphère 
et ayant ses pieds en M; en appelant grand cycle le 
cercle ainsi défini de position et de direction, on voit 
qu'à un point de la sphère répond un grand cycle po-
laire bien déterminé, et, réciproquement, qu'à un grand 
cycle correspond un pôle unique. De cette manière, la 
corrélative d'une courbe algébrique décrite par un point 
mobile sur la sphère est l'enveloppe de grands cycles et, 
par suite, une courbe de direction, c'est-à-dire une 
courbe telle qu'en chaque point sa tangente sphérique 
(arc de grand cercle) ait non seulement sa position, 
mais encore sa direction déterminées. Ces notions s'im-
posent évidemment quand on veut approfondir la géo-
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niétrie de la sphère. Si maintenant on suppose que, le 
rayon de la sphère ei oissant au delà de toute limite, la 
sphère dégénère en un plan, les grands cycles devien-
dront des semi-droites, et l'on voit même ainsi com-
ment Laguerre a été conduit à considérer les courbes 
planes de la quatrième classe, auxquelles il a donné le 
nom dhyper cycles. Ces courbes ne pouvaient sans 
doute lui échapper, puisqu'elles sont les transformées 
par semi-droites réciproques de la parabole et qu'il était 
naturel d'appliquer le mode de transformation à cette 
ligne, la plus simple après le cercle. Mais, par le fait, 
c'est en étudiant les courbes de direction corrélatives 
des cassiniennes spliériques dont nous avons parlé au 
§ m , puis en faisant dégénérer la sphère en un plan, 
que Laguei re a obtenu les premières propriétés des hy-
per cycles. 

Nous ne voudrions pas être trop longs, mais quehjues 
indications sont encore nécessaires pour montrer l'ex-
tension que Laguerre a su donner à cette théorie. 

Le cycle et riiypercycle sont des courbes de direction , 
mais il n'en est pas ainsi d'une courbe algébrique quel-
conque. Pour qu'on puisse transformer une courbe 
algébrique C de classe n en une courbe de d irection Co, 
cn la supposant décrite dans un certain sens, il faut que, 
parmi les m tangentes communes à la courbe C et à un 
cycle quelconque K, il y en ait seulement n qui soient 
des tangentes eifectives à CQ, les n autres étant des tan-
gentes apparentes. L'équation qui détermine les tan-
gentes communes à K et à C doit donc, par l'extraction 
d'une racine carrée, se ramener à la résolution de deux 
équations de degré /z, et comme, en coordonnées rectan-
gulaires, l'équation tangentielle d'un cercle quelconque 
est 

iC-^ {'lU -i- V̂ -4-- - ŷ . 
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il en résulte que Véquation tangentielle la plus géné-
rale d'une courbe de direction est de la forme 

F 2 ( m , p ) = O , 

F et ^ désignant des fonctions rationnelles de u et 
de V". Dans tout autre cas, et tel est celui d'une conique 
quelconque diiîérente du cercle, pour transformer une 
courbe algébrique C en une courbe de direction, il faut 
la considérer comme double, c'est-à-dire comme résul-
tant de la superposition de deux courbes opposées qui 
sont l'enveloppe d'un cycle de rayon infiniment petit 
dont le centre décrit la ligne C. 

Les cycles, qui, ayant leurs centres sur une courbe 
algébrique, touchent une même semi-droite, enveloppent 
évidemment une courbe de direction qui est une anti-
caustique de la ligne primitive, les rayons incidents 
étant perpendiculaires à la semi-droite considérée. Ainsi 
toute anticaustique d'une courbe algébrique est une 
courbe de direction, et, réciproquement, une courbe de 
direction quelconque est une anticaustique d'une infi-
nité de lignes algébriques qu'on peut déterminer. 

Les courbes parallèles à une courbe de direction sont 
également des courbes de direction, et il en est de même 
de l'enveloppe de leurs normales. 

Outre de nombreuses propriétés des systèmes de cycles 
et les conséquences intéressantes qui en résultent rela-
tivement aux coniques, Laguerre a donné une théorie 
complète des hypercycles et en parliculier de l'hyper-
cycle cubique. Tandis qu'un hypercycle quelconque 
peut être défini comme une courbe de la quatrième 
classe et du sixième ordre, passant par les ombilics du 
plan et ayant trois tangentes doubles dont l'une est la 
droite de l'infini, ou encore comme une anticaustique 
par réfraction de la parabole, les rayons incidents étant 
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parallèles, I'liypercyele cubique peut être défini comme 
une courbe de troisième classe, passant par les ombilics, 
touchant la droite de l'infini et ayant une tangente 
double apparente, ou encore comme une anticaustique 
par réflexion de la parabole, les rayons incidents étant 
parallèles; c'est la courbe de direction la plus générale 
delà troisième classe, et, par suite, la première à étu-
dier après les cycles, qui constituent à eux seuls les 
courbes de direction de la seconde classe. Laguerre a 
résolu, relativement à l'hypercycle cubique, les divers 
problèmes qui n'exigent que l'emploi de la règle et du 
compas et a indiqué un grand nombre de propriétés, 
parmi lesquelles il faut surtout signaler une relation 
remarquable eutre six tangentes quelconques. 

Toutes les notions qui précèdent peuvent d'ailleurs 
être étendues à l'espace, notamment la méthode de 
transformation qui est alors une transformation par 
semi-plans réciproques et d'où Laguerre a déduit, entre 
autres applications, les beaux théorèmes de M. Darboux 
sur les anticaustiques des surfaces du second ordre. 

VIL 

Passons maintenant aux travaux d'Analyse pure. 
Les premières recherches analytiques de Laguerre ont 

pour objet des méthodes d'approximation pour des fonc-
tions spéciales. Elles trouvent leur point de départ dans 
certains Mémoires de Lagrange ou de Jacobi et dans 
divers travaux de M. Hermite, pour lequel Laguerre 
professait une si légitime admiration. 

Lagrange s'était occupé de la rédtiction en fraction 
continue d'une fonction définie par une équation diffé-
rentielle du pnMnier ordre à coefficients rationnels. 
Laguerre, considérant le cas particulièrement important 
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OÙ l'équation est linéaire, a résolu la question d'une^ 
manière bien plus complète en signalant et utilisant les 
liens étroits qui rattaclient cette reclierclie à la théorie 
des équations ditrérentielles linéaires du second ordre 
admettant pour intégrales des polynômes algébriques. 
Soit une fonction développable suivant les puissances 
décroissantes de x et satisfaisant à l'équation différen-
tielle 

oùU, V, W désignent des polynômes entiers. La ré-
duite de rang JI I étant 

/n' 
Laguerre montre d'abord que fn satisfait à une équation 
différentielle linéaire du second ordre dont 

v 
{'^n—fn-') 

est une deuxième solution; il ramène ainsi la question 
à former cette équation du second ordre et à déterminer 
les polynômes du premier degré qui figurent dans la 
formule de récurrence 

F N + L — Q « O . 

A cet effet, il introduit des polynômes auxiliaires, 
dont les uns sont du degré de l'expression 

V W 

et les autres Qn d'un degré supérieur d'une unité. Ces 
polynômes satisfont à quatre identités, d'où l'on déduit 
immédiatement et sans calcul les polynômes Q,̂  et 
l'équation différentielle, dans le cas où 0,2 est de degré 
zéro. Lorsque est d'un degré plus élevé, les identités 
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dont nous venons de parler permettent de déduire 
et ùn-i (le et et par suite, de calculer par récur-
rence les polynômes ainsi que les numérateurs et 
les dénominateurs des réduites. 

Laguerre a appliqué cette théorie à diverses fonctions, 
et notamment aux fonctions 

On sait que Laplace a donné, dans la Mécanique cé-
leste, le développement en fraction continue de l'inté-
grale 

r 
sa démonstration, reposant sur l'emploi d'une série 
divergente, est absolument inadmissible, bien que les 
résultats soient exacts, comme l'a fait voir Jacobi en dé-
montrant ces résultats directement. Laguerre fait obser-
ver que la méthode qu'il a appliquée à l'intégrale 

r e-^ -dx 

subsiste entièrement pour l'intégrale de Laplace; ajou-
tons que sa méthode a l'avantage de montrer avec net-
teté comment, en partant d'une série divergente, on 
peut arriver néanmoins à une fraction continue don-
nant la valeur de la fonction à représenter. 

Le développement d'une fonction suivant les puis-
sances croissantes d̂ un polynôme avait déjà fixé l'atten-
tion de Jacobi, mais seulement au point de vue de la 
détermination des coefficients. Laguerre a montré com-
ment on pouvait rattacher cette théorie difficile à celle 
beaucoup plus aisée de l'approximation par les fractions 
rationnelles. 11 a traité, en particulier, deux cas fort 
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intéressants : celui de ê  suivant les puissances d'un po-
lynôme F (3), et celui de f [ x + f désignant nue 
fonction quelconque, suivant les puissances de x [x — 1). 
Dans le premier cas, il est conduit à une équation diiïé-
rentielle linéaire d'ordre n qu'il intègre complètement, 
en employant l'équation adjointe de Lagrange. L'étude 
du second le conduit à une élégante formule d'interpola-
tion, trouvée antérieurement et de tout autre façon par 
M. Hermite. 

Voici encore, dans le même ordre d'idées, un résultat 
très important. Après avoir démontré géométriquement 
ce théorème de M. Hermite : « Si, pour toutes les ra-
cines de rêquation 

V{x)-\~i^{x) = o, 

le coefficient de i a le même signe., Véquation 
p¥{x) o, 

oit p et q désignent deux nombres réels arbitraires, a 
toutes ses racines réelles Laguerre établit la proposi-
tion suivante : 

F [x) désignant un polynôme de degré /zjj., telle-
ment choisi que les fractions 

>̂-2 (.y) 
F{x)' Fix)' 

approchent le plus des transcendantes 

le polynôme F ( x ) est entièrement caractérisé par cette 
propriété que, dans le développement de F{x)e^'^ 
suivant les puissances croissantes de jr, le coefficient de 

{̂X(n--l) est 

L'expression de F (x) résulte de là fort aisément. 
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Citons enfin, pour ne rien omettre d'(?ssentiel : 
i" Une étude sur le développement de l'intégrah; 

A 
qui conduit aux poly nomes U//, rencontrés déjà par 

M. Hermite à propos des dérivées successives de ; 
2" Une démonstration, par la théorie des fiactions 

continues algébriques, du théorème fondamental de la 
théorie des fonctions symétriques des racines d'une 
équation, théorème qui, donné d'abord par Caucliy, 
avait été démontré par Borchardt au moyen de la théorie 
des fonctions ultra-elliptiques. 

Une Note sur la partition des nombres, qui s(; 
rattache à la décomposition en fractions simples de la 
fraction rationnelle 

. . . , / étant les coefficients entiers de l'équation 

ax h y -t- . . . -4- / a — N, 

dont il s'agit de trouver approximativement le nombre 
T ( N ) des solutions entières et positives. En appliquant 
sa théorie générale aux cas simples 

ax -^hy = et ax by c z = 

Laguerre obtient les formules 

dont la première est bien connue et attribuée à Paoli. 
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VI I I . 

Les travaux de Laguerre sur la résolution des équa-
tions numériques forment par leur ensemble la partie la 
plus considérable de son œuvre, et peut-être celle à 
laquelle il attachait le plus de prix. Il se proposait, 
avant que la mort vînt le surprendre, de coordonner 
ces recherches et de les réunir en un Volume qui en 
eût renfermé l'exposition complète. Ce Volume, dont 
seulement les premiers Chapitres ont été rédigés et pu-
bliés dans le Journal de Mathématiques pures et ap-
pliquées, eût été divisé en trois Sections ayant trait res-
pectivement à la généralisation et aux applications du 
théorème de Descartes, aux méthodes d'approximation 
pour le calcul des racines, enfin à la recherche des 
racines imaginaires. C'est cet ordre même que nous 
allons suivre ici. 

La première Partie est la plus complète, et Laguerre 
semble avoir dit son dernier mot sur ce sujet. 

Le théorème de Descartes consiste dans la proposition 
suivante : 

F(x) désignant un polynôme ordonné suivant les 
puissajîces décroissantes de x,, le nombre des racines 
positives de Véquation F(x)—o est au plus égal au 
nombre des variations du poljnômeY {x). 

Laguerre observe que, la proposition étant évidente 
lorsque les termes du polynôme ont tous le même signe, 
il suffit de prouver que le théorème, étant admis dans le 
cas où F ( x ) compte m — i variations, subsiste lorsque 
F ( x ) a une variation de plus. A cet eifet, il applique le 
principe de Rolle à l'équation 

Ann. de Mathémat.. sér ie , t . V I . (iMars 1887. ) n 
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dans laquelle a est un nombre arbitraire et dont les 
racines positives sont d'ailleurs les mêmes que celles de 

(1) = 

Il en conclut que le nombre des racines positives de 
cette équation (i) est au plus supérieur d'une unité à 
celui des racines positives de l'équation 

(2) x ¥ \ x ) — a¥(^x)^o. 

Or on voit aisément, en mettant en évidence la composi-
tion des polynômes F (x) et que le premier 
membre de l'équation (2) oiî're, comme m — i 
variations; Féquation (2) a donc au plus m — i racines 
positives, et, par suite, l'équation proposée ( i) en ren-
ferme un nombre au plus égal à m. 

Nous avons indiqué cette démonstration, non seule-
ment à cause de sa simplicité, mais surtout parce qu'on 
y trouve l'origine de l'extrême généralisation que La-
guerre est parvenu à donner au théorème de Descartes. 
Rien dans cette démonstration, et c'est là le point dé-
cisif, ne suppose que F (o:) soit un polynôme entier; les 
exposants pourraient être fractionnaires ou incommen-
surables; F(a: ) peut même être une série ordonnée sui-
vant les puissances décroissantes ou croissantes de x. 
Le théorème de Descartes prend dès lors une extension 
considérable, et Laguerre Ténonce comme il suit : 

W étant une série ordonnée suivant les puissances 
entières, fractionnaires ou incommensurables de x, le 
nombre des valeurs^ positives de pour lesquelles la 
série W est convergente et a pour valeur zéro, est au 
plus égal au nombre des variations que présente la 
suite des divers termes de la série. 

De là découlent un grand nombre de règles simples 
et nouvelles pour certains types d'équations remarqua-
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bles, telles que 

A ^ B L 
X — X — x ^ l 

et 

/ 
b 

= o, 

/ 
où ^ ( z ) désigne une fonction qui peut être discontinue. 
Nous citerons encore les deux théorèmes suivants : 

F ( x ) désignant une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de x et ayant tous ses coefficients 
positifs ou nuls, ai, - - OL^ désignant, d'autre part, 
des quantités positives rangées par ordre décrois-
sant de grandeur, le nombre des racines positives de 
V équation 

AiF(aiip) -4- A2F(a2iP) . . - r - o , 

cest'à-dire le nombre des valeurs positives de x, pour 
lesquelles le premier membre converge vers zéro, est 
au plus égal au nombre des variations de la suite 

Al, A2, . . . , A/j. 

Étant donnés un polynôme entier f{x) et un nombre 
positif quelconque a, on peut toujours déterminer un 
nombre entier p, tel que Véquation 

{i-h-ax)Pfix) = o 

présente autant de variations que Véquation f ( . r )= o 
a de racines positives. 

Cette seconde proposition a été généralisée depuis 
par M. Poincaré. 

Mais Laguerre ne s'est pas arrêté là. Il a étendu 
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d'abord la règle des signes de Descartes au cas où le 
premier membre de l'équation est exprimé linéairement 
au moyen des polynômes de Legendre, et plus générale-
ment au moyen de polynômes entiers satisfaisant à cer-
taines équations différentielles linéaires du second ordre; 
puis, poursuivant encore le cours de ses recherches, il 
a étudié les équations dont le premier membre est une 
fonction entière de x , en introduisant, d'après Weier-
strass, la notion du genre d'une fonction. La plupart des 
propositions relatives aux équations dont le premier 
membre est un polynôme entier ne s'appliquent plus 
alors que sous de nombreuses réserves. Tel est, par 
exemple, le théorème des lacunes; après avoir cité des 
exemples où cette proposition est en défaut, Laguerre a 
montré que le théorème subsiste dans le cas où les élé-
ments simples du premier membre de l'équation sont 
des fonctions du genre zéro ou du genre i , ou des expo-
nentielles de la forme c désignant des 
nombres réels quelconques dont le premier est essen-
tiellement négatif. Dans ce même ordre d'idées, il a fait 
voir encore que : 

Si la fonction entière du genre TZ, F{X), ne s'annule 
que pour un nombre limité de valeurs imaginaires,^ 
toutes les dérivées deF i^x) sont du genre n. 

Enfin, il a réussi à démontrer que la transcendante 
de Bessel est du genre zéro, proposition que Fourier 
avait trouvée jadis, mais par des raisonnements juste-
ment contestés par Poisson et Cauchy. 

Passons maintenant à la deuxième Partie, c'est-
à-dire aux questions relatives à l'approximation des 
racines des équations algébriques ou transcendantes. 

La méthode de Newtoii pour déterminer une limite 
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supérieure des racines positives d'une équation 

( I ) / ( ̂  ) A0 a: -I- A1 ¿r'«-1 -f-. . , -f- A _ 1 H- A - o 

consiste à trouver une quantité a qui rende positives la 
fonction/ ( x ) et ses dérivées successives. Mais le calcul 
des valeurs numériques de la suite 

( 2 ) f{x\ f\x\ 

est pénible, d'autant plus que la connaissance des va-
leurs de plusieurs termes de cette suite ne facilite en 
rien le calcul des suivants. Laguerre montre qu'on peut 
atteindre le même but à l'aide des fonctions 

k^X Al, 

( 3 ) 

fi(x)= A,X^'^-'^-i-Arn-u 

f A^Xm-^ Arn-iX -f- A,,,, 

dont le calcul est beaucoup plus aisé, attendu que les 
valeurs de ces fonctions se présentent successivement 
d'elles-mêmes dans le calcul de la valeur que prend la 
dernière f{oc) pour une valeur donnée de x. Ainsi : 

Tout nombre positif a, qui rend positifs les po-
lynômes de la suite ( 3 ) , est une limite supérieure des 
racines de Véquation (i). 

Les mêmes observations critiques s'appliquent encore, 
et avec plus de force, au théorème de Budan qui indique 
comme limite supérieure du nombre des racines réelles 
comprises entre deux nombres a et è la différence entre 
les nombres de variations qu'offre la suite (2) pour 
x = a et X = b, Laguerre résout le même problème, 
d'une manière bien moins pénible : 
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Si Von désigne par a et h deux nombres positifs et 

par 
Co H- Cl ¿F + . . . -H C,«_2 x^-^ 

la partie entière du quotient du poljnôme f [ x ) par 
(x — — è), le nombre des racines réelles de Vé-
quation (i) comprises entre a et h est au plus égal au 
nombre des variations des termes de la suite 

[f(b)-b{b-a)Co, 

f W ; 

et, si ces deux nombres sont différents, leur différence 
est un nombre pair. 

Faisant ensuite l'application de ce théorème à la 
question suivante : Déterminer deux limites entre 
lesquelles restent comprises les valeurs du polynôme 
f{x) lorsque x reçoit toutes les valeurs situées entre 
deux nombres positifs a etb,^ il trouve que ces limites 
sont le plus petit et le plus grand des termes de la 
suite (4). 

Dès qu'on a une valeur suffisamment approchée 
d'une racine d'une équation, la méthode d'approximation 
de Newton et la méthode des parties proportionnelles 
fournissent l'une et l'autre des moyens commodes et ra-
pides pour approcher indéfiniment de cette racine. La 
difficulté principale est d'obtenir cette valeur assez ap-
prochée pour servir de point de départ. Laguerre cherche 
à l'éviter en posant la question d'une autre façon : Etant 
donné un nombre arbitraire x^ déterminer, sans tâ-
tonnement et par suite d'opérations régulières, des 
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valeurs de plus en plus approchées de la racine immé-
diatement supérieure ou immédiatement inférieure 
à X, Il résout complètement ce problème pour les équa-
tions algébriques dont toutes les racines sont réelles, à 
Faide de la proposition suivante : 

En désignant par f[x) = o une équation de degré n 
dont toutes les racines sont réelles et par a une quan-
tité arbitraire, les deux ^yaleurs de x déterminées par 
V équation 

a / ( a ) n / ( a j ^^ ^ ^ 

sont respectivement comprises entre a et les deux ra-
cines de l'équation proposée qui avoisinent x. 

Dans la formule (5), £ désigne l'unité prise avec le 
signe dey^(a), et H ( x ) représente le bessien 

de f(x) ; on sait d'ailleurs que ce bessien a une valeur 
toujours positive. 

Ce théorème résout pleinement la question proposée : 
on tirera de la formule (5) une valeur convenable de 
X — a; puis, en partant de la nouvelle valeur de x , ou, 
pour faciliter les substitutions, de toute autre valeur 
comprise entre x et a, on continuera les opérations qui 
permettront ainsi d'approcher indéfiniment de la ra-
cine. 

Cette méthode oifre sur celle de Newton l'avantage 
de n'être jamais en défaut, quelle que soit la valeur de 
départ a, et l'on démontre sans peine que, dans le cas 
où la méthode de Newton peut être employée avec 
sûreté, la formule (5) donne toujours une approxima-
tion plus grande. 
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Signalons encore un théorème très important sur la 

séparation des racines des équations dont toutes les ra-
cines sont réelles : 

Si Von désigne par a une quantité réelle arbi-
traire, les nombres \ et qui satisfont ci la relation 

et dont r un est arbitraire, séparent les racines de l'é-
quation, de degré /z, f(x-)— o. 

Nous appellerons, à ce sujet, Tattention sur le prin-
cipe élégant qui sert de base à la démonstration de ce 
théorème et de plusieurs autres propositions du même 
genre : il consiste à mettre la relation qui exprime la 
propriété à démontrer sous une forme telle qu'elle ne; 
renferme que des covariants de la forme binaire 

propriété ainsi présentée se trouve 
alors projective et il suffit, pour l'établir généralement, 
de la démontrer pour deux valeurs particulières des 
deux variables indépendantes. 

Le cas des équations dont toutes les racines sont 
réelles est très important, les équations de ce genn; 
s'oiîrant d'une manière fréquente en Analyse. La place 
nous manque pour suivre Laguerre dans les diverses 
applications de ses méthodes aux équations qui déter-
minent eos^ > tang^? . . . , ainsi qu'à celles qu'on obtient 

en égalant à zéro les polynômes X« de Legendre, les 
polynômes U« de M'. Hermite, et plus généralement les 
polynômes ^ ( x ) qui satisfont à une équation différen-
tielle linéaire du second ordre. Dans le cas où l'équation 

o a toutes ses racines réelles, Laguerre forme 
une expression simple Q qui doit avoir une valeur po-
sitive ou nulle toutes les fois qu'on y met pour x une 
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Le livre de M. Kœhler comble une lacune dans le champ des ouvrages 
qui visent la préparation à l'École Polytechnique, à l'École Normale et à 
1 Agrégation. On sait toute l'importance qui est attribuée, et fort justement 
à notre sens, à la composition mathématique dans les examens auxquels 
nous venons de faire allusion; mais le cours de Mathématiques spéciales 
est tellement étendu qu'il n'est pas toujours possible au professeur chargé 
de ce cours de s'attarder, autaiit qu'il le voudrait, dans l'exposition des 
exercices si multipliés de la Géométrie analytique. Le livre de M. Kœbler, 
dont la première Partie vient de paraître, est donc appelé à rendre aux 
candidats un bien réel service en leur montrant, sur des exemples très 
variés, rélégance et la fécondité des méthodes qui conduisent à la recherche 
des lieux, ou à la démonstration des théorèmes de la Géométrie supérieure. 

En parcourant cet intéressant volume, nous avons remarqué et nous 
signalons à nos lecteurs : 

Divers problèmes relatifs aux triangles inscrits à une conicfue et cir-
conscrits à une autre (Chap. I, n®' 1 à 5 ; Chap. 111, n° 22, p.76 a 87). Ces 
questions sont traitées par des méthodes élémentaires sans faire intervenir 
le covariant F de Salmon ou les invariants 0 , 8'. C'est à cette théorie géné-
rale des polygones Inscrits et circonscrits simultanément à deux coniques, 
théorie dont l'idée remonte, croyons-nous, à Poncelet, que se rattache la 
question donnée aux candidats à l'École Normale au concours de i885. 

2® La théorie des polygones circonscrits à une conique et dont les som-
mets se meuvent sur d'autres coniques (Chap. VIII, appendice, p. 270). 



Le problème I de cet appendice a été traité par M. Darboux en faisant 
intervenir les fonctions elhp*-'"""" VA^^^^X . 

Lorsque trois coniques 
tèrCy SI deux sommets d'un triangle circonscrit à l'une d'elles glissent sur 
les deux autres, le lieu du sommet libre se compose de deux coniques 
inscrites dans le même quadrilatère que les troLs premières. 

M. Darboux donne l'équation du fieu ; mais la différence de deux inté-

f raies elliptiques s'introduit dans l'équation; il est vrai qu'il ressort de sa 
émonstration que cette différence est nécessairement algébrique. M. Kœhler 

donne (ég. T, p. 277) le moyen de former explicitement les équations des 
deux coniques qui constituent par leur ensemble le lieu cherché. 

Nous signalerons encore dans ce même appendice le problème 5 (p. 584) : 
Deux sommets d'un triangle se meuvent sur une conique F ; deux côtés 

touchent une conique U, le troisième enveloppe une conique F' du faisceau 
U, F ; trouver le Ueu du sommet libre. 

Ce problème paraît avoir été traité pour la première fois par Salmon dans 
le Quarterlf Journal; la solution de Salmon, extrêmement laborieuse d'ail-
leurs, se trouve résumée dans l'édition française du traité des Coniques de 
cet auteur. 

La solution de M. Kœhler est sensiblement plus simple. C'est à la suite 
(p. 288 et 289) qu'on trouve une démonstration, que nous croyons nou-
velle, du célèbre théorème de Poncelet. 

Si les n côtés d'un polygone touchent une conique fixe \]et si n — i som-
mets se meuvent sur une conique F, le lieu du sommet libre est une conique 
inscrite dans le même quadrilatère que les deux premières. 

Nous signalerons encore, comme nous ayant plus particulièrement frappé : 
1° V étude analytique du cercle de Brocara. 
Cette étude est faite au moyen des coordonnées trilinéaires qui sont les 

coordonnées naturelles de cette question. Il y a d'ailleurs longtemps, rela-
tivement du moins, que cette étude analytique a été entreprise par MM. Neu-
berg, Lemoine, etc., sans compter M. Brocard lui-même. A notre avis (et 
M. Neuberg, que nous venons de citer, partage, croyons-nous, cette opi-
nion), Fétude analytique en question se fait un peu plus simplement en 
adoptant les coordonnées barycentriques. Mais, au fond, la différence des 
deux méthodes est peu sensible. 

2° Étude d'un système de deux coniques telles que la conique covariante F 
se réduise à deux droites (p. 222, n® 49); 

3® Étude de trois coniques formant un système harmonique; 
4® Calcul du rayon de courbure en coordonnées trilinéaires, équation du 

cercle de courbure (p. 882). 
De cette dernière formule, M. Kœhler déduit l'expression du rayon de 

courbure de l'hynocycloïde à trois rebroussements et retrouve le théorème 
que nous avons donné autrefois : 

Le rayon de courbure en un point quelconque de V hypocycloïde à trois 
rebroussements est égal à huit fois la distance du centre du cercle cir-
conscrit à la tangente en ce point. 

Ces citations diverses suffisent à donner une idée de l'importance du livre 
de M. Kœhler, du souffle élevé qui l'anime, de l'abondance et de la variété 
des matériaux qui le constituent. On se plaint beaucoup, il faut avoir le cou-
rage de le reconnaître, de la faiblesse de plus en plus marquée, dans les 
divers examens et au concours général, des compositions de mathématiques, 
principalement à Paris. On ne sait plus faire le problème; et nos élèves 
lisent de moins en moins, absorbés qu'ils sont par un cours qui est vraiment 
bien lourd, surtout pour les élèves de premiere année. Il faut dire aussi 
qu'ils travaillent trop les questions d'examens, et ils poussent aujourd'hui 



la preparation jusqu'à la connaissance des détails los plus minutieux. Ce 
n'est pas là, assurément, la base d'une bonne instruction et nous ne pou-
vons croire que ces procédés artificiels puissent faire d'un candidat tout à 
fait médiocre un élève de nos grandes écoles. 

Les candidats savent pourtant bien que cette préparation ne tr<mipe per-
sonne et que ceux qui sont appelés à les juger ont vite dévisagé ees mMio-
crités bien dressées, qui ne représentent qu'une surface facile à percer. On 
ne leur demande pas, dans les examens auxquels ils se destinent, de répéter, 
les uns après les autres, une définition plus ou moins controversée dans sa 
forme, comme celle des irrationnelles ou des imaginaires, définition qui peut 
cesser de plaire d'une année à la suivante, ou quand on passe d'un juge à un 
autre. Non, les examinateurs ont souci de trouver en eux des esprits précis, 
et droits; sans doute connaissant bien la valeur des termes qu'ils emploient, 
mais surtout largement ouverts aux raisonnements rigoureux et aux mé-
thodes générales des Mathématiques. C'est qu'il est, en effet, de toute justice 
que les portes de nos grandes écoles ne se ferment pas sur ces intelligences 
d'élite, leur recrutement intéressant le bon fonctionnement des services pu-
blics. Que les élèves cherchent donc à voir un peu au delà du cours; qu'ils 
lisent des ouvrages comme celui que nous venons d'analyser, et nous per-
sistons à penser, malgré quelques exemples qu'on pourrait nous rappeler 
et qui donnent au système que nous préconisons ic un tort apparent, aue 
ces candidats trouveront, en nous écoutant, la voie la plus courte et la plus 
sûre pour atteindre le but qu'ils ont en vue. G. L. 

(Extrait du Journal de Mathématiques spéciales, février i886). 
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racine de réqualion. Si donc Q n'est pas positive pour 
toutes les valeurs de x , on obtiendra par là meme des 
limites comprenant les racines de l'équation; en parti-
culier, si Q est toujours négative, on pourra affirmer 
l'existence de racines imaginaires. 

La troisième Partie concerne la reclierclie des racines 
imaginaires. Elle renferme une notion absolument nou-
velle, celle des points dérivés, dons nous allons indi-
quer en quelques mots le sens et l'utilité. 

Soit l'équation de degré où j est 
égal à l'unité et a été introduit pour rendre le po-
lynôme liomogène ; si l'on représente, à la manière 
de Cauchy, une quantité imaginaire par un point du 
plan et si M est le point représentatif de x , Laguerre 
nomme point dérivé de M le point m qui représente la 
quantité ^ définie par la relation 

dx d y 

d'où il résulte que, si M est le point représentatif d'une 
valeur x approchée d'une racine et si W désigne le 
point représentatif de la valeur approchée que donne 
la méthode deNew^ton, le point dérivé m s'obtiendra en 
portant à partir de M, dans la direction MM', une lon-
gueur égale à «.MlVr. 

Celte considération donne lieu à plusieurs proposi-
tions nouvelles dont voici les deux plus simples : 

Tout cercle passant par un point quelconque du plan 
et par le point dérivé renferme au moins une racine de 
V équation; et il y a aussi au moins une racine en dehors 
du cercle. 

Pour qu'une équation ait toutes ses racines réelles 
il faut et il suffit que chaque point du plan et son 
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point dérivé soient situés de part et d'autre de l'axe 
des X, 

Du premier théorème résulte le moyen de calculer 
les racines par approximations successives. Supposons, 
en effet, qu'on ait déterminé un contour fermé, un 
cercle par exemple, renfermant dans son intérieur une 
seule racine. Si l'on a déterminé une valeur suffisam-
ment approchée de la racine, on pourra trouver un 
point M intérieur au cercle et tel que ce cercle renferme 
aussi le point dérivé m. Par les points M et m on mènera 
alors deux cercles C et C tangents au cercle donné, et 
il est clair que la racine cherchée devra se trouver dans 
la lunule commune à C et à en continuant les mêmes 
constructions, qui peuvent d'ailleurs être remplacées 
par des formules analytiques, on parviendra à déter-
miner la racine avec telle approximation qu'on voudra. 

Laguerre a appliqué les eonsidérations qui précèdent à 
la détermination des racines imaginaires des équations à 
coefficients réels qui n'ont que deux racines imaginaires. 

Cette troisième Partie, on le voit, est la moins com-
plète, sinon la moins remarquable des trois. Nul doute 
que, si le temps ne lui eût fait défaut, Laguerre n eût 
heureusement complété ses belles tentatives dans un 
genre de recherches si hérissé de difficultés. 

IX . 

Les travaux de Laguerre sur les équations différen-
tielles comprennent : d'abord un Mémoire sur le factcur 
intégrant des équations du premier ordre, et deux autres 
applications intéressantes du principe du dernier multi-
plicateur de Jacobi \ puis un Mémoire fondamental sur 
les équations linéaires d'ordre quelconque, enfin une 
exposition fort ingénieuse et très nette de la méthode de 
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Moiige pour rintégration des équations aux dérivées 
partielles du second ordre. 

Le Mémoire relatif à la recherche du facteur d'in-
tégrabilité complète d'importants résultats obtenus par 
Lagrange. Soit 

dy — z dx — o 

Téquation du premier ordre à intégrer, dans laquelle ^ 
est déterminé par l'équation z) = a, où a dé-
signe une constante arbitraire, M étant un facteur 
propre à rendre dj — z dx une différentielle exacte, on 
peut supposer que, dans son expression, on ait rem-
placé a par V(x , j , en sorte que le multiplicateur M 
soit une fonction des trois variables indépendantes x , 

cette fonction satisfait à une équation linéaire 
aux dérivées partielles dont il suffira de trouver une so-
lution particulière pour intégrer l'équation proposée. In-
versement, étant donné un multiplicateur z), on 
peut demander toutes les fonctions V jouissant de la pro-
priétéque,2?étantdéterminéparla relation = a , 
l'équation dj — z dx admette M comme facteur inté-
grant. En se fondant sur la théorie du dernier multi-
plicateur, Laguerre fait voir que, si l'on connaît une 
valeur particulière de V, on peut les déterminer toutes 
par une quadrature pouvant être réellement effectuée. 
De là résulte, en particulier, que si l'on sait intégrer 
une équation différentielle du premier ordre renfermant 
une constante arbitraire ou, ce qui est équivalent, une 
équation différentielle du second ordre, on saura par là 
même intégrer un type d'équations différentielles du 
premier ordre renfermant trois fonctions arbitraires. 
Lagrange avait déjà donné une proposition semblable, 
mais où il n'entrait qu'une fonction arbitraire. 

Les deux autres applications du principe du dernier 
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multiplicateur ont trait : l'une à l'équation 

dv^ F 

où F désigne une fonction quelconque et f un polynôme 
du siîcond degré ; l'autre à l'équation 

désignant un polynôme du second degré. Laguerre, 
en utilisant les propriétés des formes quadratiques, 
montre qu'on peut intégrer l'équation (i), dès que l'on 
connaît une solution particulière de l'équation 

d'^-y \ dx 

cp désignant un autre polynôme du second degré. 
Quant à Téquation (2) , qui est évidemment satisfaite 
par tous les polynômes du troisième degré dont le lies-
sien est / ( x ) , Laguerre donne l'expression de son inté-
grale générale à l'aide des fonctions elliptiques. 

Arrivons aux équations linéaires d'ordre quelconque. 
Si, dans une telle équation d'ordre /z, on conserve la 
variable indépendante X, en remplaçant la fonction in-
connue par ^zi, et si l'on dispose de ^ de manière à 
faire évanouir, dans la transformée, le second terme, 

c'est-à-dire le terme en les coefficients des termes 

qui suivent sont des fonctions que Laguerre qualifie de 
semi-invariants ; ces fonctions jouissent en eifet de la 
propriété d'invariance lorsque l'on conserve la variable 
indépendante en prenant une autre fonction pour in-
connue. De l'étude de ces semi-invariants, Laguerre dé-
duit, en particulier, que l'on peut toujours, dans une 



( >65 ) 
équation diilérentielie linéaire d'ordre quelconque, 
faire disparaître le troisième et le quatrième terme par 
l'intégration d'une équation linéaire du second ordre et 
une quadrature. Il signale, en outre, pour l'équation li-
néaire du troisième ordre, un invariant tel que, lorsqu'il 
s'annule, il existe une relation homogène et du second 
degré entre trois solutions quelconques de Téquation 
diiférentielle proposée. 

Nous ne saurions trop appeler l'attention sur ce tra-
vail dont M. O. Bonnet et M. Hermite ont parlé tour à 
tour à TAcadémie des Sciences en termes si élogieux. Ce 
n'est que deux ans après avoir communiqué ses idées sur 
ce sujet à M. Bertrand que Laguerre, toujours peu em-
pressé de mettre au jour ses recherches, les a publiées 
dans les Comptes rendus. Pendant qu'il parvenait ainsi 
à la conception si originale des invariants des équations 
différentielles, M. Halphen, en suivant un ordre d'idées 
différent, arrivait de son côté <à la notion des invariants 
différentiels qu'il a développée avec tant d'éclat. Ces deux 
géomètres se partagent donc la gloire d'avoir, simultané-
ment et indépendamment l'un de l'autre, ouvert une 
voie féconde déjà très brillamment parcourue, mais non 
encore entièrement explorée. 

Dans son exposition si élégante et vraiment curieuse 
de la méthode de Monge pour l'intégration des équations 
aux dérivées partielles du second ordre, Laguerre com-
mence par observer que le premier membre W de l'é-
quation à intégrer 

peut être mis, d'une infinité de manières, sous la forme 
0 r s 
1 .V ( 
b r d W = 
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a, Z», c, d, a, p, y, ô étant des quantités dont trois peu-
vent être choisies arbitrairement. Tous les systèmes de 
valeurs de ces quantités se distribuent en deux groupes 
correspondant aux deux signes du radical 

v/K2—HL —MN. 

Représentons par F (A, B, C, D) l'expression 

. /i)to dii}\ ^ Í à{a dui\ diú r^ àio 
^ ^ 

et désignons par 

(a, 6, c, d, a, Y. a', p', f , 3') 

deux systèmes de valeurs des indéterminées n'apparte-
nant pas à un même groupe. Toute la méthode pourra 
être renfermée dans ce théorème unique : 

u et V étant deux solutions communes au système 
d'équations 

F (a, b, c, 
F(a, p, Y, = 

et li et v' deux solutions communes au système 

F (a', b', c', d') = o, 
F(a', P', Y', = 

si, des équations 

w' —cp(p') = o, 

oiifet çf désignent des fonctions arbitraires, on tire p 
et q en fonction de pc,, j , z^ ces valeurs, substituées 
dans 

pdx qdy^ 

rendront cette expression une différentielle exacte, et 
l'on aura la fonction inconnue z par la formule 

z = Sipdx q dy). 
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Dans le cas où le radical dont noiis avons parlé ci-

dessus s'annule, un seul système de valeurs de a, è, c, 
a, ¡3, y, S suffit. 

Passons maintenant aux travaux sur les transcendantes 
elliptiques et abéliennes. Nous avons cité déjtà la belle 
construction que Laguerre a donnée pour l'addition des 
fonctions ultra-elliptiques de première espèce. Nous 
devons signaler encore diverses reclierches sur la trans-
formation des fonctions elliptiques, entreprises surtout 
dans le but de généraliser des résultats trouvés par 
M. Hermite relativement à la transformation du troi-
sième ordre. 

Le problème de la transformation peut être posé dans 
les termes suivants : 

U j ) étant une fonction homogène du quatrième 
degré [y est ici introduit pour l'homogénéité et doit 
être supposé égal à i) ei H étant son hessien,, trouver 

X , , une intégrale rationnelle z = l'équation 

dz dx 
1) v'XU -4- JJ.H' 

les nombres \ et [Ji étant convenablement choisis. 

Dans le cas où le degré de la transformation est de la 
forme 4 Laguerre ramène la détermination de X 
et Y à celle de deux polynômes homogènes en U et H, 
qui ne dépendent des valeurs particulières attribuées 
à U que par les valeurs des invariants S et T de ce po-
lynôme U; cette détermination peut s'effectuer par les 
méthodes données par Jacobi. 

Laguerre fait connaître en outre une transformation 
remarquable de l'équation difîérentielle 

dx = du\ 
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X en posant x = ^^ remplacer cette équation par 

un système d'équations renfermant une fonction arbi-
traire u, et, dans le cas où cette fonction se réduit à une 
constante, les valeurs de X et de Y qui satisfont à ce 
système d'équations donnent les fonctions 0 de Jacobi 
et les fonctions Al de Weierstrass. Laguerre déduit de 
là plusieurs résultats importants déjà trouvés par Jacobi 
et Eisenstein. 

Enfin, tandis que Jacobi avait ramené la réduction en 
fraction continue de la racine carrée d'un polynôme du 
quatrième degré à la multiplication des fonctions ellip-
tiques, Laguerre, adoptant le point de vue opposé, 
montre que l'intégrale algébrique de l'équation 

f/ç n dx 

où 72 est un nombre impair et où r, et j sont introduits 
pour l'homogénéité, résulte de la connaissance de deux 
polynômes homogènes dont la détermination se ramène 
à la réduction en fraction continue de la racine carrée 
d'un polynôme du quatrième degré. Il donne d'ailleurs 
cette intégrale algébrique sous forme explicite pour 
le cas de n ~ Z al pour celui de /i = 5. 

Laguerre s'est aussi occupé avec succès des fonctions 
abéliennes. Dans un Mémoire trop peu remarqué sur le 
calcul des systèmes linéaires, après avoir développé les 
règles de ce nouveau calcul qui a une étroite connexion 
avec les quaternions d'Hamilton, les clefs algébriques de 
Cauchy et les imaginaires congruentielles de Galois, 
Laguerre en fait l'application à la théorie des formes 
et à celles des fonctions abéliennes. En représentant 
toutes les variables par ce qu'il appelle une variable 
linéaire, il obtient une notation commode à certains 
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égards, et qui lui permet de condenser en une formule 
unique les séries différentes, dont les quotients don-
nent les fonctions abéliennes d'ordre ÎI. Il parvient ainsi 
à étendre aux fonctions abéliennes d'ordre quelconque 
plusieurs propriétés données antérieurement par M. Her-
mite sur les fonctions du premier ordre, et notamment 
cette notion capitale àe^ formes abéliennes que M. Her-
mite a introduites dans la Science et qui jouent, dans 
cette théorie, un rôle analogue à celui des formes bi-
naires dans la théorie des fonctions elliptiques. 

Pour achever notre tache, nous n'avons plus qu'à 
parler d'un dernier travail concernant l'attraction des 
ellipsoïdes et où l'on retrouve en quelque sorte inopiné-
ment une fort ingénieuse application de cette théorie 
des imaginaires, qui a toujours été l'étude de prédilec-
tion de notre savant ami. La méthode consiste, en effet, 
à décomposer les ellipsoïdes en tranches comprises entre 
des plans infiniment voisins et parallèles au plan 

ix coscp -f- ¿y sincp 4- ^ = o. 

Il est vrai que ces plans sont imaginaires et au premier 
abord la décomposition ne semble avoir aucun sens ^ 
mais il résulte des principes établis par M. Hermite, 
dans sa belle théorie des coupures des intégrales défi-
nies, que, si l'on effectue les calculs en attribuant à i 
une valeur réelle, les résultats obtenus sont encore 
valables lorsqu'on fait i = \J—i. C'est ainsi qtie La-
guerre parvient à une expression du potentiel de deux 
ellipsoïdes qui est relativement d'une extrême simpli-
cité 5 la comparaison de ses formules avec les résultats, 
déjà si parfaits, qu'avaient obtenus ses nombreux et 
célèbres devanciers, conduit à des propositions nou-
velles dont la démonstration directe offrirait de sérieuses 
difficultés. 
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Le tliéorème de Laguerre peut être énoncé simple-

ment comme il suit : 

Soient z) et ^oix^y^ z) deux formes qua-
dratiques^ Î2 et Qo IGUJS discriminants, et A et AQ les 
valeurs que prennent leurs formes adjointes,^ quand on 
Y remplace respectivement les variables par 

v/i2 v^ s/a 
et par 

i coscp isino I 

Désignons par TJ, Ç les coordonnées du centre du 
second ellipsoïde par rapport à des axes rectangulaires 
passant par le centre du premier les équations des sur-
faces extérieures des deux corps étant 

représentons par fÇk'^) et f i f ^ ) les densités des cou-
ches dont les surfaces extérieures ont pour équations 

et posons 

f f{\)d\=Y{t), f = 
Jtl 

Le potentiel P des deux ellipsoïdes s''exprime par la 
formule 

p ^ 9vvo f^' f^' 
J^ ¿̂ eo 

¥{t)¥ç,{tç,)dt dt^do 
; COS cp 4- iTQ sin t: -h Ç — i v^ — ¿0 /̂ o 

dans laquelle V et Vo sont les volumes des deux corps 
et oil l'on suppose Ç > o. 
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La formule se réduit notablement lorsque les ellip-

soïdes sont de révolution, A et Â  étant alors des carrés 
parfaits. 

Dans le cas où les ellipsoïdes sont homogènes, en 
appelant w et (OQ leurs densités, on a 

Il est aisé de voir que A a la même valeur pour des 
ellipsoïdes homofocaux, ce qui conduit au théorème de 
Maclaurin. Mais hâtons-nous d'observer, avec Laguerre, 
pour faire ressortir pleinement la perfection de la mé-
thode, que ce théorème ne résulte pas seulement du ré-
sultat final du calcul : il est encore une conséquence 
immédiate de la marche même suivie pour effectuer les 
intégrations. Tous les plans parallèles au plan 

i x cos (fi -h i y sin cp -4- z = o 

sont des plans isotropes, et, pour déterminer les limites 
des intégrations relatives à i et à îqi il suffit de déter-
miner ceux de ces plans qui touchent chacun des ellip-
soïdes. Comme cp prend toutes les valeurs possibles de 
o à 27i:, on a donc à considérer tous les plans isotropes 
qui sont tangents à chacune des surfaces; et, comme 
deux surfaces homofocales du second ordre touchent les 
mêmes plans isotropes, il faut conclure que le potentiel 
n'est modifié que par Fintroduction d'un facteur con-
stant, lorsque l'on substitue à l'un des ellipsoïdes un 
ellipsoïde homofocal. 

Enfin Laguerre montre comment l'expression du po-
tentiel donnée ci-dessus conduit aisément à son dévelop-
pement suivant les puissances de l'inverse de la distance 
des centres des deux corps. 
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Tel est rinveiitaire des richesses que nous a laissées 
notre regretté camarade. 

On ne saurait s'y méprendre. L'homme que la Science 
vient de perdre n'était pas seulement un géomètre dis-
tingué, habile à trouver d'heureux développements et 
des solutions élégantes : c'était un inventeur, aux idées 
neuves et fécondes, dont les écrits sur l'emploi des ima-
ginaires, sur la théorie des équations, sur les cycles, etc., 
rendront le nom impérissable. « Laguerre », disait 
M. O. Bonnet, dans un savant Rapport à l'Académie, 
(( est un des géomètres les plus pénétrants de notre 
époque*, ses découvertes en Géométrie lui assignent le 
premier rang parmi les successeurs de Chasles et de Pon-
celet, et ses recherches nombreuses et profondes sur 
l'Algèbre et le Calcul différentiel et intégral accusent 
un talent d'analyste de premier ordre. » 

Et cependant jamais plus de modestie ne s'allia à un 
mérite si éclatant. « Edmond Laguerre », écrivait notre 
illustre et vénéré maître, M. Bertrand, pour les funé-
railles de son jeune Confrère, « Edmond Laguerre, pas-
sionné pour la Scieni^e, semblait indifférent au succès. 
Jamais il n'a négligé un devoir-, jamais il n'a sollicité 
une faveur Toujours oublieux de se faire valoir, il 
a pris sa retraite, jeune encore, sans avoir atteint dans 
rartillerie les hauts grades où son mérite semblait l'ap-
peler Ses découvertes l'avaient placé au premier 
rang des géomètres français avant que l'Académie des 
Sciences en eût entendu discuter et proclamer l'impor-
tance. » 

Hélas! ce fauteuil à l'Institut qu'il avait conquis sans 
coup férir, il devait à peine l'occuper! C'est au moment 
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où tout semblait lui sourire et où la bienveillance de 
M. Bertrand lui ouvrait les portes du Collège de France 
que la mort est venue nous le ravir. Son beau travail 
sur l'attraction des ellipsoïdes a été le chant du cygne. 
A la fin des examens de février, à l'École Polytechnique, 
une fièvre violente le prit que rien ne put vaincre, ni 
les soins les plus aifectueux, ni le séjour momentané 
de Versailles, ni l'air du pays natal, conseillé comme 
dernier recours. Le i4 août 1886, cette belle intelligence 
s'éteignit doucement, sans avoir livré tous ses secrets. 

Puissent sa veuve et ses enfants puiser quelques con-
solations dans les paroles éloquentes que M. Halphen a 
prononcées sur sa tombe, et dans le pieux hommage que 
j'adresse ici à notre cher camarade, au nom de cette 
École qu'il aima avec passion, sur laquelle il a fait re-
jaillir tant d'éclat et qui, par un sOrt étrange, au moment 
où l'instruction est partout en honneur, semble avoir à 
se faire pardonner de produire encore de si glorieux 
enfants. 

APPLICATION D'IIX THEOREME DE STEWART ; 
PAR M. B. NIEWENGLOWSKI. 

Étant donnés trois points A, B, C en ligne droite, et 
un quatrième point O, on a, en vertu d'un théorème de 
Stewart, 

(i) ÔÂ'.BG-f-ÔB'cA-f-Ôc'.ABM-AB.BG.GA = 0, 

pourvu que les segments AB, BC, CA soient comptés 
avec le signe -h dans un sens, avec le signe — en sens 
contraire. 
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Posons 

en substituant dans l'égalité (i), on obtient immédiate-
ment 
( I ) A B G - F - P G A - F - Y A B - F - A B . B G . G A R = O, 

équation qui fournit une relation entre les puissances de 
trois points A, B, C situés en ligne droite, par rapport à 
un cercle quelconque. 

Cette équation, conséquence immédiate du théorème 
de Stewart, permet de faire une discussion très simple 
de ce problème : 

Mener par deux points A, B une circonférerice tan-
gente il une circonférence donnée O. 

Supposons, en effet, le problème résolu, et soit C le 
point où la tangente commune à la circonférence cher-
chée et à la circonférence donnée rencontre la droite AB ^ 
on a 

( 3 ) Y = G A . G B . 

En introduisant cette hypothèse dans l'équation (2) , 
celle-ci devient 

ABG ^ G A = O 
ou bien 

G B - p 

Cela étant, si le problème est possible, les points A et B 
sont évidemment tous deux extérieurs ou tous deux in-
térieurs au cercle donné O. 

Réciproquement, si A et B sont tous deux extérieurs 
ou tous deux intérieurs au cercle O, on peut choisir 
sur AB un point C vérifiant l'équation (4 ) ; ce point C 
sera extérieur au segment AB, puisque les puissances 
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a et P seront de même signe. Or on aura cette fois 

aBG-f-pCA = o; 

d'où, à cause de l'équation (2), il résulte que 

Y = GA.GB. 

La puissance du point C par rapport au cercle O sera 
donc positive; on pourra, par suite, mener de C deux 
tangentes CT;, CT^ au cercle O, T et T' désignant les 
points de contact. Les égalités 

GT2 == G A. GB, GT'2 G A. GB 

montrent que les cercles passant par A, B, T et Â , B', T' 
sont tangents au cercle donné. 

SOLUTION D'lIi\E OlIESTION D'ALGÈBRE; 
PAU M. A. AUBRY, 

É l è v e d u l y c é e L o u i s - l e - G r a n d ( c l a s s e d e M. N i e w e n g l o w s k i ) . 

Étant donnée l'équation « x - - f - è x - f - o , 
trouver les substitutions rationnelles qui reproduisent 
V équation. 

On sait que, dans le cas du troisième degré, la trans-
formation rationnelle la plus générale est la transforma-
tion entière du second degré. C'est donc parmi les 
substitutions de ce degré qu'il faut chercher les solu-
tions du problème proposé. 

D'abord, quel est le nombre de ces solutions ? C'est 
ce que va nous faire connaître le théorème de Bézout. 
Effectivement, soit 
(i) y — Ix^-h mer-i-p 
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l'équation qui définit l'une des substitutions deman-
dées 5 désignons par , x^ les trois racines de l'équa-
tion proposée 

('2) a -T-ax'bxc = o, 

par j o lî s valeurs correspondantes dej^ et enfin 
par .v/f la somme des puissances A des racines 
x^. Les quantités j i, J27 J i doivent représenter, dans 
un certain ordre, les quantités x^, Xo, 

Cela étant, si, dans la relation (i), on remplace x 
successivement par x^, x^ (et en même temps par 
J'it^'it 7 3) ^̂  fasse la somme des résultats ob-
tenus, on aura 

Cette même formule (i) nous fournira par l'élévation 
au carré 

j'2 — l'x'*-h m'x^ -f- . . . -4-

/', 7//,...,// représentant des fonctions du second degré 
par rapport aux lettres /, 77/, p. Nous déduirons de là, 
comme précédemment, 

(4 ) = I' '.Ç3 -- • •. p'-u' 

Nous aurons de même par une élévation au cube 

( 5 ) .V3 — l"sç, -i- ni' 55 -f-... -h/?" 

m",, , . é t a n t des polynômes entiers du troisième 
degré des quantités /, 7?z, p. 

Les égalités (3) , (4) et (5) constituent un système 
île trois équations à trois inconnues /, ni, p dont les de-
grés respectifs sont i , 2 et 3 : le nombre des solutions est 
donc égal à i . 2.3 = 6. 

11 s'agit maintenant de trouver ces solutions. Remar-
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quons, à cet eflet, qu'il peut arriver de trois choses 
l'une : ou bien on n'a, pour aucune valeur de i. 

ou bit 
Xi ^yi 

potir une valeur de i seulement, ou 

Xi^yt 
pour les trois valeurs de i. 

Examinons successivement chacune de ces Ijypo-
tlièses : 

i'' On a, par exemple, 

J l - -

yz ^ ; 

/, m, p vérifient donc les trois équations du premier 
degré lx\ niXi p — Xi, 

savoir 

l ^ 

mx^ 

la valeur de 

Xi x^ I 
I 

! I 

D 

x\ I 
I 

x^ I 
D 

œ] 
X.2 

xl 
D 

? P ^ 
Ann. de Mathémat., sér ie , t. V I ( A v r i l 1887). i3 
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eu posant 

Xl I 
372 i = {Xi—X2)(X2 — X3)(Xi — X3 

r i X3 1 

On peut exprimer la valeur de D au moyen des coeffi-
cients de l'équation proposée, car le discriminant de 

elle-ci est 

D2 = a2 62 _ 4 63 — 4 c — 27 c2 H-18 abc. 

Nous avons ensuite 

l ^ — — .Ta — x^ 
D 

l ^ 
puis 

( 4 - .9-2 -f- )2 — 3 ( .r 1 x.2 -f- x^ X:i 4 - Xs Xi ) 

(7,2— 3 6 

4- x'^xj -h X?fX2 xf — X^ — X^ 

Il nous faut calculer la fonction des racines 

qui est susceptible de deux valeurs. Soit la seconde 

t' =Z XiX^ -h XiXj -i-XsX'^ . 
On a 

Î 4 - t ' = : : ï : X i X 3 ( X i - h X 3 ) = l X i X 3 ( — a — X2) 

= — a^XiX3 — 3XiX2X3, 
i — — ab -i-3 c, 
t — t' — x ^ — ^3) (^1—^3) — — 3̂ ) 

— {Xi— X3 ) (XiX3-i- X^— X2 Xl — X2 X3 ), 

t — t' = (Xi — X3)(Xi — X2) (X3 — X2) =— D. 

Ces deux relations fournissent les valeurs de t et de z', 

( — D — a 6 4 - 3 c ) , — « 6 4- 3 c). 
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D'ailleurs 

= 3xiX2X^^(xi-\- Xi-]- Xs)Dl 

Donc 

m _ g , 

QC — y ab — D 

Quant à la valeur de p, c'est 

_ x^ (̂ 1 H- X2 )-}- xlxs {X2 + ) -t- xl Xj (X:i -h Xj) — Z X^ __ ^ 

~ D 

~ j5 

^ = D 

Or 
I.xlxl = {I.X2Xzy— 2xix2x^{xi-h Xs) b^—2ac; 

donc 
— at'— ac — 3 ac 

^ = D 

D 

3ac — 4 ¿2 ¿ _ ö̂ D 
.D -

En résumé la substitution 
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OÙ D désigne Tune quelconque des racines carrées de la 
quantité D^ = _ _ ^ 27c® i8aèc , 
donne deux solutions de la question. 

Exemple. — x'^— 4- 6x — i ~ o ̂  on a ici 
— 5, 6 = 6, c— — I, 

D 2 r = 2 5 X 3 6 — 4 x 6 X 3 6 — 4 X 125 — 27 - m 8 x 5 x 6 

= 36 — 4 X 5(25 — 2 7 ) — 27 = 9 -T- 4 X 5 X 2 = 49, 

D ==±7. 
a^—3b = 2.5 — 18 7, 

— 7 « 6 4 - 9 0 = — 2 XI25-1-7 X 5 x 6 — 9 
= — 5 X 2 ( 2 5 — 2 1 ) — 9 = — 4 9 = - 7 X 7 . 

3 a c — 4 6 2 4 - ^ i 5 _ 4 X 3 6 4 - 2 5 X 6 

= I 5 4 - 6 ( — 2 4 4 - 2 5 ) = 21 = 3 x 7 . 

En prenant D = -}- 7, on obtient 

2 X 7 2 

_ 3 X 7 4 - 5 X 7 __ 8 _ ^ 
^ ~ 2 x 7 2 ~ ^ ' 

Donc la substitution y=z(x— 2)- reproduit l'équa-
tion 

x^— 5cr2 4- 6a" — 1 = 0. 

On peut prendre D = — 7 et l'on a 

/! = ^ - • — 7 

— 2 X 7 

_ 3 X 7 — 5 X 7 _ 
^ " — 2 x 7 

Autre exemple. — x^ — ZXx- — 3 x -f- À = o -, c'est 
l'équation qui donne 

a tang 3 == 
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Cil fonction de 

tang a ~ X. 

Il faut faire, dans les formules générales, 

a~—3X, h— — 3, c— 

On a alors 
D2 = 3 X 27X2-1-4 X 27 4 - 4 X 27X^— 27X2 -h 18 X 9X2 

== 4 X 27(1 -H X'^-h 2X2) == 4 X 9 X 3 ( 1 X 2 ) 2 , 

D = =h6(i-H X2)v/3. 

9c —7«^ = — 2 X 27X3-i-9X —7 X 9X = —54 X(i -hX2), 
3ac — 4Z/2 ^ __ _ 4 X 9 — 3 X 9X2 — 30 (i-h X2). 

Donc 

6(n-X2)xsv/3 
- X2)—6(iH- X2)/3 X £ 

-36 (1 H- X2)-h 3X X C)(H- 3X p — ^ — £i/J. 
2 X 6(n-X2)£t,/3 ^ 

Au lieu de garder la transformation entière 

s/3 14-3X2/3 3X —2£/3 
Y = ^2 X H ^ , - ^ 2 2 2 

nous allons clierclier la transformation homographique 
équivalente. On atteint ce but, comme Ton sait, par une 
simple division algébrique. Or on trouve 

£ v/3 , 1 -f- 3 X £ v/3 3 X ~ £ v/3 \ / 9. 2 ^ / X 4-
2 2 3 

V X • 
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Donc 

y 1' ^ 3 E/3 —E/3) rr—e/3 

.v/3 

On arrive à ce résultat connu, à savoir que, si o: = tang o 
est une racine, les deux autres sont 

— / 3 tangc^-tang- ^ 

V3 I -f- tangcp tang -

= tang ĉp — -f-77̂  = tang(cp-i-2j^j 

et 

y 3 tangcp-f-tang^ 
i—x s/3 

On a 

c'est-à-dire 

- = tang 
I — t a n g c p t a n g -

y 1 = 00,. 
.73 = oc 
y 2 = ; 

/¿rf -f- r?ixi = Xi, 
Ixl -h mxz-^p ~ x^i. 
lx%-\- mx2-\-]) = X3. 

Ces équations nous donnent les valeurs des inconnues 

l = 

Xl X^ I 

X2 X3 I 

X3 .r.2 I 

1 

3̂ 
¿ri .r2 1 

2 Xl X3 -f- xl ~ — 'IXi X2 , 
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— Xs — X2 3Xi — X1—X2—XS 

Xl 

I = 

3 -4- g 

xj Xi{a Xl) — 

Xi{3 Xi-^ a) 
ax\ — 'ibxi — 

XF XL I 

x¡ X2 I 
xl X:i I 

xi(3xi-- a) 

vl — xl — Xl xl — x^x 
- D ~ —D 

xlix. — x,)-^ xi(x¡~- xl) — (xl ~ xl) 
{Xi — X2){X2—X^){X3 — Xi) 
Xi{X2-h X^)—Xl — X2X-Í — xl 

(Xi — X2){X3—Xi) 
Xl (Xi-h X2-r- X^) — (X2-h X^ X^ 

— (Xi — X2){Xi — Xz) 
c axi^{a-{-Xi)^ 

xf Xl (a-t-Xi) Xl 

xi{iaxi -h a2— h) 

Xl _ 3axf a-Xi-^c 
'ixi -- axi — c 

1 • • '2 0 Xl — 3 c 

P = 

xf Xl Xl 
xl X3 
xl X2 X3 =:Xi 

Xl I I 
X¡ X3 X2 
xl X2 X:^ 

- D 

— D 
Xl I o 

xl X^ X2 ~ X^ 
X2 X'¿—X2 

Xl 
X 

XI{X^—X2) 

Xi(X:i—X2) 
— D 

— D 

— D 

I 

Xl I o 
xl X'¿ — I 

xl-i-xl X2-h-Xs o 
X¡ X2 I 
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, ^ .̂ j ( — ) I Xj -4- ) — — 

CTi — a Xy ) — ( X2 4- Xs -i-'2X 
~~ xf — .ri (x2-r-X3 )-h .r¡~r¡ 

Q, C -( a -h Xl )(a-i- 2Xi ') -— — 
c 

Xl 

__ — Xi( 3 ax\ 4- a-Xl 4- 2c ) 
2x\-h — c 

_ —(2X1 4- a)(x\ 4- ax\ 4- bxi 4- c )-f- 2bx\ 4- abxi 4- ac 
— ax\—2 b Xl — 3 c ' 

2 bx\ 4- abxy 4- ac 
^ — axi—26x1—3 c 

En remplaçant x par chacune des trois racines de 
l'équation donnée, nous obtiendrons trois solutions de 
Ja question. 

On sait comment on pourrait ramener les expressions 

précédentes de /, 7?i, p à la forme 

On voit facilement comment on pourrait former Fé-
quation du troisième degré dont dépend l'un des coeifi-
cienls /, m, p et déterminer rationnellement les deux 
autres en fonction de celui-là. Il faudra en tous cas 
résoudre une équation du troisième degré qui a le meme 
nombre déracinés réelles que la proposée. 

3" Si Ton a 
IxJ 4 - mxj-^ p = Xi 

pour les trois valeurs 1, 2 ,3 de Tindice i, on a identi-
quement 

l m X -r- p ~ X, 
c'est-à-dire 

/ = p = o, m — I. 

Nous trouvons ainsi la solution j = x^ qui était à pré-
voir. 

Remarques. — 1. En supposant réels les coefficients 
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de réquation proposée, quatre des substitutions trou-
vées sont à coefficients réels. En effet, quand les racines 

sont réelles, D- est négatif, et par suite D 
imaginaire : les deux solutions trouvées dans le premier 
cas sont imaginaires et les quatre autres sont réelles; 
si, au contraire, x seule est réelle, D- est positif et les 
seules solutions imaginaires sont celles du deuxième cas 
qui correspondent à x̂ i et x̂ .̂ 

2. On pourrait se proposer de généraliser la question 
et de prendre, au lieu d'une équation du troisième degré, 
une équation de degré n. Le nombre des solutions serait 
alors 1 . 2 . 3 . . . /z ; il est remarquable que ce nombre 
est précisément le degré de l'équation de la résolution 
de laquelle Lagrange, cherchant à généraliser ce que 
l'on connaissait relativement à la résolution des équa-
tions du troisième et du quatrième degré, avait fait dé-
pendre celle de l'équation du degré 7i. 

En étendant l'analyse exposée précédemment, on peut 
d'ailleurs ramener la résolution de cette équation de 
degré 7il à celles de plusieurs équations de degrés moin-
dres et au nombre de n. On est en effet naturellement 
conduit à distinguer n cas : 

1® on n'a = yi pour aucune valeur de i\ 
on a y i ~ X i pour une seule » ; 

3° » )> pour deux » ; 
» » ]30ur trois » ; 

{n — i)"' » pour a — % » ; 
71° )) pour — I et par suite pour n. 

Mettons de côté le TẐ '̂"̂^ cas, qui comporte évidemment 
une seule solution y = x , et appelons u^ le nombre de 
solutions qui correspondent au premier. Considérons 
le {jf -+- lyème celui où xi= f i pour p valeurs de i ; 
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laissons d'abord fixes ces valeurs de i : nous aurons un 
nombre de solutions égal à cela est évident d'après 
la déiinition même de uj,. Or il y a C,̂  manières de sup-
poser l'égalité Xi=ji satisfaite pour p valeurs de donc 
le nombre de solutions aiïérentes au (p - f - c a s est 

G;; M«- ; , . 

De plus nous avons, cn égalant deux expressions du 

nombre de solutions 

En faisant successivement zi — 2, 3, 5, . . . , zi— i , 
71 dans cette formule, on calculera ¿¿o, puis ¿¿3, M4, ¿¿5, 
"/¿-o Un- Attribuons à n la valeur nous trouvons 

Wo -h 1 — 1 , 2 , U2 = 1 , 

ce qui était à prévoir. 
Si 7z — 3, on a 

« 3 -4- 3 W2 - 1 - 1 — 1 . 2 . 3 . = 0 — 3 — 1 = 2 , 

résultat que nous avons eilectivement trouvé. 
Remplaçons n par 4 et nous trouvons 

?/4 -i- \ ll[] 6 U^-î- I = 1 . 2 . 3 . 4 . 

24 —8 — 6 — 1 = 9. 

Ainsi, dans le cas du quatrième degré, la résolution 
de Téquation du vingt-quatrième degré, qui résout la 
question posée, se ramène à la résolution de quatre équa-
tions dont les degrés respectifs sont 

II- = 9, 4 = S, 6 U2 = 6 , I. 

La façon la plus simple de calculer 11,2 consiste à re-
marquer que l'on a 
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Pour le démontrer, posons kl ta 5 nous aurons 

G ; 

QP rn-2 
' n( 71 —i)...{il—p-{-i) ^ ni 

c'est-à-dire 
I I 

71 • • • -p '̂n-p -
1 1 I 

Retranchons de cette égalité celle que l'on obtient 
en y remplaçant n par n — i et nous verrons que 

I l 1 I - ( — (̂2 -r-̂  r, —1 ~ ; rr ~ ' —3)! ^ ^^ ' i 77 - ' 2 ) ! ' n\ {n — i)\ 

La forme de cette relation montre que, si l'on y at-
tribue successivement à n les valeurs ji^n — i, . . 3, 
on obtiendra un système de Ji — 3 équations linéaires 
par rapport aux- inconnues Vn — "^n-i, • • • ? Â — 

— qui admettra un système unique de solutions. 

Or, si l'on fait généralement Vh— = ^ et ç̂o = ~ 

dans le premier membre de la précédente égalité, le ré-
sultat a pour expression 

! {n —1)1 il ' • • ' ( Jl ^p y, p[ 
, (-1)'^ , , (-ly 

' (71-3)! 3Î ( 7 i - 2 ) ! 2 ! (7i —I)I i! 

I)«-2G«-2 l)« G r ^ ] 
= ( — i)" 7i!(i — 1)" = o. 
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La solution du système en question est donc 

( — I 

Ainsi, Ton a bien 

Un-x (— I 
n\ (n-

ce qui équivaut à 

On voit (|ue U/i croit à peu près aussi rapidement 
que 71 ! 

L'expression de 11,1 en fonction de 7i s'obtient facile-
ment en employant la relation précédente^ on en déduit 
immédiateiiKait 

7i! / i ! ( 7 1 - 1 ) 1 ' ^ ' " ' ^ 3 ! 2 ! 

ou, puisque û  — i . 

Un = Il ! 
_ T _l ^ ^ iV̂  

I 1.2 1.2.3 • • • ' ji\ 

L'expression entre crochets est le développement 

de arrêté au -f- terme ^ donc pour TẐ  3, — est 

compris entre ^ et ^ • 

Observons que l'équation de degré w,̂ , à laquelle nous 
sommes aî rivé, ne renferme que 71 coelîicients arbitraires, 
ceux de l'équation proposée de degré TẐ  elle n'est donc 
pas la plus générale de son degré. Il est visible que si la 
proposée peut être résolue, elle pourra l'être également 
et sa résolution dépendra de celle d'une équation de 
degré /z au plus. 

A l'égard de l'équation de degré nous 
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remarquerons qu'elle peut être résolue si la proposée 
est aussi résoluble. 

De ce qui précède, il ressort que, si l'équation pro-
posée f peut etre résolue, il en sera de même de notr(î 
résolvante o du degré /z! ; si l'on peut trouver seulement 
q racines dejf, on en pourra trouver 

Cl Un-l -'r- G 2 Un-2 -H . . . -f- G;/-2 -+• Un-q+l Ua-q 

de cp. 
Supposons que, réciproquement, l'équation o soit ré-

soluble, ou même setilement que l'on puisse trouver une 
racine de l'équation de degré Un dont il a été parlé. On 
aura 

désignant une fonction rationnelle de x . On en 
déduira 

), .2-3 = 0 [ 0 ):i = (.r2 

L'équation f sera abélienne et par conséquent réso-
luble algébriquement. 

Si l'on sait calculer une racine de l'équation de degré 
(^^^Un-p-) ^^ — P racines de l'équation /'pourront etre 
exprimées rationnellement à l'aide des p autres et l'on 
peut affirmer que l'équation /est susceptible d'abaisse-
ment. 

En résumé, on a ce tliéorème : 

Pour que Véquation o = o soit résoluble algébri-
quement, il faut et il suffit que Véquation f soit 
elle-même résoluble. 

On voit maintenant pourquoi, dans le cas du troisième 
degré, on a du nécessairement, pour résoudre complète-
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nient cp, résoudre d'abord l'équation f (ou une autre 
tout à fait analogue). 

SljR m APPLICATIOX DU THEOREME DE ROLLE; 
PAR M. GII. BIEHLER. 

1. Si l'on prend les dérivées par rapport à x et à y 
de l'expression (x- -f-jK" — ^ fois par rapport à 
X et [j fois par rapport a les nombres a et étant des 
entiers quelconques, mais tels que 2/2— (a [J) > o, 
on obtient une fonction de degré 2/2 — (a-f- ¡3) en x 
e t j . Si l'on égale à zéro cette fonction, l'équation ob-
tenue représente une courbe qui, abstraction faite des 
axes de coordonnées, se trouve tout entière renfermée 
dans le cercle x - - — 7-2 o. 

Nous allons démontrer cette propriété, bien connue 
d'ailleurs, en nous appuyant sur les théorèmes sui-
vants : 

2 . THÉORI^ME I . — A^I <Ï>(X) est un polynôme en x-
dont tous les zéros sont imaginaires, mais de la forme 
ziz â', a étant une quantité réelle, les équations que 
Von obtient en égalant à zéro les dérivées successives 
de Ji'ont d'autres racines réelles que x=o et 
leurs racines imaginaires sont toutes de la mêmeforme 
que celles de ^{x) = o. 

En eifet, soit 

on aura 
~ IX o\x-). 

Si l'on pose X' = z, l'équation cp(z) = o a toutes ses 
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racines réelles et négatives ; par suite , Féquation 
o'{z) = o a aussi toutes ses racines réelles et négatives: 
le théorème est donc démontré pour l'équation 

Formons on a 

l'équation = o ne contient que des puissances 
paires de x ; en posant x - = z, nous allons montrer que 
l'équation 

z o" {z) = o 

a toutes ses racines réelles et négatives. En effet, Péqua-
tion o(^) = o ayant toutes ses racines réelles et néga-
tives, il en est de même de l'équation cp'(z) = o. Soient 
ai, ao, . . . , û les n racines de cette équation ; sub-
stituons-les dans la fonction 

-f- 10'(z), 

(die devient successivement 

Les quantités '^'(ai), 'J^OÎ^), • d'après le 
théorème de Rolle, sont de signes contraires, par con-
séquent la suite des quantités 

4aicp'\ai), 4a2Ci"(a2), (OL;,) 

ne présente que des variations. L'équation 

4z o{z) -i- 2,o'{z) = o 

a donc n — i racines réelles comprises entre â  et ao, 
ao et a3, . . . , et y.̂  ; comme elle estde degré /z, elle 
a toutes ses racines réelles. 

îème r^icine ne peut pas être positive, car 
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et ip'(^) sont des polynômes qui ne présentent pas de va-
riations, puisque tous leurs zéros sont réels et négatifs ; 
par suite 

43 -4- 2o'(s) 

n'en présente pas non plus -, toutes les racines de l'équa-
tion 

4^ o"(z) -i- 2.0'(z) — o 

sont donc réelles et négatives. On en conclut que 
les racines de l'équation (jo) = o sont toutes imagi-
naires et de meme forme que celles de <ï>(x) = o. 

Il est bien évident que ces deux propositions démon-
trent le théorème. 

3. TnÉoiii:MF: II. — est an poly nôme en x-, 
tel que Véquation (Îy(x)=o n'admette pour racines 
imaginaires que des quantités de la forme dzai, a 
étant réel, les dérivées successives de <ï>(.r) égalées ¿1 
zéro nous fourniront des équatiojis dont toutes les ra-
cines réelles sont comprises entre la plus grande et la 
plus petite des racines réelles de il>(.r ) — o. 

Si 

. , . , étant des quantités que nous supposerons 
positives et rangées dans l'ordre croissant, ai, 7.2, â  
des quantités réelles, les racines réelles des équations 

^^^ o sont toutes comprises entre — a^^ et —I- ÎÏ/̂  . 
Posons encore 

on aura 

en posant, comme précédemment, a:- = 3, l'équation 
o'(z) — o a toutes ses racines réelles. 
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<ï>'(x) = O a pour racines réelles zéro et '2{n— i) 

aulres racines comprises entre les nombres des suites 

— — an-u —«1 
et 

-4-ai, -{-a^. -^an. 

Soient 
~ b n - u — b n - 1 , — ¿»I, O, 

les m — I racines réelles de l'équation dérivée 

que le théorème de llolle nous permet de mettre immé-
diatement en évidence \ une autre racine de l'équation 
o'{z) — o est comprise entre et — a'; ; elle peut être 
positive ou négative. Si elle est positive, à cette ra-
cine correspondront deux racines réelles de l'équation 
<ï)'(a:) = o, en valeur absolue moindres que â  et, si 
elle est négative, il lui coi respondra, dans <ï>^(x)=o, 
deux racines imaginaires de la forme dL ai'.̂  quant aux 
racines de ^'{z) = o, comprises entre — e t — â ,̂ il 
ne leur correspond dans (x ) = o que des racines ima-
ginaires de la forme ± a i \ l'équation ^ ' (x) = o n'a 
donc pour racines réelles que des quantités comprises 
entre —Un et 4 - c e qui démontre le théorème pour 

On a, comme précédemment. 

L'équation <I>'7,r) = o ne renferme que des puissances 
paires de x ; en posant x- = z, elle devient 

e(^) =: 4- 2o'(z) = o. 

Cette équation a toutes ses racines réelles. 
En eiïet, nous avons vu que o a 2/7— i ra-

Ann. de )fafhémat., 3« série, t. VI ( Avril 1887). i 4 
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ci nos reel les 

et qu'elle pouvait avoir de plus deux autres racines 
réelles entre o et b̂  et entre o et — b^, Elle a toujours 
au moins — r ) racines imaginaires de la forme 
±ai. Si <ï>'(x) = o a m— 1 + 2 racines réelles, 
^/'(a:) = o a 272 racines réelles dans les intervalles pré-
sentés par les premières : mais alors 6(z)==:oa72 ra-
cines positives et p — 2 racines négatives ; car nous 
avons vu que = o a p— i racines négatives, et 
ces racines substituées dans 6 ( 3 ) donnent des résultats 
de substitution de signes contraires. L'équation 

o 

a donc, daiis ce cas, n p — 2 racines réelles et, comme 
elle n'est que de degré n p — i , toutes ses racines 
sont réelles. 

Si, au contraire, <ï>(x) = o n'a que 2 77— 1 racines 
réelles, — o n'aura que 272—2 racines réelles 
dans l'intervalle de — à -f- mais alors 

cp'(̂ ) = o 

a p racines négatives qui sépareront/7— i racines réelles 
de B (z ) o ; on en conclut que S(z) = o a Ji j? — 2 
racines réelles et, par suite, que, dans les deux cas, 
toutes ses racines sont réelles. 

L'équation = o est de la forme de <ï>(x) = o ^ 
elle n'a, d'après ce que nous venons de démontrer, que 
des racines réelles et des racines imaginaires de la forme 
dz ai ; on démontrerait sur cette équation que ses deux 
premières équations dérivées remplissent également les 
conditions de l'énoncé, et ainsi de suite. 

11 faut toutefois que la (77 H - / ? — , jiemc 
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= o, sur l'ordre de grandeur de laquelle nous ne 

savons rien jusqu'ici, soit moindre que si elle est 
positive. Nous allons démontrer qu'elle est moindre que 
la plus grande racine positive a de l'équation (z) = o ^ 
elle sera alors moindre que a^. Il suffit de faire voir que 
0(-4- 00 ) et 0 ( a ) sont de mêmes signes. Or, 0(-f- oc ) 
est du signe de oo ), 6 ( a ) est du signe de ; 
entre a et H- oo , = o n'a pas de racine : donc, 
6 ( + GO ) et 0 ( a ) sont de mômes signes. 

4. Les théorèmes ï et II subsistent, quand même un 
certain nombre de facteurs de.la forme x - — a- ou 
x^ + a- deviennent égaux entre eux. 

En particulier, si toutes les racines sont imaginaires 
et deviennent égales deux par deux, c'est-à-dire si 

toutes les équations ont toutes leurs ra-
cines imaginaires, sauf la racine x = o-, si 

toutes les équations ^ ^ ( x ) = o ont leurs racines 
réelles et comprises entre — a ci -i- a. 

Les démonstrations précédentes s'appliquent sans 
modifications sensibles. 

Cela posé, nous allons passer à la démonstration du 
théorème énoncé au début. 

5. Considérons la fonction U ~ (x- + 7- — r-)''. 
Nous allons démontrer que l'équation 

= o 

représente une courbe qui, abstraction faite des axes de 
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coordonnées, est lenfermé tout entière dans ie cercle 
.r- - i -Y' — f ' ~ o. 

La dérivée ^ ^ est de la forme 

rĴ U 

y) étant un polynôme en x- elj-, et qui renferme 
.r en facteur s'il est de degré impair. On voit, à l'inspec-
tion de ce polynôme, qu'il est de la forme 

la fonction cp étant homogène en et - h J - — / 
et £ étant zéro ou un. 

On pourra donc écrire 

in\} 

La fonction homogène x - -+- 7- — 7 -) peut être 
décomposée en un pi oduit de facteurs de la forme 

{x- r2 — 7-2 -i-l^x^). .. (.T2 j2 _ ,.2 l^.jr^) ; 

les quantités Aj, 7̂ 2, . . . , sont indépendantes de x, 
dej)" et de r : ce sont des quantités numériques réelles 
et positives. 

En effet, dans l'hypothèse de 7 - — j " > o, les racines 
de l'équation 

sont, d'après les théorèmes précédents, toutes réelles et 
comprises entre 

— v/r"' — r~ et -f- v/72 — j2. 

Comme on doit avoir, en désignant par x^ une de ces 
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racines, 

_ ,.2 Ix^ ^ o 
et que 

il s'ensuit que 
^̂  — < 

et, par suite, est positif, ce qui exige que soit po-
sitif. 

Nous avons supposé, pour établir ce résultat, que 
r- — y - ^ o ; il est évident que, les quantités X étant 
indépendantes de x , de j et de /*, la conclusion précé-
dente subsiste dans tous les cas ; on a donc 

En égalant à zéro on obtient un certain nombre 

de fois le cercle x - n - j - —7 ® = o, l'axe àe j si e^o, 
et enfin une série d'ellipses, dont les équations sont 
toutes de la forme 

^2(1 X) _ r2 ^ o, 

qui ont pour grand axe le diamètre vertical du cercle, 
pour petit axe une portion du diamètre horizontal. 
Elles sont donc renfermées dans le cercle 

^2 — Q. 

Si maintenant on prend j3 fois la dérivée par rapport 
à r de 

on obtient un polynôme en x et j de degré 

2/1 — (a -h p ). 

Ce polynôme, considéré comme une fonction de 
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pioveiiaiit par dérivations successives du polynôme 

en a, d'après le théorème IJ, tous ses zéros réels 

compris entre la plus grande et la plus petite racine 
réelle de l'équation 

rJaU 

Il est évident que la quantité / - — x- est supérieure à 
toutes les quantités de la forme 

où K est une quantité positive. Par suite, toutes les ra-
cines réelles de l'équation en j 

ô.T'^dyp ^ 
sont comprises entre 

— v/7-2 _ et -h v//'2 — x^ ; 

on a donc, en désignant par y^ une racine réelle quel-
conque de c(itte équation, 

ri < -

ou bien 

les points de coordonnées x (^t sont donc situés à 
l'intérieur du cercle 

, r2 - t - > 2 _ ;.2 _ o . 

Ce sont d'ailleurs les seules solutions réelles de 
l'équation ; car, si r- — x- o, toutes les racines en y 
de Téquation 

sont imaginaires, à Fexception de la racine j = o, si 
elle s'v trouve. 



( 199 ) 
6. Considérons maintenant la fonction plus com-

plexe 

la dérivée d'ordre a de V', 

= — y'* — /A, 

£ étant l'un des nombres o, i , a, 3 et 

H- OC^) 

nue fonction homogène des quantités x^-j-j '* — r* 
et dont les coefficients sont indépendants de x , dej^ 
et de /'. 

On voit immédiatement que, si Ton prend les déri-
vées successives de (x'' ces dérivées sont de la 
forme 

£ étant Tun des nombres o, 1 ,2 , 3 et 0 une fonction 
de qui n'a que des permanences; l'équation obtenue 
en égalant à zéro l'une quelconque de ces dérivées a 
donc toutes ses racines imaginaires, excepté la lacine 
X — O . 

Pour que les dérivées de ( x ' - j - J ' — égalées à 
zéro, aient des racines réelles, il faut donc que 

—ŷ * > o. 

On peut alors écrire 

= (372 — v / 7 - — v / / ' ^ — y'*)". 

cette fonction rentrant dans le type de celles du théo-
rème II. 

On en conclut que l'équation 

(n V 
- = o 
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a toutes ses racines réelles comprises entre 

- ' —y' et -f-

et Ton en conclut aussi qu(î 

Les quantités Aj, Ao, Aa- sont réelles et positives -, 
la démonstration se fait comme dans le cas précédent. 

En vertu d'un théorème plus général que nous énon-
cerons plus loin, si ^ ( x ) est un polynôme de la forme 

= (.rv _ «5 ) - a|) . . . 
(x'- — {x'* 4- a} ) . . . -4- oLp f , 

les équations dérivées = o ont toutes leurs ra-
cines réelles comprises entre la plus grande et la plus 
petite racine de <I)(.r) = o, c'est-à-dire entre — a,̂  et 
-j- a„y si a,i est la ])lus grande des quantités . . . , 
a,i' En prenant les dérivées d'ordre [ï des detix mem-
bres de l'égalité 

V — - = H- — /-y-a 
{x'* — r'^ -h lix^). . . {x'-^^y-* — r'* 

on obtient la fonction ^̂ ^ ^̂ ^ qui, égalée à zéro, a toutes 

ses racines conjprises entre — y//'' — x'* et -4- y//*' — a * , 
et, pour qu'elle ait d(îs racines réelles, il faut que 

r'4 _ X* > o. 

On en conclut, comme précédemment, que toutes les 
courbes 
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sont renfermées dans la courbe 

x'* -¡r- y'* — r* = o. 

7. Si l'on considère la fonction 

•yy — ^ yim j^ini yi ^ 
l'é(|uatiou 

représente des courbes qui, abstraction faite des axes de 
coordonnées, sont toutes renfermées dans la courbe 

X^ff^ -f- yifn — /'2m — Q. 

Cette proposition est une conséquence des théorèmes 
suivants : 

I. représente le polynôme 

= -4- -+- al"')... (̂ 2/« a^"'), 

les racines de ( x ) = o sont toutes imaginaires; 
a,, «2 7 sont supposées des quantités réelles. 

II. Si <ï>(x) représente le polynôme 

(̂ 2m _ af^«). . . {x^ni 4- a2/«), 

les équations ( x ) o ont toutes leurs racines 
réelles comprises entre la plus grande et la plus petite 
racine réelle de o. 

La démonstration de ces théorèmes est tout à fait 
analogue à celle des théorèmes du même genre que nous 
avons démontrés dans le cas de m = i -, nous n'insiste-
rons pas pour éviter des longueurs et nous allons passer 
à une généralisation qui s'oiïre d'elle-mcme. 
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8. Considérons la fonction 

Je vais démontrer que les surfaces représentées par 
les équations 

= o ôx^ôy'^ôz^ 

sont, abstraction faite des plans coordonnés, toutes ren-
fermées dans la sphère 

2̂ J.2 _ ,'2 — o. 
En effet, 

cn\} 
— J'2 -4- _ ^{x, y, z) 

( î = o ou s = 1 ). 

On montrera, comme précédemment, que <ï>(.r, j) , z) 
est de la forme 

^(X, y, z) = ^ Xî '2) 
(̂ 2 j 2 -2 ) _ . (̂ x2 -h ŷ  -h z'̂  -1-

Al, ••••) ^̂ a' étant des quantités positives et N un 
nombre. j , z) = o représente donc une série d'el-
lipsoïdes renfermés tous dans la sphère. 

La fonction ^ ^ peut s'écrire aussi 

- h Al 3-2(572 - 4 - H - _ ^ X ^ x ^ l i . ] , 

Si l'on prend ^ fois la dérivée des deux membres par 
rapport à il viendra 

= y'n dx^-ây? 

Yj étant, comme c, zéro ou un, et la somme 2 v -f- ip iq 
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ëtaul la même pour tous les termes du polynôme qui 
ligure dans le second membre. 

Les racines de Téquation en 7 , représentée par 

dx^dy^ ~ 

sont, d'après les tliéorèmes démontrés, toutes comprises 
entre 

— _ _ et -4- v/r2 __ _ 

si elles sont réelles. 
Elles sont toutes imaginaires si / - — x- — o. 
Le polynôme 

I â^-^^V 
x^y) âx^dy^i 

étant homogène en x- -f-J - + — et > -, si l'on 
pose 

y -f- _ = — l'y. 
l'équation 

àx^dy^i ~ ^ 
devient 

loHÏÏ"-
JJans cette équation, la quantité V est indépendante 

de z, et l'équation x- + j - -h — / - == — V j - montre 
que les quantités V sont positives. On pourra alors 
poser 

les 
quantités Aj, A2» ••• sont des fonctions de x et de y 

seulement, et elles sont positives. En prenant y fois la 
dérivée par rapport à z, on obtiendra une expression 
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qui, égalée à zéro, aura ses racines réelles comprises 
entre 

__ et v/r2 — 372 — y'2 ; 

elles satisfont donc à la condition 
^2 < r2 -I- _ ^ 

OU 

2̂ 2̂ _ ;>2 o. 

Les points réels représentés par l'équation 

âx^dyi^dz'' -

sont donc tous renfermés dans la sphère 

à l'exception de ceux qui sont donnés par les équations 

= o, yn = 0, z^ = o. 

La même proposition s'étend aux suifaces tirées par 
dérivation de l'expression 

S I R UNE EQUATION DIFFÉRENTIELLE; 
PAR M . W E I L L . 

Soit une variable x et une constante k. Posons 

k kp 
y = et = 

On aura 
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Cette relation permet de calculer la fonction V^, consi-
dérée comme un polynôme en 7 ^ il est facile de former 
une écjuation différentiel le du second ordre, à laquelle 
satisfait cette fonction. On a 

dx dy 

dx'^ ~ dy'^ \ x^J x'^ dy ' 

d'où, en désignant par V la fonction dej^. 

Cette équation permet de calculer facilement le po-
lynôme V. En faisant i , on retrouve des résultats 
très connus. Le polynôme V^ est égal à la somme des 
îèmes puissances des racines de l'équation 

Z2 —jrZ-f-A—o. 

SUR LES COURBES lISilCllRSALES; 
PAR M. W E I L L . 

Les équations 
a\phXp-"^, . . __ /cX/^4--4- . . . 

qui définissent une courbe unicursale de degré p, peu-
vent s'écrire 

a v ^ A A: B 
^ = â' 2 - x ^ a ' ' ^ «' ^ • 
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Transportons l'origine des coordonnées au point de . 
coordonnées 

a k 

et qui appartient à la courbe. Considérous les deux 
droites définies par les équations 

A B 

J, A, , B, 

si l'on prend sur chacune de ces droites un point cor-
lespondant à une valeur donnée de on obtiendra 
deux points vaiiables, et la droite qui joint ces deux 
points passera, quel que soit par un point fixe P^. A 
deux quelconques des racines a, ^ combinées entre elles 
correspondra un point fixe tel que ; on forme ainsi 
un système de p droites fixes passant par l'origine, et 
parallèles aux asymptotes de la courbe donnée-, \u\ po-
lygone variable a chacun de ses sommets sui' une de ces 
droites; la variation de ce polygone est déterminée par 
la condition que ses cotés et diagonales intérieures pi-
votent autour de poles fixes-, on prend le centre G des 
moyennes distances de ces sommets et l'on joint ce point 
au point O intersection des droites fixes; enfin on prend 

sur OG un point M tel que ~ = i ; le point M décrit 

la courbe unicursale considérée. On peut donc énoncer 
le résultat suivant : si l'on considère dans un plan 
p droites fixes concourantes et (p — i) points fixes quel-
conques, la courbe unicursale la plus générale de 
l'ordre p est décrite par le centre des moyennes dis-
tances des sommets d'un polygone variable dont les 
sommets décrivent les droites pendant que (p — i) côtés 
consécutifs passent par les points fixes. Réciproquement, 
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étant donnée une courbe unicursale, il serait intéres-
sant d'étudier la position des pôles iixes, leui s relations 
géométriques avec la courbe; mais les résultats ne pa-
raissent pas assez siuiples pour être indiqués. 

COXCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHXIOIE M 1 8 8 6 . 

Composition de Mathématiques. 

Foir, S'' série, t. V, p. /\oi. 

Lavis. 

Faire à l'encre de Chine et à teintes plates le lavis 
d'un cylindre couronné par un parallélépipède rectangle 
à base carrée, portant ombre sur lui. 

Le fond restera blanc. Ĵ es ombres sont à selon 
l'usage. Les traits pour le cadre, les arêtes ou les con-
tours apparents seront faits à l'encre. Les contours des 
ombres seront indiqués par un trait de crayon très iin. 
On observera les iilets de lumière. 

Composition de Créométrie descriptive. 

D'un cylindre de front supposé plein, limité par le 
plan horizontal et par une section droite, on enlève la 
portion située à l'intérieur d'un cône de révolution dont 
l'axe est perpendiculaire au plan vertical. Représenter 
par ses projections le solide ainsi obtenu, en indiquant 
les constructions pour déterminer la tangente en un 
point quelconque de l'intersection des deux surfaces. 

La trace horizontale du cylindre est un cercle de o"", 07 
de rayon dont le centre est à o'",o8 en avant de la ligne 
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de terre, et à à gauche de la ligne qui joint les 
milieux des petits côtés du cadre. Les génératrices sont 
inclinées à et Fou s'élève sur chacune d'elles en 
allant de gauche à droite. Le centre de la section droite 
qui limite le cylindre est à o"',i5 au-dessus du plan 
horizontal. 

Le sommet dn cône est à o"\o5 à droite du centre de 
la trace horizontale du cylindre, à o"',i6 eii avant du 
plan vertical, et à o'",09 au-dessus du plan horizontal. 
La génératrice horizontale du cône qui a sa trace verti-
cale à gatiche de celle de l'axe est contenue dans le 
plan tangiint au cylindre, mené par le sommet du cône, 
qui laisse le cylindre à sa droite. 

On fera passer la ligne de terre par les milieux des 
grands côtés du cadre. 

Composition de Trigonométrie. 

On donne dans un triangle deux côtés et l'angle 
compris : 

a 52.835"S47^ à == 45607"^,o5, C = 55«i7'36", 

Calculer les deux angles A et B, le côté c, et la surface 
en hectares. 

QUESTION. 

1563. En chacun des points d'un ellipsoïde, on mène 
le plan tangent. On projette sur ce plan le diamètre issu 
du point de contact. Démontrer que ces projections, déjà 
tangentes à l'ellipsoïde, sont tangentes, en outre, à une 
seconde surface. (]VlAN^HElM.) 
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A MM. LES ABONNÉS 
des « Nouvelles Annales de Mathématiques )>. 

Près d'un demi-siècle s'est écoulé depuis la fondation 
des Nouvelles Annales. 

Pendant ce long espace de temps, j'ai consacré, avec 
l'aide de dévoués collaborateurs, tous mes soins, tous mes 
efforts à propager les meilleures méthodes d'enseigne-
ment, à susciter l'esprit de recherche et le goût des 
Mathématiques, à rendre, en un mot, ce Recueil utile aux 
professeurs et aux élèves. 

Mais les années, qui s'accumulent, me condamnent au 
repos ^ et je suis obligé, malgré mes regrets, de renoncer 
à cette œuvre qui a été la préoccupation de ma vie. 

M. E. Rouché, examinateur de sortie à l'Ecole Poly-
technique, professeur au Conservatoire des Arts et 
Métiers, dont les beaux travaux sont connus de tous, a 
consenti à me remplacer. Je lui en adresse ici tous mes 
remerciements. 

C'est une grande consolation, en me retirant, de 
laisser la rédaction à M. E. Rouché et à M. Ch. Brisse, 
mon ancien et dévoué collaborateur. Je sais, en eifet, 
que les Nouvelles Annales sont ainsi en bonnes mains. 

J'ai vécu assez longtemps en communauté d'esprit avec 
mes nombreux lecteurs pour me permettre de leur dire 
adieu comme à d'anciens et bienveillants amis : c'est ce 
que je fais de tout mon cœur. 

GERONO. 
Anu. de Mathémat., S'' série, (. VI. (Mai 1887.) 
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XOTE SLR LA MIILÎIPLICATIOX DE DEUX SÉRIES; 
PAR M . T . - J . S T I E L T J E S . 

Supposons qu'on ait deux séries convergentes 

.V — Ui -f- 7/2 4- ¿¿3 -f- . . . , 
t — Ti -}- r.2 ('3 -f-

Lorsque ces detix séries sont absolument conver-
gentes, on sait qu(; la série S¿¿^rp formée par les pro-
duits deux à deux de leurs termes, écrits dans un ordre 
(|uelconque, sera absolument convergente et égale n st 
(JoiinvN, Cours d'Analyse^ t. I, p. i i o ) . 

Dans la suite, nous supposons que la série 

i -4- Po -H <-'3 --H . • . 

est absolument convcrgentiî^ mais quant à la série 

.ç = 2 H- 7/ 3 -h . . ., 

nous ne supposerons rien de plus que sa convergence. 
Dans CCS conditions, la série û̂ vf̂  n'est plus néces-

sairement absolument convergente, et par conséquent 
il faudra préciser l'ordre dans lequel on eifectue la som-
mation. 

Ecrivons pour cela les termes dans le Tableau 
suivant 

UiVi. u-i^'u 
i/lTo, 

7 
//iT̂ , . . . . 
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ou, plus simplement, en indiquant les termes par 
des points 

lA) 

Traçons maintenant dans ee Tableau ( A ) une courbe C 
qui est coupée en un point seulement par une droite 
horizontale, et prenons la somme de tous les termes 
"ai^p qui se trouvent du meme coté de cette courbe que 

Si maintenant la courbe C se déforme d'une manière 
quelconque en s'éloignant indéfiniment, mais à la con-
dition d'avoir toujours une seule intersection avec une 
droite horizontale, nous aurons fixé par là l'ordre dans 
lequel on doit prendre les termes de la série Siî î p-
i\ous allons faire voir qu'on a alors 

Z lly^ — st. 

Soit L la limite supérieure des modules des sommes 

Ui-V- W2, 
Ux -r- U^-^ UZ' 
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et en la limite supérieure des modules des sommes 

Ufi^i^, 

Alors L est finie et converge vers zéro en même 

temps que parce que la série Î = -h MO-}-. . . est 

convergente. 
Soit enfin 'fi„ la limite supérieure des sommes 

mod Vri+i, 

mod -H lîiod H- mod 

Comme nous admettons que la série 

T = mod (̂ t -f- mod H- niod -f-. . . 

est convergente, converge encore vers zéro en même 

temps que 

Posons maintenant 

tn = -+-..,-h 

et prenons dans la série ^u^v^un nombre de termes 
assez grand pour y retrouver tous ceux du produit s,i t,,. 
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La courbe C enveloppera alors le carré 

'M • • 

-.S . • • 'P 

et, si nous prolongeons le côté horizontal inférieur jus-
qu'à Fintersection avec C, nous aurons 

P = ( If-n-^l -
- ( î̂ /l-M -

• Uti^i -

Q = 

4- Va+ziUl-^ W2-+- WsH-

D'après ce qui précède, on a évidemment 
modP < e,i(mocl̂ j -h • 
modQ < 

d'oii Ton conclut, pour n = oc, 

UmP=o, liriiQ = o, 

et, par conséquent, 
[imSatn= SL C Q. F. D. 
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A pplications. 

I. Prenons les deux séries 

(i) 
il) = -i-boz'^-^b^z^-h,,.. 

En ordonnant le produit suivant les puissances de 

Ĉ ) 
les courbes C sont des droites inclinées de 45''. 

Si les séries (i) , (2) sont couvergentes pour z — R et 
que la convergence soit absolue pour l'une de ces deux 
séries, alors, d'après le théorème démontré, la série (3) 
sera également convergente pour z = li el égale à 

/(i^)s'(R). 

IL Prenons les séries 

En multipliant, on peut mettre le produit sous la 
forme 

O' l 
en posant 

d parcourant tous les diviseurs de 7i. Les courbes C sont 
évidemment des hyperboles équilatères. 

D'après notre proposition, lorsque la convergence de 
l'une des séries F(^) , G(.9) est absolue, alors la série 

sera convergente et égale à G (Ó). 
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Nous éuoncerons encore la proposition suivante : 

Supposons que les séries F (s), soient conver-
gentes pour s = a, elles seront encore convergentes 
pour a. Si maintenant la convergence n'est pas ab-
solue, on pourra cependant déterminer deux nombres 
positifs p, y, tels que la série soit absolument con-
vergente pour 5 = p, et la série-G(5) absolument 
convergente pour 5 a -f- y. 

Alors la série 

est convergente et égale à ti (.s ) pour les valeurs 

de^^a-hp^^^» Cette série est aussi convergente et 

égale à F (5) G(\v) ]>our 5 ^ a -j-
Lorsque ¡Ì ou y est égal à zéro, on retombe sur la 

proposition démontrée plus haut. 

REMAIlOllS m i LA GÉOMÉTRIE W TRIAKGLE; 
PAU M. E. CESARO. 

1. Coordonnées d'inertie. — Soient A, Ao A3 un tri-
angle scalène ), <3- son aire, G son barycentre, x GIJ les 
coordonnées d'un point quelconque du plan, par rapport 
aux axes principaux d'inertie, issus de G. Ce sont les 
coordonnées i/'iVzera'e du point. En particulier, soient Xi 

( ' ) Quelques-uns des résultats que nous allons obtenir sont cn dé-
faut dans le cas des triangles isosceles : il serait facile d'examiner à par 
ce cas spécial. 
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et j i les coordonnées de A/. D'après un tliéorème 
connu les moments et le produit d'inertie d'un 
triangle, relativement à deux axes orthogonaux de son 
plan, sont les memes que si l'on concentrait l'aire du 
triangle en trois masses égales, appliquées aux milieux 
des côtés; par conséquent, si a et b sont les demi-axes 
de l'ellipse centrale d'inertie, et si Ton observe que les 

coordonnées du milieu du côté opposé à A/ sont — ^ 
Yi et — — 7 on a '1 

{'i) 

i devant toujours varier entre i et 3. On a, en outre, 

( 3 ) 

2. Cela posé, les relations (2) et (3) donnent immé-
diatement 

(4) 

7 2 — 7 3 __ 7 3 — 7 i _ 7 1 — 7 2 CT 

Xl ~ 6 ' 

Xt — X3 — — .r.2 a 
7 i 7 2 7 3 6 

pourvu que l'on tienne compte de (i) et de la formule 
connue 

Cr a-l ( JKti — ) -4- ( — r 1 ) ( J l — ). 

Pour que les égalités (4) soient compatibles entre elles, 

( ' ) Voir une Question proposée par M. G. Cesàro, professeur à Liège, 
dans la Nouvelle Correspondance mathématique ( t . IV, p. /jOi, et t. V. 
p. 29) . 
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il faut que l'on ait 

( 5 ) ( 7 = : 6 a 6 v / 3 . 

Enfin il ne serait pas difficile de démontrer, au moyen 
des relations qui précèdent, une foule d'autres égalités, 
plus ou moins intéressantes, ayant toutes quelque im-
portance dansl'étude du triangle. On trouve, par exemple, 
les relations 

(6) 

-37,7273, •717273, 

que nous allons immédiatement employer dans une re-
cherche particulière. 

3. Cercle circonscrit, — Soient a, ^ le rayon et 
les coordonnées du centre du cercle circonscrit. On a 

( 7 ) = 

Multiplions d'abord cette équation par .r/, puis par j/. 
Faisons ensuite f — i , 2, 3, successivement. Par ad-
dition et en ayant égard à (6), nous trouvons 

(8) a ^ - ^ 7 1 7 2 7 3 . 

Dès lors, les formules (6) deviennent 

3 _ 24a^a y i 3 
\ Zà ' - a-i-b-^' Zd?' " 

(q) < 

Voici d'autres formules, qu'il serait facile de déduire de 
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( l o ) 

L'addition des égalités (y) donne 

(n) 4(a2-+- ¿>2). 

Si, avant d'ajouter, on multiplie chaque équation ( y) 
par xj ou par on obtient, à cause de (10), 

(l'i) 

Par combinaison de (11) avec (12) on trouve, 
\2 \2 

4. Ellipse de Steiner. — L'équation générale des 
coniques, dont le centre est en G, est 

A,r2-i- lly^-^iCxy = i. 

Ecrivons que cette équation est vérifiée par les coordon-
nées de A/. Multiplions d'abord par Î, puis par x/, 
enfin parj^/, l'équation obtenue. On trouve, en faisant 
i= I, 2, 3 et en ajoutant, les égalités 

Si l'on compare ce résultat à l'un de ceux que nous avons obtenus 
dans l'article Sur la droite de Siimon, on voit que le cercle géné-
rateur de riiypocycloïde de Ferrers est égal au cercle des neuf points : 
on sait déjà que le cercle directeur, trois l'ois plus grand, est concen-
trique au même ccrcle.. 
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pourvu que l'on ait égard aux i'ormules (9) . L'équation 
de l'ellipse de Steiner est donc 

.t2 r^ 

Ainsi, les axes de Fellipse de Steiner, que nous désigne-
rons désormais ]j)ar E, ne sont autres que les axes prin-
cipaux d'inertie du triangle, relatifs au barycentre 

5. Points de Steiner et de Tarry. — La circonférence 
circonscrite rencontre E en quatre points, dont trois 
sont les sommets du triangle, et le quatrième, R, est le 
point de Steiner. Résolvons le système formé par les 
équations de E et du cercle circonscrit. Par élimination 
dej^, on trouve une équation du quatrième degré en x. 
Il suffit de calculer les coefficients de x^ et x'* : leur 
rapport, cilangé de signe,représente, à cause de (3), l'ab-
scisse de II. On Irouve ainsi 

Le poiîit de Tarrj est le point JN, diamétralement op-
posé à R, sur la circonférence circonscrite. Ses coordon-
nées sont donc 
, . a 2 - f - ¿>2 ¿2 

l ien résulte que, si l'on se donnait, dans un triangle, 
l'ortliocentre, H, le barycentre et le point de Tarry, on 

Les longueurs des demi-axes sont l a ^ h . et ib et l'aire de 
l'ellipse est %T.ah. Comme, d'autre part, l'ellipse E est, d'après un théo-
rème d'Euler, la plus petite qu'on puisse circonsciire à un triangle, 
on voit, en vertu de ( 5 ) , que le rapport de l'aire d'une ellipse à l'aire 

4-
d'un triangle inscrit n'est jamais inférieur a o ' 
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construirait fort aisément les axes de E : ceux-ci sont, 

en effet, les bissectrices de NGIi. 

0. La relation (12) conduit à poser 

a — - s m c p , 
a h / a 

où cp représente toujours un angle aigu, pourvu que Ton 
dirige les axes de façon que les coordonnées a et p soient 
positives. On a, du reste, une interprétation simple de cp, 
en observant que les formules ( i4 ) deviennent 

= g» a y/^ c o s o , y — — 

L'anomalie excentrique de R est donc — cp. Si cp/ est l'a-
nomalie excentrique de A/, on a, en vertu de (8) et des 
formules fondamentales, 

sincpi H- s incioH- s i n o g = o , 

sincp2 sincpg-i- sin cpg sincp^ - h sincpj sin cp2 = f , 

sin 

Conséquemment 

sincpi sincp2 sincpa = — \ sincp. 

. ^ ? 2 r o A T, 

Les sommets du triangle et le point de Steiner sont 
donc ¿soles par les axes de E, de telle sorte que chaque 
quadrant renferme un de ces points et un seul. INous 
voyons, en outre, à cause de (16), que les perpendicu-
laires abaissées sur le grand axe, par les sommets du 
triangle, rencontrènt la circonférence décrite sur le grand 
axe comme diamètre en trois points, sommets d'un 
triangle équilatéral. 

Voir, par exemple, le Manuel des candidats, etc., de M. Catalan 
( t . I. p. 262) . 
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Soient p l'extrémité du demi grand axe positif, et p\ 

p" les points de rencontre de l'ellipse (deuxième et troi-
sième quadrant), avec la perpendiculaire au grand axe, 
passant par le milieu du demi grand axe négatif. 

Soient, de même, q l'extrémité du demi petit axe né-
gatif, et y', ( f les points de rencontre de l'ellipse 
(deuxième et premier quadrant), avec la perpendicu-
laire au petit axe, passant par le milieu du demi petit axe 
positif. Les sommets Ai, A2,A3 doivent etre situés, res-
pectivement, sur les arcs pq"̂  p'̂ q. Si l'on donne 
l'ellipse E, on voit qu'il y a une infinité de triangles, 
inscrits à E, admettant pour point de Steiner un point 
situé sur un quadrant déterminé de E. Leurs positions 
extrêmes sont indiquées par les triangles isoscèles pp'p", 
qq'q". Tous ces triangles ont même aire, et ils sont cir-
conscrits à une ellipse homotliétique à E, le rapport 
d'Iiomotliétie étant \ . L'ellipse e touche chaque côté en 
son milieu. Si l'on fixe, sur E, la position de R, le 
triangle correspondant est défini, et le problème de sa 
détermination confond avec celui de la trisection de 
l'angle cp. 

7. Relations entre les coordonnées d'inertie et les 
coordonnées barjcentriqiies. — On sait qu'un point 
quelconque du plan d'un triangle peut être considéré 
comme le centre de gravité de trois masses |i.2, jJis, 
dont la somme est i , appliquées aux sommets du triangle : 
ces masses sont les coordonnées barjcentriques du 
point. Il est évident que les coordonnées d'inertie sont 
données par les formules 

( ' 7 ) JK 

Inversement, si londemande de calculer les coordonnées 
barycentriqties, connaissant les coordonnées d'inertie, 
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on doit remarquer, avant tout, que l'expression 

.nn 
a2 ^ ¿>2 

est égale à 8 ou à — 4? suivant que i et j sont ou ne sont 
pas égaux entre eux. Cela posé, si l'on multiplie respec-
tivement les équations (17) par ^ et on obtient, en 
ajoutant, 

(18) ' a' 62 3 

On donne souvent les coordonnées »ji en fonction des 
cotés du triangle. Soit c/ le côté opposé à A/. Il est clair, 
d'après (4) , que l'on a 

(19) -b^-y^' 

Inversement, 

- ^ i )' = ¿ ¡ ^ (i ^̂  -
8. Point de Lemoine. — On appelle ainsi le point K, 

dont les coordonnées barycentriques sont proportion-
nelles aux carrés des côtés du triangle. D'après les for-
mules (17) et (19), on a 

2 a-a 5.6-3 (20 ) a:- = — -r—fT,^ y = ^ -• 62 2̂-4- 62 

Si l'on observe que—2 a et— 2 ¡3 sont les coordonnées 
de 11, les équations (20) prouvent que les projections de 
l'ortlioccntre sur les axes sont en ligne droite avec le 
point de Lemoine. On voit donc qu'il est facile de con-
strtiire les axes de E, connaissant les points G, H, K. Il 
sul'Gt de décrire la circonférence sur le diamètre GH, et 
de joindre G aux extrémités dti diamètre qui passe par K. 
Si l'on demande de tracer les axes de l'ellipse centrale 
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d'inertie d'une section triangulaire donnée, les dévelop-
pements qui précèdent fournissent une construction 
simpleetdirecte.il faudra commencer par construire 
les points G et H, ce qui n'offre aucune difficulté. Quant 
au point K, il y a plusieurs manières, très simples, de 
le déterminer. Par exemple, d'après Sclilomilcli, K est à 
l'intersection des droites joignant les milieux des côtés 
aux milieux des hauteurs correspondantes. 

9. Les formules (14)5 (^5), (20) mettent en évidence 
les nombreuses liaisons qui existent entre les points G, 

H, K, R, N. On remarquera, avant tout, que le triangle 
HNR admet pour centre de gravité le point G : le milieu 
du côté NR est le centre O du cercle circonscrit au 
triangle fondamental 5 le milieu de NIi est un autre 
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point remarquable, Q, appartenant, ainsi que le milieu 
de RH, à la circonférence des neuf points, relative au 
triangle fondamental. Rappelons que le centre U de 
cette circonférence est le milieu de OH. Enfin désignons 
par V le milieu de OK, centre du cercle de Brocard, 
Cela étant, remarquons encore que, connaissant les 
points G, H, K, on en déduit facilement les points R et 
N : ceux-ci sont, en effet, avec G et le point D, symé-
trique de H par rapport à G, les sommets d'un parallé-
logramme, dont les côtés sont antiparallèles àGH et à GK, 
relativement aux axes. Voici d'autres remarques, que l'on 
déduit immédiatement des formules (I4)Î et (20) : 

i" Les droites GN et GH sont antiparallèles par rap-
port aux axes. Il en est de même de GR et GK, de HK 
et HN, de RN et OK. 

2" Considérons les droites 

GK, GH, GR, GN, RK, RN, 

GII, IIK, GN, UN, RN, KN; 

désignons par A une quelconque des droites de la pre-
mière ligne, et par A' la droite qui lui correspond dans 
la seconde ligne. On peut affirmer que, dans l'ellipse de 
Steiner, les normales aux extrémités du diamètre paral-
lèle à A sont parallèles à A'. Il en résulte, par exemple, 
que la normale en R à l'ellipse de Steiner est parallèle 
à GN : c'est donc RD. Ce théorème est du à Steiner. 

On peut trouver cinq nouveaux couples de points, 
appartenant à E : ils sont à l'intersection des parallèles 
à A avec les perpendiculaires à A', passant par R et par 
ie point S, symétrique de R relativement à G. 

Le point V, centre du cercle de Brocard, est en 
ligne droite avec le barycentre et le point de Tarry. La 
distance OG est moyenne proportionnelle entre les dis-
tances de G à V et à N. 
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10. Droites de Simsoji, — Cherchons la relation qui 

doit exister entre p et O'pour que l'équation 

a:'sinO -f- rcosO =z p 

représente une droite de Sinison. Le côté opposé à A, a 

pour équation 

Qu'on lui élève la perpendiculaire par le point où il 
rencontre la droite considérée. On trouve que cette per-
pendiculaire est représentée par l'équation 

yxi _ _ \ b- ^ / 
— cosO — sinO a 2 b-

Soit, successivement, z" = i, 2, 3 : oa obtient par addi-
tion, 

sinO-f--^' cosO a* b* , V^ (2'A) p > = — \ y 
^ ^ ^ c o s O - ^ sinO ^ ^ sinO a2 62 a, 62 

Après une suite de calculs, qui n'offrent aucune difii-
culté, pourvu que l'on ait soin de recourir constamment 
aux propriétés fondamentales des coordonnées d'inertie, 
on réduit l'équation (22) à la forme que voici : 

; = — ( a sin 0 p cos0) 

' r--asin30H ^ r-ScosiO. \ — a'- — h'^' ^ 

Pour interpréter cette relation, considérons deux rayons 
du cercle des neuf points, coïncidant primitivement avec 
la partie positive de Taxe des ordonnées, et tournant 
ensuite, autour de U, l'un vers la droite, l'autre vers la 

Ann. de 3iaihémat., 3" série, t. VI. (Mai 1S87.) lO 
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gauche avec une vitesse triple. L'cquation ( 2.3) exprime 
que la droite de Simson, perpéndi<'ulaire au premier 
rayon, cl la pcirpendiculaire mence par Q au second 
rayon sont à égale distance du point U. On a ainsi le 
moyen de construire la droite de Simson, parallèle à une 
direction donnée. En particulier, les droites de Simson, 
parallèles aux axes, passent par le point Q. De même, 
on détermine aisément les points de rebroussement et les 
sommetsderiiypocycloïdediîFerrers; car, pour ces points, 
la distance de la droite de Simson au point U devient 
nulle ou maxima. Des \ovs, si le deuxième des rayons, 
considérés plus haut, passe par le point Q, le premier 
rayon détei inine, sur la circonférence, un des sommets : 
les deux autres sommets forment, avec le ])remier, un 
triangle équilatéral, inscrit à la circonférence des neuf 
points. Prolongeant en sens i nverse les rayons ainsi obte-
nus, on détermine, sur la circonférence directiice, les 
trois points d(; rebroussement. Le rayon de courbure, en 
chaque sommet, est double de la distance de ee point au 
point de rebroussement opposé. D'autre faits géométri-
ques sont renfermés dans la formule (2?)) ; on les met 
bien facilement en évidence par les métliodes de la Géo-
métrie intrinsèque, comme ou l'a vu dans l'article sur 
la droite de Simson. 

I l . Si, avant d'ajouter les équations (2 i), on les mul-
tipliait par x̂  et^v, successivement, on obtiendrait les 
valeurs de x et } , c'est-à-dire des coordonnées du point, 
pour lequel la droite considérée est une droite de Simson. 
Mais, pour connaître ce point, nous n'avons besoin que 
d'une seule relation entre x etj% puisque nous savons 
déjà qu'il appartient nécessairement à la circonférence 
circonscrite. Chassons donc les dénominateurs de la for-
mule (21), et multiplions les deux membres par .r, ; 
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soit ensuite i — i, 2, 3. 11 vient, par addition, 

( v>4 ) T c o s 0 H- J s in 0 = ^ ^̂ ^ ( a c o s 0 — ^ s in 0 ). 

équation qui représente une droite, passant toujours par 
le point de Steiner. En outre, la direction antiparalltde à 
cette droite, par rapport aux axes, est perpendiculaire à 
la droite de Sinison coiTCspondante. Nous parvenons donc 
à la proposition que voici : la droite de Sinison, relative 
à un point P, et la droite qui joint le point de Steiner au 
point P ,̂ diamétralement opposé à P sur la circonférence 
(circonscrite, sont antiparallèles par rapport aux axes de 
Tellipse de Steiner. En particulier, les parallèles aux 
axes, passant par R, déterminent, sur la circonférence, 
les deux points pour lesquels les droites de Simson sont 
parallèles aux axes. De même, les quatre couples de di-
rections antiparallèles, que nous avons signalés plus 
haut, donnent lieu à huit propositions particulières, 
telles que les suivantes : 

La droite de Simson, relative au point de Steiner, 
est parallèle au diamètre du cercle circonscrit, qui passe 
parle point de Lemoine. Ce théorème est connu : il est 
dû a M. Boubals. 

La parallèle à GR, menée par h; point de Tarry, 
rencontre la circonférence en un point, pour lequel la 
droite de Simson est parallèle à GR. 

3̂  Les droites de Simson, relatives aux projections du 
point de Steiner, sur les droites joignant le point de 
Tarry au baryccnlre et à l'orthocentre, sont respci^ive-
ment parallèles aux droites qui joignent l'orthocentre au 
barjcentre et au point de Lemoine. 

12. Digression sur la ihéorln des anliparallhles. 
— Nous pouvons réduire ces résultats à une forme très 
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simple, au moyen de la théorie des antiparallèles, dont 
nous allons rappeler rapidement les principes, sans insis-
ter sur les démonstrations, extrêmement élémentaires. 
Si, ])ar les sommets d'un triangle, on mène les antipa-
rallèles aux cotés opposés, relativement à une direction 
donnée, les trois droites ainsi obtenues concourent en 
un point £ de la circonférenec; circonscrite. Soit r̂  un 
autre point de c(.'tte circonférence, tel que le rayon Or; 
soit parallèle à la direction considérée ('). Les pointscCtr, 
se poursuivent, sur la circonférence, la vitesse de s étant 
quadruple de; celle de r,. Soit B/ le point où la parall-èle 
menée par A/ au côté o[)posé rencontre lacirconféience. 
Il est clair que, si r̂  se trouve au milieu de l'arc A/ B/, le 
point £ coïncide avcîc B/. Cela étant, partageons l'arc 
A/B/, au point C/, dans h; rapport de i à II est évi-
dent, d'après ce (jue l'on vient de dire, que les points £ 
et T, se confondent en chaque point C/. Remarquons, 
en passant, que, d'après la dernière pro[)riété, le triangle 
C1C2C3 est nécessairement équilatéral. Ajoutons, pour 
(inir, que toute conique circonscrite au quadrilatère 
£A, Ao A;} a un axe paralltde à Or̂ . 11 en résulte que, si 
la direction de OTJ est ecîlle d'un axe de E, le point £ 
coïncide avec R. 

13. La dernière remarquiî va nous [)ermettre de sim-
plifier considérablement les propositions obtenues pour 
les droites de Simson. P et F étant deux points diamé-
tralement o])posés sur la circonférence circonscrite, 
nous avons vu que la droite de Simson, relative à P, 
est antiparallêle à HP', par raj)port aux axes de E. 
Il est presque évident (|ue cette propriété ne cesse 

( ' ) A cliaquc point 3 corrosj>oiulcnt, sur la circoiiiéreiice, quatre 
poiiàls r, oj;alemont ospacés : nous n'en consiilérons qu'un seul. 
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d'elle vraie si les axes de E tourneiit autour de l'origine, 
pourvu (jue le point II se déplace sur la circonférence 
avec une vitesse angulaire quatre fois plus grande. Donc, 
plus généralement, la droite de Simson, relative à P, est 
antiparallèle k sP', par rapport à O rj. Autrement : soient 
s' et p les points de rencontre de la circonférence avec la 
parallèle et la perpendiculaire à Or,, menées respective-
ment pai' £ et par P. La droite de Simson, relative à P, 
est parallèle à ê p. 

Exemples. — Si £ coïncide avec B/, t' n'est autre 
(jue A/. Donc : la droite de Simson, relative à un point 
P, est parallèle aux droites qui joignent les sommets 
du triangle aux extrémités des cordes issues de P, et 
perpendiculaires aux côtés opposés. 

Si £ coïncide avec C/, il en est de meme de s' et de 
r,. Donc, pour obtenir la droite de Simson, relative à P, 
il sufiit de mener, par ce point, la parallèle à OC/, qui 
rencontre en p la circonférence. La droite demandée est 
la parallèle à pC/, passant, en vertu d'une propriété 
connue, par le milieu de Pli. 

En particulier, si P est sur le diamètre perpendicu-
laire à OC/, la droite correspondante est parallèle à PC/ : 
elle pass(i par le milieu de HC/. Si P coïncide avecC/, la 
droite correspondante est parallèle à OC/ : elle passe par 
le milieu de Oli, c'est-à-dire par U. Nous voyons donc que 
Cl, C2, C3 sont précisément les points pour lesquels la 
droite de Simson contient le centre du cercle des neui 
points. Remarquons, à ce propos, que l'on peut faire 
correspondre, point par point, la circonférence circon-
scrite et la circonférence des iKiuf points, en considérant, 
sur les deux lignes, les extrémités de deux rayons paral-
lèles, dirigés en sens inverse. C'est ainsi que les points 
R, A/, B/, C/ correspondent respectivement au point Q, 
aux milieux des côtés du triangle fondamental, aux pieds 
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des hauteurs de ce triangle, et aux sommets de Tliypo-
eyeloïde de Ferrers. En général, tout point £ correspond 
au ])oint de rencontre des droites de Simson parallèle et 
perpendiculaire à Or,. Remarquons, en outre, que la 
droite joignant deux points correspondants passe par le 
barycentre, qui la divise dans le rapport de 2 à i , et 
que le milieu de £ 11 est diamétralement opposé, sur la 
circonférence des neuf points, au point qui correspond 
à £. Tout cela tient à ce que les deux circonférences, 
dont il s'agit ici, admettent respectivement pour centres 
de similitude directe et inverse l'ortliocentre et le bary-
centre. 

14. Coniijiœs circonscrites, contenant le barycentre. 
— Le procédé qui nous a servi pour trouver l'équation 
de E nous conduit à l'équation 

Î
A Hy--hC TV — 4 ( xV â  -h li ) 

K - B ¿>2 )( â . H- p y ) + 2 G( ¿>2 p^ _ «2 ^y)], 
qui représente toute conique circonscrite au triangle fon-
damental. Si l'on veut que la conique passe par le bary-
centre, on doit poser 

o. 

Pour satisfaire à cette équation, on peut prendre 

A = lî o, 

et alors l'équation (24) devient 

Mais, plus généralement, nous pouvons faire 

A 
cot -'2 
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Ct;s coniques sont donc nécessairement des hyperboles, 
dont les asymptotes font entre elles un angle V, déter-
miné parla relation 

( -26) tangT — t a n g V sin ^ ? 

élant l'angle des diagonales du rectangle formé par les 
tangentes aux sommets de E. On démontre aisément que 
les centres de toutes ces hyperboles sont sur T ellipse e, 
qui touidie les côtés du triangle en leurs milieux. On 
peut faire voir, en outre, que \ représente l'angle que le 
rayon déterminant Tanomalie excentrique du centre de 
l'hyperbole fait avec le rayon analogue, relatif au point 

Q. D'après (26), pour avoir \ = - , il faut que A = o. 

Parmi les hyperboles considérées, il y en a donc une 
seule équilatère : elle a pour centre le point Q. A me-
sure que le centre de l'hyperbole s'éloigne de Q, sur e, 
les asymptotes se rapprochent, mais leur angle ne peut 
devenir inférieur à T : il atteint ce minimum pour = 71, 
c'est-à-dire lorsque le centre de l'hyperbole est au milieu 
de GR. Cette conique particulière passe évidemment 
par le point de Steiner. Ses axes sont donc parallèles à 
ceux de E, et ses asymptotes sont parallèles aux diago-
nales du rectangle formé par les tangentes aux sommets 
de E. 

15. Hyperbole de Kiepert, — On appelle ainsi l'hy-
perbole équilatère circonscrite, qui passe par le centre 
de gravité. Nous venons de voir que (aS) est l'équation 
de cette courbe, et que son centre est le point Q. En 
outre, d'après (sS), les asymptotes de cette hyperbole 
sont parallèles aux axes de E. Comme toute hyperbole 
équilatère circonscrite, elle passe par Ii : c'est ce que 
l'on vériiie au moyen de (2;)). Elle passe donc aussi par 
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kî syinéti'ique de H, par rapport à Q, c'est-à-diie par le 
point de Tarry. Elle contient, enfin, le symétrique de G, 
par rapport à Q, c'est-à-dire le point S, diamétralement 
opposé à 11, sur E. Quelques-unes de ces propriétés 
peuventètre aisément généralisées parla tliéoriedes anti-
parallèles. On trouve que l'hyperbole équilatère cir-
conscrite, dont une asymptote est parallèle à Or,, a pour 
centre le point qui correspond à t sur la circonférence 
des neuf points : elle passe, en outre, par le point dia-
métralement opposé à 3, sur la circonférence circon-
scrite. Ainsi, par exemple, toute hyperbole équilatère 
circonscrite, ayant pour centre un sommet de l'hypocy-
cloïde de Fei iers, a une asymptote parallèle à OC/, et 
passe par le point diamétralement opposé à C/ sui' la 
circonférence circonscrite. 

IG. On sait que la tangente en un point quelconque 
d'une hyperbole équilatère est antiparallèle au rayon 
vecteur issu du centre, par rapport aux asymptotes. 
]3ans le cas actuel, en tenant compte de quelques re-
marques précédentes, nous voyons que les tangentes en 
G et en H sont respectivement antiparallèles à GH et à 
rsli : ce sont donc les droites GK et IIK. Conséquem-
ment, les droites qui touchent l'hyperbole de Kiepert, 
au barycentre et à rorthocentre, se coupent au point de 
Lemoine. De même, aux extrémités du diamètre que 
l'hyperbole a en commun avec le cercle des neuf points, 
les tangentes sont parallèles au diamètre OK du cercle 
d(; Brocard, etc. 

17. On sait que les quatre piojections d'un point 

\üir, cluiis la \oin'('i/<- Correspondance mathématique ( t . Vï. 
j». .>'ji), l'arliclc (le M. Neuf>cr{» Sur les normales à l'ellipse. 
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p sur une ellipse E appartiennent à une hyperbole équi-
latère, qui contient, en outre, les points P et G, et dont 
les asymptotes sont parallèles aux axes de E. D'après cela, 
si le point PestrorthocentreH, il est clairqueriiyperbole 
correspondante n'est autre que l'hyperbole de Kiepert : 
les projections de H sur E sont S, A», A2, On pour-
rait étudier, en général, les liaisons existant entre le 
point P et le centre PQ de l'hyperbole correspondante. 
On trouve sans peine que, si GPo est parallèle ou anti-
parallèle à tine droite A, la droite GP est respectivement 
antiparallèle ou parallèle à A'. Ainsi, par exemple, on 
peut donner à ces droites les directions que voici : 

(GPo) GK, GN, GR, GII, \\K, OK; 
(GV) GN, IIK, GlI, 1I\, OK, NK. 

Pour pouvoir déterminer complètement un des points P, 
P(), connaissant l'autre, il faut encore observer que la 
direction PPQ se déduit de GP, comme celle-ci a été dé-
duite de GPo- Cela nous permet, par exemple, de donner 
à ces droites les directions suivantes : 

(GPo) GK, GR, RK; 
(GP) GN, GH, OK; 
(PPo) IIK, UN, NK. 

Ainsi, lorsque Po coïncide successivement avec K, Q, le 
milieu de QK, le milieu de GR, etc., P coïncide avec le 
symétrique de 11, relativement à K, ou avec les points 
H, O, D, etc. Ajoutons que le point Po est toujours en 
ligne droite avec les projections de P sur les axes. Reve-
nons au cas de P et Po coïncidant avec H et Q. L'éqtia-
tion (25), mise sous la forme 

) ' X lOi _ h-
X -h 2 3 ~ ' 
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montre que les parallèles à A et A', menées respective-
ment par G et H, concourent sur l'hyperbole de Kiepert. 
Si nous employons les six couples de directions A, A', 
signalés plus haut, les quatre premiers nous conduisent 
aux points connus G, U, S, N, et les deux derniers nous 
donnent deux nouveaux points de Thyperbole de Kiepert. 
Tout point, P, de cette ligne est le milieu d'un segment 
intercepté, par les axes de E, sur une droite issue de S. 
Le symétrique, par rapport à G, du milieu de GP, est le 
centre d'une conique circonscrite à RAj A2A3. 

18. Autres points remarquables, — Nous allons cal-
culer les coordonnées d'inertie des principaux points 
qu'il y a lieu de considérer dans le triangle : 

Nous avons vu qu'un certain point F , appartenant 
à l'hyperbole de Kiepert, se trouve à l'intersection des 
parallèles à RK et RN, menées respectivement par les 
points G et H. Les coordonnées d'inertie de F sont 

^ = - —-^r^Li ' y = 

L'intersection de RN avec la parallèle à OK, pas-
sant par H, est un autre point remarquable, o), dont les 
coordonnées sont 

Ce point appartient aussi à l'hyperbole de Kiepert : il 
est diamétralement opposé à F, sur cette conique. En 
d'autres termes, (o est le symétrique de F , par rapport à 
Q. Les directions G w et GF sont évidemment antiparal-
lèles par rapport aux axes. Il en est de même des direc-
tions NFet ÏNR. La ligure îvFwlIest un parallélogramme. 
Lci droites (ico, OK i'ournissent un nouveau couple de 
directions A, A'. I.niin, on démontre aisément que (o est 
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le point dont les coordonnées barycentriques sont inver-
sement proportionnelles aux carrés des côtés. 

3" Les droites Gto, OK, LQ concourent en un point 
M, dont les coordonnées sont 

^ ^¡iT^^i' y - - • 

Ce point est évidemment symétrique du milieu de G (o, 
par rapport à G. 

L'intersection de OK avec HN est un point T , dont 
les coordonnées sont 

Les coordonnées barycentriques de ce point sont propor-
tionnelles aux quatrièmes puissances des côtés. 

S'' Les droites GT, K(o, \ H concourent en un point 
L, dont les coordonnées sont 

_ i a^- g __ 4 b"- ^ 
r - — 

Ce point appartient à l'hyperbole de Kiepert. 
6" Les droites OL, HM, JNK concourent en un point 

W, dont les coordonnées sont 

Les droites GW, OK sont parallèles. Le point W ap-
rtient à l'hyperbole de Kiepert : il est diamétralement 

opposé, sur cette conique, au point de rencontre des pa-
rallèles à RN et KN, menées respectivement par G et H. 

7" Les droites GH, ML, Tw concourent en un point 
Z, dont les coordonnées sont 

pa 

9 a -f- f 4 a 2 6 - - i - y h ' 9 a '' - i - 14 a-b^ -j - 9 b ' 
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La parallèle à lli\, îneiiée par le symétrique du milieu 
de GZ, relativement à G, passe par le point de rencontre 
des droites GN, Qco. 

Les droites GR, ML, V W concourent en un même 
point, dont les coordonnées sont 

'J'ous ces points ont étéconsidéi és parM. Brocard (*). 
Un autre ])oint remarquable est le point J, d'où Ton 
voit les cotés du triangle sous des angles égaux. Ses cooi -
données sont 

_ 2 a OL _ 2 6 p 
^ ~ a -T- h ' ^ ~~ a b ' 

Il existe, dans le plan du triangle, un point I, d'où l'on 
voit les cotés du triangle sous des angles de 6o". Ses coor-
données sont 

— , y ~ L^ . 
a — b " a — h 

J.es points I et J sont les centres isogones du triangle ('). 
Au moyen de (sS), on vériii(i sans peine que ces points 
sont diamétralement opposés sur l'hyperbole de Kiepi^rt. 
Le diamètre qui les joint passe évidemment par le point 
de Lemoine, et les tangentes à l'hyperbole, en I et J , 
sont parallèles à (ill. Les droites GI, (rJ sont antiparal-
lèles, par rapport aux axes de E. Enfin, le rayon GJ est 
celui qui détfjrmine l'anomalie i;xeenlri(jue du point de 
Steiner. 

19. Cercle et points de Brocard, — Le cercle de 
Brocai d a pour équation 

( -f- b ' ) ( .r 2 -i- 1 2 ) ( a-l — />2 ) ( a .r — ¡̂ J- ) ( «2 — ¿>2 )2. 

(') Moui'cllcs propriélcs du triangle (Coiijji'ès de Konet», iS8o). 
) iSiauJEHG, Mcmoirv sur le létracdrc, p. 3-. 
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En s'aidant des formules (12) et ( i3) , on trouve rjue sou 
diamètre est 

telle est la longueur de OK. Les centres de similitude du 
cercle de Brocard et du cercle circonscrit sont situés sur 
les axes de E. 11 en est de même des centres de simili-
tude du cercle de Brocard et du cercle des neuf points. 
La perpendiculaire à OK, passant par M, rencontre la 
circonférence de Brocard en deux points, w', (o'̂ , qu'on 
appelle points de Bi ocard, Les coordonnées decc;s points 
sont 

Le pôle de la corde n'est autre que le point T . 
L'angle sous lequel cette corde est vue du centre ne dé-
passe jamais i ao''. On démontre, en effet, que le cosinus 
de la moitié de l'angle en question est 

ri^' ^ r 
a-^ -i- 3 3a--f- b- 2' 

Il est évident que le triangle (00/0^ admet même bary-
centre que le triangle fondamental. En outie, si Ton 
pose 

/ - . ^b'-^ 1 r ' -
— 2/na y/2 cos A, -—-——p, = 2 mb -x sin A, 

les coordonnées des points de Brocard deviennent 

2 ma v/2 cos A zh ~ ^ J 2 ?nb sjsin A ih . 

11 en résulte que le triangle (ooVo/ est inscrit à une 
ellipse liomotliétique à E : les perpendiculaires abaissées 
sur le grand axe, par les souinnas du triangle, rencontrent 
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la circonforence décritc sur le grand axe comme diamètre 
en trois points, sommets d'un triangle équilatéral. Cela 
tient à ce que le triangle (oco'o/ a mêmes axes principaux 
d'inertie que le triangle fondamental. 

20. Triangle de Brocard, — Les perpendiculaires 
aux côtés de A4A2A;j, menées par O, rencontrent la 
circonférence de Brocard en trois points, sommets du 
premier triangle de Brocard, Les coordonnées de ces 
points sont 

a- — fy^ T,- — ty^ Yi 

Il en résulte que, après une dilatation convenable autour 
du barycentre, le triangle de Brocard devient symétrique, 
par rapport à G )', du triangle fondamental. Cette re-
marque a déjà été faite ( ' ). Le triangle de Brocard a donc 
même barycentre et mêmes axes principaux d'inertie que 
le triangle fondamental, et tout point remarquable p 
de son plan se déduit du point P, qui joue le même rôle 
dansKî triangle fondamental, en cliercliant le symétrique 
P' de P, par l apport à Gj^, et en réduisant GP' dans le 
rapport 

G _ 1 
GP' ~ 

D'après cela, le point de Steiner du triangle de Brocard 
n'est autre que le point de Lemoine du triangle fonda-
mental. C(îtte propriété est connue ( - ) . De même, le 
point de Tarry est O^ le point de Lemoine se trouve à 
rintersection de GR avec la parallèle à RN, menée par 

( ' ) BROCAUD, Étude d'un nouveau cercle sur le plan d'un triangle 
(Coîî̂ n'ès d'Al(;er, i8Si). 

('') iSEURERr., Sur le point de Steiner {Journal de Mathématiques 
spéciales y i88i)). 



( 239 ) 
V̂ -, rorllioccnlre est à l'intersection des droites GN et 
H (JL)̂  le point to est à l'intersection dcGFavecOK; le point 
F ne diffère pas du point co, relatif au triangle fondamen-
tal ; ce dernier point est donc commun aux hyperboles 
de Kiepert des deux triangles^ et(î., etc. Si l'on joint les 
sommets du triangle de Broccard aux sommets et aux 
milieux des côtés du triangle fondamental, on obtient 
six droites, qui concourent aux points to et O. De même, 
d'après Stoll,si l'on joint les milieux des côtés du triangle 
de Brocard aux sommets et aux milieux des côtés du tri-
angle fondamental, on obtient six droites, qui concourent 
aux points L et M. Enfin, remarijuons que le triangled(î 
Brocard est liomotliétique au triangle fondamental, rela-
tivement au barycentre commun : le rapport d'homo-
tliétie est le carré du rapport (27) . 

21. Tvamfor malions, — On sait que oV et 0/ sont 
conjugués isogonaux^ ce qui revient à dire qu'ils sont les 
foyers d'une conique inscrite au triangle. Il en est de 
même des points O ot 11, ( j et K, L el M, (o et T , \ et 
W, Les conjugués isogoniuix de 1 et J sont deux autres 
points remarquables, (juciM. Neuberg a nommés centres 
isodynainiijues du triangle. Une autre transformation 
importante est celle ])ar points conjugués isotomir/ues^ 
consistant cn ce que les deux points, qui se corres-
pondent, ont leurs coordonnées J)arycentriqucs, de même 
nom, inverses l'une de l'autre. Ainsi, par exemple, les 
point Ket (0 sont conjugués isotomiques. Soit, en général, 
PMe conjugué isolomique de P. On trouve aisément, au 
moyen de (18), que les coordonnées barycenlri(|ues de 
F sont donné(̂ s par la formule 

, rt- b'^ () \ a- ' h'^ 
'X, = 

- - « a^ h-
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puis, au moyeu de (17), on voit cjue les cooidonné(îs 
d'inertie de P' sont 

r I 

y' = 1 

/ ^ - ¿"2 V a2 lÂ ) a^— h^ 

1)1 
¿>2 0 

¿>2 

a2 

Si Ton iiitroduit, eomine plus liaul, Tanomalie exeen-
triijue de Pt, et cpie Ton pose 

in, COS A. — — = m sin A, 

on obtient 

I X ni ^ ^ , , _ 
r=z - f cOSA — ni COS(o - - '2 A ) , 

< 

I r / / / r • - . - T 
— — — [ s i n A — n i s in ( o — 2 A ) -xbs/i 

lîn partii'ulier, si A ^ 5 on a 

X ni o 
— — - — — s in • 

11 en résulte (jue, si P est sur une médiane, il en est de 
mem(î de P'. Ces deux points sont alors conjugués liar-
moniques par rapport à deux points lîxes de la médiane. 
Si P est sur E, P̂  est rejeté à l'infini, suivant une direc-
tion dont le coeificient angulaire est 

y' b h — o •J— — - col ^ • X a '1 

En particulier, si A = — cp, c'est-à-dire si P coïncide 
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avec R, P' est à rinfini, sur la direction perpendiculaire 
à GH, etc. 

22. De la transformation par polarité trilinéaire ) 
nous déduisons une transformation nouvelle, étroitement 
liée à celle qui précède. Lorsqu'un point parcourt une 
conique circonscrite au triangle, sa polaire trilinéaire 
pivote autour d'un point TT, pôle d'homologie de la 
conique considérée. Soit TC' le centre de la conique. Il y 
a réciprocité entre les points 7t et car, si ¡jl/ et uî  sont 
les coordonnées barycentriques de ces points, on dé-
montre que 

( '-¿9) î̂ -a [J-3 = 1̂3 [J-1 -H [Xl 1X3 fXi + 1X2 IJ.\ . 

Or, identiquement, 

Les conditions (29) reviennent donc à dire que le pro-
duit (i — 2 tJii) ( I — 2 [A • ) ne dépend pas de i. Conséquem-
ment, pour obtenir un couple de points TU, TT', il sufiit de 
prendre deux points P, P ,̂ conjugués isotomiques, et les 
points demandés sont les symétriques, par rapport à G, 
des milieux de GP et GP'. En particulier, on peut sup-
poser que T: et T/ soient deux points, divisant harmoni-
quement un des segments GA/. Si TZ coïncide avec O, 71' 
n'est autre que K; si T: se meut sur une droite passant 
par K, TJ décrit une hyperbole équilatère, contenant O;' 
si TT parcourt l'ellipse e ou la circonférence des neuf 
points, 71' est à Tiniini ou bien sur la polaire trilinéaire 
de H, qui est l'axe radical du cercle circonscrit et du 

C ) M A T H I E L , Nouvelles Aanalca de Mathématiques, i8G5. 

Ann. de Mathémat3" sci ic, t. VI. ( Mui 1887.) 
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cercle des neufs points ; etc. Les formules de transfor-
mation se déduisent des formules (28) en y remplaçant 
X, . . . par — ~ 2 J , . . . . 

23. Il y aurait à étudier plus généralement, les trans-
formations quadratiques réversibles, que l'on obtient en 
cherchant toutes les formes quadratiques, telles qu'une 
même forme des coordonnées barycentriques d'un point 
représente les coordonnées baryeentriques de son con-
jugué, et réciproquement, abstraction faite d'un facteur 
indépendant de i. C'est ainsi, par exemple, que si l'on 
pose 

lA iH 'A 

on en déduit 

^ — lA lA ^ - lA lA ^ 

[M [M [̂ 3 
où 

rrr I — 3 ( -f- J-tg Uj + f̂ i ¡̂ 2 ), 

p.' rrr. I — 3 ( (J.̂  A A A At h 

et l'on démontre que 

Comme précédemment, les médianes se transforment en 
(dles-mêmes, de telle sorte que deux points conjugués, 
.situés sur GA ,̂ sont séparés harmoniquement par Â  et 
par le symétrique de ce point, relativement à G. La 
question générale, que nous venons de poser, est sus-
ceptible d'une intéressante interprétation géométrique, 
et d'un développement considérable. 
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S I R LES SÉRIES; 
]\VR M. Gu. BIEHLER. 

1. Si 1 on a une série à ternies positifs 

Wo -f- U\-i- + • • • -H î̂ /i -H . . . , 

cette série sera divergente si l'on peut trouver une lonc-
lion telle que ait pour limite une quan-
tité \ diilércnte de zéro, la fonction oi^n) remplissant cn 

outre la condition que la série ^ — soit une série 
divergente. 

La série 
i/o + « 1 -f- . . . - h U n - + - . . . 

sera au contraire convergente, si Ton peut trouver une 
fonction telle que 11,̂ 0(71) ait pour limite une 

quantité finie et telle que la série ^ JJTj"̂  ^̂ ^̂  con-
vergente. 

Dans le premier cas, iî  o{7i) peut croître au delà de 
toute limite; dans le second cas, A peut avoir pour 
limite zéro : le théorème est encore vrai; la démonstra-
tion que nous allons en donner le montre d'une manière 
évidente. 

2. Supposons d'abord que Uno{7i) n'ait pas pour 

limite zéro, et que la série ^ divergente. 

On pourra toujours trouver un nombre pi supérieur à 
zéro, tel que, pour une certaine valeur de Ji et pour 
toute valeuj- plus grande, u,, '̂ (n) soit plus grand que u ; 
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(»11 aura donc, à partir de cette valeur, 

Un^p o(n -¥-p)> ¡J.; 
par suite, 

-f- - h . , . Un+p 

> _ cp ( /Z ) cp ( Aî -H I ) ' ' ' ^ J ^ 
la quantité entre parenthèses augmente indéfiniment 
quand p croit lui-même indéfiniment^ par suite, 

est divergente. 
On sait que la série harmonique est divergente; on 

en conclut que les séries ^ ^̂ ^ degré du déno-

minateur ne surpasse pas de plus d'une unité celui du 

numérateur, sont des séries divergentes^ dans ce cas, 

(f{n) = n ci dans les hypothèses faites, est une 

fonction qui, pour n infini, a pour limite une quantité 

finie, ou aui^mente indéfiniment : la série est 
' ^ Jmd b (n) 

donc divergente. 

11 en est de même des séries posant 

Ufjz=z ^ y la fonction min croît au delà de toute limite (L/î)!̂  
quand n augmente indéfiniment. 

3. Supposons maintenant que Un 'f ( « ) ait pour limite 
une quantité finie ou bien zéro, mais que soit une 

fonction telle que ^ soit une série convergente j la 

série proposée ^ sera aussi convei gente. 
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En effet, si Uu 'f ( ' 0 a pour limite une quantité X ou 

zéro, on pourra toujours trouver une valeur ¡JL supé-
rieure à mais finie, et telle que, pour une valeur de n 
suffisamment grande, et pour toute valeur plus grande 
de n̂  le produit Un'^{n) soit inférieur à [JL; on aura 
donc 

Un̂ l ^(n H- l ) < {X, 

cp( Al -{-/>)< [a; 
on en tire 

Un-^ Un+i- - Ufi-^p 
I 

Par hypothèse, ^ est une série convergente, 

^ Un sera donc aussi une série convergente. 

On démontre que la série est convergente 

pour toute valeur positive de a, quelque petite que soit 

d'ailleurs la quantité a; par suite, les séries ^ 

dans lesquelles le degré du dénominateur surpasse de 
plus d'une unité celui du numérateur, sont conver-
gentes. 

On peut trouver une infinité de fonctions dont 
l'ordre de grandeur est compris entre celui de n et celui 
de a étant une quantité positive non nulle, et qui 

jouissent de la propriété de fournir des séries ^ ^ ^ ^ 
divergentes ou convergentes. 

En prenant pour o{n) les fonctions 

/¿Ln, «LnLL/i, 
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les séries — sont diverireiiles: les fondions 

où ¡i. > I, donnent, au contraire, des séries ^ 

sont convergentes. 
L'ordre de grandeur de ces fonctions va en se rappio-

chant de plus en plus; mais Abel a démontré qu'il 
n'existe pas de fonction '^{n) intermédiaire entre elles, 
et telle que, si Un '-^{n) a pour limite zéro, la série 

^ 11,1 soit convergente, et si û  o{n) n'a pas pour limite 

zéro, la série ^ Un soit divergente. 

S'il était possible de trouver facilement la limite des 
produits 

Un.nhnlAun, ^̂ ¿«(L/i)!̂ -, 

on pourrait mettre en évidence la divergence ou la con-
vergence d'un grand nombre de séries à termes positifs; 
malheureusement cette limite n'est pas, en général, aisée 
à trouver. Prenons quelques exemples. 

« — 00 

4. Soit la série ^ L i -j- ' ^^ L désigne un lo-
n = 0 

garithnie népérien, et ^{n) une fonction qui augmente 
indéfiniment avec /z; nous aurons 

= L 

et, par suite, 

ou 
limUfi = Le 

lim Un ) = I . 

Si donc la série ^̂ ^ convergente, la proposée 
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l'est aussi; si divergente, la proposée est di-
vergente. 

Ce qui précède nous permet de trouver les conditions 
dans lesquelles un produit infini de la forme 

est convergent ou divergent. 
Considérons, à cet effet, la série 

« = oo n = 00 

et posons, pour abréger, 

On aura 

Uq -t- Ml -4 

OU 

n) 

• L ( I -F- AO )-F- L ( I - F - A I ) - •L(i •a;,) 

Uo-{- Ui-\-. . Un = L(N- ao)(i-f-ai). . .(i-i- a,/). 

Mais nous avons vu que le second membre tend vers 
une limite finie quand 7i augmente indéfiniment, si la 

série ^ a,; est convergente ; par suite, le produit 

( i - h a o j ( n - o c i ) . . . ( i H - a , , ) . . . 

tend lui-même vers une limite finie, si la série ^ a,̂  est 
convergente. Le logarithme de 

(i -i- ao)(i -f- ai). . .(I -h . . 

augmente au contraire au delà de toute limite, si la 

série ^ est divergente ; on en conclut que le produit 

( I au,) ( I a. ). . 1 - i- a// ). . . 
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augmente aussi iiidéijniment ou tend vers zéro, quand la 

serie y est divergente; il augmente indéfiniment, si 

les facteurs sont plus grands que un, et il tend vers zéro 
si les facteurs sont plus petits que un. 

En particulier, le produit 

a pour limite une quantité différente de zéro, puisque 
la série 

T I I 1 

o. Considérons maintenant la série 
n — CC 
^ 1.3. — I ) I 

n = <] 
Soit 

2 . 4 • 6 . . . 2 2 /I -H I 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 /z 1 ) I 

2.4.6. . . 2 in-\-i ' 

on peut éciire n,i sous les deux formes suivantes : 

(' ̂  0 ('̂  0• • • + •)' 

par suite, 

^ ^ (2/̂  — 2)2 (^""2/1)2/1(271 + 1)2 

Soit B// le produit 

( 2 n — 2 
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et soit B sa limite pour n croissant indéfiniment ; on a 

par suite, 

et 
(2/H-l)/2/lV \ 2/1/ 

(2/l-}-l)v/2 V \ 

quand 72 croit indéfiniment, 

h m / i 

Le second membre étant fini, et la série ^ — é t a n t 
n 2 

convergente, la proposée est aussi convergente ; l'expres-
sion précédente montre, en outre, que les termes de la 
série se rapprochent indéfiniment de ceux de la série 
" V — l a proposée est convergente comme elle. 

6. Considérons la série 

'1.3.5. ..(2/1 — 1) 

En posant 
2.4.6...2/1 

I . 3 . 5 . . . ( 2 / Z — I ) 
2 . 4 . 6 . . .2/1 

on aura, d'après ce qui précède, 

ou bien 
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cl, par suite. 

If: I / / 0 \ [X ^ / (-) 

Oli voit que, si ^ > I , la serie proposée est conver-

gente; si - = i ou si - I, la serie est divergente. 2 2 
On peut traiter d'une manière analogue les séries 

( i l I)(2X -f- 3 ). . .(2X -h 271 — l) 
JILI I ( 2 >V -I- 2 )( 2 X -+- 4 ) . . . ( 2 X -F- 2 7? ) 
n -1 

et 
n — <x> 

\ ( 2 4 X -f- [JL ) . . . ( 2 H X |JL ) 

n — 1 

la première renferme deux paramètres et |JL, la seconde 
trois paramètres X, ¡ji, v. La première est convergente 

quand la seconde est convergente quand v est 

])ius grand que deux : dans tous les autres cas, elles sont 
divergentes; ces séries comprennent un certain nombre 
de sériiîs bien connues. 

7. Soit encore la série ^ ^ — ; on sait que 
^ i/1.2.3,,, n 

le produit 1 . 2 . 3 . . . 72, pour de grandes valeurs de 72, 
peut s'écrire 

1 . 2 . 3 . . , n = s,,)-

ayant pour limite zéro quand fi augmente indéiiniment, 
on en déduit 

V^i. 2 . 3 . . . 7Z = ne-^^ '^-iT.n \/( 1 -f- ) 

1 
et, en posant jjr- . :-, 

v/ i . 2 . 3 . . . 71 

' r n v̂ TTi- E,v ) 
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quand n augmente indéfiniment, min a pour limite e\ la 

série ^^ ' est donc divergente. 
^ V / I . 2 . 3 . . ,n 

n = oB 

8. Considérons la série ^ —n ' 

on a 

par suite. 

n — \ 

Jin e-« \/'iizn{l-\- Zn) 

{exY 
TT /I ( I -F- ) 

si e x ^ i ^ la série est divergente; si elle est 

convergente ; si e x = i , lim AẐ  iin = -4= j la série ^^ Ar 

étant divergente, la proposée l'est aussi. 
n = eo 

9. Considérons enfin la série ^ (^e •—i); posant 
n — l 

11,̂  = ye — I, le produit iiiin ^ Jii^e — i) a pour limite 
l'unité, quand n augmente indéfiniment; par suite, la 
série, dans ses termes éloignés, devient comparable à la 
série harmonique : elle est donc divergente. 

SIR L'ABAISSEMENT DES ÉQUATIONS RÉCIPROQUES; 

PAR M. CH. BIEHLER. 

1. On sait que, si l'équation F ( x ) = o est réciproque 
et n'admet pas les racines — i et -f- i, si l'on fait la 
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substitution 
r = î I -+- X 

l'équation en j - ne renferme plus que des puissances 
paires dej^ et, en posant = z, la résolution de l'équa-
tion F ( x ) = oest ramenée à celle d'une équation de 

degré sous-double. A deux valeurs de x^ x = a^ ¿r = 

réciproques, correspondent, en effet, des valeurs de j 
égales et de signes contraires. 

Nous allons nous proposer de chercher la forme gé-
nérale des fonctions rationnelles 

quî jouissent de la même propriété que la fonction — 
Soit 

_ AO-4- Al 37-1- . . . H- A, 
~ B o - h . . . 

la fonction cherchée ; on doit avoir 

•Ki) " " 
et, par suite, 

-+-Ap-r^^^-^... -1-A;,, _ 
.¿•'«-/'(Bô t-/' -I- -f- . . . -H B r̂j 

_ Aq -I- Ai.r -h . . . Am-r'" 
~ BiX -{- BpXP 

Pour que l'identité soit possible entre les deux mem-
bres, il faut que 77i = p. Par suite, 

- f - A i . 2 7 " ' - ^ - 4 - . . . - h A , „ 

Bô i-''̂  -+- BI^f'«-! -f- . . . -h B,„ 
-4- -f- . . . H- Ao 

. . . -H Bo 
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Pour que ces fractions soient égales, il faut que les 
termes de meme degré des numérateurs et des déno-
minateurs ne diffèrent que par un facteur constant. 

On a donc 
Ao = X A;«, 
A j = X A.ffi—1, 

Ko — X 

A/w = XAo, 1 \ B;;, = — XBQ. 

Ces égalités donnent 
AoXffi — Aq Xffij 

d'où 

X = ± : i . 
Prenons A = i , on aura 

Ao = A^, Bo = — B„i, 
Al = Bi = — 

Distinguons les cas de t7i pair et impair : 

Si m est pair et égal à 2/2, le numérateur devient 

-H I ) -F- A I ( ^ 2 « - L X ) -I- . . , A N X " , 

il est réciproque. 

Quant au dénominateur, il devient 

il renferme le facteur x^^ — 1 et peut s'écrire 

étant un polynôme réciproque de degré pair ; 
par suite, 
ou bien 

I -h -r 
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ou enfin 

_ î 

iit étant des polynômes réciproques de 
degré pair 2 7i. 

Si m est impair, m = iJi-\- i ; le numérateur devient 
-4- i ) -f- . . . -f- -h 07^-1); 

ce polynôme renferme x -+- i en facteur; on peutrécrire 

étant un polynôme de degré pair et réciproque ; 
le dénominateur devient dans ce cas 

— I ) -f- Biix^''- ~ x ) - + - — a:«). 

C'est le produit de i — x par un polynôme ¿a/il-^) 
réciproque et de degré pair; on a donc 

^ 1 -i-X 

La forme trouvée dans le cas de m pair, à savoir 
— ^ ^ (-y) 

y - l - X 

se ramené immédiatement à cette dernière, car on peut 
l'écrire 

l — ^ ^ 1 -h X\l — xJ ' 
les polynômes (i - j - x ) ' , (i — x ) - sont réciproques et 
de degré pair. 

En prenant A = — i, on arrive évidemment aux 
mêmes résultats. 

On peut donc dire que la forme la plus générale de la 
ionction rationnelle qui jouit des mêmes propriétés que; 
la substitution 

I — X y ^ 
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est 
y __ ï — ^ 92/Ì<' ) 

et étant des polynômes réciproques et 
de degré pair. 

2. On sait aussi qu'on ramène la résolution de l'équa-
tion réciproque de degré pair à celle d'une équation de 
degré sous-double, en faisant la substitution 

-H-'i)-
la fonction 0 étant symétrique en et ^ et rationnelle. 

Mais une telle fonction est le quotient de deux fonctions 
entières et symétriques en .r et cliaciine de ces fonc-
tions symétriques est une fonction entière de la somme 
et du produit des quantités a: et c'est-à-dire une fonc-
tion de o: -f- ^ seulement. 

La forme générale de la fonction B i ) symétrique 

en X et — est donc 

(x et H étant des fonctions entières quelconques. La 
plus simple de ces substitutions est évidemment celle 
dont on fait habituellement usage, à savoir 

z — X --h 

Dans la question précédente, Féquation en j- ayant 
été obtenue, on l'abaisse au degré sous double en posant 

zzz z ; or la forme générale de 7 est 
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d'où 

( I / 

Mais la fonction P̂ ^̂  s ecrire 

I 
2 ( I — ^ _ X 

( 1 -h ¿C )2 " I 
X 

D'autre part, un polynômey^(x) symétrique, de degré 
2 ¡JL, peut s'écrire 

et Ton sait que tous les ternies de la forme 

sont des fonctions rationnelles de x -H - ; la valeur de z X 
peut donc s'écrire 

X 2 GI X z = ~ h l ) 
X ' V ^ 

Cette forme rentre donc dans la forme 

G 
z = 

H Lr -f-y 
On voit donc que les deux substitutions que l'on 

emploie dans la résolution des équations réciproques, à 
I — X „ X . . savoir r = > z = y- el z = x —^ rentrent, ainsi 

que les formes les plus générales de ces substitutions, 
dans un type unique 

( j et M étant des fonctions entières. 
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S I R LA DROITE DE SIMSON 
P A R M . E R N E S T C E S A R O . 

Construisons, pour un système de trois masses égales 
h Tunîté, appliquées aux sommets d'un triangle, le 
centre de gravité G et les axes principaux d'inertie qui 
y passent. Appelons 7 y's les coordon-
nées des sommets du triangle, par rapport à ces axes. 
On a 

( a-j H- + = o, 
( 0 j y i -^yi -^y^ = o, 

( Xiyi -4- ẑ-oj. -H ^3^3 ^ o, 

d'où l'on déduit 

i 
y2 —73 ^ 73 — n ^ .ri — ^ 

Xl X.J Xz 
{V \ 

l 72 73 
p et q étant des constantes. Pour que les dernières éga-
lités soient compatibles entre elles, il faut et il sufiit 
que l'on ait pq=z'd. Il est, d'ailleurs, facile de déter-
miner les valeurs de ces constantes, connaissant Paire 
T du triangle et les moments d'inertie principaux, A et 
B. On a, en eiiët, 

2T 73)-^- ^ 2 ( 7 3 — ^ 3 ( 7 1 —72). 

ou bien, en vertu de (2), 

iT q{y\ -I-7I -4-71); 

(*) C'est par une interversion de mise en pages que cet article suit, 
au lieu de les précéder, les Remarques sur la géométrie du triangle. 

Ann. de Mathémat., 3" série, t. VI (Juin 1887). 
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d'où 

(3, P = 9 = 

Incidemment y nous ferons remarquer qu'il est aisé 
de calculer A et B en fonction des cotés c,, Cj, C3 du 
triangle. 

On a d'abord, d'après (3) et à cause de la condition 

3AB==4T2(I). 

D'autre part, le moment polaire A -I- B est égal aux ~ 
de la somme des carrés des médianes, c'est-à-dire à ^ de 
la somme des carrés des côtés ('-). Par suite, les valeurs 
de A et B sont comprises dans l'expression 

y/cî -h c| -f- î i -T^f^f^Z^l^i __ d cl. 

On en déduit, par exemple, que la distance des deux 
points, pour lesquels l'ellipse d'inertie se réduit à un 
cercle, est 

2 v/â 1 
c'^ — ciel —clc] ~-c\cl)*. 

Cette distance ne devient nulle que dans le cas du 
triangle équilatéral. 

Les coordonnées spéciales, que nous employons ici, 
jouissent d'une foule de propriétés intéressantes, et, 
grâce aux formules (1) et (2), elles se prêtent avanta-

(M Le coefficient 3 doit être remplacé par dans le 
c^s de trois masses quelconques, m,, m ,̂ m .̂ 

II est nécessaire que les masses soient égales entre elles, si 
Ton veut que le moment polaire soil proportionnel à la somme des 
carrés des c6tés. 
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geusement à l'étude des faits géométriques du triangle (*). 
En vue des développements ultérieurs, nous allons cher-
cher les coordonnées a, ^ du centre du cercle circon-
scrit au triangle considéré. On a 

d'où l'on déduit, en ayant égard aux relations ( i ) et 

^ ^ ^ L = ^ L - , 

p^i qy\ ~ px^ qy-L ~ P^Z qy^ ~ (î ' 

puis 

En tenant compte de ces expressions, on trouve faci-
lement les formules 

(4) 

V , 2A2a ^ , jtABp 

^ , sABa 

qui nous seront utiles plus loin. 
Cela étant, prenons pour axe des abscisses une droite 

quelconque, D. Soit '/) sa distance à G, et faisons passer 

( ' ) Nous espérons en faire des applications à la Géométrie ré-
cente du triangle. Il est peut-être utile de faire observer que, si 
û ^ Wj, Mj sont les distances d'un point quelconque aux côtés du 
triangle, les coordonnées x et y du même point sont données par 
les équations 

X ~ -L_L H H Î—^^, y — -Y-i H ^ H , h^ /i, h^ /i, h^ h. 
où Aj, h, sont les hauteurs du triangle. Inversement 

XX ̂  yy^ 1 
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par ce point l'axe des ordonnées. Les coordonnées d'un 
point quelconque, par rapport aux nouveaux axes, se-
ront représentées par « et i -i- r,, si Ton pose 

( o ) a = cosO — jK sinO, ¿> = .r sinÔ-4-j cosO, 

9 étant l'angle de D avec l'ancien axe des abscisses. Pour 
exprimer que D est une droite de Simson, relativement 
au triangle donné, il faut, par les points où D rencontre 
les côtés du triangle, élever les perpendiculaires à ces 
droites et exprimer qu'elles concourent en un même 
point. Par un calcul très simple, on parvient à la con-
dition 

l —-¡Q V ( a 2 — — ¿ ' ò i ^ ' i —^2) 
(6; 

f = ^ { a ^ b ^ i — — — — bo), 

qui donne la valeur de r,. Or on trouve sans peine 

— b,){b,~-b, ) 

On simplifie, de meme, le second membre de (6), cn 
tenant compte des égalités évidentes 

a.2 ¿3 — 2̂ = a^bi — ai b:̂  — r/j b̂  — nr> b̂  — § T. 

et la condition (6) devient 

(7 ) GTr^r::. — ¿>2). 

Nous allons faire retour aux anciennes coordonnées, 
afin de mettre en évidence, dans le second membre de 
(7), la variable Ô. Avant de faire usage des formules (5), 
remarquons qtie, en vertu de (i) , on a 

A , B .rj- — ;r2.'r3 = ^ , r \ —V-iy-i = - ' -̂ 2 J3 -1-̂ 3^2 JKi ' 
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et, par suite, 

4 
g 

( j K a — = - -3JKÏ, j> 
(x^ — X̂  ) ( j i — ) — )(j3 — ) = — J i . 

L'emploi des formules (5) donne done 

(bs~bi)(bi —b^) 

= sin^O -H B cos^B) — s i n Ô -f-jri cose)^; 

puis, par substitution dans (7) et en observant (2) , 
2T7; = ^ ( / » ^ i sin 6 -1- qyi cos6)(57j sin6 -hji cos6)2. 

Si l'on développe le second membre, on obtient fina-
lement 

A — B 
—^ 7; = Aasin3e-4-(A-^2B)|^sin2ecos6 

— ( 2 A - ^ B ) a s i n 6 cos^ 6 — B p cos^ 6, 

pourvu que l'on ait égard aux formules (3 ) et (4). On 
peut écrire, plus simplement, 

( 8 ) 7] = K a s i n e - f - ^ c o s e ) — R c o s ( 3 e — o ) , 

après avoir posé, pour abréger, 

3 A - 1 - B _ . A H - 3 B . ^ 
^ - a = 2Rsmcp, g [5 —iRcoscp, 

où R et cp sont des constantes. 
Remarquons, en général, que, si l'on détermine une 

droite par sa distance •/) à un point Jixe^ et par 6 l'angle 
qu'elle fait avec une direction fixe^ les droites qui sa-
tisfont à l'équation 

(9) = 

enveloppent une certaine courbe, dont il est facile d'ob-
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tenir l'équation intrinsèque. Si, en eiï'et, I et TJ sont les 
coordonnées variables du point fixe, par rapport à la 
tangente et à la normale à la courbe, on sait que 

^ _ r̂  — p ^ __ ^ d^ _ I 
ds p ' ds p ' ds p ' 

et, par suite, la dérivation de l'équation (9) donne 

puis, par une nouvelle dérivation, 

p == F(Ô)-4-F"(Ô). 

Enfin, si l'on multiplie par les membres de cette 

équation, et que l'on intègre, on obtient 

L'élimination de 0 entre les expressions de p et de 
conduit ¿i l'équation intrinsèque demandée. 

Si l'on applique les calculs précédents à l'équation 
(8), on trouve d'abord 

5 —^(^sinO — acose) - i -3Rsin(3e—.cp) ; 

puis, successivement, 

p RRR 8RCOS(3 0 — cp), 35 = — 8R sin(3 0 - o). 

Elevant au carré et ajoutant, il vient 

p2-1-952 = 64R2. 

L'enveloppe de D est donc une hypocycloïde à trois 
rebroussements : c'est Vhjpocjcloïde de Ferrers (* ). 

Si l'on combine entre elles les formules qui précè-

C) Aux nombreuses recherches sur cette ligne remarquable, il 
faut ajouter une Étude géométrique^ publiée récemment par M. Car-
melo Intrigila, dans le Journal de BattagUni (i885. p. 263-l>84). 
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dent, on voit que l'on peut écrire 

io et T,o étant les coordonnées du centre du cercle cir-
conscrit, relativement à la tangente et à la normale à 
l'hypocycloïde. Or, d'après un théorème connu, on 
sait que les coordonnées de Torthocentre sont 3 ^ — aÇo? 
3rj — sTjo. Conséquemment le centre du cercle di-
recteur de l'hypocycloïde de Ferrers est au milieu de la 
droite qui joint le point de rencontre des hauteurs au 
centre du cercle circonscrit. Les distances du point en 
question à la tangente et à la normale à la courbe, en 
un point quelconque, représentent respectivement, en 
valeur absolue, la huitième partie du rayon de courbure 
au point considéré, et les | de Tare qui sépare ce point 
du sommet voisin. Il est presque inutile d'ajouter que 
la courbe dont il s'agit est la trajectoire d'un point 
d'une circonférence, de rayon R, roulant, sans glisser, 
à l'intérieur d'une circonférence de rayon 3 R : cela ré-
sulte de la simple inspection de l'équation intrinsèque 
trouvée 

Examinons, maintenant, le cas plus général de trois 
droites concourantes, qui rencontrent les côtés d'un 
triangle sous le même angle (o. On sait que les trois 
points de rencontre sont sur une droite D̂ .̂ En opérant 

C) On sait que, en général, les coordonnées du centre du cercle 

directeur de la courbe cycloïdale a"" fb's^ ~ a'^b'sonty 

II faut se rappeler que, pour la ligne a''p^ -h b's'' = a'b', le 

rayon du cercle générateur est \ ' \ celui du cercle directeur est 
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comme précédemment, on trouve, au lieu de (7), 

6Tr, = - - - ¿2) 
-1- 3(Z>2 — ¿^sX '̂a — — ¿̂ 2) cotw ; 

puis, après quelques transformations et par dériva-
tions successives, 

r̂  = l ( a sinÔ p cosO) — R cos(30 — o j 

-4-[|(PsinO — a c o s O ) — R sin(30 — o ) ] c o t w , 

t zrr _ K 3 sinO — a cosO) -I- 3 R sin(30 — o) 

~ [|(asinO-i- ^cosO)— 3 R c o s ( 3 0 — o)] cotco, 

8 R P — sin(30 -H 10 — c5 ). sin to ' 

Enfin, par intégration, 

8 R 
3s — —— cos(30 -f- w — o). 

sin to ' 

Si l'on élimine 9, on obtient 
64 R2 
sin^to 

L'enveloppe de D̂ ^ est donc une hypocycloïde sem-
blable à la courbe de Ferrers : elle est engendrée par un 

R point d'une circonférence, de rayon ? roulant, sans 

glisser, à l'intérieur d'une circonférence trois fois plus 
grande. 

Rapportons tout à la droite D, ou droite de Simson 
proprement dite, prise conimeaxe des abscisses, l'origine 
étant placée au point M, où elle touche son enveloppe. 
Si Ton compare entre elles les formules obtenues pour 
la droite de Simson généraliséej on voit que les coor-
données du point où cette droite, parallèle à D, touche 
son enveloppe, sont 

< 10 ) 3t, rot to. 4 3 roii.). 
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et que les coordonnées intrinsèques de l'enveloppe en 
question sont 

( i l ) p — S i c o t t o , 5 - f - | p c o t a ) . 

Divisant l'une par l'autre Jes expressions (lo), on voit 
immédiatement que les points de contact des droites de 
Simson généralisés, de même direction, sont sur une 
droite AQ. Si l'on applique à cette droite les méthodes 
habituelles de la Géométrie intrinsèque, on trouve que, 
lorsque 9 varie, Ao touche son enveloppe en un point 
P, dont les coordonnées sont 

En partant de ces expressions, il serait aisé de chercher 
l'équation intrinsèque de la ligne (P), enveloppe des 
droites A. 

Nous allons signaler une importante propriété de la 
ligne (P). On démontre facilement que les centres de 
courbure de toutes les hypercycloïdes sont, pour chaque 
valeur de 6, sur une perpendiculaire à MG, qui ren-
contre AQ au point P. Il en résulte qu'en ce point il y a 
rebroussement pour une certaine hypocycloïde. Du 
reste, d'après les expressions ( i i ) , on voit que, pour 
chaque valeur de 9, deux valeurs de to, qui diffèrent de 

déterminent respectivemenl un point de rebrousse-
ment et un sommet de deux hypocycloïdes particulières. 
Le point de rebroussement correspond évidemment à la 
valeur 

COtW=r A ; 

en la substituant dans les expressions (lo), on voit que 
les coordonnées du point cherché sont précisément les 
coordonnées de P. Ainsi, les points de rebroussement 
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(le toutes les liypoeycloïdes considérées sont sur la ligne 
(P). La valeur que nous avons trouvée pour (o montre, en 
outre, que l'angle co -H 39 est constant, ce qui pourrait 
donner lieu à d'autres considérations ; mais nous ne 
nous y arrêterons pas. On traiterait, par les mêmes for-
mules, un grand nombre d'autres questions intéres-
santes. Nous nous contenterons de faire remarquer, 
pour finir, que les centres des cercles directeurs de 
toutes les hypocycloïdes sont situés sur une droite : ils 
sont, en effet, également éloignés du centre du cercle 
circonscrit et du point de rencontre des hauteurs ( ' ). 

SUR LË THÉORÈME DE ROLLE; 
PAR M . J . G O L L I N , 

[Professeur de Mathématiques spéciales à l'École Saint-Charles. 

Soit l'équation f{oc) = o, et soient a!^ . . . , / ' les 
racines de l'équation dérivée = o. 

Si l'on met l'équation proposée sous forme homogène 
et qu'on l'écrive 

f { x , y ) = o ou = 

l'application du théorème de Rolle peut être notable-
ment simplifiée en beaucoup de cas à l'aide des théo-
rèmes suivants : 

T H É O R È I M E L — P o u r que deux racines de J '^.— u 
comprennent effectivement une racine de j ) = o . 

C) On parvient beaucoup plus simplement aux mêmes résultats, 
par des considérations purement géométriques ; mais cela n'amoin-
drit en rien l'importance des méthodes intrinsèques, qui sont, avant 
tout, des méthodes ^'ijH'estigation. 
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il faut et il suffit qu elles comprennent entre elles un 
nombre impair de racines rfe/^' = o 

En eiFet, pour une valeur d ' ± z très voisine de l'une 
quelconque des racines de la dérivéey^, le polynôme 

est de même signe que f'y.. 

T H É O R I ^ M E I L — Pour que l'équation /{oc., y) = o 
eut toutes ses racines réelles, il faut et il suffit que : 

et f^ aient toutes leurs racines réelles; 2® que 
pour 07 = ±00 les polynômes y^ et J y, soient de 
signes contraires l'un de Vautre ; 3® que, entre deux 
racines consécutives quelconques de f^,., il y ait une ra-
cine et une seule de f'y. 

Ainsi qu'on le sait, il faut q u e a i t toutes ses 
racines réelles ; mais cela est tout aussi vrai àa fy, ainsi 
qu'on le voit immédiatement en considérant la trans-
formée aux inverses de l'équation proposée. 

o/' Si a' est la plus petite racine àefj^, alors, pour 
X = a'— £, les deux polynômes et f'y. ont même 
signe ; donc, pour qw.ef \x,,y) = o ait une racine entre 
— co et il faut et il sufiit que / (x , y) et f 'y soient de 
signes contraires pour — oo. Même raisonnement 
pour V et -h 00. 

3"" Il faut eniin que deux racines consécutives quel-
conques c' et d! de f '^ comprennent une racine et une 
seule àe^ f 'y En eiïét, si, dans l'intervalle de c' à ¿i', il y 
avait o ou 2 racines de y .̂, il n'y en aurait aucune de 
l'équation proposée ; si, au contraire, il y avait trois ra-
cines de dans cet intervalle, alors d'autres intervalles 
manqueraient de racines de/^ et par suite aussi de ra-
cines de l'équation proposée. 

Souvent il sera plus facile et plus rapide de résoudre cette 
équation fy — o que de substituer les racines d e / j , d a n s / ( x , y). 
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Ces conditions sont d'ailleurs suffisantes, évidem-

ment. 

A P P L I C A T I O N . — Trouver les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que l'équation x ^ p x q = o 
ait toutes ses racines réelles. 

On a ici 
= f y — ipx -^-Zq. 

Donc, il faut et il suffit que, d'une part, suivant les 
deux premières conditions, on ait 

p < o, 

et que, d'autre part, suivant la troisième condition, on 
ait 

c est-a-dire 

Cette dernière inégalité entraîne d'ailleurs la pre-
mière et suffit à elle seule. 

Remarque, — D'après ce qui précède, pour que 
l'équation f{oc, j ) = o ait toutes ses racines réelles, il 
suffit que fy ait m — 2 racines finies. Mais, siy!̂ . avait 
m — 3 racines finies et deux racines infinies, autrement 
dit si l'équation proposée J\x,j) = o manquait de 
deux termes entre le premier et le second, cette équa-
tion y = o aurait au moins deux racines imagi-
naires. 

On retrouve donc ainsi un corollaire connu du 
tliéorème des lacunes. Cela n'a d'ailleurs rien d'éton-
nant, car on sait que le théorème de Descartes n'est 
lui-même qu'tin corollaire du théorème de Rolle. 
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THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE; 
PAR M. WEILL. 

L Considérons deux courbes planes C et G et un 
point O*, soient M et M' deux points pris respective-
ment sur les deux courbes et qui se correspondent de 
manière que les tangentes en ces points aux deux cour-
bes soient parallèles. 

Par le point O, menons une droite égale et parallèle à 
MM', l'extrémité ¡JL de cette droite décrit une courbe 

Je dis d'abord, et c'est là un résultat bien connu, 
que la tangente à la courbe Ĝ  au point ¡.JL est parallèle 
aux tangentes en M et M'. En eiVet, en désignant par 
07, J", x', r , a, p les coordonnées de M, M', ¡Ji, l'origine 
étant en O, on a 

OL = X x', 
3 rrz JK—j', 

drL~ dx — dx\ 
r/fi dy - - dy\ 

r^ A, 
dx dx' 
^ _ dy-dy' ^ . 
<ia dx — dx' 

Des mêmes formules, on déduit 

ds — dxsji^ X-, 

ds' = dx' \/1 H-

r/or — ds — ds'. 

Il en résulte que l'arc élémentaire de la courbe C" est 
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égal à la ditiérence des ares élémentaires correspondants 
des deux courbes C et C , et par suite que le rayon de 
courbure en |JL est égal à la somme ou à la diiïérence 
des rayons de courbure en M et M'. Ce dernier résultat 
peut s'établir facilement par la Géométrie en remplaçant 
les trois courbes dans le voisinage des points M, M' et [JL 
par leurs cercles de courbure, ce qui est permis dans le 
cas actuel. Au moyen du théorème précédent, on peut 
construire des courbes dont le périmètre soit égal à la 
somme ou à la diilérence des périmètres de deux courbes 
données ] on peut remarquer, en particulier, que la dif-
férence entre les périmètres d'une courbe convexe et de 
sa parallèle extérieure à une distance l est égale à la 
circonférence d'un cercle de rayon /. 

IL Considérons deux courbes C et en un point M 
pris sur la première menons à cette courbe une tan-
gente qui rencontre la seconde en M'; en appelant p la 
longueur MM' et o) l'angle que fait sa direction avec 
une droite fixe, l'élément de surface compris entre les 
deux courbes et deux tangentes infiniment voisines a 
pour expression p-i/(o. Ceci posé, menons par un point 
O du plan une droite égale et parallèle à MM', l'extré-
mité ¡JL de cette droite décrira une courbe G ' l ' a i r e de 
cette courbe Ĉ ' sera, comme on voit, égale à la portion 
de surface comprise entre les courbes C et C^ De là, 
des conséquences particulières intéressantes. Considé-
rons, par exemple, un angle droit AMB dont le sommet 
M décrit une courbfe C et dont les côtés touchent en A 
et B une courbe C ; si, par un point O du plan, on 
mène une droite parallèle à AM et de longueur AB, 
l'extrémité ¡JL de cette droite décrira une courbe dont 
l'aire sera double de l'aire comprise entre les deux 
courbes C et C/. 
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m . S o i t 

COS w - H s in to — / ( w ) = o 

Téquatioii d'une tangente à une courbe C, et a, ¡3 Jes 
coordonnées d'jin point P du plan. 

La podaire de P par rapport à la courbe C a pour sur-
face 

I [ a c o s t o -V- p s in to — f ( u ) ) ] ^ d u ) 
0 

ou bien 

•2 7: ^ 2 a I / ( t o ) c o s t o i/to 
Jo 

f / ( t o ) s i n t o i / t o - f - / [ / ( t o ) ] 2 ^ t o . 
0 

Cette formule peut donner lieu à certains problèmes 
relatifs à l'aire de la podaire. Ainsi, la courbe C étant 
donnée, le lieu du point P, pour lequel la podaire a 
une aire donnée, se compose de deux cercles concen-
triques, résultat connu ( voir B E R T R A N D , Traite de Calcul 
intégral, p- 365) . 

Prenons, en particulier, pour/(w), la fonction sin/nto 
ou cosmto, ni étant un entier plus grand que i, les 
coefficients de 2 a et de 2 ¡3 sont nuls, et la formule se 
simplifie. 

Pour généraliser la notion de podaire, déterminons, 
sur chaque tangente à une courbe donnée, un point M 
par l'intersection de cette tangente et d'une droite, par-
tant d'un point P fixe, et déterminée en même temps 
que la tangente, l'équation d'une pareille droite sera 

y — fi r= cp(to)( ^ — a ) . 

On voit alors immédiatement que le lieu que doit dé-
crire le point P pour que la courbe, lieti des points M 
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correspondants, ait une aire donnée, est une courbe gé-
nérale du second degré. 

s u i t LA COURBE DU QUATRIÈME DEGRÉ 
A DEUX POINTS DOUBLES; 

PAR M . W E I L L . 

Un point d'une conique étant défini, à l'aide du pa-
ramètre variable À, par les équations 

a, ¡3, Y désignant trois fonctions linéaires de x et j , 
les trois sommets d'un triangle qui se déplace en res-
tant inscrit dans cette conique et circonscrit à une autre 
conique fixe correspondront à trois valeurs de \ données 
par l'équation du troisième degré 
( i ) X3-H ( m C -4- (m'G H- j i ' )\-t - G = o, 

dans laquelle C est un paramètre variant avec la posi-
tion du triangle, les quantités m, m', zz, /z'étant con-
stantes. Ceci posé, l'équation 

dans laquelle K et L sont des constantes, et X , Y, Z des 
variables, définit une conique passant par deux points 
iixes situés sur la droite v o. 

Cherchons à exprimer que trois des quatre points où 
cette conique variable rencontre la conique donnée for-
ment les sommets d'un des triangles considérés. 

Il faut pour cela que l'équation en \ du quatrième 
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degré, qui doune les valeurs de X correspondant à ces 
quatre points, admette un facteur de la forme (i) . En 
faisant la division et écrivant que le reste est nul, on 
trouve les relations 

2Z — = Ci 

X -I- i - (m'G /i')K n), 

' 2Y-cK = /l'). 

Transportant ces valeurs de X , Y, Z dans Téquation 
de la conique variable, elle devient 

-f- C I Ka2 H- Lp2 ap + H- Kna -h(mL -i-n'K — Oyjj 
-- LyCa M- /I' P -+- /IY) — o. 

Telle est l'équation d'une conique, variable avec C, 
passant par deux points fixes et par les trois sommets 
d'un triangle variable inscrit et circonscrit à deux co-
niques fixes. On peut écrire cette équation 

On voit que, lorsque G varie, cette conique a pour 
enveloppe la courbe ayant pour équation 

Cette courbe du quatrième degré a pour points dou-
bles les deux points fixes. Chaque conique variable 
touche son enveloppe en deux points, et la droite qui 
joint ces deux points passe par un point fixe, intersec-
tion des droites 0 et cette droite, ayant pour équation 

C^o, correspond à deux coniques du système, elle 
rencontre l'enveloppe, qui est du quatrième- degré, en 
quatre points qui se séparent en deux groupes de deux 
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])oiiits, correspondant lespectiveinent à deux coniques 
déterminées par les valeurs + C et — C du paramètre. 

Réciproquement, toute courbe du quatrième degré à 
deux points doubles peut être oblenue par ce procédé. 
En prenant pour points doubles les points cycliques, 
on obtient des résultats relatifs aux anallagmatiqnes du 
quatrième ordre, courbes qui ont été si souvent étudiées : 
on voit que ces courbes [)euveut être considérées, d'une 
manière générale, comme l'enveloppe d'un cercle cir-
conscrit à un triangle variable inscrit et circonscrit ÎI 
deux coniques fixes. Ce mode de génération permet 
d'étudier, sous un point de vue nouveau, ces courbes 
si connues. 

Revenons au cas général de la courbe à deux points 
doubles; en prenant pour triangle de rélérence celui 
(pii est formé par les droites o', on voit facilement 
qu'un point de la courbe est déterminé par des équa-
tions de la forme 

o': 0 : 7 ~ 02 : I : oiO. 

c(C) étant de la forme 

~ hC r r'z ^^'a 
(^•'C^'-- b C - c ' ' 

et l'on en déduit, par des procédés connus, la représenta-
tion paramétrique à l'aide des fonctions elliptiques. 

UEMAROIÎES S I R LES CONDITIONS DINTÉGRABILITÉ ; 
PAR M . H . L A U R E \ T . 

Dans les Traités classiques, on dit généralement que 
lesconditions nécessaires et suffisantes pour que Texpres-
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sioii 

(i) Px dxi-^Pidx^-^.. Pn dxn 

soit une différentielle exacte sont que Ton ait identi-
quement 

^ ^ ÙXj~ èxt 

pour lotîtes les valeurs des indices i et y, telles que 
i = Cela est vrai, mais l'expression ( i ) est aussi 
une différentielle exacte quand l'équation (2 ) est iden-
tiquement vérifiée pour 1 = 1, puis pour ¿ = 2 non plus 
identiquement, mais seulement pour Xi — .r j , quels que 
soient Xo-i • • • ? -ŝ /n pî is pour i = 3, mais seulement 
pour Xi —x l̂̂  X o = x^ quels que soient x̂ ^ x.̂ , . . . , 

etc. C'est ce que j'ai démontré dans un travail qui a 
paru l'an dernier dans les Nouvelles Annales. 

Ce fait peut être généralisé et étendu au cas où les 
conditions d'intégrabilité affectent d'autres formes, et, si 
l'attention des géomètres s'était portée plus tôt sur 
ces points importants, Lagrange, Cliarpit, Pfaff'et Jacobi 
seraient tous parvenus à la méthode de Cauchy pour 
l'intégration des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. Dans le travail que je viens de citer, j'ai 
montré comment Lagrange et Charpit auraient pu dé-
couvrir la méthode de Cauchy^ je montrerai ici com-
ment la méthode de Jacobi peut y conduire également. 
Je vais commencer par modifier dans le sens que j'ai in-
diqué les diverses formes des conditions d'intégrabilité. 

Considérons d'abord les équations aux différentielles 
totales suivantes où X/y est fonction des u et des x : 

^̂^ J duz — X21 dxi -f- X22 dx.2 -t-... - X2̂  dxn, 

I du,n — dx^ — dx-i . .. -- X,,,/, r/j-/,. 
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Pour que ces équations soient complètement intégra-

hles, c'est-à-dire pour qu elles définissent m fonctions 
u^^ Uo', . . Ujfi de Xi, X2, , , . X n renfermant m con-
stantes arbitraires, il faut et il sufiit que Ton ait 

dxj dxi ' 

le d indiquant une dérivée totale, et par conséquent 

d\ki à\fci dux àHfci du<i __ d\jf.j d\j(.j dui 
dxj àui dxj du^ dxj ' ' ' ôxi du^ dxi 

ou bien 

et cela quel que soit Ix. 
Je n'insiste pas sur la démonstration bien connue de 

la formule (2) en tant que formule nécessaire^ je vais 
maintenant essayer de démontrer qu'elle est suffisante. 

Je suppose d'abord que l'on ait seulement, quels que 
soient k et /, 

(3) 
1 Yj^-t. . ] (Jxi ()Ui dii„i 
] ()Xu _ âXki V 

Déterminons m fonctions w,, Wo? • • Um au moyen 
des équations différentielles ordinaires 

dui — Xl dxii diu — X21 dx^^ ..., du„i — X,„i dx-^, 

en supposant Xo, ; . x^ constants5 désignons par 
û y û , les valeurs de Ut̂ Uô  pour = 
ces valeurs pourront d'ailleurs être fonctions de Xo, 
0*3, . . . , Xn on aura alors 

/ I I . ' . V V V 
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Diifférenlions ces équations par rapport a oc¿̂  nous aurons 
des équations telles que 

(P-Up _ à^pi dul àXpj du,n 
dxi dxi àxi du^ dxi * • * àii^^^ dxi ' 

OÙ Ton doit supposer = i, 2, . . .,772. Cette équation 
peut s'écrire 

d^Up idu. 
dxi dxi àxi dui ' \dXi 

/ du,n - X 
àUrn \ dXi - X 

dui X u - . 

ou, en vertu de l'identité (3) , 

d'^Up _ àXpi /du 
dxi dxi dui \dx, 
d^ Up _ dXpi idui _ Y A , . idM,n 

7 , — A i l — . . . - T -dXi dui ' ' " du 

OU, en vertu de (4 ¿z«̂ ), 

l'^ Up _ dXpi /dui _ ^ \ àXpi /dun _ ^ \ 
Pi dxi àui \dxi " ' ' ' ' àu,n, \dxi / 

d^Ur. 
dxi 

âXpi ^ dXpî di^ , dXpi du,n 
àxi ôui dxi ' du,n dxi 

OU enfin 

d /dup \ 

du \dx£ ' ly ' (¿j^. ' mij-

On a ainsi m équations que l'on déduit de celle-ci 
en faisant = i , 2, 3, . . . , /?/ : ces équations sont li-
néaires et homogènes par rapport aux m quantités 

dui du-i „ du m Y -7 Xl/, X-ii. .. ., -TZ dxi dxi dxi 



( ^78 ) 
si l'on considère ces m quantités comme des inconnues, 
on pourra considérer ces équations comme des équa-
tions diiiérentielles ordinaires et, si on les intègre de 
manière que les inconnues s'annulent pour x^ on 
aura toujours 

dux V V V 
dxi ~ dxi ~ • • " d X i ~ 

Cela revient à dire que, si les formules (3 ) sont iden-
tiques, ou, si Ton veut, que siles formules (2) sont iden-
tiques pour 7 = 1, et, si elles ont lieu, quels que soient 

. . . , pour x^ = x% les formules (i) sont intégra-
bles, c'est-à-dire que les formules (2) sont toutes iden-
tiques. Autrement dit : 

Si les formules (3) sont identiques et si le système 
suivant, où l'indice o indique que X i ^ x̂ y 

( du^,, = d x , ^ dxH, 

est inlégrable complètement, (1) le sera aussi, et, pour 
l'intégrer, il suffira d'intégrer les équations (4 ) en dé-
terminant les constantes d'intégration i/!¡, . . . par 
les équations (5) . On peut donc énoncer le théorème 
suivant qui comprend comme cas particulier celui qui a 
fait l'objet de mon travail cité tout à l'heure : 

Pour que les équations (i) soient complètement inté-
grables, il faut et il suffit que Von ait, quels que soient 

Xn-) • • • î «^/o k et i, 

àXf,, , ôXki ^ _ dXj,i ^ ^ ôXja . 

puis, pour Xl = xj, quels que soient Xo, X3, . . ., Xmi 
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k et i, 

àXki ^ â\/,2 _ âXu àXii y 

et ainsi de suite. 
Pour intégrer le système (i), on intègre le système 

dux du^^ du,n 

et Von détermine les valeurs u", . . ., cjueprennent 
u,, ¿¿2, • • • pour x^ = au moyen des équations 

du\ , du% _ _ ^^ 

. . . désignant les valeurs de X,2, . . . pour 
on détermine de même les valeurs 

. . . de . . . pour au moyen des 
équations 

et ainsi de suite. 

On retrouve ainsi, mais par une tout autre voie, la 
règle donnée par M. Mayer pour l'intégration des équa-
tions aux diiïérentielles totales. (A suiv^re.) 

m m m général de i886. 

Math èmatiq ues spéciales. 

Étant donnés une surface du second ordre S et 
deux points A, B, on mène par le point B une sécante 
qui rencontre la surface S aux points C, C et le plan 
polaire du point A au point D. 



( .8o ) 

Soient M et M' les points où la droite AD rencontre 
les plans qui touchent la surface S aux points C et C, 
La sécante BD tournant autour du point B, on demande 
le lieu décrit par les points M et M'. 

Ce lieu se compose de deux surfaces du second 
ordre, dont l'une est indépendante de la position oc-
cupée par le point B dans l'espace, et dont l'autre S dé-
pend de la position de ce point. 

Chercher ce que devient la surface S quand, dans la 
construction qui donne les points de cette surface, on 
fait jouer au point A le rôle du point B et inversement. 

S"" Le point A restant fixe, déterminer les positions 
occupées par le point B quand la surface S n'a pas un 
centre unique à distance finie. 

Mathématiques élémentaires. 

On donne, à l'intérieur d'un cercle de rayon R, un 
point P dont la distance au centre Odu cercle est a. On 
mène par ce point P deux cordes rectangulaires AC, 
BD, et Ton mène les tangentes au cercle aux extrémités 
de ces cordes. 

Déterminer l'angle APO de façon que l'aire du qua-
drilatère convexe EFGll formé par ces tangentes soit 
égale à une aire donnée K-. Discuter. 

Philosophie. 

1. Soit l'équation du second degré 
Çk — — i Ç k — i ) x — 7X — 1 = 0, 

dans laquelle la lettre A représente un nombre donné. 
Déterminer, suivant la grandeur du nombre donné 

le nombre des racines de cette équation comprises dans 
chacun des trois intervalles suivants : de —oo à — i , 
de — I à - h 1, de 4 - I à - r oc. 
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2. On donne deux droites OR, OS, qui se coupent au 

point O, et, sur OR, deux points A, B. On considère 
toutes les sphères qui coupent la droite OR aux points 
A, B, et qui sont tangentes à la droite OS. On demande : 

I "" Le lieu du centre de ces sphères ; 
Le lieu de la droite d'intersection des deux plans 

tangents, l'un en A, l'autre en B, à chacune de ces 
sphères ^ 

3" Le lieu des points de contact des plans tangents 
menés à toutes les sphères considérées par une droite 
donnée dans le plan des deux droites OR, OS^ 

4® Le lieu des points de contact des plans tangents 
menés à toutes les sphères considérées par un point 
donné dans le plan des droites OR, OS. 

ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE (CONCOURS DE 1 8 8 6 ) . 

Mathématiques. 

On considère les courbes du troisième degré C, repré-
sentées par l'équation 

x'^y -H — X, 

où \ désigne un paramètre variable. 
On demande de démontrer qu'il existe deux courbes 

de cette espèce tangentes à une droite quelconque D du 
plan, ayant pour équation 

y = mx-^py 

et de calculer les coordonnées des deux points de con-
tact M et M'. Distinguer les droites D, pour lesquelles 
ces deux points sont réels, des droites pour lesquelles 
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ils sont imaginaires. Examiner pour quelles positions 
de la droite D les deux points M et M' viennent se con-
fondre en un seul, et trouver, dans ce cas, le lieu décrit 
par le point de contact. 

Connaissant les coordonnées (a, ¡3) d'un point de 
contact M d'une courbe C avec une droite D, trouver 
les coordonnées (a', ¡3') du second point de contact M' 
situé sur D. Construire la courbe décrite par le point M' 
lorsque le point M décrit la ligne droite 

— oL — ia. 

Physique. 

1. Une cloche cylindrique, en cristal, de poids p̂  de 
section intérieure de hauteur intérieure h - h l , est 
renversée sur le mercure, qui s'y élève à la hauteur 
le reste de la cloche contient de l'air sur la longueur l. 
La pression atmosphérique est o"',76 et la tempéra-
ture o". 

Quel est l'effort nécessaire pour soutenir la cloche? 
Que devient cet eiïort si Ton fait passer dans la cloche 

un morceau de fer de volume le niveau du mercure à 
Fextérieur restant invariable? 

a, m, sont les poids spécifiques de l'air, du mer-
cure, du cristal et du fer. 

Application numérique : 5 — 
h = 1 = o"", 10; V = Le poids du litre d'air dans 
les conditions mormales est c = 3̂  
/ = 7 ' 4 8 . 

2. Atténuation et correction des pertes de chaleur 
dans les expériences calorimétriques. 
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ÉCOLE FORESTIÈRE (CONCOURS DE 1 8 8 6 ) . 

Mathématiques (3 heures.) 

1. Si, d'un point A, extérieur à une droite, on mène 
à cette droite la perpendiculaire AB et les obliques 
AC, AD, AE dont les longueurs croissent successive-
ment d'une môme quantité, les distances BC, CD, DE 
vont en diminuant. 

2. Prouver que le volume d'une tranche sphérique 
limitée par deux plans parallèles situés du même côté 
du centre est équivalent à la différence entre le cylindre 
de même hauteur que la tranche, dont la base serait un 
grand cercle de la sphère, et le tronc de cône de même 
hauteur dont les bases auraient respectivement pour 
rayons les distances du centre de la sphère aux deux 
plans qui limitent la tranche. 

3. Une personne contracte un emprunt remboursable 
au moyen de deux annuités de io6i^%8o; on a calculé 
qu'il serait aussi avantageux pour elle de payer quatre 
annuités de 5 6 8 o . On demande à combien on évalue 
le taux de l'intérêt. Le premier payement s'eiFectue un 
an après le jour de l'emprunt. 

Trigonométrie et calcul logarithmique ( 3 heures). 

1. Sur une droite AB comme base, on décrit trois 
triangles isoscèles ABC, ABC, A B C dont les hau-
teurs sont respectivement CD = |AB, C D = AB , 
C'D = |AB; démontrer que la somme des angles aux 
sommets ACB-f- AC'B -{-AC^Bvaut deux angles droits. 
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Dans le trapèze ABCD, on a 

A B = 2801™, 87 
G D = 1925^34 

, A C = 1024'", 448 
bases, ^ ^ 

BD = 1227"", 142 
côtés. 

On demande de calculer les angles et la surface. 

ÉCOLE NAVALE (CONCOURS DE 1 8 8 6 ) . 

Arithmétique et Algèbre (3 heures et demie). 

I. Calculer à un millième près le produit tz\J?>, 

II. Démontrer que, quel que soit le nombre entier 
la fraction décimale équivalente à la somme 

est une fraction décimale périodique mixte. 

III. Étant donné un triangle ABC quelconque, on 
trace le cercle inscrit, on mène à ce cercle la tangente 
B'C'^ on trace le cercle inscrit du triangle A'B'C, on 
mène à ce cercle la tangente B̂ 'C'̂  parallèle à B 'C, et 
ainsi de suite. Si l'on désigne respectivement par a, c 
les côtés BC, AC, AB du triangle ABC, par 2/7 son pé-
rimètre, par 5 et rf la somme et la différence des côtés b 
et c, le rapport du rayon de l'un des cercles au rayon 

du cercle précédent est égal on demande : 

1° De démontrer que la limite vers laquelle tendía 
somme des surfaces des cercles a pour expression, à un 

tacteur numérique près, ^ • 

2" De trouver les valeurs de a qui rendent cette ex-
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pression maximum ou minimum, s et d restant con-
stants, et de démontrer que la valeur qui correspond au 
maximum satisfait aux conditions géométriques du pro-
blème. 

Calcul trigonomètrique ( i heure). 

I. Calculer la valeur de l'expression 

o, 0157^. sin 22° 17'6" 
O,O56437 

II. Calculer les angles x satisfaisant à Téquation 

0,4^-35 sin.^ -f- o,i5i6 cos a? — o,38i8. 

Géométrie descriptive (i heure et demie). 

Etant donnée une sphère tangente au plan horizontal, 
dans le premier dièdre, et dont les coordonnées du 
centre sont o'co = oco = 42"''" : 

I ® Construire les traces d'un plan qui coupe la sphère 
suivant un petit cercle de rayon donné, 20'""', et qui 
fait avec le plan horizontal un angle donné, et avec 
le plan vertical un angle donné, 60". 

2" Construire les projections de l'intersection de ce 
plan et de la sphère. 

Géométrie (3 heures et demie). 

I. Mesure de la surface du triangle sphérique : défi-
nitions, énoncés, ordre et démonstration succincte des 
principales propositions qui conduisent à l'expression 
numérique de cette surface, lorsqu'on a spécifié les 
unités d'angle et de surface. Application numérique : 
calculer, sur une sphère dont le rayon est de 3"",60, 
l'aire du triangle sphérique dont les angles ont pour va-
leurs A — 0,98, R ~ I ,5o, C = 2,3O', quand on prend 
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pour unité d'angle l'angle dont l'are est égal au rayon 
et pour unité de surface le centimètre carré. 

IL O, O', Cy' sont trois circonférences homothétiques 
directes ou inverses par rapport au même centre S ; par 
ce point S, on mène une sécante quelconque SM^ soient 
A et B ses points d'intersection avec la circonférence O, 
soit B' riioinologue sur la circonférence O' du point B, 
soit A'' l'homologue sur la circonférence O'̂  du point A. 
Démontrer que le produit AA^̂ BB^ est constant et égal 
à LL''. LL', L, L' et étant les points de contact des 
trois cercles avec la tangente commune issue de S5 con-
sidérer en particulier le cas où les circonférences O', O'' 

coïncident, alors AA'. B B ' = LL'. Déduire de cette pro-
position que toutes les circonférences tangentes à deux 
circonférences données O', O'' ont, avec toute circonfé-
rence O homothétique à O' et à O", une tangente com-
mune interne ou externe, DE, de longueur constante. 

Réciproquement : O et O' étant deux circonférences 
données et S leur centre de similitude directe ou in-
verse, le lieu du point P, déterminé sur chaque sécante 
SABA'B' par la condition A A'. BP = = const., est 
une circonférence homothétique aux deux premières. 

Plus généralement, le lieu des points P et Q, dé-
terminés sur chaque sécante SAB par les conditions 
AP.BQ==:À2 et A'P.B'Q = /% se compose de deux 
circonférences, une pour chaque point, homothétiques 
aux deux premières. 

Composition française (2 heures et demie). 

Aux derniers jours de l'âge d'or, le Mensonge, sur-
prenant la Vérité endormie, l'a dépouillée de sa robe 
blanche; il s'en est revêtu, et, sous cette parure, il se 
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fait accueillir et fêter partout. La corruption envahit le 
monde. La Vérité, ainsi dépouillée, est au contraire 
honnie et repoussée en tous lieux. Traitée de folle, ac-
cablée d'outrages, surtout à cause de sa nudité, elle 
s'enfuit dans un désert. 

Là, au milieu d'un buisson, elle trouve les vêtements 
abandonnés par le Mensonge; elle s'en couvre, reparait 
dans le monde sous le nom nouveau de Fable, et tous 
les hommes lui sourient. 

C 0 \ C 0 1 R S D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1 8 8 6 . 

PIIEMIÈUK SESSION, Jl ILLET 188G. 

Géométrie analj tique. 

On donne une ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes, et, dans son plan, un point P dont les coordonnées 
sont a et ¡3, et l'on considère toutes les paraboles bitan-
gentes à l'ellipse en des points tels que la corde des con-
tacts passe par le point P : 

Former l'équation générale de ces paraboles ; 
Montrer que, en général, par tout point Q du 

plan, passent deux des paraboles considérées, et recon-
naître que les régions du plan, dans lesquelles doit se 
trouver le point Q pour que ces deux paraboles soient 
réelles, sont limitées par l'ellipse donnée et par une 
droite; 

S'' Trouver le lieu des positions que doit occuper le 
point Q pour que les axes des deux paraboles consi-
dérées qui passent par ce point soient rectangulaires ; 
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4" Trouver le lieu du point de rencontre de l'axe de 
chacune des paraboles considérées avec la corde des 
contacts de cette parabole et de l'ellipse. L'équation de 
ce lieu est du quatrième degré ^ on transportera les axes 
de coordonnées parallèlement à eux-mêmes, en prenant 
pour nouvelle origine le point P, et, cela fait, on 
montrera que l'équation de lieu peut être décomposée 
cn deux équations de second degré. 

Calcul tri go nomé trique. 

Calculer les angles et la surface d'un triangle dont 
les trois côtés sont 

a — II-;?-"', 'V), l)'-- 64, c — So.igi'", 91. 

Physique. 

Un calorimètre de poids de chaleur spécifique c, 
contient un poids P d'un liquide de chaleur spéci-
fique C*, le vase et son contenu sont à une température 
inconnues. On plonge dans le liquide un thermomètre 
à mercure portant une division centigrade ; le degré 77. 
affleure au niveau du liquide du calorimètre et le poids 
réduit en eau de la portion utile du thermomètre est 71-, 
enlin la température indiquée par le thermomètre, qui 
était d'abord t dans l'air environnant, s'élève dans le 
liquide jusqu'à T . On demande : 

i® De faire subir à cette lecture T la correction ré-
sultant de ce fait que le thermomètre est incomplète-
ment plongé ; 

De calculer x en remarquant que le thermomètre 
soustrait ou abandonne de la chaleur au calorimètre 
(on suppose que les pertes ou les gains de chaleur par 
rayonnement et par conductibilité sontnuls ). 
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Exemple numérique : 

g r o 

p — ij, h., c n= S, 
P =r C = I, ^ = 8 ,5 , 
7:= 4,32), 91,75. 

Coefficient de dilatation apparente du mercure dans 

le thermomètre : in — TT^-()|8o 

Chimie, 

I. On demande de donner : 
Les préparations de l'acide carbonique dans les 

laboratoires et dans l'industrie; 
L'énumération sommaire de ses propriétés; 
Son rôle au point de vue de la vie végétale et de 

la vie animale ; 
Sa composition. 

IL On introduit dans un eudiomètre loo"̂ "̂  de CO 
et 100̂ ^ d'oxygène. Après le passage de l'étincelle, il 
reste dans Teudiomètre iSo'̂ '̂  de gaz; une solution de 
KO, HO absorbe loo'̂ '' de CO-, et le résidu final, de 

est de l'oxygène. Déduire des données de cette 
expérience la composition de CO. 

Les mesures des volumes sont faites sous la pression 
atmosphérique; on donne, en outre, la densité de 
CO = 0,9674 celle de O — I, I o56. 

Géométrie descriptive. 

Intersection d'un cône et d'un cylindre. 
On donne un triangle horizontal {abc,, a'h'c') à la 

cote o™,o65, rectangle en (a, a') et isoscèle, dont le 
côté (Jh') est perpendiculaire au plan vertical, et 

Ami. de Mathémat., 3« série, t. VI. (Juin 1887.) ^o 
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dont les sommets (r/, r//), (¿>, h') sont respectivement à 
(>'",080 et o"%i4o de ce plan. Le cône a pour directrice 
le cercle horizontal décrit de V) comme centre avec 
ha pour rayon; son sommet, projeté horizontalement 
en c, a pour côté o"\io2. i . e cylindre a pour directrice 
le cercle circonscrit au triangle ab 'c ' ) et pour di-
rection de ses génératrices la droite qui joint le centre 
(o, o') de ce cercle au sommet (c, s') du cône. 

On propose de construire les projections de la 
partie S, supposée opaque, du solide commun aux deux 
nappcîs du cône et au cvlindre, comprise entre deux 
plans horizontaux , équidistants du plan du triangle 
donné, dont Tun est le plan liorizontal de projection. 
Les parties du cylindre et du cône extérieures à S seront 
supposées enlevées. 

On indiquera, à Tencre rouge, les constructions d'un 
point quelconque de l'intersection, de la tangente en ce 
point, et celles des points et des droites remarquables. 
Ces constructions seront succinctement expliquées à l'aide 
d'une légende placée au bas de l'épure. 

Titre extérieur : (jéométrie descriptive. 
Titre intérieur : Intersection d'un cône et d'un cy-

lindre. 
Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés 

du cadre, à o"', 23() du petit côté inférieur, et les droites 
aa\ cc à égale distance des grands côtés de la feuille. 

SECONDE SESSION, OCTOBRE 1886. 

Géométrie analytique. 

Soit un rectangle OACB dont les côtés OA ~ « et 
OB prolongés, sont pris, le premier pour axe 
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des .r, le second pour axe des 7 . On considère toutes 
les coniques qui passent par les trois points O, A, B, et 
pour lesquelles la polaire du point C est parallèle à la 
droite AB. 

r ' Former l'équation générale de ces coniques. Trou-
ver le lieu de leur centre, et, sur ce lieu, séparer les 
parties qui contiennent des centres d'ellipses de celles 
qui contiennent des centres d'hyperboles. 

A chacune de ces coniques, on mène la normale au 
point A et la normale au point B ; trouver le lieu du 
point de rencontre de ces deux normales. 

3® Soit A une quelconque des coniques considérées ; 
si, par le point C, on mène à cette conique des nor-
males, on sait que les pieds de ces normales sont les 
points de rencontre de la conique A et d'une certaine hy-
perbole équilatère. Former l'équation de cette hyper-
bole équilatère, et chercher le lieu du centre de cette 
hyperbole, quand la conique A varie. 

/ 

Cal eu l t / igoji o mrl ri(f ue. 

On donne, dans un triangle, deux cotés : 

a ()i 1"', '>5, b — \ \ 7 ) 

et l'angle compris 
C 35", 5. 

On demande de calculer les autres angles, le troisième 
coté et la surface dn triangle. 

Physique. 

On donne un volume V de gaz humide, sa pression 
H, sa température T, son état hygrométrique e. On 
abaisse la température de ce gaz à t"', et l'on demande : 
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A quelle valeur ^ il faut en même temps réduire 

son volume pour que ce gaz soit alors exactement sa-
turé de vapeur d'eau -, 

2" Quelle est alors la nouvelle pression k du gaz. 
Exemple numérique : 

Coefficient de dilatation des gaz : 0,00367. 
Forces élastiques maxima de la vapeur d'eau : 

17'""', 391 à 20"^ à lo^. 

Chimie, 

1. Métliodes analytiques et synlliétiques employées 
pour établir la composition de l'eau. 

IL On emploie riiydrogène qui provient de l'action 
de de zinc pur sur de l'acide sulfurique en excès 
à réduire complètement d'oxyde de fer, Fe-O"^. 
Quel serait le volume de riiydrogène non utilisé, me-
suré sur la cuve à eau, à i8°C., sous une pression de 
748"'"^ de mercure. 

Equivalents en poids : 

Zn 3 3 , F E = 28. H = 1, O 8. 

Tension de la vapeur d'eau à i8® : 
Coefficient de dilatation des gaz : 0 , 0 0 3 6 7 . 

Poids du litre d'hydrogène à 0° et 760"'"' : 0̂ ^ ,089. 

Créométrie descriptive. 

Intersection d'un cylindre de révolution et d'un cône. 
On donne un triangle osn rectangle en 5 et isoscèle, 

situé dans le plan horizontal de projection, dont les 
sommets Î, O-, les plus voisins du plan vertical, se 
trouvent sur une parallèle à la ligne de terre, à o™,o65 



( 293 ) 
de cette ligne et, respectivement, à o"',i35 et o'",170 
du bord gauche du cadre. 

Le cylindre, situé dans le dièdre antérieur-supérieur, 
a pour projection horizontale de son axe la droite s7 et 
touche les deux plans de projections. 

Le cône a pour sommet le point de Taxe du cylindre 
projeté en ; sa trace horizontale est une hyperbole 
équilatère ayant uu soumiet réel cn cr, o pour centre et 
os pour une de ses asymptotes. 

On demande de construire l'intersection des surfaces 
données, puis, après avoir enlevé le cylindre, de repré-
senter la partie, supposée opaque, de la surface des 
deux nappes du cône intérieure au cylindre et comprise 
entre deux plans de profil placés à o"',î25 du point vV. 

On indiquera, à l'encre rouge, les constructions d'un 
point quelconque de l'intersection, de la tangente en ce 
point, et celles des points et des droites remarquables. 
Ces constructions seront succinctement expliquées à 
l'aide d'une légende placée au bas de l'épure. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Intersection d'un cône et d'un cy-

lindre. 
Prendre la ligne de terre perpendiculaire aux grands 

côtés du cadre et à égale distance des deux autres 
côtés. 

ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE (CONCOURS DE 1 8 8 6 ) . 

Mathématiq ues. 

1. Les trois côtés d'un triangle forment une progres-
sion arithmétique dont on donne la raison ; on connaît 
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le rapport m de la surface de ce triangle à celle du rec-
tangle construit sur les deux plus petits côtés. Calculer 
les côtés de ce triangle ; discuter. Dans le cas particu-
lier 7/7 = i , calculer le rayon du cercle inscrit dans 
le triangle. 

On a un demi-cercle AOB, une droite AZ faisant 
avec Al̂  un angle aigu donné a ; trouver sur AB un 
point C tel qu'en élevant par ce point une perpendicu-
laire à AB, on ait CD -h CE = L 

Calcul l! L g onomèlrique. 

Déterminer les valeurs de x comprises <'ntre o ' et 
I 80'' qui satisfont à Téquation 

b tan g 3 .r — a sja^ - r />-. 

On lera 587,8 et h = 3()728,7. 

(jéouiéLrie descrifjtwe. 

On donne un point A sur la ligne de terre, un poinc 
S distant du plan horizontal de 78"'"', du plan vertical 
de et du point A de 124""". Construiie le té-
traèdre S ABC dont la bas(; ABC est sur le plan hori-
zontal de projection, sachant que le plan BSC est per-
pendiculaire à l'aicte SA, et que les angles dièdics AB 
et AC valent chacun On aura soin de placer le point 
A le plus à gauche possible. 

Construire l'intersection de cette pyramide avec le 
cylindre de révolution qui a SA pour axe et pour rayon 
5 5 m m 

Dans la mise à Tencre, on supposera que le tétra-
èdre est seul et que le solide commun au cylindre et à 
la pyramide est enlevé. 
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C 0 \ C 0 1 U S POUR LES «OURSES BE LICENCE ( P A R I S , 1 8 8 6 ) . 

On considère Je système S des plans représentés par 
l'équation 

-F- 3 JI-- -F- 3 [xy ^ z = o, 

dans laquelle iji désigne un paramètre variable. Les 
ax(îs de coordonnées sont rectangulaires. 

Soit M le plan de ce système pour lequel le para-
mètre li. a la valeur particulière 7?i. Par chaque point A 
du plan M passent deux plans M', INF du système S, 
autres que le plan M. Soient [JL', UL'̂  les valeurs du para-
mètre |ji relatives à ces deux plans. Suivant la région du 
plan M à laquelle appartient le point A, les nombres 

sont réels ou imaginaires et comprennent entre 
eux Je nombre m ou bien sont tous deux supérieurs ou 
tous deux inférieurs à lui ; distinguer ces diverses ré-
gions. 

Trouver, dans le plan M, le lieu des points A tels que 
les deux plans ]\T, soient perpendiculaires entre 
eux. Trouver, dans l'espace, le lieu des points tels que 
deux des trois plans du système S qui passent par l'un 
quelconque d'entre eux soient perpendiculaires. 

A(iRÉGATIO\ » E L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 
(CONCOURS DE 1 8 8 6 ) . 

Algèbre et Trigonométrie. 

Soit, dans un plan, le pentagone ABCDE non con-
vexe en A, où les angles BAE extérieur et BCD inté-
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rieur sont supposés égaux. Ou donne leur grandeur 
commune ainsi que les longueurs des côtés, sa-
voir 

AB = HC - Cl) rr. '2«, ])i: 3a, EA = 4a. 

Sur Ez\, à partir du point E, on porte une longueur 
EK égale à 13E, et sur CD, à partir du point D, une 
longueur DH égale à la moitié de DE : 

i'' Calculer la diiïérence BE- — BD- des carrés des 
distances du sommet B aux sommets E et D ; 

Résoudre le quadrilatère DUKE ; 
Les bissectrices des quatre angles de ce quadrila-

tère ont un point commun O : calculer le rayon de la 
circonférence qui, passant par* les points D et O, a son 
centre sur le côté DE. 

Eiïectuer nunu^riquement la résolution du quadrila-
tère en supposant 0 — 

Géométrie descriptive. 

On donne deux droites OA, OB se coupant en un 
point O, et telles que l'angle AOB soit aigu. On consi-
dère la surface conique engendrée par une droite OM 
([ui tourjie autour du point O cn formant avec OA et 
OB des angles MOA et xMOB complémentaires. 

Représenter le solide limité par cette surface et par 
deux plans menés perpendiculairement aux deux droites 
à la meme distance du sommet O. 

On prendra l'un de ces plans pour plan horizontal de 
projection, et le plan des deux droites pour plan verti-
cal. On supposera le solide éclairé par des rayons paral-
lèles à la ligne de terre, cl les ombres seront indiquées 
par des hachures. 
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Mécanique, 

Une planche rectangulaire homogène AB de longueur 
l et de poids P peut tourner autour d'un de ses petits 
côtés fixé horizontalement contre un mur vertical AC. 
En un point B du côté opposé est attaché un fil BCAQ, 
de poids négligeable, qui, passant sur une très petite 
poulie C placée sur le mur à une distance h de la char-
nière, retombe verticalement en supportant un poids Q. 
Sur la planche repose un corps cubique d'arete a, qui 
s'appuie contre le mur par une arête. Ce cube n'est pas 
homogène, mais le poids spécifique varie proportionnel-
lement au carré de la distance à la face de contact ; il 
est égal à k à l'unité de distance. Les points B, C et les 
centres de gravité de la planche et du cube sont d'ail-
leurs dans un même plan vertical normal au mur. 

On demande de calculer le poids Q qui produit l'équi-
libre, et aussi les réactions, connaissant l'angle BAC = a 
que fait la planche avec le mur. On fera abstraction des 
frottements, et l'on regardera le fil comme parfaitement 
llexible. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une Lettre de M. le professeur Genese 
(University College, Aberjstwjth, TVales), 

Le joli théorème de M. d'Ocagne {Nouvelles An-
nales i 8 8 6 , p. 295) , une fois remarqué, est évident, 
parce que l'élimination de y entre X ' - j -y-=z R^ et 
l'équation de la courbe du degré n nous donne, en gé-
néral, une équation du degré 2/z en.r, et, en considé-
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rant les dimensions, on voit ([nî  R^ n'entre pas dans 
les termes en 

Pour construire le point G (que je me permets de 
nommer point de d'Ocagne), le tliéorètne nous per-
met de mettre R o, d'oùy — zh x y — i. Le signe po-
sitif nous donne n valeurs de J:, le signe négatif encore 
n valeurs. Il s'ensuit que le point de d'Ocagne est dé-
terminé par les termes des degrés n et n — i dans 
l'équation de la couibe puis, au lien de la courhe^ on 
peut se servir de ses asymptotes. 

Dans le cas des coniques, je trouve que toG et la per-
pendiculaire (oN abaissée sur la polaire de co sont éga-
lement inclinées sur un axe de la coni(|uc. 
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S O L I D E A U T O U R D ' U N POI?ST F I X E \ par M. yl. de Saint-
Cjrermain, professeur à la Faculté des Sciences de Caen. 
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L A G É O M É T R I E ; par René Descartes, Nouvelle édi-
tion. Petit in-4" carré, avec figures et gravures interca-
lées dans le texte. Paris, A. Hermann*, 1886. Prix: 

Peu de Livres ont autant contribué que la Géométrie de 
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• (I ^ 

l'oiniule d'interpolation j)ar la méthodti des moindres carrés. 
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culté des Sciences de Toulouse. Grand in-8". Paris, A. 
Hermann; 1887. Prix : 
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seignement moyen et de l'enseignement normal. Théorie 
des médianes antiparallèles. Nouveau plan et nouvelles 
démonstrations; par M. Clément Thérj, étudiant à la 
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che, t. X \ n i et X I X ; i885 et 1886. 
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Sar la rectification de la trisectrice de Maclaurin 
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ERRATA. 

Tome V, B'' série. 

Page 229, ligne 4 en remontant, supprimez la remarque. 
Page 23I, formule (I/|), enlevez les signes zt. 
Page ligne 11 en remontanL, au lieu de y/n-lisez 

Page 283, dernière ligne, au lieu de z^, lisez 

Tome VI, 3® série. 

Page 239, ligne i3, après Brocard, ajoutez du triangle de Brocard. 



3oji ) 

REMARQUES SUR L E S CONDITIONS D'iNTÉGRABILITÉ 
[SUITE ET FIN (*)] ; 

PAR M. H. L A U R E N T . 

Jacobi a démontré que, si l'on avait n équations 

( i ) f^—a^^ 

entre les quantités p^^po, .. .^pn-, 
dans lesqtielles a^, . . , ^ an désignent des constantes 
arbitraires, la condition nécessaire et suffisante pour 
que 

Pl dxi Pn dxrt 

soit une différentielle exacte était donnée par les for-
mules identiques 

(/l./2)=0, (/i, Aj^O, 

Mais nous allons voir qu'il suffît que les formules 
écrites sur la première ligne soient satisfaites identique-
ment, que celles qui sont écrites sur la seconde le soient 
pour que celles qui sont écrites sur la troi-
sième le soient pour x^ = x j , X2 = etc. Le symbole 
{fil fj) d'ailleurs défini par la formule 

X^LÙlIA 

Nous allons généraliser un peu ee théorème de Ja-

( ' ) Voir même Tome, p. 274. 
Ann. de Mathémat., 3« série, l. VL (Juillet 1887.) 2 l 
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cobi, ce qui nous servira un peu plus loin, et nous sup-
poserons que les fondions ^̂  ,/2, . . . contiennent, outre 
les variables , Xo, — , x«, /̂ î, /72î • • • P̂n-̂  une fonc-
tion u dont les dérivées relatives à 
soient respectivement p^, 2̂̂  ' • Pn \ ainsi il s'agit de 
trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour 
(pie Téquation 

soit complètement intégrable, /̂ a, . . Pn désignant 
les solutions des équations (i) . 

Les conditions d'intégrabilité complète de l'équa-
tion (2) sont données parla formule 

^ -I- n - -u n dxj dXi du 

dans laquelle on doit supposer i et j égaux n i , 2, 
3, . . . , 72. Cette équation d'ailleurs peut s'écrire sous la 
forme plus simple 
(3) r//?,- ^ dpj 
^ ' dxj dxi 

le d étant employé pour désigner les dérivées totales 
prises en faisant varier u et en lui assignant pour déri-
rivees Dk , 1)2^ • • • > Pn-On a, en adoptant cette notation, 

iù. ^EJL = o 
dx^ ' 
dj^ ^ o-

dp,, dx^ 

on conclut de là, en ajoutant ces deux équations après 

avoir multiplié la première par ^ et la seconde par 

— ^ ' ajoutant les résultats obtenus et faisant 

dfi 'Ifi dp.2 
dx^ Ôpi dx^y^ dp2 dx^ 

^ dp, ^ ^ dpj^ 
dx^ dp Y dxr^ dp 2 dx^ 
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[A = I , 2 , . . . , H, 

(4) 
jLà\dx^ dp^ dx^ dp^J 

en tenant compte de la relation (3) . II n'y a presque 
rien à changer, comme l'on voit, à la démonstration que 
Jacobi a donnée de ses formules, et l'on démontre que 
les formules (4) , nécessaires, sont suffisantes, par le 
procédé de Jacobi. 

Nous admettrons donc que ces équations sont néces-
saires et suffisantes pour que l'équation (2) soit com-
plètement intégrable; nous poserons 

¿à\dx^ dp^^ dx^ dp^J 
dfi dfj d f j f.\- f.. 

Il est facile de se convaincre alors que Ton a identi-
quement 

(5) ! fi. fjk I + I f j . fki i + ¡.A, f a 1 - 0 : 

c'est le théorème de Donkin généralisé. Cette équa-
tion (5 ) met en évidence ce fait important : fki ^^fij 
sont nuls, on a 

/n/y-A-ho; 

f j j i est donc une solution de l'équation aux dérivées 
partielles 

Vf/^/^ ^/"A à\ / d\ â\\ dfil 
z ^ ^ ^ ^ J ^ " ^c) ^ 

Or cette équation est linéaire et homogène; si l'on assu-
jettit une de ses intégrales à s'annuler pour = 
quels que soient 0:2, X3, . . , , X/̂ , cette intégrale sera 
identiquement nulle; il résulte de là qtie, si 
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sont identiquement nuls et si, i et j étant diirérents de i, 
on a 

(6) 
pour x^ = x̂ l̂  quels que soient X2, X3, les for-
mules (6) seront identiques, et Féquation (2) sera com-
plètement intégrable-, on voit doue que les conditions 
nécessaires et suffisantes d'intégrabilité complète de 
Téquation (2) sont que 

quels que soient ÎPI, X2, .. x^j 
¡/2,//ij = o, 

' pour .Ti — â J quels que soient . . 
• J 

i /n-U fn j = O, 
1 pour . . . , Xn-i = quel que soit Xa-

On peut aussi dire que la condition nécessaire et suf-
fisante pour que (2 ) soit complètement intégrable est 
que 

identiquement, et que, en faisant Xi = x j , 

du — P2dx2-hpzdxzH-. >.H-pndxn 

soit complètement intégrable. 
Comme l'on voit, les conditions d'intégrabilité peu-

vent se présenter sous une forme un peu plus simple 
qu'on ne le fait ordinairement; je vais montrer mainte-
nant l'utilité des nouvelles conditions. Je suppose que 
l'on veuille intégrer Téquation aux dérivées partielles 
du premier ordre 

/i = «1 ; 

on pourra, comme le fait Jacobi, chercher des fonctions 
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fi-if^iy • ' * y fn Satisfaisant aux conditions trouvées tout 
à l'iieure; les équations 

(7) = /2=«2, fn^an, 

feront alors connaître des valeurs p̂ ^ p̂ ^ . . . , qui, por-
tées dans (2), 

du = Pi dxi -{-...-+-ptidxri', 

rendront cette équation complètement intégrable, et par 
suite feront connaître u. 

Occupons-nous d'abord des équations écrites sur la 
première ligne du tableau (6), • • "^fn-K seront 
des intégrales distinctes de l'équation 

( / i , V ) = o 
ou 

ou encore des équations différentielles ordinaires 

dpx _ dp^ _ 

(8) 

àh „ àj\ àf, àf, 

dbc\ dxi 

du 
àfi à/i dfi 

Px-p- Pi -^'^'-^Pa-i— dpi_ ^ dpt ^ àpa 

Je suppose ces équations intégrées, on tirera les p des 
intégrales pour les porter dans 

( 9 ) du = Zpdx, 

équation qui intégrée donnera u. Toute la difficulté 
consiste à choisir convenablement, parmi les 2 n inté-
grales des formules (8), celles qui fourniront les p. Or 
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remarquons Cjue des équations ( 8 ) on tire 

dfx — o cl du — Pl dxi -H p., dx^ -F ... -h/?dxn ; 

donc l'équation proposée f^—a^ est une intégrale 
de (8) et l'équation (9) est iinplieitement contenue 
dans (8), circonstances qui facilitent un ĵ eu l'intégra-
tion des équations (8). Supposons ces équations inté-
grées de telle sorte que pour x^ = x j on ait = . . . , 

^ 2 = ••••) = toutes ces constantes 
sont arbitraires, une seule exceptée, en ce sens qu'elles 
dépendent de : nous supposerons que cette constante 
soit/y;. 

Appelons (E) le système des intégrales de (8) ainsi 
déterminé; posons 

^ dm ,, dw 

Eliminons alors entre les équations (10) et (E) les p̂  
et les ; nous aurons des équations d'où l'on pourra 
tirer les p et u en fonction des ces valeurs satisferont 
aux équations de la première ligne du tableau (6) et à 
l'équation (9); de plus, en vertu d'un théorème connu 
de Cauchy sur les intégrales des équations diiiéren-
tielles, u se réduira à xs^x t̂ • • ^n) pour x^ = et 
P^^P'Î  . . . aux dérivées de la fonction m : toutes les 
conditions d'intégrabilité sont ainsi satisfaites d'elles-
mêmes. On retrouve ainsi la méthode donnée par Cauchy 
pour l'intégration d'une équation aux dérivées partielles 
du premier ordre. 

Maintenant montrons comment notre principe permet 
de simplifier encore la méthode de Jacobi : bornons-
nous au cas où la fonction f^ ne contient pas u. Alors 
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il faut intégrer le système 

( 0 ( / L , / 2 ) = 0 , ( / J , / 3 ) = 0 , O, 

(2) (/2,/3)=0, (/2,/,,)=:0, 

(/i —1) O. 

Pour y parvenir, on elierelie une intégrale de l'équa-
tion (y^, V ) = o ; soit tJne intégrale de cette équation : 
on cherche ensuite une intégrale des équations simulta-
nées 

(/i,V)==o, (/2,V)o=o, 

l'indice o indiquant que l'on doit faire .r, — x J . Soit f^ 
cette intégrale, elle existe puisque on a 
donc une fonction V satisfaisant à et ò 
(/iî V ) = o, et par suite à (/'2,V)o = o; on cherche en-
suite une intégrale commune à 

(/l, V) = o, V )o = o, (/3, V )oo = o, 

et ainsi de suite. 
Bien entendu, pour que l'on puisse appliquer cette 

d\ méthode, il faut que (./¿^V) ne contienne pas ^ dont 

le coefiicient est ^ , et qui sera nul si l'on a eu soin àpi ^ 
d'éliminer de /J) au moyen de = «4 ; de même 

(/:j,V) ne devra pas contenir ^ et etc. 
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SUR LES POLYKOiMES QUI EXPRIMENT L 4 SOMME 
DES P l I S S A N C E S DES n PREMIERS NOMBRES E N T I E R S ; 

PAR M . P . A P P E L L , 

p r o f e s s e u r à la F a c u l t é des S c i e n c e s de P a r i s . 

Notis coinineiicerons par résoudre un problème d'Al-
gèbre auquel se rattaelie bien simplement, comme nous 
le montrerons, la détermination de la somme des puis-
sances î®"̂®® des n premiers nombres entiers. 

1. Former un polynôme en .r, Op{oc), qui s'annule 
pour X — o et qui vérifie l'identité 

(l) Op{x) — Op{x — l) = xP, 

p désignant un entier positif ou nul. 

Tout d'abord ce polynôme ^p{x) est nécessairement 
du degré p -f-1; car, en supposant de degré /r, on 
obtient, pour la difFérence 

— — l ) , 

un polynôme de de^ré h — i , et, comme cette différence 
doit être x/', c'est-à-dire être de degré on doit avoir 
U — i = p, A — p -h I. Posons donc 

cp^(^) — Aoa:/'-^-! -f- k^xP-^- . . - h Ap_ia?^-h k p X , 

saus mettre de terme constant, puisque le polynôme doit 
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s'annuler avec x. Nous aurons 

Op{x — i) = Ao^^-^-i-f- XP 

I L .A 
xP-i 

Al L I .'2 

r rlQ 
1.2.3 

-f- [ A p - 3 Ap_2 —.. . + ( — - + - 1 ) Ao] .r 
— Ap-4- Ap_i — Ap_2-f-.. O/'+i AQ. 

Pour écrire que la différence 'fp{oc) — — i) est 
identique à xP, il faudra égaler à i le coefficient de xP 
dans cette différence et à o tous les autres coefficients : 
on a ainsi les équations 

(/?-hi) Ao= i, 

P K (P-+-1)P 4 _ ^ 

—T~ ^ F T ï T s — ^^ " 
2 Ap_1 — 3 Ap_2 -H 4 Ap_3 -f-...—(— i)/'(/>-+-1) Ao = o, 

Ap— Ap_i-+- Ap_2 4-...-i-(—O^» Ao=o, 

qui déterminent tous les coefficients de proche en proche, 
La première de ces équations donne 

Ao=: 
P -i- I 

la seconde donne ensuite la troisième Ao — 
et ainsi de suite, la dernière A^. 

Le polynôme cherché ^p(x) vérifiant l'identité ( i ) 
et s'annulant avec x est ainsi complètement déterminé. 
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On trouve sans peine, en faisant successivement 

j) = 0, I, 2, 3, 
cpo(̂ ) = X, 

, . x^-\-x x(x-+-i) 
= — ^ = — 

Ces polynômes sont aĵ pelés polynômes de Bernoulli. 

2. La valeur que prend le polynôme pour 
une valeur entière positive n attribuée à x est égale à 
la somme des pi^f^^^s puissances des n premiers nombres 
entiers. 

En eiïet, si, dans l'identité ( i) , nous faisons succes-
sivement .r = 1, 2, 3, . . .72, nous obtenons les relations 

— — nP, 
qui, ajoutées membre à membre, donnent 

Op{n) = iP-\-iP^ 3/ -̂4-.. .-4- nP, 

puisque 0^(0) = o. 
Par exemple, la somme des carrés des n premiers 

nombres entiers est 
n^ /i2 n n{n-hi)(in -h i) 

3. De l'identité 
(1) iDp{x)-^p[{x-l) = XP 

se déduisent immédiatement quelques autres propriétés 
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des |>olyuômes '-fpî oc). D'abord, en supposant l'entier p 
plus grand que zéro et faisant x — o , on a 

c p p ( — i ) = o ; 

done tous les polynômes cp, ( x ) , . . . , s'annulent 
pour X —— I. 

Changeons ensuite, dans l'identité ( i ) , x en — x , 
nous aurons 

?/.(— - ?/>(- ^ --1) ^y-^p^ 
ou 
( 2 ) — = 

en posant 

La fonction ^p{x) est un polynôme de degré { p i ) 
(îi^ X s'annulant pour x ~ o, car 

cette l'onction '\p{x) vérifie en outre l'identité ( 2 ) qui 
est la même que l'identité ( i ) . Donc le polynôme 
possède les propriétés caractéristiques du polynôme 
Op[x)\ d'où il suit que ces deux polynômes sont iden-
tiques, c'est-à-dire que Ton a 

( 3 ) 

p étant supérieur à o. Il sera facile de vérifier cette rela-
tion (3 ) sur les polynômes ( x ) , ' f2(x) , dont 
nous avons donné précédemment les expressions. 

L'équation ( 3 ) conduit au théorème suivant : 

Si l'on fait X y — le polynôme Op{x) contient 
uniquement des puissances paires dey.^ si p est impair, 
et des puissances impaires de y ^ si p est pair. 

En eiïet, la substitution x y —^ transfwme la rela-
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lion ( 3 ) en celle-ci : 

le polynôme — i ) change donc de signe avecj^ 
si p est pair, et ne change pas quand y change de signe 
si p est impair, ce qui démontre le théorème. 

Par exemple, 

11 résulte de là que, si l'entier p est pair et diilérent 
de zéro, le polynôme — i ) s'annule pour y = o, 
c'est-à-dire que le polynôme s'annule pour 
X — — p r o p o s i t i o n qui se vériiie immédiatement par 
le polynôme 

4. Prenons les dérivées des deux membres de l'iden-
tité ( i ) : nous aurons 

( 4 ) — 

si l'on change, dans cette relation, p p 1 et si Ton 
pose 

on voit que le polynôme Wp(x) est du degré (ŷ  4- i) , 
s'annule avec x et vérifie l'identité 

Wp{x)—TSip{x — l) = xP, 

identique à l'identité ( i ) . Donc le polynôme TjSp(x) est 
identique au polynôme Op(x)^ et l'on a 

ou encore 

( 5 ) = -{-i)Op(x). 
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Cette relation (5) permet de calculer les polynômes 

^p{oc) de proche en proche. Elle donne, en effet, par 
l'intégration entre les limites o et j : , 

pour éliminer la constante inconnue faisons 
X =— I ; alors (Opj^^ (x) s'annule et l'on obtient 

=(/?-}-i) f ^p(x)dx, 
0 

donc enfin 

(6) 

1 ^p(x)dx 

relation qui permet de former Op^i (x) quand on connaît 

Ainsi, en partant de = o, = ^^ ̂  

( X dx -+- / X dx = •— ) 
0 2 2 

X x'^ x^ = 1-6 2 3 

O. Étant donné un polynôme P ( x ) de degré p 4 - i , 
on peut se proposer de mettre ce polynôme sous la forme 

Xoi M̂i désignant des constantes conve-
nables: en d'autres termes, on peut se proposer d'or-
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(loiiiicr ce polynoine suivant la série des polynômes 

En admettant que le polynôme P ( x ) puisse se mettre 
sous la forme (7) , il est aisé de trouver les coefficients 

'kp^i. D'abord, en faisant o: = o, on trouve 
A,) = P (o) ; puis, en formant la diiférence P (x) — P (x — 1 ), 
on a, d'après la propriété fondamentale des polynômes 

la formule de Taylor donne 

on a donc, en identifiant les deux membres de la rela-
tion (8) , 

X i = P ( o ) - P ( - i ) , 
X 2 = P ' ( o ) - P ' ( - l ) , 

T T Î ^ t ^ ^ ' ^ ' ^ ^ ^ - ^ ' ^ ' ^ ' ^ - ' ^ l -
Telles sont donc les valeurs des coefficients Xq^ . . . , 

Il est maintenant facile de vérifier que, si l'on 
donne k ces coefficients les valeurs que nous venons de 
trouver, le polynôme ainsi obtenu 

Q ( . r ) = P ( o ) - + - [ P ( o ) - P ( - i ) ] cpo(^) 

[ P " ( o ) - P'̂  ( - I ) ] cp, ( .r ) -f- . . . 

I 
1 .2 . ..p 
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est bien identique au polynôme donné P ( x ) . 11 suffit 
pour cela de remarquer que, d'après la détermination 
même des coefficients, on a identiquement 

ou 

La différence P ( x ) — Q ( x ) est donc un polynôme 
qni s'annule ponr o et qui ne change pas quand on 
change x enjc — i : cette différence est donc nulle iden-
tiquement. 

Par exemple, si l'on fait successivement 

on trouve les deux développements suivants 

(x -H = I -4- V O ( ^ ) H- (PI(A7) -F- ^ ^ 

ip-hi)p(p — i) , s /? H-1 , , 

6. Pour ne pas être Irop long, nous nous bornerons à 
énoncer les résultats suivants, en laissant aux lecteurs 
le soin de les démontrer : 

i" Ze développement de la fonction 
Qhix^i) — I 

F ( / I ) = e'^— 1 

en série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de A, est 
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On montrera sans peine que le coefficient de 

dans le développement de t \ h ) est un polynôme en x 
s'annulant avec œ et vérifiant l'identité ( i ) . 

La constante est nulle quand p est pair 
et supériew^ à 2. 

3° Les polynômes 

[qui ne diffèrent des polynômes Op(x) que par une 
constante] possèdent la propriété suivante : 

Ces polynômes fp{oc) forment, à une fonction immé-
rique près, les coefficients des puissances de h dans le 

développement en séi ie de ^^^^ ^ . 

4® La fonction ^ ' ^^ dans laquelle z désigne une 
quantité quelconque réelle ou imaginaire et x un en-
tier positif ou négatif inférieur en valeur absolue à 
celui des modules de z et de z i qui est le plus 
petit, peut être représentée par la série 

î i -f. ( i î ) (9o(a7) 
Z — X Z \z Z-\-l J ^ 

1 I 
72 
I I 

Cette série est-elle convergente pour d'autres valeuï s 
de^r? 

Jl serait intéressant de déterminer d'iuie manière 
générale le reste de la série précédente, car le théo-
rème de Cauchy permet de rattacher au développement 



( 32. ) 

de ^ ^ ^ celui d'une fonction analytique quelconque 

f { x ) . Mais cette étude nous entraînerait hors du domaine 
élémentaire sur lequel nous nous sommes placés. 

Nous renverrons le lecteur désireux d'approfondir la 
théorie des polynômes à un Mémoire de Raale 
publié dans le Tome 42 du Journal de Crelle, à un Mé-
moire de M. Hermite publié dans le Tome 79 du meme 
journal, au Ti'aité de Calcul dijlfêrentiel de ]V1. Ber-
trand, et eniin au livre de M. Tannery Sur la théorie 
des fonctions y i5o. 

SUR LES FOYERS DES SECTIOXS PLANES » T . \ E ftllADRIOlIE 
PAR M . D R O U E T , 

Elève de Mathématiques spéciales au lycée Janson. 

1. M. Salmon, dans son Traité de Géométrie ana-
lytique à trois dimensions (traduction Chemin, p. sgS 
parvient, par une méthode fort savante, à une règle 
simple pour former l'équation tangentielle des foyers 
d'une section plane d'un ellipsoïde ; nous nous proposons 
ici de déduire cette règle d'une propriété élémentaire 
des foyers d'une conique. 

Nous supposerons l'ellipsoïde rapporté à ses axes de 
symétrie, et le plan de la section passant par le centre. 

Soit 

a~ u~ h~ e- H- c- (P- — h'~ — (» 

l'équation tangentierie de l'ellipsoïde, et soient 

a, o 
les coordonnées du plan sécant. 

(») Voir 2« série ; t . III, p. 48». 

Ann. de Mathémat., 5« série, t. VI. (Juillet 1887.) 
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On obtient une première forme de l'équation tangen-

tielle de la section en écrivant que le produit des dis-
tances des deux foyers à une tangente est égal au carré de 
l'un des demi-axes. Si l'on considère unplanP (zî, r, çv, 
passant par une tangente, la distance du foyer à cette 
tangente peut s'obtenir en multipliant la distance du 
même foyer au plan P par sin6, 6 étant l'angle du plan 
P et du plan sécant. On trouve ainsi, en désignant par 
.r,, r , , et — — r , , — l e s coordonnées des 
foyers et par S le carré du demi-axe correspondant, 
l'équation 

__ ^ ' _ ( a ii ^ p c - j - ^ ; w y • 

ou encore 

/ ( -i- C >'i -h (V Î i )-—• /l -

I -^-s /2_u (;2„u ^ r 

Pour obtenir une seconde forme de l'équation tangen-
tielle de la section, nous écrirons que les deux plans 
tangents menés à l'ellipsoïde par une droite tangente à 
la section sont confondus. En considérant cette droite 
comme l'intersection du plan sécant (a, v, o) et du 
[)lan (/¿, (V, /?/), nous trouvons la condition 

( , ) /r- - O. 

Cela posé, si nous écrivons que les équations ( i) et (2 ) 
représentent une même conique, nous sommes conduits 
à l'identité 

où P-—h^ est le premier membre de 1 équation tangen-
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tielle des foyers, c'est-à-dîre Téquation elierchée; d'ail-
leurs f est le premier membre de Téquation (2 ) de la 
section, et cp désigne l'expression 
( ^ ) ; 

enfin S représente le carré d'un des demi-axes, et par 
suite est, comme on le sait, une racine de l'équation 

on retrouverait cette équation en écrivant que le discri-
minant de f — Sep est nul. 

On voit donc que, pour obtenir les foyers d'une sec-
tion plane d'un ellipsoïde, il suffit de considérej' les 
coniques évanouissantes du faisceau tangentiel 

f~So ^ o, 

f = o étajit Véquation de la section.; ei C9= o l'équa-
tion des points ou la conique z/--}- v - o est ren-
contrée par le plan sécant. C'est la règle donnée par 
M. Salmon. 

2. On serait encore conduit à l'identité ( 3 ) si Ton cher-
chait à déterminer les foyers en les considérant comme 
formant la trace d'une focale de la section sur le plan de 
cette section ( P R U V O S T , Leçons de Créométrie ana-
lytique, t. U, p. 

Pour le vérifier, posons 

(V, A) = / — S ( - f . 

S désignant une racine de l'équation (5) . 
i est le premier membre de l'équation d'une focale et 

les points où cette focale est rencontrée par le plan 
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( a, ¡i>, V, o) ont pour équation tangentielle 

w, V, w, h) ' i/(a, 3 , Y, o ) — { ii'i/'a H- = o 

niais, eonune 

/ ( a , p., v , o ) - o e t p , o ) S ( a^-H 

le premier membre de l'équation précédente, divisé par 
un facteur numérique, peut s'écrire 

( a^ a u 3 -4- c2 Y w c'^w-— — 

— S 

ît l'on reconnaît le premier membre de l'identité (3 ). 

On peut aisément trouver les équations qui déter-
minent les coordonnées cartésiennes d'un foyer d'une 
section plane d'un ellipsoïde, en s'aidant delà remarque 
géométrique suivante : 

Si l'on considère un cône passant par l'intersection de 
deux siu'faces du second ordre, un plan tangent à ce cône 
coupe les deux surfaces suivant deux coniques bitan-
gentes. 

D'après cela, si l'ellipsoïde et le plan sécant sont 
donnés par les équations 

T- y- Z' 
— — " - - H — I — o , a- lA c'-

( F̂  ) ci.'C - i- p y 4 - Y-^ -f- 0 ~ o , 

et si r , , désignent les coordonnées d'un point du 
plan P, pour écrire que ce point est foyer de la section, 
il suffit d'exprimer que l'équation 

i S i — - ^ -
( V) 

( - - [( .r - - . ri - - {y - )-[z ~ z^y] o 

lepréscnte uu (ône tangent au plan (P) . 
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Si Ton exprime successivement les conditions qui doi-

vent être remplies : 
Pour que l'équation (F) représente un cône5 
Pour que le cône (F) ait son centre sur le plan (P) -, 

3® Pour que le cône parallèle à F ayant pour sommet 
l'origine admette comme plan tangent un plan parallèle 

4° Pour que le point soit dans le plan P5 
on trouve les équations clierchées 

( 0 

( 3 ) 

( 4 ) 

.RF , R Î 
„ 4 

S "" C- — S 

. P R I 
A ^ — S 6 2 - S - S 

A ^ — S 

A ^ I - : - 4 - 0 = 0 . 

CONCOIRS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
( 1 8 8 7 ) . 

Composition de Mathématiques. 

On donne dans un plan un point to fixe, et deux axes 
y 

rectangulaires fixes Ojr, O;^. Parle point w on fait passer 
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deux droites rectangulaires rencontrant Ox en B et D, 
Oy en A et C. Par les points A, B, on fait passer une para-
bole P tangente aux axes Ox et Oj- en ces points *, par les 
points C, D, on fait passer une parabole P' tangente aux 
axes O x et O J" en ces points. 

On fait tourner les droites rectangulaires AB, CD au-
tour du point co, et Ton demande : 

i" Les équations des paraboles P, P' de leurs axes et 
de leurs directrices ^ 

L'équation du lieu du point de concours des axes et 
des directrices-, 

3° L'équation du lieu du point de concours de leurs 
axes, qui se compose de deux cercles; 

4" On prouvera que la distance des foyers est con-
stante. 

Composition de Géométrie descriptive. 

D'un quart de tore supposé plein on enlève la por-
tion comprise à l'intérieur d'un cône donné. Représenter, 
par ses projections, le solide ainsi obtenu. 

L'axe du tore est vertical. Le plan de front et le plan 
de profil de cet axe limitent le quart de tore, lequel est 
situé en avant du premier plan et à droite du second. 

Le cône a son sommet sur Paxe du tore. Pour définir 
sa directrice, imaginons la sphère dont un grand cercle 
coïncide avec le cercle de front qui limite le quart de tore ; 
prenons, par rapport à cette sphère, le plan polaire du 
sommet du cône; enfin menons, à égale distance de ce 
plan et du sommet du cône, un second plan parallèle au 
premier : ce second plan coupera le quart de tore suivant 
la directrice qu'il s'agissait d'indiquer. 

Le rayon du cercle générateur du tore sera de o™,o8, 
La distance du centre de ce cercle à l'axe sera de o"', 17. 
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La liauteur du sommet du cône au-dessus du centre du 

tore sera de o*",o4. 
La projection horizontale du centre du tore sera à o'",o4 

et la projection verticale à au-dessus du centre du 
cadre, sur la parallèle aux grands côtés menée à à 
gauche de ce point. 

En dehors des constructions relatives aux points remar-
quables, on ne laissera subsister, dans le tracé à l'encre, 
que celles qui se rapportent à la détermination d'un point 
de chaque courbe et de la tangente en ce point. 

Calcul trigonomètrique. 

On donne dans un tri angle deux côtés et l'angle compris : 

« = 52837'", 23, b == 4^609^07, C == 55« 17'48% 37, 

Calculer les deux angles A et B, le troisième côté c, 
et la surface. 

Composition de Physique et de Chimie. 

Physique, — L Lunette de Galilée. — IL Mesure de 
la chaleur spécifique d'un solide. 

Chimie. — Les acides hydrogénés de la famille du 
chlore. — On insistera sur les caractères qui les rappro-
chent et qui les distinguent. 

Lavis. 

Faire à l'encre de chine, à teintes plates, le lavis d'une 
sphère (dépolie, ou mi-polie, à volonté) se détachant sur 
un fond gris, dégradé de haut en bas. 

La sphère sera éclairée parle rayon ordinaire à 45^. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
(1887). 

Maili ém atiques. 

On considère la surface (dite crlindroïde) qui, rap-
portée à des axes rectangulaires, a pour équation 

J ^ } — jn.ix"-' — y - ) — o . 

Soit M un point de l'espace, dont les coordonnées 
sont x', j ' , z'\ on propose de mener de ce point des nor-
males au cvlindroïde : 

Désignant par a, ¡3, y les coordonnées du pied de 
l'une quelconque des normales abaissées du point iM sur 
le cylindroïde, ou formera l'équation du quatrième de-

3 gré (I) ayant pour racines les valeurs de l'équation 

(II) ayant pour racines les valeurs de v, et l'on montrera 
comment, des racines de l'une ou de l'autre de ces équa-
tions, on déduirait les coordonnées des pieds des nor-
males clierchées. 

Sur quel lieu doit se trouver le point M pour que 
l'équation (I) soit réciproque? Trouver, en supposant 
le point M situé sur ce lieu, les coordonnées des pieds 
des normales. 

3" Sur quel lieu doit se trouver le point M pour que 
l'équation (II) ait une racine double égale à z'? En 
supposant le point M situé sur ce lieu, reconnaître si 
les racines de l'équation (II) , différentes de sont 
réelles ou imaginaires. 

4° Que représente l'équation (11) quand on y regarde 
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riiiconnue comme une (constante et j ' , z' comme les 
coordonnées d'un point variable? 

Physique, 

i" Chaleurs spécifiques des gaz. 
Un ellipsoïde de révolution allongé, en verre, est 

coupé par deux plans normaux à l'axe de révolution et 
passant par les foyers F , F ' de l'ellipse méridienne. Les 
faces planes sont noircies sur toute leur étendue, sauf 

un très petit cercle central. Le petit cercle F seul éclairé 
reçoit de la lumière dans toutes les directions. 

On demande de décrire succinctement : 
Ce que voit un observateur dont l'œil est placé en 

F ; 
Comment le phénomène dépend du rapport des axes 

de l'ellipse méridienne 
3" Comment il dépend de l'indice moyen de l'ellip-

soïde -, 
4® S'il y a des colorations dues à la dispersion et com-

ment elles sont distribuées^ 
Comment le phénomène est modifié quand on 

plonge la face F dans l'eau d'une capsule éclairée en 
tous sens. 
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CONCOURS D ADMISSIOi\ A L'ECOLE NAVALE 
( 1 8 8 7 ) . 

ArithméLique et Algèbre. 

L De deux points O et O' situés à une distance OO'égale 
à 2a comme centres, on trace deux circonférences égales 

de rayon 11. A partir du point M milieu de OO' et dans 
le sens MO, on porte une longueur MA égale à x ; et au 
point A, on mène à la circonférent^e O la corde BC per-
pendiculaire à OO'; on joint OB et l'on achève le trapèze 
isoscèle OBB'O^ 

On demande : i" de trouver l'expression du volume 
engendré par la révolution du trapèze OBB'O' autour de 
0 0 ' . On examinera l'interprétation dont cette expression 
est susceptible pour les valeurs négatives de x lorsque 
les deux circonférences se coupent-, 

2® De trouver les valeurs de x correspondant au maxi-
mum et au minimum de la fonction 

( H -T- « — a ; ) ( R — a H - a : ) ( a - h 7,x)\ 

3° De classer ces valeurs relativement aux racines de 
la fonction elle-même, et de déduire de cette classifica-
tion la condition pour que le volume engendré soit sus-
ceptible d'un maximum ou d'un minimum. 
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II. Démontrer que, si l'on désigne par R la partie entière 

de la racine carrée d'un nombre entier, par r le reste et 

par n la partie entière du quotient la racine exacte 

est comprise entre R -h - et R H ! 
^ n fi i 

III. Sur une circonférence de rayon égal à l'unité, on 
donne un arc AB égal à cp (en parties du rayon). On par-
tage cet arc en ju parties égales et l'on mène les cordes qui 

joignent les points de division voisins-, sur chacune de 
ces cordes comme hypoténuse on construit un triangle 
rectangle isoscèle ADC. Démontrer que, si in croit indéfi-
niment, le produit des distances des sommets de ces tri-

angles au centre, c'est-à-dire OD a pour limite ê  oiie ^ 
suivant que les triangles sont rabattus à l'extérieur ou à 
l'intérieur de l'arc. 

Géométrie descriptive. 

Étant données les deux droites OA et OB ,̂ la première 
OA située dans le plan horizontal et faisant avec la ligne 
de terre xj un angle de la seconde OB' située dans 
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le plan vertical et faisant avec la ligne de terre xj un 
angle de on demande : 

De tracer les projections OC, OC d'une droite 
passant par le point O faisant avec Oxi un angle de 70", 
avec OB' un angle de situe'e par rapport au plan 
AOB' du même côté que Ox ; 

De tracer les projections de l'axe du cône de révo-
lution passant par les droites OA, OB' et la droite OC, 
OC précédemment déterminée. 

Calcul trigonométrique. 

Calculer des valeurs de x comprises entre o® et 36o" 
qui satisfont à l'équation 

2 3 , 3 3 8 2 V / S T I T I ^ ^ ^ W 

( 0 ^ 0 1 7 0 4 5 ) 2 t a n g ^ 9 4 ' ' 3 o ' 4 8 " s i n " 2 4 4 ° i B ' 1 2 " 

Géométrie. 

Énoncer et démontrer succinctement les principaux 
théorèmes qui permettent d'établir que le rapport des 
volumes de deux pyramides est égal au produit du rap-
port des surfaces des bases par le rapport des hauteurs. 

Application. — Trouver l'expression numérique du 
volume d'une pyramide dont la base est donnée en mè-
tres carrés, soit : 8™"!, 254, et Ja hauteur en mètres, soit : 

32, lorsqu'on prend pour unité de volume le tétraèdre 
régulier dont la hauteur est égale à 

Géométrie analy tique. 

Etant donnée l'équation 

\ix- — ax)— ay{x — y — a) = o. 
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dans laquelle a désigne une quantité constante positive 
et \ un paramètre variable, on demande : 

De déterminer la nature des diverses courbes que 
peut représenter cette équation quand \ varie de -f- oc 
à —oc-, 

De démontrer qu'elles passent par trois points fixes 
et que le lieu de leurs centres est une ligne droite ^ 

S'' De construire pour une valeur donnée de \ le 
centre de la courbe correspondante et les tangentes aux 
trois points fixes ; 

De trouver le lieu géométrique des points de ces 
courbes où les tangentes sont parallèles à Taxe des x. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 
( 1 8 8 7 ) . 

AI ai 11 éma tiques. 

I. Inscrire dans un triangle ABC un rectangle DEF(j 
dont un côtéFG est placé sur BC, et tel que, en augmen-
tant la surflice de ce rectangle de celle du triangle équi-
latéral construit sur FG, on ait une somme équivalente 
à un carré donné K- . Discuter. 

IL On considère un triangle ABC, les trois hauteurs 
AA\ BB\ CĈ  qui rencontrent le cercle circonscrit aux 
points A'% B-', C", et Ton demande : i'' d'exprimer les 
longueurs AA', CC, AA^ BB", CC" en fonction des 
angles A. P), C du triangle ABC, et du rayon 11 du cercle cir-

. ' ^ , A A" l u r , CC 
conscrit^ de montrer que la somme -j^, -f- -f-
est une constante. 
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m . Trouver les valeurs de x qui satisfont à l'équation 

sin^r = sina -f- sinf a — ) -I- sin(iz -f- '2/1). 

On fera 
8^2:)'37", = 

Epure (^sujet retiré). 

Un tétraèdre est placé sur le plan liorizontal : un des 
côtés de la base ab{a est à gauche) est parallèle à la ligne 
de terre, et distant de cette ligne de o35 : sa longueur 
est de o"', 100; les deux autres côtés ont pour longueurs 
ac = 1^3, bc — 0"% I 1 o. L'arète = l'arête 
Se = o'"", I 25, l'angle dièdre formé par les deux faces abc 
etSrtc est de 70". Construire ce tétraèdre. A partir du 
sommet S, on prend sur S a une longueur SO égale à 

et du point O comme centre on décrit une sphère 
passant par le sommet S : trouver l'intersection de cette 
sphère avec le tétraèdre. 

rJans la mise à l'encre, on supposera enlevée la portion 
du tétraèdre détachée par la sphère. 

Épure [second sujet). 

Un tétraèdre SABC a sa base ABC sur le plan horizon-

tal : a 99" '̂", nb = bc = 1 44'"'", 
ac = L'arète SA paralROe au pian vertical égale 
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i36'"® et fait avec l'arête AB un angle de On de-
mande : 1® de construire le tétraèdre 5 de mener la 
droite DE perpendiculaire commune aux deux arêtes 
opposées SA et BC. 

Du point O, milieu de DE, comme centre, ou décrit 
une sphère avec un rayon égal à mener à cette 
sphère deux plans tangents perpendiculaires à l'arête 
s e , et construire les sections de ces deux plans avec le 
tétraèdre. 

Dans la mise à l'encre, on ne conservera que la partie 
du tétraèdre comprise entre les deux plans. 

Lavis. 

Laver, soit à teintes plates superposées, soit à teintes 
fondues, la projection verticale d'un cône de révolution 
et celle d'un prisme droit à base carrée servant de socle. 

Les rayons lumineux sont parallèles à une droite dont 
les projections font des angles de 45'' avec la partie gau-
che de la ligne de terre. 

THÉORIES DE L 4 RÉFRACTION ASTRONOMIQUE 
ET DE L'ABERRATION 

P A U M . O S S I A N B O N N E T . 

La direction suivant laquelle la lumière qui émane 
d'une étoile arrive à l'observateur diifère de la ligne 
droite qui joindrait l'œil de l'observateur à cet astre. 
Cette différence tient à deux causes distinctes : d'une 

C ) L e ç o n s fa i tes en 1887 à la S o r b o n n e p o u r les c a n d i d a t s à la 

L i c e n c e . 
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part, c'est rattnosplic^re terrestre qui, inilécliissaut les 
rayons lumineux, nous fait voir les astres au-dessus de 
leurs positions réelles-, d'autre part, la vitesse de trans-
lation de notre globe ayant un rapport fini avec la 
vitesse de la lumière, nous apercevons les étoiles en 
avant de leurs véritables positions dans le sens du mou-
vement de la Terre. Les théories de la réfraction astro-
nomique et de l'aberration ont pour objet le calcul de 
ces deux eifets, de telle sorte qu'on puisse corriger les 
observations, c'est-à-dire déduire les directions vraies 
des directions apparentes. 

Nous commencerons par le phénomène de la réfrac-
tion, qui est le plus important. 

Réfraction astronomique. 

§ L — N O T I O N S P R É L Ï M I ? V A I R E S . 

La lumière se meut en ligne droite dans le vide ou 
dans un milieu homogène. Mais, si un rayon lumineux 
passe d'un milieu homogène dans un autre milieu homo-
gène, de densité ditléreute, il se réfracte, c'est-à-dire est 
dévié de sa direction primitive, conformément aux trois 
lois expérimentales dont nous rappellerons d'abord les 
énoncés : 

PREMiiîiiE LO[ — Le rayon incident AM { f g . i), le 
rayon réfracté MB et la normale JNMN̂  cl la surface 
[plane ou courhe) de séparation des deux milieux sont 
dans un même plan. 

D E U X I È M E L O I . — Poui' les deux mêmes milieux, le 
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rapport da sinus de Vangle i d'incidence au sinus de 
Vangle r de réfraction est constant quelle que soit la 
direction du rayon incident. 

Fig. I. 
N 

/ ^ 

M 
/I / / 

/ / 

/ / 
/ /-

/ / 
/ / / / 

A" / 

/ / 
/ /-

/ / 
/ / / / 

A" / 

Ce rapport est appelé indice de réfraction du 

second milieu par rapport au premier. 

Si le rayon lumineux passe du vide dans un milieu 

quelconque, le rapport se nomme indice absolu de 

réfraction de ce milieu. 

T R O I S I È M E LOI . — Soient trois milieux homogènes suc-
cessifs {fig- 2) que nous appellerons (A), (B), (C); sin est 

Fig. 2. 

( A ) 

( B ) 

( G ) 

Vindice de réfraction du milieu (B) par rapport au 
milieu (A), n' Vindice du milieu C par rapport au mi-

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VI. ( J u i l l e t 1887.) ^^ 
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lieu (B), le produit nn! sera égal ci l'indice de réfrac-
tion du milieu (C) par rapport au milieu (A). 

.De ces trois lois résultent plusieurs conséquences : 
I® (A) et (B ) étant deux milieux homogènes quel-

conques, si n est l'indice de réfraction du milieu (B) par 

rapport au milieu (A), l'inverse ^ sera l'indice de réfrac-
tion du milieu (A) par rapport au milieu ( B ) ; il suffit, 
pour le démontrer, d'appliquer la troisième loi au cas 
où le troisième milieu (C) est identique au premier mi-
lieu (A). 

2® n* et n!' étant les indices absolus de réfraction de 
deux milieux homogènes (A') et (A'') et n l'indice de ré-
fraction du milieu (A'') par rapport au milieu (A'), on a 

7i' 

Il sufiit encore d'appliquer la troisième loi en suppo-
sant que le milieu (C) devienne le vide, puis de tenir 
compte de la propriété précédente. 

3« Soient 3) 

A1A2, A2A3, A 3 A4, Ay, 

les chemins rectilignes successivement parcourus par 
un rayon lumineux qui traverse une suite de milieux 
homogènes séparés chacun du suivant par une surface 
quelconque et ayant pour indices absolus de réfraction 
respectifs 

7II, «2 , 7^3. NP_U FLP. 

La somme 

Al A2. /i 1 4- A2 A3.712 -f-... -f- A /;-l A;; , rip-i -f- A;; Ap l̂ . Ilp 

ou k=p 

2 A ¿.A/,4-1. AZ A 
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des produits obtenus en multipliant chaque cliemin rec-
tiligne élémentaire par l'indice du milieu auquel il se 

rapporte sera un minimum parmi les sommes analogues 
relatives à tous les ensembles de chemins rectilignes 
élémentaires que l'on peut inscrire à la suite l'un de 
l'autre dans les milieux successifs, de manière à former 
un polygone continu allant du point Ai au point A^^ .̂ 

Remarquons d'abord que, lorsque deux points A et B 
sont transportés en A'et B'à la suite de déplacements 

Fig. 4. 

rectilignes ou curvilignes infiniment petits, on a, en 
négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur 
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aux déplacements, 

A / B ' — A B 4 - A A ' c o s A ' A B -H B B ' COSB^BA = O ) . 

Ce théorème étant rappelé, considérons la propriété 
énoncée. Elle sera évidemment démontrée si nous fai-
sons voir que, lorsque l'on déplace infiniment peu les 
points Ao, A3, . . . , Ap cliacun sur la surface de sépara-
tion à laquelle il appartient, de manière à les amener 

( ' ) Voici une démonstration élémentaire de cette proposition bien 
connue : 

On peut se borner à considérer le cas où AA' et BB ' sont r e c t i -
l ignes; car , lorsque AA' par exemple est curviligne, le r e m p l a c e m e n t 
de AA' par sa corde et de l'angle que nous avons appelé A ' A B , et 
qui est celui de la tangente en A à AA' avec AB par l'angle de la 
corde AA' avec AB, n'inlroduiL que des termes de second ordre que 
nous négligeons par Jiypolhèsc. 

Cela posé, {)rojeLons A ' B ' : 1° en A " B " sur le plan mené par A B 
parallèlement à A ' B ' ; 2° eu PQ sur A B ; menons d'ailleurs A" P et 
B " Q qui seront évidcnniicnl perpendiculaires à AB, nous aurons 

AP AA' cos A' A B AA" cos A" A B, 

BQ r . : - P,B' c o s B ' P> A BB" c o s B " B A 
el 

A ' B ' r ^ A " B " : 

mais , en prolongeant A " B " et A B jusqu'à leur rencontre en C, les 
deux triangles A " A C , IV'BC donnent successivement 

AC A" A cos A" A C H- A" C cos C, B C = B" B cos B" B C H- B" C cos C ; 

d'où, en re t ranchant membre à membre, 

A B A"A c o s A " A C — B " B c o s B " B C H- A"B" cosC, 

et c o m m e , d'après la relation 

s inA"AC 
sin C = AA" 

A" G 

G est infiniment petit du même ordre au moins que AA' et que BB' , 
on peut écrire 

A" B" — AB -f- AA" cos A" A C BB" c o s B " B A =r o, 
ou 

A' B' — A B -4- AA' cos A' A C - 1 - BB' cos B' B A — u, 

en négligeant toujours les termes d'ordre supérieur au premier. 
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respectivement en A'̂ , A'̂ . . . . , A'̂ , la somme 

Al Ao. fil -f- A.> A:i. /¿2 -i- A3 A4. /¿3 . . . 
-1- Ap_] A p. Jip-i -i- A ;̂ A p^ 1. /¿p, 

qui devient 

Al A2 . /Il -h A2 A3 . /l-2 -h A3 A 4 . ;i3 - } - . . . 
-i- iVp. iip-i -h Ap . /ip, 

conserve la même valeur aux infiniment petits près 
d'un ordre supérieur aux déplacements. 

Or désignons par A la difïérence entre ces deux 
sommes, c'est-à-dire l'expression 

A R= ( Al A'2 — Al A2 ) / m - ( A'2 A'3 — A . A3 ) N, 
-1 - (A3 A ; — A 3 A 4 ) N-S-I- . . . 

A'̂ ,— Ap_i Ap) 7îp-i-^{A'pAp+i— ApAp^i) njj. 

Appelons ¿̂  et/', les angles d'incidence et de réfrac-
tion lors du passage de la lumière du premier dans le 
second milieu, lo et / ^ les angles d'incidence et de réfrac-
tion lors du passage de la lumière du second dans le 
troisième milieu, eniin ip_i et les angles d'inci-
dence et de réfraction lors du passage de la lumière 
du (p — milieu dans l e N o u s aurons d'après 
le lemme établi ci-dessus et en négligeant toujours les 
infiniment petits d ûn ordre supérieur au premier, 

Al A2 — A l A2 — A2 A2 sin il, 
A2 A 3 — A2 A3 ^ — A2 A 2 sin ri -f- A3 A 3 si n 4 , 

A3 A4-— A 3 A 4 = — A3 A3 s i n r o - i - A4 A 4 sin 

A'p_^A'p —Ap-iAp-=^ — Ap^iA'p_i sin/>_2-4-A/;A;, sin/;;-!, 
A^ Ap^i — Ap Ap+i — — Ap A'p sin 7 > _ i . 

Ajoutons ces égalités membre à membre après avoir 
multiplié la première par n ,̂ la seconde par /z., la 
troisième par 723, . . . , la dernière par ^ nous aurons 
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d'abord, comme premier membredeJ'équation résultante, 
la diirérence Â  quant au second membre, si l'on a soin, 
eu l'évaluant, de grouper le terme positif du second 
uicmbre de chaque équation partielle avec le terme né-
gatif du second membre de l'équation partielle suivante, 
ce qui entraîne l'emploi de tous les termes, car la pre-
mière équation n'a pas de terme négatif et la dernière 
n'a pas de lerme positif, il prendra la forme 

A 2 A 2 ( 71 i sin il — no sin ) 
-f- A3 A3 ( n̂  sin ¿2 — n-i sin rg ) 

-4- \ sin — Up s i n ) ; 

mais '̂St, quel que soit A, l'indice de réfraction 

du (A 4- milieu par rapport au c'est-à-dire 

donc njc 
Ji/c sm i/, — sin /v, = o ; 

de là résulte que le second membre de l'équation résul-
tante est nul, et par suite qu'il en est de meme de A. 

Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que de la 
marche de la lumière à travers une suite de milieux 
homogènes successifs ayant chacun des dimensions finies 
et une dcnsilé particulière n'obéissant d'ailleurs à aucune 
loi. Le problème ainsi posé ne convient pas aux cas de 
la nature^ en réalité, on n'a à considérer qu'un seul 
milieu, non homogène et dont la densité, bien déter-
minée en chaqtie point, varie d'un point à l'autre et est 
une fonction en général continue des trois coordonnées 
.r, J , qui fixent la position du point du milieu auquel 
elle se rapporte. Les points pour lesquels la densité est 
la même appartiennent à une surface et ne constituent 
pas un volume ou un milieu. 
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L'indice absolu de réfraclion est également bien dé-

fini pour chaque point M de l'espace, mais varie d'une 
manière continue avec la position de ce point. 11 n'est 
autre que celui qui se rapporte au passage de la lumière 
du vide dans un milieu de dimensions finies, ayant partout 
la meme densité que le milieu considéré au point M. 
Enfin il existe des surfaces d'égal indice absolu de ré-
fraction, lesquelles coïncident avec celles d'égale densité 
et jouent le même rôle que les surfaces de séparation de 
deux milieux consécutifs. 

Quant à la marche de la lumière, il est évident qu'elle 
s'elfcctue non plus sur un polygone, mais sur une 
courbe, et que celle-ci, d'après le théorème que nous 
avons démontré en dernier lieu, jouit de la propriété 
d'être, parmi toutes les courbes qui joignent le point de 
départ A de la lumière au point d'arrivée B, celle qui 
rend minimum l'intégrale f 7ids^ où 5 est l'arc de la 
courbe compté à partir de A, n l'indice absolu de réfrac-
tion du milieu pour l'extrémité de ^ et qui s'étend depuis 
A jusqu'à B. C'est cette propriété que nous prendrons 
comme définition de la trajectoire lumineuse, et l'on va 
voir qu'elle conduit aisément aux équations différen-
tielles de cette courbe. 

§ I I . — E Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S 

DE L.V TILAJEGTOLLLE L U M I N E U S E . 

Soient AMB la trajectoire lumineuse allant de A en B 
et AM'B une courbe quelconque inliniment voisine ayant 
les mêmes extrémités. Considérons les valeurs de l'inté-
grale fnds définie précédemment : i" pour AMB, 

pour AM'B, et appelons / n d s et /n'ds' ces valeurs. 
D'après la définition même, / n d s étant plus petit que 
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toutes les valeurs de f/i^ds'̂  la diiîérenee 

/ n'ds' — fnds 

devra etre nulle en négligeant les infiniment petits du 
deuxième ordre. Évaluons donc cette diirérencc. 

Il s'agit, comme on voit, delà diiïérence de deux 
sommes^ or le moyen le plus simple, en pareil cas, con-
siste à faire correspondre à cliaque élément de la pre-
mière somme un élément convenablement choisi de la 
seconde, à prendre la diiïérence des éléments corres-
pondants et à faire la somme des résultats obtenus. As-

socions à l'élément de la première somme qui se rap-
porte h un point quelconque M de AB (fig- 5) l'élément 
de la seconde somme qui se rapporte au point M' de A M'B 
pour lequel l'indice absolu de réfraction est le même 
qu'en M ̂  nous aurons alors, pour la différence cherchée, 

fnids'—ds) 

ou, à un infiniment petit près du second ordre, 

f no ds, 

en représentant par la caractéristique o les différentielles 
totales relatives à des variations qui laissent 7i constant 
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et qui, par suite, correspondent à des déplacements effec-
tués d'une manière quelconque sur une surface d'égal 
indice absolu de réfraction. La condition qui définit la 
trajectoire lumineuse est donc 

(i) f nods — o. 

Mais j : , j , z étant les coordonnées rectangulaires 
d'un point du milieu et la caractéristique d représen-
tant toujours les différentielles relatives à un déplace-
menl effectué sur la courbe AMB, on a 

d'où 
^ , d,r ^ . dy ^ , dz ^ . rjds ~ —¡-odx-\—~ fj dy H ^ o dz ; 

ds as ' ds 

l'équation ( i ) prend dónela forme 

^ ^ C [ dx ^ , dy ^ . dz , \ 

que l'on peut, en intervertissant l'oi dre des différentia-
tions correspondant à d et à o dans chaque terme, 
écrire ainsi 
, ,. . r dx r dy -, r dz ,, ( 2 bis) j n — dox j n doy j n -- doz — o. 

Litégrons par parties; le premier terme donne 

r dx [ dx ^ y 7 I 11 —- d ox = \ n ~~r ox \ — / ox d.n —r-? J ds \ ds /o ds 

in ~ oj?^ étant la différence des valeurs de n —r \ ds / 0 ds ^ 
pour les limites des intégrales, c'est-à-dire pour les 
extrémités de la trajectoire lumineuse^ mais on a o . r = o 
à ces deux extrémités, puisque, lorsqu'on passe de AMB 
à AM'B, les extrémités sont conservées 5 donc 

/
dx r^ J dx 

il —r- dox ~ — I OX d.n -r- • ds J ds 
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On verrait de même que 

donc l'égalité (2 his) devient 

A, , d.r , , dv > , dz \ 
ox d,n + OJ - - 0. - - j o. 

Les didérentielles totales ox, oj , o j ne sont pas entière-
ment indépendantes, mais (dles ne sont liées que par une 
seule relation, celle (jui exprime que ces dillérentielles 
laissent /z constant et qui est 

()n ^ ùfi > ()n ^ 
— ox -- oy -1 — o ; 
Ox ()y Oz 

en tirant de cette relation la valeur de oz en fonction de 
ox et d(; ùy et la portant dans l'équation (3), on obtient 

/ àfi \ / On 
, dx Ox , dz \ rs I J dv Ov , dz 

X d.n -, ^— d.ii Y I ^Y d.n —, ^ d.n 
ds ùn ds I \ ds On ds 

^ \ ôz / \ Tz 

où dès lors ox et oy sont tout à fait quelconques en 
grandeur et en signe*, on voit par là que l'on doit avoir, 
en tous les points de la courbe, 

()// On 
J d/i O.r \ dz , dy Oy , dz 

( ) d./i -, d.n -J- ~ o, d.n — d.n --- =0; 
ds On ds ds On ds 

Jz Tz 

car, s'il en était autrement, on pourrait disposer de ox et 
de ùy de façon que les éléments de l'intégrale fussent 
tous de même signe, et l'intégrale ne serait pas nulle. 

Les conditions (4), que l'on écrit ordinairement sous 
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la forme d'uiie sui le de rapports égaux, 

J d.T T dy , dz 
d.n — d.n ~ d^n --, , J. as ds ds { 4 bis ) — = ^ = ——-, 

On On On 
ù,v ()y Oz 

sont les équations diiïérentielles de la trajectoire lumi-
neuse. Ces équations ne peuvent etre intégrées que dans 
des cas très particuliers; mais elles fournissent plusieurs 
résultats utiles que nous allons faire connaître. 

§ I I I . — P R O I ^ R I É T É S G É N É R A L E S DES T R A J E C T O I R E S 

L U M I N E U S E S . 

Ajoutons terme à terme les rapports (4 his, § II), après 
avoir eiï'cctué les diiférentiations indiquées et avoir multi-
plié les deux termes du premier rapport par , les deux 

termes du second rapport deux termes du 

troisième rapport par il viendra, pour la valeur com-

mune des trois rapports, 

\ ( T Y - ( T Y - ( i - ( t ^ T ^ f ^̂  T ^ ¥ ) \ dii J \ as / \ds / ^ \ ds ds ds ds ds ds / 
dfi dx On dy On dz 
Ox ds Oy ds ' Oz ds 

ou simplement à cause des relations 

ds J ' \dsj \ds J 
dx , dx dy . dy dz , dz 
-r d -r ~ d -y- d -J- — o. 
ds ds ds ds ds ds 

On dx On dy On dz _ dn 
Ox ds ' Oy ds Oz ds ds 
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Cela posé, on aura les trois équations 

<0 

d\ 
à il 

ds ^ 

d\ ('•£) ô,i 
ds - o y 

d\ ("S) du 
ÒS 

dont l'emploi simultané o fifre de grands avantages, mais 
qu'il ne faudrait cependant pas regarder comme distinc-
tes, car, en réalité, elles se réduisent à deux. 

Si l'on eiïectue enfin les diiïérentiations indiquées 
dans les équations (5), on trouve 1(ÎS relations suivantes 

1 bis ] 

I dn dx 
dx 

"^-ds 
ds 

_ dn 
\ 'ds ds 

dx 
"^-ds 

ds ~ dx ' 

J dn dv " î dn 
IFs ds 

d'-i ds dn dz d'-i ds dn 
, ds ds ' 4 - n — — ds 

qui se résument en une propriété géométrique élégante, 
donnant sur-le-cliamp tout ce que l'on connaît de gé-
néral sur les trajectoires lumineuses. 

On sait que ^ sont les cosinus des angles que 

la tangente positive à la courbe AMB fait avec les axes des 
coordonnées et qu'en appelant p le rayon de courbure, 

, dz ÎÎ? fi i^i 
ds ds ds — , . , ^ sont les cosinus des anales que ^ ds ^ ds ^ ds o 1 

la normale principale prolongée de la courbe vers le 
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centre de courbure fait avec Jes memes axes; donc les 

dn dx dn dy dn dz j premiers termes - r - r -ir-̂  —r y- des premiers 
^ ds ds ds ds ds ds ^ 
membres des trois équations (5 bis) sont les projections 

F i g . 6. 

respectives sur l'axe des x , sur l'axe des et sur l'axe 

des -S, d'une droite MT égale à ~ et dirigée suivant la 

tangente positive à la trajectoire lumineuse, et les se-
. dx J dy , dz d -r d -f- d -r 

T ds ds ds T conds termes ii ^^^ , n ~~ds~ 

bres des memes équations sont les projections respec-
tives sur l'axe des x^ sur l'axe des j " et sur l'axe des z, 

d'une droite MC égale à ^ et dirigée suivant la normale 

allant de la courbe au centre de courbure ; d'ailleurs les 

seconds membres ÎP ^̂ ^ équations (i bis) sont 

les projections respectives sur l'axe des x , sur l'axe 
des J et sur l'axe des ^ d'uue droite MN égale à 

et ayant pour cosinus directeurs 

On ôji 
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c'est-à-dire qui est dirigée suivant la normale à la sur-
face d'égal indice absolu de réfraction n = const. Cela 
étant, on conclut du tbéort^me fondamental des projec-
tions que la droite MN est la résultante géométrique 
des deux droites MT et MC, et par conséquent que le 
point M de la trajectoire lumineuse et les trois points T , 
N et C précédemment définis sont les sommets d'un pa-
rallélogramme qui, à cause de la perpendicularité de MC 
et de MT, est ici un rectangle. Ce théorème de Géomé-
trie équivaut aux trois équations (5 il montre im-
médiatement que le plan d'incidence TMN coïncide 
avec le plan osculateur TMC de la trajectoire lumineuse 
et que l'angle d'incidence TMN = i a. pour tangente 
TN __ MG __ 
T M — TIM ~ dn ' 

Ce dernier résultat 
n taiiii t — 
dn 

^•ds 

nous sera plus tard d'une grande utilité; on en déduit 
d'abord 

ds . dn •— = tan^i —• p 

et, en intégrant depuis l'origine A jusqu'à l'extrémité B 
de la trajectoire lumineuse. 

(2t ) rds r . dn 

Or deux cas sont à distinguer : la trajectoire peut 
être plane ou gauche. 

Dans le premier cas, l'intégrale J " — est évidemment 

l'angle que forment les tangentes à la courbe lumineuse 
en ses extrémités A et B, et par suite ce qu'on appelle la 
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réfraction totale qu'éprouve la lumière pendant tout 
son trajet. Ainsi l'évaluation de cette réfraction, qui est, 
en définitive, l'objet véritable du problème à résoudre, 
se ramène à celle de l'intégrale J^tang¿ 

Si la trajectoire lumineuse n'est pas plane, l'intégrale 

y^tangi quoique moins utile, a encore une significa-

tion remarquable. 
Supposons que les rayons lumineux considérés soient 

ceux qui émanent d'une étoile et que le milieu traversé 
par ces rayons soit l'atmosphère; menons par l'œil de 
l'observateur des rayons de la sphère céleste respective-
ment parallèles aux différentes tangentes à la courbe lu-
mineuse, depuis celle qui répond au point A jusqu'à 
celle qui correspond au point B; les extrémités de ces 
râ ôns seront les positions apparentes de l'étoile pendant 
le temps que la lumière émanée de l'étoile met à tra-
verser l'atmospiière ; donc le lieu de ces extrémités sera 
l'arc de courbe que paraîtra décrire l'étoile dans le même 

temps et l'intégrale J y sera ce que nous avons appelé 

la distance angulaire correspondant à cet arc de 
courbe. 

§ I V . — M O U V E M E N T DE LA L U M I È R E É M A N É E D ' U N E 

É T O I L E , A T R A V E R S L ' A T M O S P H È R E , DANS L E CAS OU 

LA D E N S I T É DE C E L L E - C I NE D É P E N D Q U E DE LA D I S -

TANCE AU C E N T R E DE LA T E R R E . 

Nous allons appliquer les résultats généraux qui 
précèdent à un cas particulièrement utile en Astrono-
mie, celui où il s'agit d'un rayon lumineux qui, émanant 
d'une étoile, c'est-à-dire partant du vide, arrive en un 
point de la surface de la Terre, après avoir traversé la 
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masse gazeuse appelée atmosphère. Nous supposerons, 
comme on le fait communément, que la Terre est sphé-
rique et que les surfaces d'égale densité ou d'égal in-
dice absolu de réfraction de l'atmosphère sont des 
sphères concentriques à la Terre ^ nous conserverons 
d'ailleurs les mêmes notations que dans ce qui précède. 
Cela posé, si nous prenons le centre de la Terre pour 
origine des coordonnées, n sera une fonction de 

les dérivées partielles ^ s e r o n t donc respecti-

vement proportionnelles ii x , z et les deux équa-
tions (4 his) de la trajectoire lumineuse deviendront 

que nous remplacerons par les trois suivantes : 

(i' 

dy dz zd.ji —; y d.n = o, 
ds ds 

, dz , dx 
xd.n -7 zd.n —r- ~ ^^ 

ds ds 

yd.n -j-\ ^ ds 
. dy 

- xd.n — o . 
ds 

Les premiers membres sont ici des différentielles 
exactes. En eifet, 

J dy J dz 
,d.n £ --yd.n ^ 

- dy dy dz , dz dz dy 
— d.nz — n — d.îiY -r n —^ 

ds ds ds ds 

^d 
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et (le même 

, dz 
X d.n — 

ds 
— zd.n 

dx 
ds 

^ d 
' / dz dxV 

ds)^ 

, dx 
— xd,n 

ds 
= d 

\ ( dx dy\~\ 

on peut donc faire immédiatement une première inté-
gration pour chaque équation et, en appelant C, Ĉ , G' 
des constantes arbitraires, on trouve les trois équations 
différentielles d 

1 

u premier ordre 
/ dy dz\ 

. y ' d i - ^ d s ) 

( 2 ) 
1 / dz dx \ 

= C' , 

/ dx dy\ 
= C" 

lesquelles, bien entendu, ne sont pas distinctes et se 
réduisent à deux. 

Ces dernières équations conduisent encore à une autre 
qui est en termes finis; on n'a qu'à multiplier la pre-
mière par X, la deuxième par j , la troisième par z et à 
ajouter membre à membre, ce qui donne 

On voit alors que l'on peut, en définitive, prendre 
pour les deux équations qui définissent complètement 
la trajectoire lumineuse Féquation en termes finis 

(a) G.r -t- C'y -i- C"z - - o, 

etl'une des équations difrérentielles du premier ordre 
l'équation 

(6) ds ^ ds 

par exemple. 
L'équation (<7) montre que le rayon lumineux se 

Ann. de Mathéniat., 3" série, t. VI ( Août 1887). 2 4 
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meut dans un plan passant par l'origine; ce plan n'est 
autre que le plan appelé ^vertical qui contient le rayon 
lumineux à un moment donné, au moment où il pénètre 
dans l'atinosplière ou lorsqu'il parvient à l'œil de l'ob-
servateur. 

L'équation [b) est également susceptible d'une inter-
prétation géométrique : en elïet, d'après une formule 
connue, j dx — x dj est la projection sur le plan des jrj^ 
du double de l'aire infiniment petite i/o- décrite par le 
rayon vecteur r de la trajectoire et par conséquent est 
égal au produit de ida: par le cosinus de l'angle co du 
plan de la trajectoire avec le plan des xj\ mais d<j est 
la surface d'un triangle ayant ds pour base et pour hau-
teur la perpendiculaire abaissée du centre de la Terre 
sur la tangente à la trajectoire, c'est-à-dire / sini ; donc 

ni y dx — X dy )— nr sin i cos (o, 

donc l'équation (6) peut s'écrire 

sin cos to — C", 
OU simplement ^ 

nr sin i — K, 

K étant une nouvelle constante. 
La constante K est facile à déterminer : si nous appe-

lons a le rayon de la Terre, n̂  l'indice absolu de ré-
lï action pour la couche d'air qui est en contact avec la 

surface de la Tern> et —Za Tangle aigu sous lequel le 

rayon lumineux vient fra])per la Terre, de façon que Za 
soit la distance zénithale apparente de l'astre après que 
la lumière émanée de Tastre a traversé toute l'atmo-
splière, il est évident que est la vahiur parti-
culière de 7z/'sin£ qui correspond à l'extrémité de la 
trajectoire; cette expression est donc égale à la con-
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s tante K et nous pouvons écrire 

( c ) n / ' s i n / /?.o sin^ii. 

Nous terminerons là ce qui se rapporte à la recherche 
de la trajectoire lumineuse. La détermination complète 
de cette trajectoire n'est pas, en effet, indispensable pour 
le but que nous voulons atteindre; ce qu'il importe de 
connaître, c'est le changement de direction subi par le 
rayon lumineux depuis le moment où il pénètre dans 
l'atmosphère, jusqu'à celui où il parvient à la surface 
de la Terre, c'est-à-dire ce que nous appellerons la ré-
fraction totale R. Or, la trajectoire lumineuse étant 
plane, comme on l'a vu plus haut, la réfraction to-
tale R est l'angle que forment les tangentes aux extré-
mités de cette courbe et par conséquent a pour valeur, 
d'après un résultat obtenu à la fin du paragraphe III, 

l'intégrale définie^tangi étendue deToiigine à l'ex-
trémité de la courbe lumineuse. C'est de l'évaluation de 
cette intégrale que nous allons exclusivement nous oc-
cuper dans ce qui va suivre. 

§ — R E L A T I O N S ENTRE L E S D I V E R S É L É M E N T S 

DE L ^ V I M O S P I I È R E . — T R A N S F O R M A T I O N S DE 

/', 'dn 
TE GR ALE D E F I N I E / TANGÍ 

L'évaluation exacte de l'intégrale définie ^tangi^^ 

ne peut être entreprise qu'après avoir mis celle-ci sous 

la forme jf cp( x ) J x , où ,r désigne la variable que l'on 

choisit pour fixer les diiiércnts points de la trajectoire 
lumineuse, une fonction bien déterminée de x , 
et Xq et X les valeurs partictilièrcs de x qui se rappor-
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tent aux extiéinilés de la courbe. Or, dans Télat actuel 
de nos connaissances sur la constitution de l'atmo-
sphère, ce premier pas est absolument impossible à fran-
chir, quelle que soit d'ailleurs la transformation que Ton 
fasse subir à l'intégrale. En effet, les différentes quan-
tités qui se rapportent à un point M de l'atmosphère 
sont, indépendamment du rayon vecteur r et de 
l'indice absolu de réfraction n déjà considérés, la den-
sité p, la pression p rapportée à l'unité de surface, la 
gravité c'est-à-dire Tattraction terrestre rapportée à 
l'unité de masse, ou bien encore, d'après ce que l'on 
démi)ntre enMécanique, l'accélération du mouvement des 
corps pesants dans le vide, la température T indiquée 
par le thermomètre centigrade et la hauteur baromé-
trique H-, elles ne sont pas reliées entre elles par un 
nombre de relations suffisant pour permettre d'exprimer 
les quantités dont on a besoin en fonction de celle 
d'entre elles qui est prise comme variable indépendante 
et qui fixe la position des différents points de la trajec-
toire lumineuse. La seule chose que Ton puisse faire, 
c'est de se servir des relations connues pour mettre 

tangi — sous différentes formes et de voir si, parmi ces 
formes diverses, il n'en est pas une qui, au moyen 
d'hypothèses permises et de restrictions convenables, 
permette d'évaluer l'intégrale tangi^^^, sinon exac-
tement, du moins avec une approximation suffisante 
pour les applications. 

Avant de rappeler les lois auxquelles sont soumises 
les quantités /', / / , p, T , H définies précédemment 
et auxquelles on donne le nom à'élchnetils de Vatmo-
sphere, il ne sera pas inutile de bien préciser le sens que 
nous donnerons à ees éléments. Deux d'entre eux, n etT, 
sont des nor.il>res abstraits d'après les définitions mêmes : 
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ils ne donnent donc lieu à aucune difficulté; les cinq 
autres seront aussi regardés comme des nombres abs-
traits, mais ces nombres n'auront rien d'absolu, ils ré-
sulteront de certaines conventions et de certaines pro-
priétés géométriques ou mécaniques. On sait qu'en 
Mathématiques il existe trois entités essentielles et irré-
ductibles : la longueur ou portion de droite, l'intervalle 
de temps, la masse d'un corps. On convifîut de remplacer 
une longueur, un intervalle de temps, une masse, pris 
chacun dans des circonstances bien déterminées et con-
nues, par des nombres arbitrairement choisis, de manière 
à fixer ce qu'on appelle les un if es de longueur, de 
temps el de masse; toutes les longueurs, tous les in-
tervalles de temps, toutes les masses, sont alors rempla-
cés par des nombres déterminés, car les rapports de 
deux longueurs, de deux intervalles de temps, de deux 
masses sont des nombres abstraits bien définis. Quant 
aux nombres représentant les autres éléments, nous les 
fixerons au moyen des égalités suivantes, que l'on em-
prunte à la Géométrie et à la Mécanique et qu'on dé-
montre être vraies pour tous les cas, dès qu'elles ont 
lieu dans un cas particulier. Le nombre qui représente 
une surface de forme rectangulaire est égal au produit 
des nombres qui représentent la base et la hauteur et le 
nombre qui représente un volume de forme prismatique 
est égal au produit du nombre qui représente la surface 
de la base par le nombre qui représente la hauteur. Si 
l'on fait osciller un pendule simple dans le vide, le 
nombre T qui représente la durée d'une oscillation, le 
nombre l qui représente la longueur du fil de suspen-
sion et le nombre g qui représente la gravité sont liés 
par la relation 
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Le nombre qui représente la masse d'un corps est égal 
au nombre qui représente le volume multiplié par le 
nombre qui représente la densité ; enfin le nombre qui 
représente le poids d'un corps est égal au produit du 
nombre qui représente la masse par le nombre qui re-
présente la gravité. 

Revenons maintenant aux lois qui régissent les élé-
ments de l'atmosphère, en supposant d'ailleurs ceux-ci 
préalablement évalués en nombre : ces lois sont au 
nombre de quatre et consistent en des relations entre les 
valeurs générales de r, /z, p, p, g, H des éléments de 
l'atmosphère et les valeurs particulières p', p', 

IT qui se ra])portent à un point déterminé M'. 

i" Loi OKS PUISS\NCJ:S RKI R I C T I V E S . — La (onction 
n~ — I de l'indice absolu de léfraction /z, appelée puis-
sance réjractive, est proportionnelle à la densité p; par 
conséquent on a 

ti^ — I p 

2" L O I DE ]NLVIIIOTTE. — Si en un point quelcon-
que M de ratmosphère on considère un volume 
d'air V répondant à une masse déterminée, ce volume, 
préalablement ramené à la température de o"", c'est-
à-dire remplacé par ce qu'il devient lorsque la 
température passe de sa véritable valeur T à la va-
leur o, est en raison inverse de la pression p. Or au 
volume V à la température T correspond le volume 

Y 

I H- m r température de o ,̂ m étant le coefficient 

o, 003671 de dilatation de l'air; donc le produit ^ 

est constant. Mais, Y répondant à imc masse constante, 
Vp est aussi constant : donc ——r— est constant, et ^ ' p ( I -H fn 1 ) ' 
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Ton a 

p p I -t- m T 

L O I DE LA GRAVITATION. — On sait qu'en appe-
lant cp l'attraction exercée par une masse égale à i sur 
une autre masse égale à i placée à une distance égale 
à I de la première, l'attraction exercée par la Terre, 
dont nous désignerons la masse par ¡JL, sur une masse 
égale à m placée en un point quelconque M de l'atmo-
sphère, est donc la gravité en M est ^ ; par suite, 
gr'̂  est constant et l'on a 

ic) on ( Z l \ " . 
\ r J 

L O I DES HAUTEURS BAROMÉTRIQUES. — Pour un 
corps incompressible, le poids est proportionnel au pro-
duit de la gravité g par le volume préalablement ramené 
à la température de o'\ Or la pression p est le poids 
d'un volume de mercure égal à H à la température T et 

par conséquent égal à ^ ^ température o", en 

appelant M le coefficient 0,0001-^9 de dilatation du mer-

cure; donc p est proportionnel à ^ ^ ; donc on a 

P H g I + M T ' 

Les relations (a) , (è), (c), (d) ont été établies en 
regardant les points M et M' comme tout à fait quelcon-
ques et sans fixer les unités de longueur, de temps et 
de masse. Or supposons d'abord que le point M appar-
tienne à la couche de l'atmosphère qui est en contact 
avec la Terre et soit dans ce qu'on appelle les conditions 
atmosphériques normales, c'est-à-dire celles pour les-
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quelles le thermomètre et le baromètre marquent 
simultanément zéro et o"\ 76, nous aurons d'abord 

o, et, d'après les expériences de Biot, 
_ I — 0,000588768. 

Prenons ensuite la longueur du mètre pour unité de 
longueur, la masse du mètre cube d'air pris dans les 
conditions atmosphériques normales pour unité de 
masse; et choisissons entin l'unité de temps de façon 
que la durée de l'oscillation du pendule simple dont le 
iil de suspension a i'" de longueur soit représentée par 
le nombi e TÎT; nous aurons sur-le-champ, en nous rap-
pelant ce qui a été dit plus haut pour la détermination 
des nombres qui expriment les différents éléments : 
1 ^ = 0 , 7 6 ; r' qui est le nombre de mètres contenus 
dans le rayon a de la Terre = 6366788, 
p' = I ; quant au nombre //, nous le trouverons en ob-
servant qu'il est égal à celui qui représente le poids 
d'un volume de mercure exprimé par 0,76 à o", ou, 
d'après les expériences de Regnault, à celui qui repré-
sente le poids d'un volume d'air io5i7,3 fois plus grand 
et pris dans les conditions atmosphériques normales, 
lequel poids est représenté par i; donc 

/ ? ' = O , 7 6 X I O 5 I 7 , 3 = 7 9 9 3 , 1 4 7 . 

Cela posé, les relations (a), ( ¿ ) , (c), {d) devien-
dront 

( 1 ) — » = 0 , 0 0 0 5 8 8 7 6 8 . p, 

( 2 ) p ^ 7993,ï47P(i ' ^ T ) , 

qui permettront d'exprimer quatre des sept éléments de 
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l'atmosplière en fonction des trois autres et d'eifectuer, 
en supposant que le point JVI soit un point de la trajec-
toire lumineuse, toutes les transformations que l'on peut 

faire subir à l'intégrale J^tangi ^ • Ajoutons, toutefois, 

que ces transformations nécessiteront encore la connais-
sance des valeurs des éléments pour l'extrémité B de la 
trajectoire lumineuse. Or, en supposant que le point M 
soit un point Mq d'abord quelconque de la couche qui 
est en contact avec la surface de la Terre, ce que nous 
exprimerons en mettant l'indice zéro aux lettres qui 
expriment numériquement les différents éléments, les 
équations (i), (2), (3), (4 ) deviendront 

NI — I = 0,000588768 po? 

/>o== 7993,i5po(r + mTo), 

^ ^ Ho I 

qui déterminent quatre des six nombres /?o, po? /̂ o? ^o) 
TQ, HO en fonction des deux autres ; si donc on prend 
pour MQ l'extrémité B de la trajectoire lumineuse, on 
voit que 72y— I, po,po pourront être considérés comme 
connus, car, B étant alors le lieu de l'observation, TQ 
et Ho seront donnés à l'aide du thermomètre et du ba-
romètre, au moment de chaque observation. 

Nous poserons, pour abréger, 

7993, 147 (H- '^To)^:: 

a et ¡3 étant des constantes connues, ce qui nous don-
nera 

no= v/i-4-2a, == 
po 
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puis, nous bornant aux relations qui nous seront utiles, 
nous écrirons 

V î o 
OU, plus simplement, 

p p p m T i-u 2a ^ , ^ -il ^̂  
Po pl) n-To 

V m posant 

, i-4-mT /l=:y/^^-2a¿¿, i> ~ u ^̂  ? I —mTo 

Po />0 
Ces dernières relations nous permettept de donner 

à rintégrale ^tangz '̂ ^̂ Ma forme qui doit en rendre 

l'évaluation approchée la plus simple possible. Choi-
sissons Ciîlle que l'on obtient cn exprimant i et 7i en 
fonction de u et ce qui rendra d'abord nécessaire la con-
naissance, pour ces deux variables, de leurs valeurs li-
mites, c'est-à-dire des valeurs qui correspondent à la 
limite inférieure et à la limite supérieure de l'intégrale 
ou encore à la couche supérieure de l'atmosphère et à 
la couche qui est en contact avec la Terre. Or, s'il s'agit 

de u=z ^^ on trouve immédiatement o pour la limite in-

férieure et I pour la limite supérieure; s'il s'agit de 

la relation ^ = i — m o n t r e que la limite supérieure 

esto et que la limite inférieure, que nous appellerons S, 

a pour valeur i — a ^ \) ~ ^ ^ y ^ en appelant D la hau-

teur de l'atmosphère, laquelle hauteur ne dépasse pas 

en sorte que 

5306738 -t- 75000 8688984 

est une limite supérieure de S. 
Observons maintenant que la valeur de n est fournie 
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par Téqualion 

qui, différentiee logaritlimiquement, donne 

dn a du 
n 1 -f- '2 a ¿6 

quant à la valetir de tang ¿, on la déduit de l'équation 

ẑr-sin i = /i() a sin Zâ  

que nous avons obtenue dans le paragraphe précédent, 
après une première intégration des équations diffé-
rentielles de la trajectoire lumineuse. Si l'on y intro-
duit les variables u et elle devient 

d'où l'on tire 

tane:« = 

. , s/1 ^ y. ^ Sin t = — ( I — 5 ) sm 
V̂ i -- 2a« 

\/i -L- 2a(i — 5 ) sin Za 

v̂  I-i- 2 a ^ u-f-2a (i — I - - - Sin^ Za I -j- 2 a 

et, en divisant haut et bas par cosz«, dans le second 
membre, 

v/i 2a (i — taniTi 
/1 -F- 2 a ^ I -f- ( I -h 2 a ) ( I — .v 

I -4- 2 a M 

Cela étant, on a, pour la réfraction cherchée, 

r .dn , r^ 1 — 5 K =z I tangí— = ay/i H-2a tang ¿̂í I 
^ '' Jo i^-^iy.uf 

(i-f- 2a)(l — 5)2 tang2^^ du. \ -h 2 a u 

Cette valctir de R est exprimée cn unités trigonomé-
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triques ; si on veut l'avoir exprimée en secondes, il faudra 
encore la diviser par sin i'' ou la multiplier par 206265 
et l'on aura finalement 

R = a y/i-f-2a.2o6265 tanĝ t̂ / ^ —~ 

X I - h I du. 

§ V I . — D É M O N S T R A T I O N DE Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S 

QUI F A C I L I T E N T LA DÉTERMINATION DE LA R É F R A C -

TION R . 

L'intégrale déiinie à laquelle nous sommes conduits, 
et où s est une fonction inconnue de u^ paraît pié-
senter encore de grandes difficultés; on peut cepen-
dant en avoir une valeur aussi approchée que l'on veut 
pourvu que tangz« soit suffisamment petit. Pour le 
montrer nous établirons d'abord quelques propriétés 
préliminaires : 

P R E M I E R L E M M E . — On a 

u ds —— - dv, a 

a et ^ ayant la même signification que plus haut. 

En effet, on sait, ou plutôt on suppose, que l'atmo-
sphère est en repos relatif par rapport à la terre sous 
riniluence de l'attraction de celle-ci, ce qui revient à 
dire qu'elle est en repos absolu sous l'influence de son 
poids. Or la condition d'équilibre d'une masse gazeuse, 
pour laquelle en chaque point M l'unité de surface sup-
porte la pression p et l'unité de volume est soumise à 
l'influence d'une force extérieure F , s'exprime par la 
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condition 
5/? = S, F, 

cn représentant par la caractéristique S les différentielles 
totales relatives à un déplacement infiniment petit quel-
conque du point M et par la caractéristique ^e les tra-
vaux élémentaires pour le même déplacement-, mais, dans 
le cas particulier de l'atmosphère, F a pour grandeur 
le poids de l'unité du volume, c'est-à-dire le produit gp 
de la gravité par la densité et pour direction celle du 
rayon vecteur prise en sens contraire, de sorte que 
CE^F =— gp dr : donc la condition d'équilibre devient 

^P = — gpor, 

laquelle entraîne comme cas particulier 

dp gp dr, 

en désignant toujours par la caractéristique d les diffé-
rentielles relatives à un déplacement infiniment petit 
effectué sur la trajectoire lumineuse. 

Introduisant dans cette dernière équation //, r, 5 à la 
place de p, /?, il vient 

PqcIv = as, 

et, à cause de gr- = a^, 

uds = ~^dv 
po« 

ou, d'après ladéfinition de 

u ds =Z — ^ dç. G. Q. F. D. a 

Remarque. — La propriété précédente conduit immé-

diatement à la valeur exacte de l'intégrale définie Ç s du 
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et à une limite supérieure de l'intégrale définie 

X s'̂ du., qui nous seront utiles. 

En effet, en intégrant par parties, on trouve 

jr sdu=(us)\— f uds= f ^ dv = ~ 
0 Js Jo ^ ^ 

et 

i s^du — 2 i su ds = 1 - f s dv 
Jo Js ^ Jo 

a 

. 1 1 . T H- w 1 mais la relation r — u montre que est tou-i-f-mlo ^ 
jours plus petit que u, car, la température T s'abaissant 
à mesure qu'on s'élc^ve dans l'atmosphère, on a 

I -i- mT < I -h /nTo, 
donc 

o /»o 
/ Vds< l Uds^-^ = 

Jo '' Jl ^ 

donc 

j f Ŝ du < 2 (^ly ou j f S^du = 20 )'> 

0 étant un nombre compris entre o et i. 

D E U X I È M E L E M M E , — L'expression 

I -t- 2 a 
OU la suivante 

I -T- 2 a — (I -i- 2a)(i — .Vy 

est toujours positive pour toutes valeurs de sde o à S, 
et pour les valeurs correspondantes de u. 
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Puisque est toujours plus petit que M, il sera établi 

que 

I —(i 2a)(i — s'f 

est positif, si nous démontrons qu'il en est ainsi de 

I -h — ( I 4 - 2 a ) ( i — 5 ) 2 . 

Or cette fonction est nulle pour 5 = 0, car alors v = î : 
il sufiit donc de faire voir qu'elle est croissante avec J, 
ou que sa dérivée par rapport à 5 

d v oc 
2 a - - -i-2(1-h 2 a ) (i — 5) ou 2 ( 1 - 4 - 2 a ) (i — 5)—2 p 

est positive; par conséquent, que l'on a 

S ifr 
a 

OU, en remplaçant a et ,3 par leur valeur, 

M/'.294384 ^^ < io^7993i5( i-i- mTo)2(n-MTo). 

Mais, dans les applications à l'Astronomie, on sup-
pose toujours 

o,f)3 < lîo < — 3o < To < 5o, 

ce qui donne 

0 , 8 2 8 9 4 < i , o 3 8 2 , 

0 , 8 8 9 8 7 • :: (I H- mTo)< I ,i83G, 
<>5 994^3 - ' I - - ^̂ ïTo ) < Í ,00895, 

et 
H 

1 , 9 1 8 6 4 9 3 < lo.i; — ~ < 0 , 0 1 6 2 2 8 1 0 , 
0 , 7 6 

1 , 9 4 9 3 2 6 6 < l o g ( f -i- 7 n T o ) < 0 , 0 7 3 2 0 6 0 , 

7 , 9 9 7 6 6 1 6 < Iog(i MToX 0 , 0 0 3 8 6 9 6 . 

En remplaçant, dans le premier membre de l'inégalité 
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qu'il s'agitele vérifier, u, par leur valeur maxima, 

c'est-à-dire v par a-i-D = 64417^8, zt par i , ^ i ^ p a r 

1 ,0882, puis, dans le deuxième membre, i - h mTo, 
1 -f- MTo par leur valeur minima, c'est-à-dire i + 
par 0,88987, et i -f- MTo par 0,99463, afin de se placer 
dans le cas le plus défavorable, qui est celui auquel il 
suffit d'avoir ^gard, on voit que tout se réduit à vérifier 
l'inégalité 

6441788.294384.1,O382 < I o ' . 7 9 9 3 1 5 . o , 8 8 9 8 7 . o , 9 9 4 6 3 

ou 
1 0 2 . 6 , 4 4 1 7 8 8 . 2 , 9 4 3 9 . 1 ,O382 < 7 , 9 9 8 1 5 . 8 , 8 9 8 7 . 9 , 9 4 0 3 

ou, a fortiori^ 

io2.6,4418.2,9439.1,0882 < 7 , 9 9 8 1 . 8 , 8 9 8 7 . 9 . 9 4 6 8 . 

Substituant à cette inégalité, l'inégalité logarithmique 
correspondante et observant que : 1® 

/ . 6 , 4 4 i 8 == 0,8090072 

^.2,9489 — 0,468928i 

/ . I , 0 8 8 2 — 0,0162810 

ce qui d o n n e . . . 8 ,2942118 

pour le premier membre de la nouvelle inégalité, et, 

^•7,9931 0,9027152 

2 / . 8 , 8 9 8 7 == 1,8986532 

/ .9,9468 == 0,9976616 

ce qui d o n n e . . . 8,7990800 

pour le second membre, on voit que l'inégalité loga-
rithmique est satisfaite et, par suite, que l'inégalité pri-
mitive l'est aussi. {A SuisTC.) 
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SOLUTIÔ ^ DE lA QUESTION DU CONCOURS D'ADMISSION 
A L'ÉCOLE NORMALE (1886); 

PAR M. R. DE GRÈS, 
Ingénieur civil. 

On considère les courbes du troisième degré C, 
représentées par Véquation 

(1) x'̂ -y a'̂ x = X, 

oii \ désigne un paramètre variable : 
Démontrer quil existe deux courbes de cette 

espèce, tangentes à une droite quelconque D du plan 
ayant pour équation 

(2) y = z m x ^ p , 

et calculer les coordonnées (a, (a', des deux 
points de contact M et IVL. 

Pour qu'une courbe C touche la droite D en un point 
dont l'abscisse est x\ il faut et il suffit que l'équation 

mx -̂̂ px'̂ -̂ - a'̂ x — X = o, 

aux abscisses des points communs à la courbe et à la 
droite, ait pour racines 

> 

ce qui, en vertu des relations entre les coefficients et 
les racines, s'exprime par les relations 

(3) Zmx'^-v-'?.px'a'^^ o, 

( 4 ) m ; 
Ann. de Mathémat., 3« série, l. VI (AoiU 1887). 25 
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L'équation (3) donne pour x̂  deux valeurs réelles ou 

imaginaires, à chacune desquelles répond une valeur 
de A fournie par la relation (4). 

II y a donc deux courbes C tangentes à la droite D et 
les coordonnées des deux points de contact M(a, ¡3), 
M'(a', ¡3') sont données par les formules 

— P — omcv^ ; — ^ , 

'n O o.p-^-sJp'—3 y (Gj ^^ — m'x-^ p^ 

(5') — p— 

3 m 
ip — — 3 ma^ 

3 

2® Distinguer les droites D pour lesquelles les deux 
points M et i\r sont réels des droites pour lesquelles 
ils sont imaginaires. Examiner pour quelles positions 
de la droite D les deux points M et IVr viennent se con-
fondre en un seul, et trouver, dans ce cas, le lieu décrit 
par le point de contact. 

Les points M et M' sont confondus lorsqu'on a 

(j) />•-—3ma-—o, 

c'est-à-dire lorsque la droite D a une équation de la 
forme 

y == mx àz a ni ; 

mais cette droite enveloppe l'hyperbole 

( 8 ) 4 '̂y 3 a- — o ; 
et l'équation aux abscisses des points communs à cette 
hyperbole et à la droite (i) montre que cette droite ( i ) 
coupe riiypcrbole ou lui est extérieure suivant que 
l'expression p- -?>ma- est positive ou négative. J3onc 
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les points M et M' sont réels et distincts, confondus ou 
imaginaires suivantque la droite D coupe l'hyperbole (8), 
la touche ou lui est extérieure. 

Lorsque les points M et M' sont confondus, les valeurs 
(5) et (6), (5') et (6') se réduisent à 

et il sufiit d'éliminer p et m entre ces relations et la con-
dition (7) pour avoir l'équation 

3 ai o, 

du lieu décrit par le point de contact^ c'est une hyper-
bole équilatère rapportée à ses asymptotes. 

Connaissant les coordonnées (ol^ p) rlu point de 
contact M d'une courbe C avec une droite D, trower 
les coordonnées (ol\ ¡3') du second point de contact 
i\r situé sur D. Construire la courbe décrite par le 
point M' lorsque le point M décrit la droite 

( 9 ) p = 

Les abscisses a et a'étant les racines de l'équation (3), 
on a 

I I 1 1 _ 3/?I 

a a' "" ' a a' a-

et, en portant ces valeurs de m et de p dans 

ma-)-/>, = m a'-!-/>, 

on obtient les relations 

d'où l'on déduit, soit 

( 1 0 ) 3i • ' 3 a 
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soit 

Enfin, il suffit de porter ces valeurs de a et de ^ dans (9) 
pour avoir Féquation 

i S x ^ y ^ - h -h l y a ^ x y -i- -h o, 

du lieu que décrit le point M' lorsque le point M par-
court la droite (9) (nous avons mis o: et au lieu de a' 
et C'est une quartique dont la construction n'offre 
aucune difficulté, puisque l'équatiou est du second degré 
soit par rapport à x , soit par rapport à y . On peut aussi 
se servir des expressions (10), après y avoir remplacé ¡3 
par la valeur (9), pour construire la courbe qui est 
unicursale. 

MM. Chambón et Barisicn ont aussi envoyé des solutions de cette 
question. 

SOLUTION DE LA O l E S T i O X DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQIE 
DONNÉE AU CONCOURS D'AGRÉGATION DES SCIENCES 
MATHÉMATIQUES ( 1 8 8 6 ) ; 

P A R M . B A R Î S I E N , 

Capitaine d'infanterie. 

Étant donnés dans un plan une dj'oite D , un point O 
sur cette droite et une droite D', on demande : 

De former Véquation générale des coniques qui 
touchent la droite D au point O et qui ont la droite D' 
pour directrice; 

De montrer que deux de ces coniques passent par 
un point quelconque P du plan. Déterminer la région 
oii doit se trouver le point P pour que ces deux courbes 
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soient réelles y et., dans ce cas.^ en reconnaître le genre; 

3° Les deux coniques du faisceau considéré, qui 
passent en un point P, 5e coupent en un second point P̂  ; 
calculer les coordonnées du point P' en fonction de 
celles du point P -, et^ en supposant que le point P décriv^e 
une ligne C, trousser quelle doit être la forme de 
Véquation de cette ligne pour que le point P' décrive 
la même ligne. 

I. 

Prenons des axes de coordonnées rectangulaires, l'ori-
gine étant au point O {fig- i) et Taxe des x étant la 
perpendiculaire abaissée de O sur la droite D'. 

Fig. I . 

Appelons a la distance OA du point O à la droite D' : 
cette quantité a sera toujours positive si Ton a soin de 
diriger la partie positive de Taxe des x du côté de D'. 

Soit aussi m le coefficient angulaire de la droite D, 
qu'on peut toujours supposer positif en choisissant con-
venablement le sens positif de l'axe des y. 

Les axes de la conique sont dès lors parallèles à O x et 
Oy ] d'ailleurs la conique est tangente à la droite D au 
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point O -, son écjuation est donc de la forme 

(i) ^ - + - = 

A et C étant des paramètres variables. 
Il reste à exprimer que la conique a pour directrice 

la droite D^ Si a et ¡3 sont les coordonnées du foyer F 
correspondant, l'équation de la conique pourra aussi 
s'écrire 

OU, en développant, 

( '2) ¿ R 2 ( , _ 2 ( A — X A ) A^J^-F- A2-F- O; 

ridcntiiication des équations (i) et (2 ) donne, entre les 
cinq paramètres a, p. A, A et C, les quatre relations 

] a - f - B m = A a . 
( 3 ) < 
^ ^ I = 

[ AX=A-C. 

Les trois dernières donnent a, ¡3 et 1 en fonction de 
A et C, et, en portant ces valeurs dans la première, on 
trouve 

I I A ( M 2 - I - I ) 
(4) G A 4a(Am -i- a) 

L'équation générale demandée est donc, en fonction 
du paramètre variable A, 

( 5 ) = 

R E M A R Q U E . — Si Von élimine k entre les deux pre-
mières relations (3), on obtient l'équation 

( 6 ) a 2 - f - p 2 _ _ a a — rt/np = o , 

(jui montre incidemment que le lieu des foy ers des co-
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niques de l'énoncé est un cercle passant parles points O, 
A et par le point d'intersection E des droites D et D'. 

IL 

Soient X, Y les coordonnées d'un point P du plan. 
Nous aurons alors, pour déterminer les coniques (5) qui 
passent par ce point, l'équation 

I ( x^ + Y^ ) + + m X - Y = o. 

Celte équation du second degré en A, développée et 
ordonnée par rapport à A, devient 

I i) Y2-h iam(?n\ — Y)] 
( 7 ) <1 - f - 4 « A [ m ( X 2 H - Y 2 j - f - a ( 7 ? z X — Y ) ] 

Si A' et M sont les deux racines, on les portera 
dans (5), et l'on aura aiusi les équations des deux co-
niques passant par le point P. 

Pour que les deux valeurs de A soient réelles, il faut 
avoir 

[ X 2 + Y 2 ) -I- A ( - Y 

— (X2-+-Y2)[(/n2-|-i) Y2-^ :\am{mX—Y)]lo, 

inégalité qui se réduit à 
{ ( Y — M X ) [ ( X 2 - F - Y 2 ) ( M X - I -

Le facteur placé dans la première parenthèse repré-
sente la droite D; quant à la seconde parenthèse, il est 
facile de voir qu'elle représente une strophoïde oblique 
ayant le point A pour point double et la droite 

X -r- Y — 2 am = o 

pour asymptote; elle passe en outre par le point O où 
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elle touche la droite D et rencontre son asymptote à 
l'intersection des droites D et D'. 

Il est à remarquer que la droite D et la strophoïde 
forment l'enveloppe de toutes les coniques (5) . 

La région du plan, positive par rapport à la strophoïde, 
négative par rapport à la droite D, ou inversement, néga-
tive par rapport à la strophoïde et positive par rapport 
à la droite D, sera telle que les coordonnées des points 
de cette région vérifient l'inégalité (8). Donc, quand le 
point P sera dans ces régions, les deux coniques passant 
par ce point seront toujours réelles Dans les autres 
parties du plan, les coniques seront imaginaires. 

Il reste à voir ce qui arrive lorsque le point P sera, 
soit sur la droite D, soit sur la strophoïde. Les deux 
valeurs de A seront alors confondues en une seule 

m ( X 2 -f- Y 2 ) -4- a ( m X — Y ) 

La conique répondant à cette valeur sera une conique 
double. 

1° Si le point P est sur la droite D, on a 

Y = m X , et A devient 

m 

En portant cette valeur dans (5) , on trouve que la 
conique double passant par P se compose des deux 
droites 

{y — mx^^ymx—ïam = o. 

La première de ces droites est la droite D elle-même. 
Quant à la seconde, elle ne passe évidemment par le 

C ) Les régions où doit se trouver le point P pour donner des 
coniques réelles sont marquées sur les figures par des hachures. 
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point P que lorsque celui-ci est à l'intersection de D 
ctD'. 

Si le point P est sur la stroplioïde, on a 

( X 2 - + - Y 2 ) ( m X Y - - 4 - a 2 ( m X — Y ) = o, 

et A devient 
A = 

m X -h Y — 

Nous verrons tout à l'heure le moyen de distinguer 
la nature de la conique double passant par un point de 
la strophoïde. 

Étudions la nature des coniques passant par un point 
quelconque P. Le déterminant A de ces coniques est 

_ I __ [( A /?l -f- 2 a -f- A2 ] ^ 
ÂG " " " 4 a A 2 ( A m - + - a ) ' 

donc, puisque a est positif, la conique est une ellipse 
ou une hyperbole, suivant que l'on a 

Si A' et h!' sont les deux racines de l'équation (7) , 
nous avons 

^̂ ^ ~ (m2-f-i)Y2H-4am(wX-Y) 

(10) A-hA _ 

Le dénominateur commun de A'A'' et (A'-f- S!') repré-
sente une para*bole tangente à la droite D en O, ayant 
son axe parallèle à l'axe des x et qu'il est facile de con-
struire. 

Le numérateur de (A'-f- Ès!') représente un cercle tan-
gent également à la droite D au point O et de rayon 

2 m 

La nature de chacune des coniques répondant à K! 
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et A" esl indiquée par le signe des quantités 

A ' / ? i - f - a , A" m - i - a . 

Remarquons que le produit de ces deux quantités est 

( A'm a){A"m -f- a) = A'A"m^-^ ain{A'A")-h a^ 

En vertu des relations (9) et (10), ce produit se 
réduit à 

ce qui indique que son signe est le même que celui 
de A'A^ 

Si donc A' et A!' sont de même signe, les deux co-
niques sont du même genre ^ si, au contraire, A'et A'' 
sont de signes diiïerents, les deux coniques sont de 
genres différents. 

Examinons d'abord le cas où A et A!' sont de 
même signe. Il en résulte l'inégalité 

(/n2-Hi)Y2-f- 4a7?i(mX —Y) > 0 , 

qui exprime que le point P se trouve dans la région 
positive de la parabole. A' et A", étant de même signe, 
peuvent être, ou tous deux positifs, ou tous deux né-
gatifs. 

Si A' et A" sont tous deux positifs, on a en même 
temps 

A' « i a > o, A" m - r - a > o. 

Les coniques correspondantes sont, par suite, deux 
ellipses, et alors, à cause du signe de (A^H-A''), on a 
l'inégalité 

m ( X 2 + Y 2 ) -f- a ( m X — Y ) < o, 

Dans ce cas, le point P est à la fois dans la région 
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positive de la parabole et dans la région négative du 
cercle. 

Si A' et h!' sont tous deux négatifs, et si en même 
temps 

A'7?i H- a < o, Â m -h a < o, 

les coniques correspondantes sont deux hyperboles et 
Ton a 

Y 2 ) -+. a{mX — Y ) > o. 

Le point P se trouve alors à la fois dans les régions 
positives de la parabole et du cercle. 

Mais il peut aussi arriver que, outre les inégalités 

A ' < o , A ' ' < o , 
on ait encore 

A'm-T-a]>o, A'^m-ha^o. 

Les coniques sont alors deux ellipses. En divisant 
ces deux inégalités respectivement par les quantités né-
gatives A' et P '̂ et ajoutant membre à membre, il vient 

i m <i o, 

c'est-à-dire, en tenant compte des relations (9) et (lo)? 

m ( X 2 - i - Y 2 ) — a ( m X — Y ) < o. 

Le premier membre de cette inégalité représente un 
cercle symétrique par rapport au point O du cercle déjà 
considéré. Si donc le point P est à l'intérieur du cercle, 
ce qui arrive pour la boucle de la strophoïde, les deux 
coniques sont des ellipses. 

Soit maintenant le cas où A' et A!' sont de signes 
contraires. Alors 

( , ) Y 2 H - 4 a m ( ^ n X — Y ) < o, 

ce qui indique que le point P est dans la région néga-
tive de la parabole. 
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Les deux coniques sont dans ce cas, Tune une ellipse, 
l'autre une hyperbole. 

Revenons au cas où le point P est sur la strophoïde : 
nous avons vu qu'alors la valeur double de A était 

~ m X + Y — 3 a m ' 
d'où 

. (xf/nX-hY — am) Am-\- a= — TT r • 

Si donc on trace les deux droites parallèles 

m X Y — ^ a m = o, 

mX-hY— am = o, 

on voit que, si le point P est sur la portion de strophoïde 
située entre ces deux droites, (Azn -f- a ) est négatif; la 
conique double est alors une hyperbole. Sur le reste de 
la strophoïde, la conique double est une ellipse. 

Si le point P est à l'intersection de la strophoïde et 
de la droite 

m X - f - Y — ^ a m = o, 

la conique est une parabole double. 
Si le point P est à l'intersection de la strophoïde et 

de la droite 

m X -f- Y — 3am = o, 

c'est-à-dire au point double, on a 
km a — o, 

d'où 

L'équation (5) de la conique devient dans ce cas 

7 - = o, 

de sorte qu'au point double les deux coniques sont 
représentées par la droite quadruple axe des x. 
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Il est du reste facile de voir que, lorsque le point P 
sera sur l'axe des x . Tune des coniques sera la droite 
double axe des x . 

Voyons ce qui se passe lorsque le point P est sur la 
parabole. Alors 

I) Y 2 4 - 4 a w ( 7 ? i X ~ Y ) = o ; 

il en résulte 

c'est-à-dire que la conique A' est la parabole elle-même. 
Quant à la conique on a 

a (m2-f-i)Y2 
m(;X2-f-Y2)-i-a(mX —Y) 

Donc, pour la portion de parabole située à l'extérieur 
du cercle, la conique k!' est une hyperbole; pour la 
portion de parabole située à l'intérieur du cercle, cette 
conique est une ellipse. 

La discussion que nous venons de présenter est tout 
à fait générale^ elle ne préjuge rien sur les situations 
respectives de la strophoïde, du cercle et de la parabole. 

Pour voir comment sont situées ces courbes, cher-
chons d'abord les points d'intersection de la droite 

m X -h Y — 3 am = o, 

avec la strophoïde 

( X 2 + Y 2 ) ( m X - + - Y — 2 a w ) - i - a 2 ( 7 ? i X — Y ) = o. 

Cette dernière équation devient, en tenant compte 
de la première 

7n(X2+Y2) + a ( w X - Y ) = 0. 

Par suite, l'équation homogène du second degré repré-
sentant les droites joignant les points d'intersection à 
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rorigine est 
3/n2(X2-4- Y2) -f- Y2=: o, 

cVoù 

(CI) 

Les deux points d'intersection sont donc cliacun sur 
une des deux droites (i i) passant par 1 origine et éga-
lement inclinées sur les axes. 

Voyons comment se coupent la stroplioïde et le cercle. 
Leurs équations sont 

(X2 -h Y 2 ) ( m X -f- Y — 2ani) = aHY — m\) 
/??(X2-t-Y2) = a {Y — mX). 

En les divisant membre à membre, on trouve 

m X H- Y = 

ce qui indique que le cercle et la stroplioïde se coupent 
sur cette droite. 

D'autre part, les équations du cercle et de la para-
bole étant 

m(X2-i-Y2) = a(Y ~ mX). 
(/?i2-|- i) Y2 = 4 a m ( Y — m\), 

on a, en multipliant en croix, 

4 m 2 ( X 2 ^ - Y2) 

ce qui n'est autre chose que l'équation (i i). 
On trouve aussi facilement que la strophoïde et la 

parabole se coupent sur la droite 

m X -f- Y = 3 am. 

11 faut donc conclure de là cette propriété remar-
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quable, que la sLrophoïde, la. parabole et le cercle ont 
pour corde commune cette dernière droite, 

11 est facile de voir, de plus, qu'en leurs points d'in-
tersection la parabole et la strophoïde sont tangentes. 

L'équation (i i) montre que : 

Si ces courbes se coupent en des points réels 
v/3 

F i g . 2. 

Si m elles ne se rencontrent qu'en des points 

imaginaires [fig- 3)^ 

Si m = ces courbes sont tangentes {fig, 4)-
/ S 

JNOUS indiquons sur trois figures différentes ce que 
deviennent les régions réelles et imaginaires et la nature 
des coniques dans ces trois cas. 
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Pour construire facilement chacune des courbes, stro-

phoïde, parabole et cercle, cherchons les ordonnées 
de ces courbes aux points où elles rencontrent Taxe 
des j)̂ . 

Fig. 3. 

L'ordonnée positive de la strophoïde est 

Y^ = a/j H- am. 

Pour la parabole, on a 

Yp = 
4 am 

enfin, pour le cercle, 

Il est facile de voir que, quel que soit m, on a tou-
jours 
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tandis que l'on a 

v/3 
et 

si m < — . 
v/3 

Pour nt=: —, on a 
s/3 

Les ti'ois courbes sont alors tangentes au point 

ï ' i i î . 4 . 

Rappelons ici le tracé géométrique de la strophoïde. 
On mènera par le point O une droite rencontrant en I 
la droite 

m X -4- Y = a77i, 

on prendra sur OI et de part et d'autre de I 

Les points M et M' appartiendront à la strophoïde. 
Ar}n. de Mathémat., 3° série, t. VI. (Août 1887.) ^^ 
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11 faut aussi remarquer qu'aux deux points où la 
strophoïde coupe l'axe des la tangente est parallèle à 
l'asymptote. 

m . 
Nous avons vu que les valeurs A' et A'' répondant aux 

deux coniques passant par le point P de coordonnées X 
et Y sont fournies par l'équation (7) . 

Les équations de ces deux coniques sont 
/ r^ 
1 Y' 'T^ — " 

( 11 '1 i t-2 
" " ~ " " 

Comme ces deux coniques sont tangentes à la droite I) 
en O, elles n'ont que deux autres points d'intersection, 
le point P ( X , Y ) et le point P'dont nous désignerons 
les coordonnées par X, et . 

En retrancliant l'une de l'atitre les équations (12), 
on obtient 

V 1 I 
G ' ~ TY' 

ce qui indique que les droites OP et OP' sont également 
inclinées sur les axes. Or, d'après la relation (4), on a 

I _ 1 . V ( m ' - ^ - r - i ) 

C ~ ' 4 « A' m ^ a ) ' 
l l jV{771--{-1) 

r/ ^ V ~ \ m — a ) ' 

d'où l'on déduit 
4 ( A ' / / - f - RT ) ( A " M - f - A ) — ( 2 -H I ) A ' A " ~ f ' _ / ^ ' 

G ' ~~ C ? " " \ V " " Â ? 4 ( A ' 7n H- a ) ( A " 7?i H- a ) 

Mais nous avons déjà vu que 

( \'m --- a H a) = 
-J — 1 ^ ) 
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donc 

G' (7 VA' A ' / Y ^ » 

et, en effet, les droites OP et OP' ont bien pour équa-
tions 

^ Y 

Celle de OP étant 
Y 

on a, pour celle de OP', 
Y 

Cherclions l'abscisse du point P' d'intersection de cette 
droite avec la première des coniques (lii), par exemple, 
il viendra 

X m ( X - h Y ) 

A' G' mais 
X2 Y2 
A G 

Donc l'abscisse x , qui est justement X j , est, en fonc-
tion de X et Y , 

/ \(mX^\) 
^ ^ ^ ^ m X - Y ' 

^^^^ I Y ( m X - 4 - Y i 

On en déduit les deux relations 

. Y? _ Y2 

(r-i) X f - X ^ ' 
( m X i - f - Y i = w X - h Y. 

Par suite, si l'on considère l'équation des courbes de 
la forme 
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étant une constante, ces courbes seront à la fois le 

lieu des points P et P'. 
Il est à remarquer que les valeurs de X, Y^ sont in-

dépendantes de a. 
On peut observer aussi que l'équation de la droite PP' 

est 
y-h mx = Y-h mX, 

ce qui indique que la droite P F est parallèle à Tasym-
ptote de la strophoïde. 

Remarque. — Considérons le cas où m = o. L'équa-
tion (7) devient alors 

Dans ce cas, l'axe des x représente à la fois le cercle 
et la parabole. La condition (8) devient 

Y2(X2+Y2-a2)<o, 

de sorte qu'il faut que le point P soit à Tintérieur 
du cercle de rayon OA {fig. 5) pour que les deux co-

Fig. 5. 

2 

niques passant par ce point soient réelles. Ce seront tou-
jours deux ellipses, car avec m = o on a a=z a.̂  
quantité toujours positive. 
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IV. 

Dans le cas particulier de m = oo, les formules géné-
rales sont en défaut. Il faut alors traiter directement la 
question. 

L'équation générale des coniques tangentes à l'origine 
à l'axe des r est 

Â ^ G = 

Le foyer est sur l'axe des x à une distance a de l'ori-
gine, de sorte que l'équation de ces coniques peut aussi 
s'écrire 

identifiant ces deux équations, nous avons les relations 

A ( I — G = 2 ( À A — A ) , 

En éliminant a et X entre trois équations, on trouve 
sans difficulté 

(A-4-2a)2 

L'équation générale des coniques est donc 

Les deux coniques passant par un point P ( X , Y) sont 
donc déterminées par l'équation en A 

A2(Y2-f-4aX)-4- 4Aa(X2-+-Y2-f-aX)-f-4a2(X2_f-Y2) = o, 

d'où 

A ^ A - Y 2 - ^ 4 a X ' " Y 2 - ^ 4 a X ' 

Les déterminants A' et des coniques répondant à 
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iV cl A'' sont donc 

A ' C 4 A A ' 2 ( A ' - F - A ) 

I 
A ' X ' ~ I A X ^ ^ I X ^ - I - A Y 

par suite 
y J^T ^ ) 2 

1 6 A 2 A'^ A " 2 ( A ' - 4 - A ) ( A " M - a) 

et 

A'A"Y2 ' 

Donc, le signe de M M' est le même que celui de MA", 
comme dans le cas général. 

La condition de réalité des racines de A est 
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La strophoïde est ici une strophoïde droite [fig- 6). 
La discussion se fait absolument comme dans le cas 

général. 

MM. Chambón et Abelin ont aussi envoyé des solutions de cette 
question. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1 8 8 7 . 

Mathématiques spéciales. 

Première question. — On représente par j ,̂ 
Ji^ ' ' "> ^m-) y m les coordonnées des points d'inter-

section de deux courbes algébriques dont les équations, 
mises sous forme entière, sont 

= o, o. 

On suppose que tous ces points d'intersection sont 
simples et à distance finie. 

Montrer que, pour chaque valeur de i, on peut écrire 

= — ^i) (^ii.^^y) (y —yi) 

i = i, 2, ..m, 

les coefficients a/, ¿î. Ai, B/ étant des polynômes en 
X, J . 

2® On pose 

et 

ai hi 
A, B, 

(d l'on demande de déterminer les constantes C/, de ma-
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nière que le polynôme <ï> prenne, pour x = Xi et } == j 
une valeur donnée u/. Montrer que le polynôme 
ainsi obtenu, comprend comme cas particulier la for-
mule d'interpolation de Lagrange. 

3® Démontrer que tous les polynômes en x et j qui, 
pour X = Xi al J = J ô prennent la valeur ZÎ/, peuvent 
être mis sous la forme 

M et N étant des polynômes en x et en j . 

Seconde question, — Soient y = o, F = o les équa-
tions de deux coniques u et U, et l^s racines 
de l'équation obtenue en égalant à zéro le discriminant 
de la fonction f — ; trouver la relation entre , lo? 

exprimant la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'on puisse inscrire dans u un quadrilatère circonscrit 
àU. 
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s t r a s s e t S c h w a r z ; i l s s o n t e x p o s é s i c i a v e c c e t t e l u c i d i t é p a r f a i t e 

d ' u n e s p r i t q u i é c l a i r c i t t o u t c e q u ' i l t o u c h e . E . R . 

SOLUTION A M I Y T I O U E DE LA QUESTION PROPOSÉE EN 1 8 8 4 
POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 

PAR M . N . G O F F A R T . 

On donne une conique -f- — i. On joint un 

point M de cette conique aux foyers F et F'. 
1° On demande d'exprimer les coordonnées du cen-

tre du cercle inscr it dans Vintérieur du triangleYMF' 
au moyen des coordonnées de M. 

a® Dans le cas oit la conique donnée est une ellipse, 
on démontrer a que, si Von considère les cercles inscrits 
dans deux triangles correspondant à deux points M 
et IVr de la conique, Vaxe radical de ces deux cercles 
passe par le point milieu de la corde MM' ; 

Pour chaque position du point M, le rayon vec-
teur FM touche le cercle correspondant en un point P ; 
on déterminera en coordonnées polaires Véquation du 
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lieu décrit par le pointV, On prendra le foyer F pour 
origine des rayons et OX pour origine des angles. 

Nota. — Dans toutes ces questions, il est nécessaire 
de distinguer les cas ou la conique est une ellipse et 
celui oii elle est une hyperbole. 

En désignant par F et F ' les deux foyers, F ' étant 
celui qui est sur la partie positive de l'axe des x , on sait 
qu'on a 

F M ^ a - h — . F'xM == dz [ a -
a 

/ 

le signe H- appartenant à l'ellipse, le signe — à l'hy-
perbole (branche F') . Par suite, si p désigne le demi-
périmètre du triangle FMF^, on a 

D a n s F e l l i p s e : p — a c. 

c X 
D a n s l ' h y p e r b o l e : p — — + 

Désignons maintenant par C le centre du cercle in-
scrit, par Cj,, Cp, Cp les centres des cercles exinscrits; 
les coordonnées de ces centres seront désignées par X , 
Y munis des indices correspondants. 

Ces quatre centres se classent ainsi : 
G et CM sont sur la normale dans l'ellipse, et sur la 

tangente dans l'hyperbole ; Cp et Cp- sont au contraire sur 
la tangente dans l'ellipse et sur la normale dans l'hyper-
bole. 

On a ensuite 

c 4- X = p — MF', c-^Xyi^p — MF', 
c -H X F = c — XF ' = p. 

cy = p Y = -{p - FF' ) YM = (/> - MF) Yv = (/? — MF ) Yp ; 

substituant dans ces relations les valeurs de /?, FF ' , MF, 
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MF', il vient, dans l'ellipse. 

X = Y = 
a a c 

ex 

' a-^x 

L't, pour l'hyperbole, 

X = a , Y == 

a — X 

a y 

ay y 

a c a 

XF' =r , Y p == • — ^ — 3 

Les expressions X et Y répondent à la première partie 
de l'énoncé. ]\lais on voit que Xĵ , et Ŷ i jouent un rôle 
à peu près analogue. Enfin les cercles C et C^ dans 
l'ellipse sont représentés par les cercles Cp et Cp- dans 
l'hyperbole. Les lieux des centres C et C^ dans l'ellipse 
(ou de Cp et Cp- dans l'hyperbole) sont respectivement 

^ > X! _ ^ , ^ g —c _ 
ĉ  ĉ  a — c ' ĉ  c- a -h c " ' 

qui sont des ellipses relativement à l'ellipse, ou des 
hyperboles relativement à l'hyperbole. 

Les lieux de Cp et Cp dans l'ellipse (ou de C et CM 
dans l'hyperbole) sont les tangentes aux sommets A et 
A' des coniques. 

2® Si, par rapport à deux points M et M', on considère 
dans l'ellipse les cercles C et C31, ou dans l'hyperbole les 
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cercles Cp et Cp', ils donnent lieu à la deuxième partie de 
l'énoncé. L'équation concernant le cercle C est, par 
exemple, 

{-'' - a^c ( ' - a V = ( ^ " T r - • 

En en retranchant une équation semblable pour le 
point y), on aura l'équation de Taxe radical 

\ a 'X J a \a-i-c/ 'i 

D'après l'équation de Fellipse ^ = _ ? en 

tenant compte de cette relation, et faisant dans l'équa-

tion de l'axe radical 

elle devient 
y--- - .)•'- i c c 

\ rt c a -r 

Elle est donc satisfaite par les coordonnées du milieu 
de la corde MM'. 

Ces propriétés n'ont pas lieu pour les autres cercles. 
D'après ce qu'on a dit, on a 

F P d a n s l ' e l l i p s e , 

— a - h c d a n s l ' h y p e r b o l e ; 

donc, dans ce dernier cas, le lieu de P est le cercle de 
centre F et de rayon a c\ Pour l'ellipse 

ex ( e x \ 
p — c H ^ ; c -F .r = M F cos to = l a ^ 1 cos (o ; 

a \ a J 



( 399 ) 
éliminant .r, il reste, pour Féquation du lieu de P, 

c{a — c)( I C0SC5 ) 
P — ; 

' a — c cos cp 

si Ton remarque que 
F M _ F P = - = A - C , 

OU voit que cette courbe est une conchoïde de l'ellipse 
par rapport au foyer F : elle est fermée. 

En prenant le cercle c>„ on obtiendrait un cercle dans 
l'ellipse et une conchoïde (à branches infinies) de l'hy-
perbole, dans l'hyperbole. 

Enfin, si l'on prend les autres cercles, on aura des rela-
tions analogues aux précédentes 5 par exemple, des cercles 
de rayon a -h c et a — c pour les lieux des points de con-
tact de FM avec Cp et Cp . 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

1564. Étudier le complexe des droites D dont les 
distances à deux droites données L et L' ont un rapport 
constant K. Examiner en particulier le cas où les droites 
L et L' se coupent à angle droit et celui où ces droites 
sont parallèles. ( S C H O U Ï E . ) 

1565. Les points de Brocard et les points de Steiner 
sont sur une hyperbole circonscrite au triangle fonda-
mental. ( C E S A R O . ) 

1566. D étant la perpendiculaire élevée sur l'axe 
focal d'une conique par l'un des points de cet axe d'où 
la conique est vue sous un angle droit, et P désignant le 
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pôle de la droite D par rapport à la conique, si un 
cercle, ayant son centre sur cette conique et tangent à 
la droite D, coupe Taxe focal aux points M^ et MO, le 
rapport de PM^ à PM2 est constant. 

Que devient le théorème dans le cas de l'hyperbole 
équilatère? ( M A U R I C E D ' O C A G N E . ) 

1367. Soient deux coniques A et B ayant respective-
ment pour foyers réels et et soit C une 
conique quelconque inscrite dans le quadrilatère cir-
conscrit à A et B-, les deux couples de droites joignant 
un foyer de C aux points â  et ^o, ĥ  et ĥ  ont les 
mêmes bissectrices. 

Le lieu des foyers des coniques inscrites dans le qua-
drilatère circonscrit à deux coniques reste le même si 
ces deux coniques varient, leurs foyers respectifs res-
tant fixes. 

Soient deux systèmes de coniques respectivement ho-
moiocales^ les points d'intersection des tangentes com-
munes à une conique quelconque du premier système 
et à une conique quelconque du second restent sur une 
courbe qui coïncide avec le lieu précédent. 

( G . H U M B E R T . ) 

1368. Dans une cissoïde de Dioclès, l'aire comprise 
entre la courbe et son asymptote est égale à trois fois 
Taire du cercle générateur. ( B A R I S I E N . ) 
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SUR IIN C O M P L E X E DU SECOND ORDRE E T S I R LA OUESTIOX 

P O S É E AU CONCOURS DE 1 8 8 1 POUR L'AGRÉGATION D E S 

SCIENCES MATHÉMATIQUES; 

PAR M . G E N T Y . 

On donne un ellipsoïde^ et Von considère les droites D 
telles que, si par chacune d'elles on mène des plans 
tangents à Vellipsoïde, les normales aux points de 
contact M et M' soient situées dans un même plaji. 

Démontrer que la droite D et la corde MM' sont 
rectangulaires. 

Trouver le lieu des droites D qui passent par un 
point donné A. 

3° Ce lieu est un cône du second degré : trouver le 
lieu des positions du point A pour lesquelles ce cône 
est de révolution. 

4° Trouver Venveloppe C des droites D qui sont con-
tenues dans un plan donné P et la surface S engendrée 
par la courbe C, quand le plan P^e déplace parallèle-
ment à un plan donné Q. 

5° Trouver pour quelles directions du plan Q la 
sujfaceS est de révolution. 

I. 

1. Si les normales aux points M et M' de l'ellipsoïde 
se rencontrent, il est évident que leur plan est normal 
à la droite D, intersection des plans tangents en M 
et M'-, la droite D et sa polaire MM'par rapport à Tellip-
soïde sont donc rectangulaires. 

Réciproquement, si une corde MM' de Tellipsoïde et 
Ann. de Mathémat., 3« sér ie , t . V I ( S e p t e m b r e 1887) . 2 7 
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sa polaire D sont rectangulaires, les normales aux points 
M, M' sont dans un même plan; c'est le plan mené par 
la droite MM' perpendiculairement à la droite D. 

Les droites D sont donc les droites de l'espace qui 
sont normales à leurs polaires par rapport à l'ellipsoïde, 
et leur ensemble constitue le complexe tétraédral parti-
culier à l'étude duquel le D"" Th. Reye a consacré la 
vingt et unième leçon de sa Qéométj ie de position. 

Avant de donner une théorie analytique de ce com-
plexe, nous devons rappeler quelques notions fonda-
mentales sur les coordonnées d'une droite. 

2. Les équations d'une droite en coordonnées carté-
siennes rectangulaires étant ramenées à la forme 

/ m n 

on peut prendre pour coordonnées de la droite les six 
quantités 

X = nyi— m^i, p. = Izi — nx ,̂ v r-.: mxi — /j i, 

entre lesquelles on a la relation identique 

L \ ¡JL -H /I V — 0 ; 

/, 772, n sont proportionnels aux cosinus des angles que 
fait la droite avec les axes; A, p., v sont de même pro-
portionnels aux angles que fait avec les axes le plan 
mené par la droite et l'origine, et, si d est la distance de 
l'origine à la droite, on a 

l l z M à ! ^ . 

Pour l m = n = o, on a une droite située tout 
entière à l'iniini-. A, a et v déterminent la direction de 
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la normale aux plans parallèles qui contiennent cette 
droite. 

Pour = [JL ~ V = o, on a la droite passant par l'ori-
gine et faisant avec les axes des angles dont les cosinus 
sont proportionnels h /, in et 7î respectivement. 

Pour |jL=:v = o, Â étant diiférent de o (ce qui 
entraine / = o ) , on a une droite située dans le plan 
des zx. 

Pour m=:n==o^ l étant différent de zéro (ce qui 
entraîne 1 = o), on a une droite parallèle à l'axe des x. 

Cela posé, voici quelques formules fort utiles et dont 
la démonstration n'oifre aucune difficulté, 

3. Les coordonnées de la droite 

^ y—yi ^ z — zj 

xi — x^ yi — yi Zx — 

qui joint les deux points [x^, /o ), (.^s, y2'i -2)7 sont 

1=^X1 —x^y m^yi—yz, n = z^ —z^, 
= — H - = V aTg JKl — jKî• 

4. Les coordonnées du point d'intersection de la 
droite (/, m, TZ; X, ¡JL, V) et du plan 

aa? H-pjK Y-s H-S = o 

ont pour expression 

a / 4 - pfjL - h Y ^ ' 

__ Y ^ — — ^^ 
" a / - H p /?i H- Y /i ' 

_ aijL — pX — on 

La droite est parallèle au plan si l'on a 

a / -1- p m Y // = o : 
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elle est située tout entière dans le plan, si Ton a en 
même temps 

pv — — 
— av — ^m = o, 

a|Ji — pX — 8 /I = 0 . 
Les quatre équations qui précèdent ne représentent 

d'ailleurs que deux conditions distinctes 5 on obtient en 
effet la première en additionnant les trois autres multi-
pliées par a, p, y respectivement, et Ton obtient la 
quatrième en additionnant la deuxième et la troisième 
après les avoir multipliées respectivement par et ¡A. 

5. Le résultat qui précède conduit immédiatement 
aux équations ordinaires d'une droite donnée par ses 
coordonnées \ \ [JL, V. 

Ces équations sont les suivantes : 

Pv — Y|J(, — 0 / yX — av — om 
^ al '^m y n ^ a/ ^ 7?i -4- y /i 

7 "" m 

a[jL — pX — on 

n ' 
a, p, y, 0 ayant des valeurs absolument quelconques, 
pourvu qu'on n'ait pas en même temps a = ^ = y o. 

6. Les coordonnées de la droite, intersection des deux 
plans 

a X -f- ^'y -f- Y'-S -i- O ' = O, 

ont pour expression 

l = ¡3y'— yP', ^n = Y«'— «TS ^ = 
X=Oa' — ao', {JL = ofi'—po', V = oy'—yo'. 

7. La distance d d'un point (^29 ^2) à une droite 
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(/, m, [JL, v) est donnée par la formule 

Les conditions pour que le point appartienne à la 
droite sont donc 

A = ny^—mz2j ix = lz2—nx2, y = mx2—ly^y 

qui se réduisent à deux distinctes et qui résulteraient 
aussi des formules du n® 3. 

8. Les coordonnées de la perpendiculaire abaissée de 
l'origine sur la droite (/, m, n \ X, [J., v) sont 

¡xn — mv, v / — n i , \m — /(x, o, o, o. 

Le plan mené par la droite (/,, 7714, 774-, 
parallèlement à la droite (/2, ^25 ; a pour 
équation 

(i) (x, nii, 712) = P21, 

en posant 

et 

(x, 7ni, 712) = 
X y z 

11 TUi 7li 
12 7712 

P,S~ rrirlls-^ ^r^s-

La plus courte distance des deux droites est la distance 
au plan (i) du point {xn^ ŷ ^ ^2) de la seconde : on a 
donc 

+ 7̂ 2 {Jli -f- 712 V 1 — ( -̂ 2 » 7?Zi, 712 ) d=—= 
V ( 77li n 2 7712 7ll ( Tli ¿2 712 M" ( 77Î 2 h 77li ^ 

En vertu des formules du n° 6, le numérateur peut 
d'ailleurs s'écrire 

P2i-hPi2. 
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La condition qui exprime que les deux droites se 

rencontrent est donc 
PM-+-P12-0, 

et, si cette condition est vërifîée, on reconnaît sans peine 
que le plan des deux droites a pour équation 

(x, mi, P12; 

que leur point de rencontre a pour coordonnées 

F«.iV2— V1X2—V2X1 Xi|i-2— Xĝ ti ^ 
P2I P2I P2I ' 

enfin, que les coordonnées d'une droite quelconque 
passant par leur point d'intersection et situées dans leur 
plan sont 

/ -I- kli, m -f- kmi, n /./ij, X -f- A Xi, [Ji -h /:[Xi, v h-

9. Les conditions pour que trois droites 

(lu m^ / l̂,Xl, [xi,vi), (̂ 2, . • •)» {h,m, . . . ) 

se rencontrent deux à deux sont, d'après ce qui pré-
cède, 

i P23-f-P32=o, 
( 0 P 3 1 - + - P 1 3 - 0 , 

( Pi2-hP21-0. 

Or le produit , 7714,/Zî ) X] (̂ m9 ^ ) est, d'après 
la règle de multiplication des déterminants, égal à 

P u Pn Pis 0 P12 P.3 

F î , P-23 Pu 0 P.z 
P33 P^i Pn 0 

il est donc nul en vertu des équations (i). Donc ces 
équations entraînent l'une ou l'autre des conditions 

{D ( / , , nu, 713) = o, 

( 3 i ( Xj, tj.2, V3) = o. 
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Si l'équation (2) est satisfaite sans queTéquation (3) 

le soit, les trois droites sont dans un même plan normal 
à la direelriee qui fait avec les axes des angles dont les 
cosinus sont proportionnels à 

P23V1 P31V2 4-P12V3. 

Si, au contraire, la condition (3) est satisfaite, sans 
que la condition (2 ) le soit, les trois droites forment un 
trièdre dont le sommet a pour coordonnées 

(A, 

/??! -4- Pi 3 fn.2 H- P21 

( II, 7712, ¿̂3 ) 

Si enfin les conditions (2) et (3) sont satisfaites en 
même temps, les trois droites sont situées dans un même 
plan et passent par un même point, ce plan et ce point 
étant déterminés comme au n® 8. 

10. Nous signalerons enfin, sans les démontrer, deux 
formules élégantes : 

Trois droites (/<, . . . ), (/2, • • • • • • ) ^̂ ^ ^^ 
sont pas situées dans un même plan déterminent un 
parallélépipède qu'on obtient en menant par chacune 
de ces droites des plans parallèles aux deux autres. 

Le volume de ce parallélépipède a pour expression 
• V = - (P23-f- P32)(P31+ Pl3)(Pl2-f- P̂ t ) 

2 (/i,m2, 713)̂  

Le centre de parallélépipède, c'est-à-dire le centre de 
l'hyperboloïde déterminé par ces trois droites a pour 
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coordonnées 

(P32~P23)/l-f-(Pl3-P3l)/2-^(P21-Pl2)/3 
ni^j /la) 

I I . 

H . Une équation homogène de degré n par rapport 
aux coordonnées de la droite 

( i ) F ( / , m , n ] l , = o 

représente un complexe d'ordre n. 
On obtient Féquation du cône du complexe, c'est-

à-dire le lieu des droites du complexe qui passent par 
un point donné [x^^^y^ ẑ̂ )̂  en remplaçant dans cette 
équation /, m, zz, ¡x, v respectivement par 

00 —X^ y — yu - — 

ce qui donne 

¥[x — xuy — yuz — zu{y\,z), (zi,x), (xi,y)] = o, 

équation de degré /z. 
Si Ton porte l'origine au sommet du cône, cette équa-

tion devient simplement 

F y , -, (y, y)] = o. 

Soit {x^y,,z) un point quelconque d'une droite du 
complexe faisant avec les axes des angles dont les cosi-
nus sont proportionnels à m, et tz, ; l'équation (i) 
pourra se mettre sous la forme 

71,, niy-^miz, l^z — riiX, m^x ~ l^y) — o. 
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12. Clicrclions la courbe du complexe située dans le 

plan 

(i) ax 
Soient /, m, /z, ¡JL, V les coordonnées d'une droite du 
complexe située dans ce plan; nous aurons 

m — — av, 
n = a|j. — pX; 

en remplaçant /, m et n par ces valeurs dans l'équation 
du complexe, nous aurons 

{ i ) F(pv — yX — av, cĉx — pX, X, ¡x, v) == o, 

et, si l'on regarde X, ¡J. et v comme des coordonnées car-
tésiennes, cette équation représente le cône réciproque 
de celui qui a son sommet à l'oiigine et pour hase la 
courbe du complexe située dans le plan (i). 

L'équation (2) étant d'ordre 72, la courbe en question 
est de la /ẑ ® classe. 

13. Clierclions enfin la courbe du complexe située 
dans le plan 

(1) ax-h py-i-yz = o, 

qui passe par l'origine. 
Soit (Xi^yi, Zi) le pôle d'une droite du complexe 

située dans ce plan par rapport au cercle de rayon égal 
à l'unité et ayant son centre à l'origine. La droite elle-
même aura pour équations 

ax -i- pJK -f- Y- =0 

et, par suite, pour coordonnées (6), 

X oc, [X = p. v v. 
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En portant ces valeurs dans Téquation du complexe 

et supprimant les indices, il vient 

— — ¡5, y ) o, 

pour l'équation de la polaire réciproque de la courbe 
cherchée. 

m . 

14. Revenons maintenant à la question du concours 
d'agrégation. 

Soit 
.r2 y-

l'équation de l'ellipsoïde donné, 

x — xi _ jr — .ri _ - — -I 
/ m n 

celles de Tune des droites D. 
La polaire de cette droite par rapport à l'ellipsoïde 

est l'intersection du plan polaire du point (x^ j i ^ Zi) 
et du plan diamétral conjugué de la droite D-, elle a 
donc pour équations 

x^i „ f f ' -

Ix m y nz 
- 1 — — ^ ^ = o ; a2 b^ c^ ' 

elle lait donc avec les axes des angles dont les cosinus 
sont proportionnels à 

ou à A, [JL et V, et la condition du problème donne immé-
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(liaLemeiit 

(1) a^ l\ ^ b"^ m\x-î-c'^nv — o^ 

équation d'un complexe du second ordre. 
Cette équation ne change pas si l'on remplace a^, b̂  

et c- par o-a^-hp, o-^^-f-p et o---}-p respectivement, 
(7 et p étant deux nombres quelconques; nous dirons 
donc que le complexe appartient à toutes les surfaces du 
second ordre ayant pour équation 

yi j-t 
( 2 ) ' ^ 

Cette équation représente l'ensemble de toutes les 
surfaces du second ordre homothétiques et coaxiales à 
l'ellipsoïde donné ou, ce qui est la même chose, l'en-
semble des surfaces homofocales des ellipsoïdes homo-
thétiques et coaxiaux à l'ellipsoïde donné. 

L'équation ( i ) est satisfaite pour in~nz=L o (ce qui 
entraîne 1 = o ou o) et pour ¡x = v = o (ce qui en-
traîne 1 = o ou / r=: o) ; douc toulcs Ics droitcs passant 
par Forigine, toutes les parallèles aux axes principaux 
de Fellipsoïdë, toutes les droites situées dans le plan 
de Finiini et enfin toutes celles situées dans l'un des 
plans principaux de l'ellipsoïde font partie du com-
plexe. 

Le complexe contient aussi toutes les normales aux 
surfaces du second ordre représentées par Féquation (2). 

En effet, la normale au point [x^^y^^ z^) de l'une de 
ces surfaces a pour équations 

^ — ^ y - - jKi ^ 
yi 

a a 2 „ p ^¿,2 p (yc2 
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et ses coordonnées, qui ont pour expression 

Œ C - - T - p 

p)((TC2-4- p)' 

( c r c 2 - H p ) ( a a 2 - i - p ) ' 

_ (JXiyii a^ ~ b^) 
" ( c r a 2 - | - p ) ' 

satisfont identiquement à Téquation (i). 
Le complexe comprend par suite les axes de toutes 

les quadricjues représentées par l'équation (2), et aussi 
les axes principaux de tous les cônes circonscrits à ces 
surfaces. 

15. Si de Téquation du complexe 

(i) a^ll-7-b^fiiij.-i-= o 

nous retranchons l'identité 

a2( ¿X -h m [i. -t- nv) = 0, 
il vient 

(b^ — a"̂ ) m [J. (c"̂  — /IV ti=: o, 

OU bien, , , Zi étant les coordonnées d'un point quel-
conque d'une droite du complexe, 

(b-— a2) m{lzi — mxi) = («2— c^) n{mxi~-

ou enfin 
f l _ ÎJ 
Il l a- — c2 

l m 

Mais, si A, B'etC sont les points où la droite consi-
dérée perce les plans coordonnés, le premier membre 
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1 , 1 . , , 1 , . , MG — MA , de la relation precedente équivaut a ^^ c est-
, 1 . , GA a - d i r e a ; ^ . 

L'équation (i) exprime donc cette propriété fonda-
mentale du complexe, à savoir que toutes les droites qui 
en font partie sont coupées dans le même rapport par 
les plans principaux des surfaces du second ordre aux-
quelles il appartient. 

16. Le cône du complexe, qui a son sommet au point x , 
a pour équation (n'' 11) 
^ \ a'^ (x — Xi)(yzi — zyy) -h — xzi) 

\ ^c'-fiz —zi)(xyi — xiy) = o, 

ou bien, en supposant les axes transportés parallèlement 
à eux-mêmes au point 

(2) (¿>2 _ ) 57, jK-s -H(c2 — a^)yi zx — b"^) Zixy — o. 

Cette équation ne cliange pas quand on remplace .r,, 
Yi et Zi par A r̂̂ , ky^ alkzx respectivement. En d'autres 
termes, tous les cônes du complexe qui ont leurs som-
mets sur un diamètre de l'ellipsoïde ont une conique 
commune dans le plan à l'infini. ^ 

On obtient l'intersection du cône avec le plan desy^ 
en faisant x = o dans l'équation (i), ce qui donne 

— a2 ( yzi — zyi ) hHy — yi) zxi — — Zi )yxi = o 

ou bien 

équation indépendante de x^. Donc tous les cônes du 
complexe qui ont leurs sommets sur une droite paral-
lèle à un axe principal de rellipsoïde rencontrent le 
plan principal normal suivant une même hyperbole 
équilatère. 
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17. L'équation (2) du paragraphe précédent montre 

qu'un cône du complexe ne peut se réduire à un système 
de deux plans que si l'une ou l'autre des coordonnées Xi, 

est nulle, c'est-à-dire si le sommet du cône est 
situé dans l'un ou l'autre des plans principaux de l'ellip-
soide. 

D'un autre côté, un cylindre quelconque du complexe 
ayant pour équation (n"" 11 ) 

(2) — m z) b^?n{lz ~ nœ) - c'^n{mx— ly) — o 

se décompose lui-même en un système de deux plans, le 
plan à l'infini et celui qui est représenté par l'équa-
tion (2). 

On voit ainsi que la surface singulière du complexe, 
considérée comme le lieu des sommets des cônes du 
complexe qui se réduisent à un système de deux plans, 
se compose de quatre plans, savoir les trois plans prin-
cipaux de l'ellipsoïde et le plan à Finfini. 

18. Le cône du complexe qui à son sommet au point 
(Xi, jKi 5 )•) ayant pour équation 

c^)xiyz — a"^) yxzx b- ) z^xy — o . 

est un cône de révolution pour 

OU, en supprimant les indices, 

équations de quatre droites passant par l'origine et symé-
triques deux à deux par rapport aux plans principaux 
de l'ellipsoïde. 

19. Soit 

{D ax-h'fiy--yz = 0 
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l'équation d'un plan quelconque. Le cône réciproque de 
celui qui a son sommet à l'origine et pour base la courbe 
du complexe située dans ce plan a pour équation 
(n« 12) 

a'^x^^z — yy)b'^y{yx — olz) c-z {ay — = o 

ou bien 

(2) (¿>2— c2) a^^ h-(c2— a2) b^) axy = o. 

Ce cône contient les axes et la normale au plan (1); 
donc la courbe du complexe est une parabole tangente 
aux intersections de son plan avec les plans principaux 
de l'ellipsoïde. 

20. L'équation (2) du paragraphe précédent est indé-
pendante de 0 et, par suite, elle ne change pas quand le 
plan (i) se meut parallèlement à lui-même. Donc les 
courbes du complexe situées dans des plans parallèles 
sont sur un cône du second ordre dont le sommet est à 
l'origine. 

Ce cône, qui est le réciproque du cône (2) , a pour 
équation 

H- \/(c2— a^J'^y -r- — b^(z — o. 

et il est de révolution si l'on a 

a(62_ c2) P(c2—a2)ih Y(a2— 

c'est-à-dire lorsque les plans des courbes du complexe 
sont perpendiculaires à l'une ou l'autre des quatre 
droites trouvées ci-dessus (n̂ ^ 18). 



(- /,i6 ) 

SIR LE CALCUL DTNE FONCTION SYMÉTRIQUE; 

PAU M . H . L A U R E N T . 

Soient 
= o 

une équation algébrique de degré m et ¿ ( x ) une fonc-
tion entière de x de degré ¡JL. Divisons par 'f 
soient le quotient, t]; J e reste. Divisons .x'tĵ i parcp(x); 
soient (ĵ  le quotient, le reste, etc. Divisons xà^^i 
par cp ^ soient cĵ i le quotient, m̂ le reste. Soient enfin 

= -h. . .-r-a^m, 
tl/2 — a.iiX'^-'^ -f- -r- - . .H-

'I'm === «ml -f- -T-. . • 
R = 2 ZH « 1 1 ^ 2 2 • . . UNIM-

On aura 

on en conclut 

désignant un polynôme entier, et par suite, en appe-
lant a,, ao, . . . . 0L,n les racines de = o, 

( I ) ' ] ; ( a / ) ^ y ( a ^ ) : 

si donc on pose 

I l 1 I . . . I 
! a3 . .. = A , 

a.; 
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A sera le produit des différences des racines de ç == o 
et Ton aura 

^(ai) ^(«2) ... ^(am) 

Or on a 

« y i a f - i -+- aya^V^'^ - h . . . 4 - : 

donc, en vertu de ( i) , 

x j - i . . . «y ia f^- i H- a y 2 a f - f - . . . - f - «y,, ; 

donc, le déterminant qui figure dans le premier 
membre de (2) est le produit de R par A. La formule ( 2 ) 
donne alors 

ou enfin 

( 3 ) . . . = 

La fonction R est donc le premier membre de la ré-
sultante des équations cp = o, = o. Il est d'ailleurs 
facile de reconnaître, dans les polynômes tjĵ , 
ceux qui servent à Cauclij pour former sa résultante. 

C'est, je crois, la première fois que l'identité (3) est 
démontrée directement. Le théorème de Bézout en dé-
coule. 

Cette méthode peut être généralisée et étendue à un 
nombre quelconque d'équations à Taide de la notion 
des polynômes réduits et des équivalences algébriques 
dont j'ai présenté la théorie dans les Nouvelles Annales 
l'année dernière. 

Considérons les équations algébriques 

( f ) CPI ==0, CP2 = O, . . = O, 

Atin. de Mathémat., 3« série, t. VI. (Septembre 1887.) 28 



( 4 i8 ) 
des degrés TTZÎ, . . . , M « par rapport aux inconnues 
Xî  X2', » . Xn et soit à une fonction entière de x .̂, 
.ro? - Xn de degré [JL. Appelons i = w®, , . . . , iûP̂ ^ 
les p — m̂  1712 • • • ^n arguments réduits, c'est-à-dire 
les quantités de la forme x'̂ '̂x '̂ . . . qui ne contiennent 
pas de facteur ¿rJ', . . . , Soient ô̂  • • 
les polynômes réduits équivalents à co^ ,̂ 

A; eniin désignons en général par ( F)/ ce que de-
vient un polynôme F quand on y remplace , X2, . . . , 
Xn par les éléments de la solution des équations (i) 
que nous supposons distinctes, finies et au nombre de p. 
Posons 

Si l'on pose 

et si, faisant, en général, 

— ^^ -4- « y 1 toi - I - . . . H- a j ^ - i œ P - K 

on désigne par R le déterminant Ŝ oô ^̂ ii . • • 
on observe que l'on a 

on trouvera 
(2) e = Qn; 

mais le déterminant O peut aussi se mettre sous la forme 

(-l'o). ('l'.)l • • • ('l'p-.). 
('̂ 0)2 (4-1)2 . 

(•i-oV (4-1)/. • •• (4-̂ -1)/. 

(0)0), (to>)i .. (cof-'), 

(<oOV 

ou 

( 3 ) 
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De (a) et (3) on conclut 

et R = O est la résultante du système 

4̂  = 0, ©2 = 0, = o 

L'évaluation du degré de R ne présente d'ailleurs au-
cune difficulté. 

SLIR UNE « U E S T I O X P O S É E AUX E X A M E N S O R A U X D'ADMISSION 

A L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E ; 

P A R M . GEORGES MAUPIN, 
É l è v e en M a t h é m a t i q u e s au l y c é e de R e n n e s . 

On donne un paraboloide hyperbolique équilatère 
et une ellipse dans un de ses plans directeurs. A cette 
ellipse on mène une tangente, et Von considère une 
génératrice du paraboloide qui lui soit perpendicu-
laire. Trouver le lieu de la perpendiculaire commune 
à la tangente et à la génératrice. 

Je vais démontrer que ce lieu se compose : 
1° D'un cylindre droit, ayant pour base une podaire 

de l'ellipse -, 
De deux paraboloides hyperboliques, égaux entre 

eux et égaux au paraboloide donné ; 
3® Du plan de l'ellipse. 

Soient ox, oy^ oz trois axes rectangulaires ; les plans 
yox et zox sont les plans directeurs du paraboloide et 
o est le sommet. II y a lieu de considérer successivement 
les génératrices qui sont parallèles au plan xoy et celles 
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qui sont parallèles au plan zox'.^ les premières ren-
contrent oz et les secondes s'appuient sur oy. 

i" Si G est une génératrice parallèle à xoj^ J a 
toujours deux tangentes à l'ellipse qui sont perpendicu-
laires a G ; soit T l'une quelconque d'entre elles. La 
perpendiculaire commune à G et à T est parallèle à oz -, 
soit d'ailleurs g la projection de G sur xoy^ le point m 
où elle coupe T est la trace de la perpendiculaire coni-
mune. Or le lieu du point m est la podaire de o par 
rapport à l'ellipse, c'est-à-dire une quartique. Donc le 
lieu de la perpendiculaire commune est le cylindre du 
(juatrième ordre, admettant cette quartique comme 
directrice et ayant ses génératrices parallèles à oz. 

Considérons maintenant une génératrice T paral-
lèle à ^ox; supposons qu'il lui corresponde une tan-
gente 0 de l'ellipse. L'angle formé par F et 0 a un coté 
dans le plan xoy : donc il se projette sur ce plan sui-
vant un angle droit^ et comme la projection y à F est 
parallèle à or . B sera perpendiculaire à ox. 

Ainsi la tangente 0 est menée à l'ellipse parallèlement 
à OJ, Il y a deux tangentes parallèles à 07, je les dési-
gnerai par 0 et 0^. 

Cherchons le lieu correspondant à 0 - parle point 
où se coupent y et 0 menons la perpendiculaire à F : 
cette droite sera la perpendiculaire commune P. Or sup-
posons que le paraboloide donné glisse parallèlement à 
lui-mèuie, le long de ox, de manière que oj vienne 
s'appliquer sUr 0 , puis qu'on lui imprime une rotation 
de 90® autour de 0 . On voit qu'après ce double mouve-
ment la génératrice F sera confondue avec P, qu'à toute 
génératrice du paraboloide correspondra ainsi une gé-
nératrice du lieu, ou qu'enfin le paraboloide sera con-
fondu avec le lieu de P. 

Le lieu de P est donc un paraboloide égal au premier: 
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il a pour plans directeurs xoz et zoj, et ox et 0 sont 
les génératrices qui passent par le sommet. De même le 
lieu correspondant à B est un troisième paraboloide, 
qui se déduit du second en transportant celui-ci paral-
lèlement à lui-même, le long de o:r, jusqu'à ce que 6 
soit venu en . 

3® Nous avons dit (2®) que les génératrices T se pro-
jettent parallèlement à oj : ; il y a exception pour la géné-
ratrice oz. Cette génératrice est projetée suivant le 
point o, elle est perpendiculaire à toutes les tangentes 
à c, et le lieu des perpendiculaires communes qui lui 
correspondent est le plan xoy. 

M W M APPLICATION DE LA MÉTHODE DE S T U R M ; 

PAR M. CH. BIEHLER. 

La fonction tangx développée en fraction continue 
donne, comme Ton sait, le développement suivant 

x tang^ = 

5 -
7-' . 

Les réduites de cette fraction continue sont des quotients 
de polynômes entiers en .x. Ces polynômes ont tous 
leurs zéros réels, et la démonstration de cette propriété 
par la méthode de Sturm donne lieu à une remarque qui 
offre quelque intérêt. 

En formant les réduites successives de la fraction con-



( ) 
tinue, on obtient 

Pi ^ 

Q2 1.3—^2' 

Q3 " 1 . 3 . 5 — 6372 ' 

D'une manière générale, les polynômes P et les poly-
nômes Q sont liés par la loi de récurrence 

Qn^ (m 

Ces relations s'appliquent même pour TZ = 2, si l'on fait 
les conventions 

Po=o, Qo=i. 

Elles permettent de calculer aisément ces polynômes; 
on a ainsi 

P2== 1.337, 
P 3 = 1.3.53- —373, 

P4 = I. 3.5.737 10373, 

P5= 1.3.5.7.937 —105373-h ¿pS, 
P 6 = 1.3.5.7.9.1137 I 260 373-f- 2X37®, 

Q l - I , 
Q2 = I.3-372, 
Q3 = I .3 .5 —637Î, 

Q4=i.3.5.7 —45 372-+-;rS 
Q5 = I . 3 . 5 . 7 . 9 — 420372-Î-I53;S 

Q6=I .3.5.7.9.II — 47̂ 3̂72-4- 21037̂  — 37«, 

On voit que Po«-.̂  et PÎ/̂  sont chacun de degré 2/z—i, 
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et que les eoeffieients de la plus liaute puissance de x 
changent de signe de deux en deux ; ces coefficients sont 
du signe de (— . 

La relation 

appliquée aux polynômes P 
2/251̂ 2/2—M 2? »..jVanous 

permettre de démontrer la réalité des racines de l'équa-
tion = o ou de P2«_i = o. On a, en eifet, 

P2=3Pi- : r2Po. 

Ces relations montrent que deux fonctions consécu-
tives ne peuvent pas s'annuler pour une même valeur de 

excepté pour x = o, et, si Tune d'elles s'annule, celles 
qui la comprennent sont de signes contraires. 

Si donc on substitue dans la suite 

P2/i-l> P2/i-2) P2) Plj 

successivement — oo et — e, -f- £ et -f- oo, e étant aussi 
voisin que l'on veut de zéro, pour x== — oo, Pô î et P2/z_4 
ont le signe de (—i)'^; P^n-i et P2«_3, celui de 
(— . . . ; P2 et Pl ont le signe —. La suite Pa«, 
P2/Î-0 Pi présente donc n — i variations. Pour 
X == — £, £ étant suffisamment petit, tous les polynômes 
ont le signe — et, par suite, ne présentent que des per-
manences ; l'équation P2« = o a donc n — i racines au 
moins entre 00 et — £. 

Pour xr=:~|-£, toutes les fonctions ont le signe -}-; 
pour X = H- 00, elles ont, par groupes de deux, à partir 
de Part, les signes de 
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elles présentent donc n — i variations ; Téquation P2/̂ == o 
a donc aussi au moins {n — i) racines réelles entre -h £ 
et -f-oo; ceci résultait d'ailleurs aussi de ce que 1 o« 
renferme que des puissances de x de même parité. 
L'équation P2,2=o a donc au moins 2(72 — i) racines 
réelles autres que zéro; elle admet aussi la racine zéro, 
et, comme elle n'est que de degré 2 7z — i , elle a toutes 
ses racines réelles. 

Le même raisonnement s'applique a l'équation 
= o qui est aussi de degré 2n — i; il suffit de 

considérer la suite des fonctions 

qui ne j^résente plus qu'une seule fonction de degré 
2n — I. 

P On voit, par ce qui précède, que le rapport passe 
I 2«—1 

d'une valeur négative à une valeur positive lorsque x^ 
en croissant, traverse une racine négative de l'équation 
Po,̂  = o, et il passe d'une valeur positive à une valeur 
négative quand x , en croissant, traverse une racine po-
sitive de la même équation. 

Cela tient à ce que, entre — oc et zéro, la suite 

1̂ 2«? P2/Î-2? P27 Pi 

perd des variations et en gagne entre zéro et -f- oo. 
11 en sera ainsi chaque fois que des polynômes, tous 

de degré pair ou tous de degré impair, ne renfermant 
que des puissances de x de même parité, satisferont à 
des relations de Sturm. 

Soit, pour fixer les idées, la suite des polynômes 

Q I , Q 2 , Q 2 « , 

qui sont les dénominateurs des réduites considérées. 
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Ces fonctions sont toutes de degré pair et ne renfer-

ment que des puissances paires de la variable. 
Qo/z est de degré 2 /z, Qo«-» n'est que de degré 2/2 — 2. 
Cherchons les signes des quotients 

et ^ 

Q2«(x ) désignant le polynôme Qo/i» — a et -h « deux 
racines de l'équation Q2n{^) = o. On a 

a - £) = - £ -h ^ a ) -4 - . . . . 

Pour une valeur de e suffisamment petite, —^ — £) 
a le signe de — £ Q^oni— -f- £) a aussi Je signe 
de —eQ'.ni^)-) et Q2/^-2(—« — £), —£) sont 
de mômes signes; mais Q ' . y f i i — e t Q'o/ii^) sont évi-
demment de signes contraires ; donc 

Q2n~2(— a — e) — £) 

sont de signes contraires. Si donc le rapport 

passe du négatif au positif quand .r, en croissant, tra-
verse une racine négative de Qo,/(.r) = o, il passera du 
positif au négatif quand x , en croissant, traverse une ra-
cine positive de la meme équation. 

Ces polynômes Q|, Q2, . . . , ^ Q2/0 • • • jouissent 
de propriétés analogues à celles des polynômes P ; les ra-
cines des équations sont toutes réelles; on le 
montre comme on l'a fait pour les équations o. 

J'ai fait voir [même Recueil, t. X I X , 2® série) que 
le polynôme Vnn qui est le premier membre de l'équa-
tion qui donne ^ang^ lorsque tanga est donnée, est le 
premier terme d'une suite de Sturm qui jouit de pro-
priétés analogues à celles des polynômes précédents; 
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mais \]m n'a pas, comme les précédents, ses termes 
tous de degrés pairs ou impairs, et les degrés des poly-
nômes Um-o .• .ne décroissent que d'une unité 
quand on passe de l'un d'eux au suivant. 

La démonstration précédente fait voir aussi que les 
racines des équations Pjx= o, Q,j.= o sont distinctes. 

C O N C O I R S GÉNÉRAL DE 1 8 8 7 . 

Mailiématiques élémentaires. 

Soit un angle droit XOY dont le côté OX est hori-
zontal et dirigé de gauche à droite, et dont le côté ver-
tical OY est dirigé de bas en haut. On partage la portion 
de plan comprise dans cet angle en un nombre infini 
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de carrés égaux par des parallèles à OX et par des pa-
rallèles à OY. Ces carrés peuvent être groupés soit par 
bandes horizontales, soit par bandes verticales, et 
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chaque carré appartient à la fois à une bande horizon-
tale et à une bande verticale. On numérote les bandes 
verticales en allant de gauche à droite, et en commen-
çant par celle qui est limitée d'un côté par OY; on nu-
mérote les bandes horizontales de bas en haut, en 
commençant par celle qui est limitée d'un côté par OX. 
Le numéro x d'une bande verticale, et le numéro j 
d'une bande horizontale déterminent la position du 
carré contenu dans ces deux bandes. Ces deux nombres 
entiers x qX y seront appelés les coordonnées du carré 
d(mt ils fixent la position. 

D'autre part, les carrés peuvent être groupés par files 
obliques contenant, la première un carré, la deuxième 2, 
la troisième 3, et ainsi de suite; et, si l'on numérote les 
carrés, en donnant le n"" 1 au carré de la première file, 
les 2 et 3 aux carrés de la deuxième en allant sur cette 
file de OX vers OY, les n̂ ^ 4, 5, 6 aux carrés de la 
troisième en allant sur cette file de OX vers OY, et 
ainsi de suite, comme l'indique la figure ci-jointe, le 
numéro d'un carré détermine à lui seul la position de ce 
carré dans l'angle XOY. 

Soit z le numéro d'un carré dont les coordonnées 
sont X y \ à tout groupe de deux nombres entiers x 
et y correspondra un nombre entier et, réciproque-
ment, à tout nombre entier ^ correspondra un groupe 
de deux nombres entiers x et 

Cela posé, on montrera qu'entre les coordonnées x 
et y de l'un quelconque des carrés d'une même file 
oblique de rang k et le nombre /r il y a une relation, et 
l'on résoudra les questions suivantes : 

I® Connaissant les coordonnées x al y d'un carré, 
déterminer le numéro z de ce carré. Appliquer en sup-
posant X égal à 27, et y égal à 4i • 

2® Connaissant le numéro z d'un carré, trouver les 
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coordonnées J:, r de ce carré. Appliquer en supposant 
z égal à 248. 

Compter, parmi les n carrés dont les numéros 
sont I, 2, 3, . . . , n, combien il y en a pour lesquels la 
somme x -hj des coordonnées est un nombre pair, et 
combien pour lesquels le produit xj des coordonnées 
est un nombre pair. Appliquer dans le cas de n égal 
à i5|7, et dans le cas de n égal à 180. 

Les lettres x ei j représentant toujours les coor-
données d'un carré dont le numéro est z, et <2 étant un 
nombre donné quelconque, plus grand que i , trouver 
les valeurs qu'il faut donner à ^ pour que l'expression 

ax -i- (a -f- i)y — 

prenne la plus grande valeur possible. Appliquer dans 
les trois cas suivants : 

CONCOURS D'ADMISSION POUR L ' É C O L E CENTRALE 

( J U I L L E T 1 8 8 7 ) . 

Géométrie analytique. 

On considère toutes les coniques qui ont un foyer en 
un point donné F , et qui passent par deux points 
donnés A et 13. 

Montrer que ces coniques forment deux séries 
telles que, pour toute conique d'une série, la directrice 
correspondant au foyer F passe par un point fixe de la 
droite AB, situé cnlre A et B, tandis que pour toute 
conique de l'autre série la directrice correspondant au 
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foyer F passe par un point fixe de la droite AB, non 
situé entre A et B. 

2° Trouver le lieu des centres des coniques considé-
rées et montrer qu'il se compose de deux coniques ho-
mofocales. 

3® Prenant un point C sur le lieu précédent, recon-
naître, d'après la position qu'il occupe sur ce lieu, si la 
conique considérée dont le point C est centre est telle 
que les points A et B sont sur une même branche ou 
sur deux branches différentes de cette conique. 

Si le point C est tel que les points A et B sont sur 
une même branche de la conique considérée, recon-
naître, d'après la position du point C, si cette conique 
est du genre ellipse, ou du genre hyperbole, et, dans ce 
dernier cas, si les points A et B sont sur la branche 
voisine du point F , ou sur l'autre. 

Nota. — On prendra pour axe des x la droite AB 
et pour axe des la perpendiculaire à cette droite menée 
par le milieu de AB. 

Épure. 

On donne un cylindre C dont les génératrices sont 
parallèles au plan vertical de projection et un plan 
PaP^ perpendiculaire à ce même plan vertical. 

Le cylindre a pour trace horizontale un cercle co de 
o'",o6o de rayon, dont le centre O se trouve à o"\i j o 
en avant du plan vertical et à o'",o65 du bord droit du 
cadre-, ses génératrices forment un angle de 6o" avec le 
plan horizontal et l'on s'élève sur chacune d'elles en se 
déplaçant de droite à gauche. 

Le plan PaP^ forme de même un angle de 6o® avec le 
plan horizontal et est incliné de manière à couper le 
cylindre. Sa trace horizontale aP se trouve à gauche de 
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O, à une distance de ce point égale au diamètre du 
cercle to. 

Ceci posé, on demande : 
1® De construire la projection horizontale £ de Tin-

tersection (e, e') du plan et du cylindre; 
De construire les contours apparents en projection 

de la surface de révolution S engendrée par la rotation 
de la courbe (e, e') autour d'un axe vertical mené par le 
foyer / de l'ellipse e le plus voisin du plan vertical ; 

3° De construire les projections de l'intersection de 
la surface S et du cylindre C. 

Dans la mise à l'encre, on supposera le cylindre C et 
le plan P a P enlevés, et l'on représentera la partie de 
la surface S extérieure au cylindre, en indiquant les 
constructions pour déterminer un point quelconque, sa 
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tangente et les points remarquables de Tintersection de 
ces deux surfaces. Ces constructions seront succincte-
ment expliquées dans une légende placée au bas de la 
feuille de dessin. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Intersection de surfaces. 
Prendre la ligne de terre parallcde aux petits côtés du 

cadre à o™, a/jo du petit côté inférieur. 

Calcul trigonomètrique. 

On donne, dans un triangle, deux côtés c et l'angle 
compris, A : 

h == 45636^,25, 
^ 21274'", 33, 
A 35°28'54",6. 

On demande de calculer les autres éléments et la 
surface de ce triangle. 

Physique, 

I. Deux vases cylindriques verticaux P et Q sont su-
perposés ; l'un P est un récipient fermé de base A'̂ 'î et 
de hauteur a^^ et contient de l'air sec sous la pression 
H de l'atmosphère; l'autre Q, est un tube ouvert à sa 
partie supérieure, de base B''̂  et de hauteur plein 
d'eau. 

Un orifice O assez petit permet de mettre en commu-
nication ces deux vases, de façon que l'eau puisse 
s'écouler de Q en P sans que l'air renfermé en P puisse 
s'échapper. 

Cet orifice étant ouvert, on demande à quelle hauteur 
x se fixera le niveau de l'eau dans le tube Q quand 
l'écoulement aura cessé. 
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Supposer la température constante et égale à o. 
Négliger le volume de l'eau transformée en vapeur. 

o 
p 

Prendre la densité de l'eau égale à l'unité; et la den-
sité du mercure égale à i3 ,6 . 

IL Exemple mmiérique : 

A 

a = 
B = 

b = 

Tension de la vapeur d'eau à o® : 

f — de mercure à o". 

Pression atmosphérique : 

H = 66 de mercure à 0°. 

Chimie, 

L On introduit dans un eudiomètre à mercure 
d'un gaz inconnu, oo'̂ '' d'oxygène et, pour faciliter la 
réaction, une quantité convenable d'un mélange déto-
nant obtenu par la décomposition de l'eau par la pile. 

Après le passage de l'étincelle, il reste d'un ré-
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sidu gazeux dans lequel la potasse absorbe d'acide 
carbonique, et le phosphore lo'̂ '̂  d'oxygène resté libre. 
Le résidu final de est de l'azote. 

On demande, d'après cette expérience ; 
De déterminer la composition et la formule du 

gaz mis en expérience; 
De calculer sa densité. 

On donne 

( ^ = 
Equivalents cn volume / Az — 

( 002 = 
I o 1,1050, 

Densités rapportées à l'air < A;/ 0,97?., 

( CO2 1 ,529. 

11. Classification des métalloïdes. — Division en 
familles. 

CONCOURS POUR L'AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(1887). 

Mathématiques élémentaires. 

On donne deux cercles S et S ayant pour centres les 
points O et 03, pour rayons r et p ; le cercle S est supposé 
intérieur au cercle S, et le point co intérieur au cercle S : 

1° Démontrer que totis les cercles T tangents exté-
rieurement au cercle S et orthogonaux au cercle S tou-
chent un troisième cercle fixe ; 

2® On prend une droite Diy perpendiculaire à la 
ligne des centres (oO, et un point P sur cette ligne des 

Ann. de Mathémat., 3® série, t. VI (Septembre 1887). 29 
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centres. Soient OJ A, (oB les tangentes menées du point (.> 
à l'un des cercles T, A' et B' les points d'intersection de 
la droite DD' avec les bissectrices des angles AwO et 
BtoO; démontrer que les points A' et B' forment deux 
divisions homograpliiques quand le cercle T varie; 

3" Etudier les variations de l'angle A'PB'; 
4'' Soient Ti , Ta, T^, . . . , T« une suite de cercles T 

orthogonaux au cercle S, le premier aux points et A2, 
le second aux points A2 et A ,̂ le troisième aux points 
A3 et A/,, . . . , le aux points A,¿ et A/̂ ^̂  ; démontrer 
que la condition nécessaire et suffisante pour que le 
point coïncide avec le point Ai est que l'on puisse 
satisfaire à une relation de la forme 

tane — —^ i/( p2 -T- it^ ~ y^ — 4 d'^ p̂ , 71 '2rp ^ ' 

nombre k étant entier, et d désignant la distance too. 

Malhéinatiques spéciales. 

Démontrer que le lieu des points tels que les tan-
gentes menées de chacun d'eux à une conique S soient 
conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes 
menées du mèrne point à une autre conique S' est une 
troisième coniijue S qui passe par les points de contact 
A, B, C, D et A', C/, ÏV des tangentes communes aux 
deux coniques S et S'. 

2" Démontrer qu'il existe quatre circonférences de 
cercles réels passant chacune par deux des foyers de la 
conique S et deux des foyers de la conique S'. 

3" Soient A et A! les points de contact des coniques S 
et S' avec une de leurs tangentes communes; démontrer 
que, si le point A' est la projection du centre de la 
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conique S sur la tangente A A', les normales à la conique 
S' aux points B', C , D' se coupent en un point M qui 
reste fixe quand le ccrcle S varie en passant constam-
ment par les points A et A'. 

Composition sur l'Analyse et ses applications 
géométriq ues. 

Théorie, — Une surface étant définie par trois équa-
tions de la forme 

X ^ Fi(M, V), y ^ F2(w, v), Z ^ F3(W, C), 

dans lesquelles x , 7 , désignent des coordonnées rec-
tangulaires, u et V des variables indépendantes : 

i" Déterminer, en fonction de u et de les rayons 
de courbure principaux de la surface en un de ses points 
et les coordonnées des centres de courbure correspon-
dants ; 

Former, au moyen des mêmes variables, Féqua-
tion difîérentielle des lignes de courbure et celle des 
lignes asymptotiques. 

Application, — Appliquer les résultats trouvés au 
cas où la surface est définie par les équations suivantes : 

X =z l (i — Iû)f{u)du-^ { 

3® Etudier en particulier les lignes de courbure de la 
surface représentée par les formules (A) dans le cas où 
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l'on pose 

X -4- ULt X — ai 
u — m lan^^ ^ , r = m tan<; ^ — 

Composition de Mécanique rationnelle. 

Un solide homogène, non pesant, a la forme d'un 
cône de révolution dont le sommet est un point O ; la 
hauteur OM de ce cône étant a, le rayon de sa base 
est i a . Ce solide peut tourner librement autour du 
point O, supposé fixe; chacun de ses éléments est attiré 
vers un point fixe F avec une intensité égale au produit 
d'une constante tô  par la masse de l'élément et par sa 
distance au point F . La longueur OF est égale à | 

A l'instant initial, l'angle MOF est droit, l'axe in-
stantané de rotation du solide coïncide avec la bissec-
trice de cet angle et la vitesse de rotation est toy/i. 

Cela posé, on demande de déterminer le mouvement 
ultérieur du solide et d'exprimer^ en fonction de 
l'angle MOF, les composantes de la réaction exercée par 
le cône sur le point auquel est fixé son sommet. 

Déterminer les cônes décrits par l'axe instantané de 
rotation dans le solide et dans l'espace; indiquer com-
ment ils sont placés l'un par rapport à l'autre aux diverses 
époques du mouvement. 

On montrera que les traces respectives li et de ces 
cônes sur les plans P, T?i, perpendiculaires, le premier 
à OM, le second à OF, sont des courbes du genre des 
herpolhodies. On cherchera les surfaces du second ordre 
qui, en se mouvant de inanière à définir chacune un 
mouvement de Poinsot autour du point O, toucheraient 
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les plans P el P< aux différents points des courbes H 
et H .̂ 

On rappelle que le mouvement d'un solide autour 
d'un point fixe peut être déterminé par les équations 

dt' 

^ = — s m cp — - h coscp sinO ~ , 

dt dt 

S I R LE MAXIMUM D'UN PRODUIT DE PLUSIEURS FACTEURS 
POSITIFS DONT LA SOMME EST CONSTANTE; 

PAR M . E . G O U R S A T . 

Dans un des derniers numéros du Bulletin des 
Sciences mathématiques, M. Darboux a publié une dé-
monstration fort élégante, et à l'abri de toute objection, 
du théorème classique sur le maximum d'un produit de 
plusieurs facteurs positifs dont la somme est constante. 
La démonstration suivante qui se rapproche davantage 
de la démonstration habituelle, est également rigou-
reuse. 

Rappelons d'abord la formule 

/a-\-ÙY (a —h Y 
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d'où Ton déduit que le produit de deux facteurs positifs, 
dont la somme est constante, augmente lorsque leur 
dilïérence diminue. 

Cela posé, considérons p facteurs positifs <2, c, . . . , 
l dont la somme est supposée constante et égale à S, et 
désignons par m la moyenne arithmétique de ces p fac-
teurs, de telle sorte que l'on ait 

S mp. 

Il s'agit de montrer que le produit 

(1) V-=^abc..,l 

est inférieur à mP.^ h moins que tous les facteurs a, 
h, . . . , / ne soient égaux à m. En eifet, si tous ces fac-
teurs ne sont pas égaux, il y aura au moins un facteur 
inférieur à m et au moins un facteur supérieur à ?n. Soit 
m — h un facteur inférieur à et un factcur 
supérieur à m. Sans toucher aux autres facteurs du 
produit P, remplaçons m — h par m et m-\-k par 
m-\-k — Il -, nous obtenons un nouveau produit 

(2) a'b'c'.,, V 

jouissant des propriétés suivantes : la somme des fac-
teurs de ce produit est encore égale à S ; 2® le produit P 
est supérieur au produit P ; en effet, on a remplacé 
deux facteurs dont la différence était h-\-k par deux 
facteurs ayant meme somme que les premiers et dont 
la différence est inférieure à h -h/r; le nombre des 
facteurs de P̂ ' différents de m est inférieur au moins 
d'une unité au nombre des facteurs de P différents 
de ni. 

En opérant sur le produit P̂  comme on a opéré sur le 
produit P, et ainsi de suite, autant de fois qu'il sera 
néciîssaiie, on finira par arriver à un produit composé 
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de p facteurs égaux à rit. Comme, dans cette suite d'opé-
rations, chaque produit est plus grand que le précédent, 
il en résulte que le produit P d'où l'on est parti est 
inférieur à m^. c. Q» F. n. 

P R O P R I É T É S GÉOMÉTRIQUES DES POLYGONES FUNICULAIRES; 

PAR M. E . R O U G H É ( I ) . 

D É F I N I T I O N DES POLYGONES FUNICULAIRES. 

1. Si, sur la ligne d'action d'une force, on porte, à 
partir du point où cette force est appliquée et dans le 
sens suivant lequel elle agit, une longueur ayant avec 
l'unité de longueur un rapport égal à celui de la force 
à l'unité de force, on obtient tm segment rect¡ligne 
qu'on nomme segment repj'ésentatif de la force. Nous 
donnerons le nom de vecteur' de la force à tout segment 
ayant la même grandeur, la même direction et le même 
sens que le segment représentatif. Tandis que le seg-
ment rc^présentatif détermine la force en grandeur, posi-
tion et sens, le vecteur ne donne que la grandeur, la 
dir ection et le sens de la force. 

Nous nommerons polygone des vecteur s d'un système 
de forces F4, Fo, F3, F^, F;, la ligne brisée 

obtenue en menant bout à bout, à partir d'une origine 
arbitraire a^, les vecteurs respectifs a^a^, «3 

Extrait des Leçons de Statique fj;raphique faites au Conserva 
toire des Arts et Métiers cn 188G-1887. 
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a^a^ (les forces considérées. Il est clair que la 

connaissance des points d'application des forces et du 
polygone des vecteurs définit pleinement un système de 
forces (^g-. i). 

Fi{j. I. 

\v 
Quand les forces sont appliquées à un corps rigide, 

on peut déplacer le point d'application de chacune 
d'elles sur sa ligne d'action. On définit alors le sys-
tème en donnant, outre le polygone des vecteurs 

les lignes d'action D ,̂ D2, D3, D4, Dg des forces, lignes 
d'action qui sont d'ailleurs respectivement parallèles 
aux côtés «2^37 CÎCL̂  du polygone des 
vecteurs. 

2. Nous ne considérerons ici que des forces appli-
quées à un corps rigide et toutes situées dans un même 
plan. 

Un tel système (F^, F2, F3, F4, Fg) étant donné par 
les lignes d'action D,, D2, D3, D4, D» et le polygone 
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des vecteurs a^a^a^a^^a^a .̂, prenons à volonté dans le 
plan des forces un point p auquel nous donnerons le 
nom de pôle du polygone des vecteurs, et joignons ce 
pôle aux divers sommets de ce polygone par des droites 

pa2j pa^f paji., pa^, pa^ que nous nommerons 
rayons polaires. 

Menons une parallèle quelconque tùcf.̂  au premier 
rayon pa^, jusqu'à sa rencontre ai avec la ligne d'action 
D̂  de la première force ; puis, tirons par â  la paral-
lèle ai a2 au second rayon jusqu'à sa rencontre ag avec 
la ligne d'action D2 de la seconde force F2 ; et ainsi de 
suite. Enfin par le point ag où la parallèle olj^ol^ à l'avant-
dernier rayon pa^ rencontre la ligne d'action D5 de la 
dernière force F^, menons agcp parallèle au dernier 
rayon paQ. 

Nous obtiendrons de la sorte une ligne brisée 

toai a2 ag â ag©, 

dont le premier et le dernier côté ojâ  et agcp sont indé-
finis, et à laquelle on donne le nom de polygone funi-
culaire, relatif au pôle p, du système des forces consi-
dérées. 

Pour que la construction réussisse, il faut que cha-
cune des lignes toa ,̂ a^a^, agaa, . . . coupe la ligne 
d'action de la force suivante; il en sera toujours ainsi, 
si l'on choisit pour pôle p un point non situé sur les 
côtés du polygone des vecteurs ou sur leurs prolonge-
ments; car les rayons polaires coupant alors les côtés 
de ce polygone, les parallèles à ces rayons couperont 
les lignes d'action correspondantes. 

Dans le cas où les forces sont parallèles, la construc-
tion d'un polygone funiculaire n'ofî're aucune particula-
rité, mais les côtés du polygone des vecteurs sont alors 
sur une même ligne droite et le pôle p peut être pris à 
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voloiité en dehors de cette droite indéfiniment pro-
longée. 

Enfin, dans le cas d'une force unique, ie polygone des 
vecteurs se réduit à un segment unique et un po-
lygone funiculaire se compose seulement de deux côtés 
indéfinis toa, aîp qu'on obtient en menant, par un point 
quelconque a de la ligne d'action, des parallèles aux deux 
rayons polaires pa^ et pa^-

Dans les figures suivantes, pour ne pas compliquer 
inutilement, nous désignerons par la même lettre une 
force quelconque et sa ligne d'action; nous emploie-
rons d'ailleurs la notation 

(Fi, F2, . . F „ ; ai, . . a ^ + i ) 

pour désigner le système des forces ayant F i , Fo, . . ¥ , i 
pour lignes d'action et ao . . . â ^̂  pour polygone des 
vecteurs. 

L E M M E S DE G É O M É Ï I U E . 

3. Soient ABC, A'B'C deux triangles tels que les 
côtés AB et AC de l'un soient respectivement parais 
leles aux côtés A^B' et A!G de autre. Si par le som-
met A du premier on mène la parallèle AD à la base 
B'C^ du second J et que par le sommet A^ du second on 
mène la parallèle A'D^ à la base BC du premier, les 
points D et D' diviseront les bases BC et B 'C en parties 
inversement proportionnelles {fig. 2). 

En effet, les triangles ABD, A'B'D' ayant leurs côtés 
parallèles sônt semblables et donnent, en grandeur et 
en signe, la proportion 

• DB _ D^' 
' D A ~ D ' B ' ^ 

on a de même, par les triangles semblables ADC, 
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DC 
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D ' C 
D'A' 

et il sufiit de multiplier ces deux égalités membre à 
membre pour obtenir la relation 

(i) 
D B D ' C 
DC D ' B ' ' 

qui exprime le théorème énoncé. 

Fiff. 

Il résulte d'ailleurs de l'égalité de ces rapports en 
grandeur et en signe que : SLiwant que D tombe entrée 
B ei G, sur le prolongement de BC ou sur le prolonge-
ment de CB, D' tombe entre B' et G, sur le prolonge-
ment de C B ' ou sur le prolongement de lYG; la valeur 
commune des rapports (i) est dans le premier cas né-
gative, dans le second cas supérieure à i, enfin dans le 
troisième cas comprise entre o et i . 

4. De la proposition qui précède on déduit immédia-
tement la suivante : 

Les bases BC, B'G de deux triangles variables ABC, 
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A'B'C é¿a/¿¿ fixes, et les côtés AB et AC restant res-
pectivement parallèles ci A^B' et A'C^, si le sommet A 
du premier triangle décrit une droite L parallèle ci la 
base B 'C du second, le sommet A! du second triangle 
décrira une droite \J parallèle à la base BC du pre-
mier. 

En effet, soit A une position quelconque, sur la droite 
L, du sommet du premier triangle ; si, par la position 
correspondante A! du sommet du second triangle, on 
mène la parallèle A'U à BC, le point D' où cette paral-
lèle coupera B'C devra, d'après le théorème précédent, 
diviser la base B'C'dans un rapport constant. Donc ce 
point D' restera fixe quand le point A se déplacera sur 
la droite L ; par suite, le point A' restera sur la paral-
lèle 1/ menée par le point fixe D' à la base immobile 
BC. 

5. Nous supposerons connus du lecteur les tracés 
usuels relatifs aux figures homologiques 

Toutefois nous croyons devoir ajouter ici quelques 
mots sur le cas important où le centre d'homologie est 
à Vinfini dans une direction donnée. Un couple (a, a') 
de points homologues suffit pour indiquer cette direc-
tion homologique; L désignant Vaxe d'homologie, on 
obtient alors Thomologue m' d'un point quelconque m 
de la première figure S en prenant l'intersection de la 
parallèle m\x à aa' et de l'homologue sa' de la droite sa 
qui joint le point m au point a {fig- 3). La proportion 
évidente 

!JL/?L' _ CL a' 
vxm ~~ 'J.a 

(') Voir le Traité de Géométrie de MM. E. UoüciiÉ cl DE COM-
lîEiioussE (5' édition, n"« 728, 729 et 730). 
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1 !x ni! , prouve que le rapport ^ ^ est constant, en sorte qu on 

déduit la seconde figure U de la première cn dilatant 
dans un rapport constant, qu'on nomme rapport cVlio-
mologie, les ordonnées aa, . . [jim, . . . , comptées à 
partir de l'axe d'homologie L parallèlement à la direc-
tion homologique. 

ÎMI?. 3. 

On peut même donner un peu plus d'extension à 
cette règle en comptant les ordonnées parallèles à la 
direction homologique à partir d'une droite quelconque 
¿0 pour la première figure S pourvu que l'on compte les 
ordonnées de la seconde figure S' à partir de la droite 
t'^ homologue de zO; car, si n et rJ désignent les points 
où tQ et i'O rencontrent ¡x/jim̂ ^ les rapports 

|x m' ¡x n' 
[X m [JL n 

étant égaux l'un et l'autre ati rapport p d'homologie, il 
en sera de même du rapport 

a m' — |J. n' n' m' 
Í ou ¡xm — ixn nm 

A X E COMMUN A D E U X POLYGONES F U N I C U L A I R E S 

D'UN M Ê M E S Y S T È M E DE FORCES. 

6. Si Von considère deux poljgones funiculaires 
quelconques relatifs ci un même système de forces, les 
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points Oli les côtés du premier re?icontrent respectis^e-
ment les côtés homologues du second sont situés sur une 
même droite. 

Cette ligne^ que nous nommerons Y axe commun aux 
deux poljgones, est parallèle à la droite qui joint les 
deux pôles et est située à distance finie, si les deux po-
lygones ont des pôles distincts; elle est à Vinfini., si les 
deux poljgones ont le même pôle. 

Le théorème est évident dans le dernier cas; car, 
lorsque les deux polygones funiculaires ont le même 
pôle, deux côtés homologues quelconques sont paral-
lèles entre eux. 

Il sufiit donc de s'occuper du premier cas. Désignons 
les deux polygones funiculaires par P et F et leurs 
pôles respectifs par p et p'\ appelons en général SA l'in-
tersection des deux côtés a), de rang / r , les-

Fig. 4. 

quels sont respectivement parallèles aux rayons polaires 
pâ ^ p'af,'.̂  d'ailleurs â  et a)̂  sont situés sur la ligne 
d'action de la force F^ dont le vecteur est akUĵ ĵ .̂ Con-
sidérons les deux triangles a^pp'̂  S^a^a^ ; le côté ¿zA/? 
est parallèle à SA<̂ A et le côté a^p' est parallèle à Sh^i,-
Si, les bases pp\ aAa)̂  restant fixes, les sommets a^ et 
SA se déplacent de manière que les côtés qui étaient 
d'abord parallèles conservent leur parallélisme, a ĵ̂ ^pp' 
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et Sk̂ iOLfî 'k seront deux autres positions correspon-
dantes des triangles variables. Mais le déplacement 

J du sommet du premier étant parallèle à la base 
oLffOL'̂  du second, il faut (n® 4) que le déplacement 
SASA+Î du sommet du second soit parallèle à la base pp' 
du premier. Ainsi tous les segments Si S2, S2S3, . . . , 
SrtSrt+i sont parallèles à pp\ et, comme chacun d'eux a 
un point commun avec le suivant, tous ces segments 
sont sur une même droite parallèle à pp'. D'ailleurs cette 
droite est à distance finie ; car, puisque les pôles p et p' 
ne sont pas situés sur les côtés (indéiiniment prolongés) 
du polygone des vecteurs, de deux sommets consécutifs 
«/i, de ce polygone, Tun au moins, a^ par exemple, 
n'est pas en ligne droite avec pp' ; les rayons polaires 
pajf, p'Œh sont dès lors distincts, et par suite les côtés 

a/v, oLf̂ , qui sont respectivement parallèles à ces 
rayons, se rencontrent en un point SA situé à distance 
finie. 

7. Ce théorème facilite le tracé des polygones funi-
culaires satisfaisant à certaines conditions. Voici un 
exemple : 

Etant donné un polygone funiculaire Pcoa, aaa^ a ,̂ 
de pôle pour un système de forces 

construire pour ce même système de forces un second 
polygone funiculcdi e P', de pôle donné p', et dont un 
côté de rang assigné, le second, par exemple, passe 
par un point donné I. 

On aura d'abord le second côté a'̂  a'̂  du polygone P̂  
en menant par I la parallèle au rayon polaire pa^ ; on en 
déduira le point S2, intersection des deux seconds côtés. 
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et enfin Taxe L commun aux deux polygones P et P' en 
menant par So la parallèle à pp', 

Cela fait, au lieu de construire le polygone F d'après 
la définition même du n® 2, on pourra employer Taxe t» : 

Soit pour tracer immédiatement un coté de rang as-
signé; on obtiendra, par exemple, le quatrième en 
menant, par le point S4 où Taxe L rencontre a3a4, une 
parallèle au rayon ; 

Soit pour tracer les côtés successifs du polygone P' 
sans faire intervenir le polygone des vecteurs; en pre-

Fig. 5. 

nant, en effet, les points Si, So, S3, S4, S5 où l'axe L 
rencontre les côtés a^ag, agXi, a.cp du polygone 
P, on atii a de proche en proche les côtés correspondants 
w'a'̂ , a'̂ a'3, a'̂ a,̂ , a'.cp^en menant successivement S< a'̂ , 
Ss a'̂ , S.ia'̂ , S^a',,. 

L T E U n u POINT DE RENCONTRE DE D E U X COTÉS 

DE RANGS ASSIGNÉS. 

8. Si y dans chacun des poljgones funiculaires (^en 
nombre infini) qui sont relatifs à un même sjstème de 
forces, on prend le point de rencontre du côté de rang 
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Extrait de la Préface. 
D'une façon générale, les intégrateurs mécaniques sont des instruments 

qui effectuent, dans certaines conditions et par des moyens purement méca-
niques, la sommation d'une série infinie de grandeurs infiniment petites. Ces 
dernières peuvent d'ailleurs être les éléments soit d'une aire limitée par une 
courbe, soit d'une grandeur complexe ^quelconque, travail mécanique, cha-
leur, énergie électrique, etc., le problème à résoudre se ramenant toujours 
à la solution d'une intégrale définie. L'origine de cette espèce d'appareil est 
assez récente : les intégrateurs datent tous de ce siècle; il n'y a donc pas 
lieu d'être surpris si leur nombre est encore restreint et leurs applications 
rares. 

La mesure des aires est un des problèmes qui se présentent le plus souvent 
dans les sciences appliquées, et il est d'ailleurs possible d'y ramener tous 
les autres problèmes; aussi est-ce de ce côté que les premiers inventeurs 
dirigèrent leurs recherches, s'appliqiiant à remplacer de longs et fastidieux 
calculs numériques par une simple opération mécanique. Il nous suffira de 
rappeler ici les planimètres d'Amsler-Laifon, aussi remarquables par la sim-
plicité des principes mis en jeu que par les qualités pratiques de leur con-
struction. 

Les intégrateurs destinés à la totalisation de certains effets physiques 
variables, comme, par exemple, les intégrateurs dynamométriques, sont d'un 
emploi beaucoup moins fréquent. On se bornait d'ailleurs, dans tous les 
appareils de cette nature, à rechercher le résultat final de l'intégration; 
ainsi les planimètres donnent simplement la mesure numérique de la surface 
considérée; les totalisateurs dynamométriques, la somme du travail dépensé 
ou produit pendant un certain laps de temps : aucun d'eux ne peut fournir 
par des indications continues la loi suivant laquelle a été effectuée la som-
mation. 

Le but de nos recherches a été tout autre. Nous avons cherché à con-
struire des intégrateurs qui non seulement effectuent la somme totale des 
éléments, mais donnent encore, sous forme de tracé graphique d'une courbe, 
la loi complète qui régit la sommation, permettant de suivre pas à pas, pour 
ainsi dire, le progrès de l'intégration et faisant connaître la succession des 
phases par lesquelles elle a passé. La courbe tracée par nos intégrateurs 
n'est autre chose que la courbe intégrale, dont nous exposons en quelques 
mots la théorie dans le premier Chapitre de cette étude. 

Nous avons donné le nom ^intégraphes à ce nouveau genre d'intégrateurs, 
que nous croyons pouvoir affirmer avoir été le premier à construire. 

Il serait superflu d'insister longuement sur l'importance du résultat ob-
tenu, qui est le tracé mécanique de la courbe intégrale, ce tracé pouvant ser-
vir de point de départ à des opérations géométriques d'une grande utilité 
dans certaines applications pratiques. Quelques exemples suffiront à donner 
une idée de ces applications. 

S'agit-il, par exemple, d'une aire limitée par un contour quelconque, le 
tracé des courbes intégrales permettra, indépendamment de la mesure de 
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celte aire, la solution de plusieurs problèmes planiraétriqucs, tels que la di-
vision de Taire donnée en parties proportionnelles à des nombres quelconques; 
ce même tracé permettra encore d'obtenir avec la plus grande facilité le 
moment statique et les moments d'inertie par rapport à un axe quelconque 
situé dans le plan de la courbe. Un autre exemple, tiré de la Statique gra-
phique, mettra encore mieux en relief l'importance des opérations basées sur 
la connaisance de la courbe intégrale. Ainsi, en partant de la courbe repré-
sentant la charge d'une poutre, nous pouvons, à l'aide des courbes intégrales, 
obtenir successivement les efforts tranchants, les moments fléchissants el 
enfin la ligne élastique. 

Le domaine de la Physique, où la sommation des éléments infiniment petits 
de la forme ydx se rencontre à chaque instant, offre des applications sans 
nombre. Si l'on connaît, par exemple, la forme d'un courant induit, la courbe 
intégrale donnera le moyen de connaître, non seulement la quantité totale 
d'électricité développée "dans l'induit, mais encore la forme du courant in-
ducteur. 

Pour bien montrer quelles sont l'étendue et la variété des applications de 
l'intégraphe, nous avons passé en revue les principales d'entre elles dans le 
cinquième Chapitre de cette étude. Citons ici en particulier : 

Les problèmes planimétriquex, la résolution des equations numériques, 
la rccherc/ie des moments de divers ordres et des centres de gravite\ le 
problème du transport des terres, le calcul graphique des poutres, la théo-
rie des voûtes, les problèmes de construction navale, l'etade des systèmes 
en mouvement, les problèmes électriques, etc. 

Table des Matières. 
CIIAP.L. La courbe intégrale. Définition de la courbe intégrale.Tracé approxi 

nnatir de cette courbe. Rapports généraux entre une courbe donnée et sa 
courbe intégrale. — C I I A P . II. Nouveau principe cinématique d'intégrateurs. 
Généralités. Propriétés de la roulette. Tracé de la courbe ihtepale au moyen 
de la roulette. Vis à pas variable. Diiiérents cas qui se présentent sur les 
applications de la vis à pas variable. Réalisation mécanique de cet organe.— 
C I I A P . III. Les intégraphes. Les premiers intégraphes. Intégrateurs et inté-
graphes à roulette mobile le long d'une génératrice du cylindre. Modèles faits 
en collaboration avec Napoli. Maciiine à intégrer de M. Boys. Intégraphe de 
Zmurko. Intégrateur et dérivateur Mestre. Dérivation mécanique. — C U A P . IV. 
Propriétés caractéristiques du nouveau système d'intégrateurs. — C I I A P . V. 
Les applications. Applications planimétriques. Tracé de quelques courbes au 
moyen de l'intégraphe. Représentation et résolution des équations numériques. 
Intégration des équations différentielles. Moments. Centres de gravité. Trans-
port des terres. Efforts tranchants et moments fléchissants d'une poutre char-
riée. Courbe élastique. Théorie des voûtes. Problème de construction navale, 
Étude des systèmes en mouvement. Quelques applications électriques. Appli-
cations pratiques du nouveau système d'intégrateurs.— APPENDICE. Application 
de la roulette au tracé de certaines courbes. Quadrature des diagrammes ob-
tenus pour le dynamomètre d'inertie de M. Desdouts. Note relative aux études 
(le G. Coriolis ('). 

C) Les intégraphes sont construits par la maison P. Barbier et C'", 5, place 
du Panthéon. 
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i et du côté de rang A, le lieu de ces points est une 
droite parallèle ci la corde aia^ qui, dans le polygone 
des "vecteurs, joint l'origine du côté de rang i ci l'ori-
gine du côté de rang k. 

Eu cfTet, soient P et P' deux polygones funiculaires 
quelconques du système: p et // leurs pôles-, Ŝ  l'inter-
section des deux cÔLes de rang i, et Sa l'intersection des 
deux côtés de rang A ; enfin m l'intersection des côtés de 
rang i et k dans le polygone P et m'l'intersection des 
côtés de rangs i et k dans le polygone P'*, ui et m' seront 
deux points quelconques du lieu et ils seront à distance 
finie, si, cii et a^ étant distincts comme le suppose l'énon-
cé, la droite indéfinie pp' ne passe ni par ai ni par a^. 

Considérons les triangles paiaji., le côté pai 
est parallèle à mSi et le côté pcî  parallèle à //¿Ŝ . Si, 
les bases c^au-, S/S/^ restant fixes, les sommets p et m se 
déplacent de manière que les côtés d'abord parallèles 
conservent leur parallélisme, p'aia^ et m'SiSfç seront 
deux autres positions correspondantes des triangles va-
riables. Mais le déplacement pp' du sommet du premier 

Fig. 6. 

étant parallèle à la base SÎSA du second (n® 6), il iaut 
(n® i ) que le déplacement mm' du sommet du second 
soit parallèle à la base aiau du premier. Ainsi la droite 

Ann. de Mathémat.. W série, f. VI. (Oclobrc i^S;.) 3o 
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qui joint deux points quelconques m et m' du lieu est 
parallèle à \ donc tout point m du lieu est sur la 
droite A menée par l'un d'eux m' parallèlement à «/a -̂
Invcrscnuînt tout point de cette droite X appartient au 
lieu-, car, si l'on désigne par J) une droite quelconque 
passant par |Ji et distincte de A, et si l'on considère un 
polygone iiiniculaii c du syslcnie ayant cette dioite pour 
coté de rang i et un pôle -ns diilérent de Î-Î/, le coté de 
rang A dans ce polygone coupera la droite D cn un point 
appartenant au lieu et par conséqticnt situé sur ; or a 
est le seul point commun aux droites 1) et donc ¡i. 
appartient au lieu. 

9. On dit que le polygone des v(;cteurs d'un système 
de forces F^, Fo, . . . , F,̂  v.sl fenné lorsque son origine 
â  et son extrémité coïncident. 

Un polygone funiculairt; est à\l fermé lorsque le pre-
mier coté wa, et le dernier a^o coïncident avec la droite 

qui joint le premier au dernier sommet. 
Quand le polygone des v(ictcurs d'un système de 

forces est ouvert, on peut rencontrer parmi les poly-
gones funiculaires du système les trois types : polygone 
iérnic, ou polygone ouvert et ayant le premier et le der-
nier coté soit parallèles, soit concourants. Un exemple 
suilit pour mettre le fait hors d(» doute. Que l'on consi-
dère deux forces concourantes V̂  et Fo, si l'on prend le 
pôle hors de la droite ata^ qui joint l'origine à l'extré-
mité du polygone â â â ^ des vecteurs, on a évidem-
ment un polygone funiculaire ouvert dont le premier et 
le dernier coté sont concourants-, si l'on place au con-
traire le pôle sur r/3, le premier et le dernier côté du 
pohgone funiculaire seront coïncidants ou parallèles 
suivant qu'on fera ou non passer le premier côté par le 
point de concours des deux forces. 
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Mais, (jaand le poljgone des vecteurs d'un système 

de forces F,, . . . , F,^ est fermé, si un polygone 
funiculaire du syslème est feiiné, tous les polygones 
funiculaires du système sont fermés. 

En elVel, si le polygone des vecteurs a^a^. . . â ^^ 
est fernié, c'est que coïncide avec â  \ â  et a,i sont 
donc deux points distincts et a'̂ a,i est parallèle à F,/. 
Or, le polygone des vecteurs étant fermé, dans tout po-
lygone funiculaire du système ie d<nnier côté aL,iO 
aura la même direction que le pn^nier toâ  et̂  pour 
(ju'un tel polygone funiculaire soit fermé, il faut et il 
sufiit que le premier côté et ravant-dernier a,y, 
(^'est-à-dire le concourent sur F,^. Mais, si cela a 
lieu pour l'un des polygones funiculaires, la droite F,;, 
qui est, avons-nous dit, parallèle a a^Un., sera (n" 34) le 
lieu des points de'rencontre du premier et du 
côté des divers polygones funiculaires du système; tous 
ees polygones sont donc fermés. 

11 suit de là que, si le polygone des vecteurs d'un 
système de forces est fermé et si l'un des polygones 
funiculaires du systènw est ouvert., tous les polygones 
funiculaires du système seroiii ouverts. 

Obsiîrvons encore que, dans le cas particulier d'un 
système de forces concourantes, si le polygone des 
vecteurs est fermé, toiis les polygones funiculaires sont 
fermés. Eu eiî'et, il sufiit, d'après cc qui précède, de 
montrer que la cliose a lieu pour un polygone funicu-
laire du système. Or, si l'on fait passer le premier côté 
d'un polygone funiculaire par le point de concours des 
forces, ce polygone se réduit évidemment h la droite 
menée par ce point de concours parallèlement au pre-
mier rayon polaire. 

10. devenons maintenant au tliéorème du n" 8. 
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Nous avons supposé ai et a^ distincts^ ear, lorsque a^ 
et ah se confondent, la direction atcih n'est plus déter-
minée et l'énoncé n'a plus de sens. Mais quel est alors 
le lieu des points de rencontre des côtés de rangs i 
et A ? 

Considérons le système partiel formé par les forces F/, 
Fi^i, . . . , ; la ligne brisée . . . est le po-
lygone des vecteurs de ce système partiel, et, si coâ  .,,ol,iO 
est un polygone funiculaire du système total Fi . . . F,^, 

a/... â  sera un polygone funiculaire du système 
partiel F/F/ î . . . FA_i. Dans notre liypotlièsiî le poly-
gone des vecteurs aiaiĵ ^ . . . ¿̂A est fermé, puisque ai et 
cik se confondent^ donc, si l'on considère tous les poly-
gon(;s funiculaires du système, les côtés a/, et ^-k 
seront soit toujours parallèles et distincts, soit toujours 
confoJidus. Le tracé d'un polj^gone funiculaire d'essai 
montrera quel est celui des deux cas dans lequel on se 
trouve. 

Dans le premier cas, le lieu est évidemment la droite 
de Vinfini du plan. Dans le second cas, tout point m du 
plan a/ypartient au lieu; car, si l'on construit un poly-
gone funiculaire dti système en faisant passer son côté 

de rang i par /;/, le côté aA.̂ a^ de rang A, coïn-
cidant avec a/_i OC/, passera aussi par m. 

L I E U DES PÔLES DES POLYGONES F U N I C U L A I R E S PASSANT 

PAR D E U X POINTS DONNÉS. 

n. Si y parmi les poljgones funiculaires d'un sjs-
tème de forces, on considère seulement ceux dont deux 
côtés de rangs assignés i et k passent respectivement 
par deux poijits doimés I EI K, le lieu des pôles de ces 
poljgones est une ligne droite parallèle et IK. 

Clierclions un point a du lieu qui soit situé sur une 
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droite dé terminée a^Y et menée d'ailleurs à volonté par 
le point aĵ . 

Supposons qu'on ait déjà tracé un polygone funicu-
laire quelconque P̂  du système de forces considéré 

(Fi . . . F«; ai . an^i), 

et soit p' son pôle. Désignons par X une droite qui n'est 
autre que aia^ lorsque les points ai el a^ sont distincts, 
mais qui, si at et a/̂  sont confondus, est une droite 
menée à volonté par a/. Traçons des parallèles à X par 
les points I et K jusqu'à leurs rencontres respectives F 
et K̂  avec les côtés â , ol'^^ de rangs i et k dans le 
polygone funiculaire P ;̂ enfin, par menons la paral-
lèle à FK^ et prenons son intersection a avec X . Soient 
f i e t d e u x forces ayant, la première pour vecteur a/a 
et pour ligne d'action IF, la seconde pour vecteur aau 
et pour ligne d'action KR' et considérons le système 
de forces . . .F^. ^/s', aui. . . aj,a). Le poly-
gone Q l ' a - . . . K'Q^ est un polygone funiculaire, 

Fig. 7. 

de pôle p', pour ce système de forces, et comme il est 
fermé ainsi que le polygone des vecteurs, tout autre 
polygone funiculaire du même système de forces sera 
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i'cTiîié; donc, en particulier, celui P̂  de ces polygones 
qui, ayant pour pôle /?, aurait son premier côté passant 
par I. Mais les côtés de ce polygone PI, autres que le 
premier et le dernier, seraient précisément les côtés 
a/-ia/, . du polygone P^ donc, puisque Pi 
doit etre fermé, son premier et son dernier côté se con-
fondeiit avec IK^ par suite, pa est parallèle à IK, (m 
sorte qu'on obtient le point p cn menant par le point 
connu a la parallèle à IK et prenant l'intersection de 
cette droite avec 

Ainsi tout point p du lieu se trouve sur la droite L 
menée par le point a parallèlement à IR. 

D'ailleurs, tout point m de cette droite appartient au 
lieu^ car, puisque, en vertu du raisonnement ci-dessus, 
il y a, sur chaque droite issue de un seul point du 
lieu, le point du lieu qui est sur <7/̂ 7̂ , devant en même 
temps appartenir à coïncide avec m. 

En déiinitive, le lieu cherché est une droite parallèle 
à IK et passant par un point a qu'on détermine par la 
règle suivante : 

Fîiî. 8. 

Tracez un polygone funiculaire quelconque P' du 
systenie de forces proposé (s'il s'en trouve un déjà 
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tracé sur la figure, il convient évidemment d'en pro-
fiter); prenez les points T et K' oii les côtés de rangs i 
et k rencontrent respectivement les parallèles menées 
par I ei K ii une droite X , qui est la droite ata^ si a/ et 
ak sont distincts, ou une droite menée ci volonté par 
ai si ai et a^ se confondent ; enfin, par le pôle du poly-
gone auxiliaire P' menez la parallèle h I/K'; cette pa-
rallèle rencontrera la droite X au point cherché a. 

La J ig, 8 est relative au cas où les points a/ et 
sont distincts^ \aijig. ^ se rapporte au cas où ces points 
sont confondus, alors les côtés a-, â  de rangs i 
et k dans le polygone auxiliaire P'ont la même direction 
p'ai. Nous avons supposé ces deux côtés distincts; s'ils 
se confondent, la droite VK' se confond avec eux, et la 
droite p'a,̂  devenant /Ẑ /, le point a ne diiïère pas de ai\ 
dans ce cas, le lieu est donc la parallèle à IK, menée 
par les points confondus ai et aĵ . 

P R O P R I É T É S SPÉCIALES DKS POLYGOIVES F U N I C U L A I R E S 

R E L A T I F S A VIS SYSTÈIME DE FORCES CONCOURANTES OU 

PARALLIÎLES. 

12. Deux polygones Juniculaires quelconques P et 
P^ d'im même système de forces concourantes sont 
deux figures homologiques; en d'autres ternies, si S 
est une figure quelconque dont le polygone P fait partie, 
et si l'on construit la figure S' homologique de S en pre-
nant pour centre d'homologie le point de concours O 
des forces et pour axe d'hoinologici l'axe commun L 
(n'' 6) aux deux polygones P et P^ le polygone P̂  sera 
la partie de qui est riiomologue de P {fig. ())-

En eifet, prenons respectivement sur les deux pre-
miers côtés i07,f et des polygones funiculaires P et 



( 456 ) 
P̂  deux points o3 et (ô  en ligne droite avec le point O. 
Puis avec le centre d'homologie O, l'axe d'homologie L 
et le couple (03, cô ) de points homologues, construisons 
la figure 11' homologique de S-, l'homologue du premier 
côté oja, de P sera le premier côté to'a', de P\ puisque 

Fig. 9. 

to'cl\ passe par tô  homologue de o) et coupe Taxe L au 
même point Si que toai. D'ailleurs l'homologue du 
sommet ai de P devant être à la fois sur Oa^ et sur 
iù'ol\ sera précisément le sommet 7,\ de P . Dès lors on 
voit de meme que ol\ est l'homologue de â  7.2 et que aa 
est rhomologue de a'̂  ^ et ainsi de su,ite. 

13. Lorsque les deux polygones funiculaires P et P' 
sont relatifs à des forces parallèles, le centre d'homo-
logie passe à l'infini dans la direction des forces. Il est 
d'ailleurs aisé de voir que le rapport d'homologie est 
alors égal en grandeur et en signe au rapport des dis-
tances polaires ep, e'p^ {fig- i^)-

En eilét, soit ni rintersection de a^ a^ et de pp\ Si 
l'intersection de (ùt.̂  et de w'a,, enfin p. le point où 
ai a'̂  coupe l'axe commun aux deux polygones, c'est-
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à-dire la parallèle menée par Ŝ  à pp'\ les deux triangles 
pa^p'̂  a. S, a, se trouvent dans les conditions du n° 3, 
les cotés a^p et Sj a, sont parallèles, ainsi que les côtés 
ax// et S, a',, et la droite â  m est menée par le sommet 

Fig. 10. 

du premier parallèlement à la base ai a, du second, 
tandis que la droite S, ui est menée par le sommet du 
second parallèlement à la base pp' du premier j on a 
donc, en grandeur et cn signe, 

[jLaj _ mp _ ep ^ 
!j.oii "" mp' ep" 

ce qui démontre le fait énoncé, puisque la droite 84 ¡JI 
étant l'axe d'homologie et (a^, a'̂ ) étant un couple de 
points homologues, le premier des rapports ci-dessus 
exprime le rapport d'homologie. Ainsi : 

Deux polygones funiculaires quelconques P et P̂  
d'un même système de forces parallèles sont deux 
figures homologiques y dont les rayons homologiques 
sont ])arallèles aux lignes d'action des forces^ dont 
Vaxe d'homologie est Vaxe commun aux deux poly-
gones et dont le rapport d'homologie est égal au rap-
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port in\f€rse des distances polaires. Ce rapport est 
d'ailleurs égal à celui des ordonnées de deux points 
homologues (¡uelcomjues m et m! des deux poljgones, 

l'ig. II. 

les ordonnées nm, n'm' étant parallèles aux forces et 
comptées respectivement et partir de deux droites ho-
mologues (¡uelconcjues uv.^ et u v' des deux figures 
( A ' - i ' ) -

P O L Y G O N E F U N I C U L A I R E PASSANT 

PALL TROIS POINTS DONNÉS. 

14. Etant donnés trois points quelconques I, H, K 
dans le plan d 'un système de forces 

(F1F2... F/i; a^a,... 

on demande de tracer le polygone funiculaire P dont 
le côté de rang i passerait par I, le côté de rang h 
par H et le côté de rang k par K. 

Il sufiit cvidcmuicut Je trouver le pôle p du polygouc 
demandé P. 

Or ce pôle p appartient au lieu des pôles des poly-
gones funiculaires dont le côté de rang / passerait par I 
et le côté de rang h par H; il appartient aussi au lieu 
des pôles des polygones funiculaires dont le côté de 
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rang h passerait par H et le coté de rang h par K ; on 
sait (n'' 11) construire ces deux lieux qui sont des 
droiles respectivement parallèles à IH et HK; rinter-
section de ces deux droites sera le point clierclié p. 

On pourrait d'ailleurs à l'un de ces d(;ux lieux sub-
stituer celui des pôles des polygones funiculaires dont le 
côté de rang i passe par I et le côté de rang k par K, et 
obtenir de la sorte une vérification. 

Telle est la métliode générale. Mais, si les forces sont 
concourantes ou parallèles, il vaut mieux recourir aux 
propriétés spéciales des n"® 12 et 13. On a alors par le 
point de concours ou par la direction des forces le 
centre d'homologie ou la direction homologique des 
polygones funiculaires du système. Donc, en prenant 
les intersections respectives des rayons homologiques 
des points I, H, K et des côtés de rangs /, A, h dans 
tin premier polygone d'essai P̂ , on aura immédiatement 
les homologues r , des points I, H, K du polygone 
demandé P ; on pourra alors trouver tous les côtés de 
ce polygone P, même indépendamment les uns des 
autres, à l'aide des tracés indiqués au n" 7. 

lo . Tout cela est si facile qu'un exemple suffira. 
Nous choisirons à cet eiî'et le système de deux forces 
concourantes (F^, Fo; â  «ô â) auquel nous aj^pliquerons 
successivement les deux méthodes-, le premier côté 
devra passer par I, le deuxième par H et le troisième 
par K. 

La fig. I 2 est relative à la première méthode ; (o'a'a, cp̂  
est un polygone d'essai dont // est le pôle. En menant 
IV et HIF parallèles à Ui «o, P̂ îs par p' la parallèle p'x 
à FH^et enfin par x la parallèle à FIF, on a (n'' 11) le 
lieu des pôles des polygones iuniculaires dont le pre-
mier côté passe par I et le second par H. De même en 
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menant HĤ  et KK' parallèles à puis par // la 
parallèle p' j à Ĥ  K'et enfin par JK la parallèle à HK, on 
a le lieu \2 des pôles des polygones funiculaires dont le 
deuxième côté passe par H et le troisième par K. 

Le point p commun à et Xg sera le pôle du poly-
gone clierclié P ; son premier côté sera la parallèle eoa, 
à pa^ menée par ptiis, â  H et aoK seront les côtés 
suivants^ comme vérification, ces côtés doivent être res-
pectivement parallèles aux rayons polaires pa2 et pa^ 
que nous n'avons pas tracés pour ne pas compliquer 
inutilement la figure. 

La fig. i3 est relative à la seconde méthode; to'a'̂  a!, cp' 

Fig . i 3 . 

étant toujours un polygone d'essai dont le pôle p' est 
arbitraire, on prendra les intersections F, H', K' de ses 
côtés successifs avec les rayons homologiques 01, OH, 
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OK, et il restera, pour avoir le polygone demandé P, 
à construire la figure homologique de to'a, a^ç»'. 

L'homologue u du point u' où to'a'̂  coupe FFK' sera 
sur Ou' et sur HK-, en le joignant au point 1, on aura la 
droite homologue de u', c'est-«à-dire le premier côté 
(ola^ du polygone P dont le deuxième côté sera ol^ liao et 
le troisième aoKcp, 

16. L'une et l'autre construction peuvent être nota-
blement abrégées par un choix convenable du polygone 
d'essai P̂ , si un tel polygone ne se trouve pas tracé 
déjà pour d'autres besoins. 

Reprenons à ce point de vue la première méthode. En 
prolongeantKli {fig- i4) jusqu'à sa rencontre a'̂  avec 

Fig. i4. 

A 

Fi , on peut considérer la'̂  et a'̂  H comme le premier et 
le second côté d'un polygone funiculaire dont le pre-
mier côté passerait par I et le second par H; son pôle 
p' s'obtiendra en menant a^p' et a^p' respectivement 
parallèles à la^ et à HK, et la parallèle menée par p' 
à IH sera le lieu des pôles des polygones funiculaires 
ayant leur premier côté passant par I et leur second par 
H. De même, en prolongeant IH jusqu'à sa rencontre â  
avec Fo, on peut considérer Ha'̂  et a'^K comme le 
deuxième et le troisième côté d'un polygone funiculaire 
dont le deuxième côté passerait par H et le troisième par 
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K*, son pôle f)" s'obtiendra en menant a^p" et ciip" res-
j)(;etivement parallèles à IH et à a'IK, et la parallèle /w 
menée par ]>" à HK sera le lieu des pôles des polygones 
funiculaires ayant leur deuxième côlé passant par H et 
le troisième par K. Donc l'intersection de et de 
c'est-à-dire le sommet p opposé à a^ dans le parallélo-
graninuî a^p'pp" sera le pôle du polygone clierché P. On 
aura le deuxième côté a, ao en menant par H la parallèle 
à pa^^ puis Ja, et aoK seront le premier et le troisième. 

Jieprcîiions de même la secondî  méthode : En pro-
longeant KH jusqu'à sa rencontre â  avec la , et 

F i g . i 5 . 

a', Ha!, seront les deux premiers côtés d'un polygone 
funiculaire dont premier côté passe par I et le second 
par H; son pôle j)' s'obtiendra en menant a^p et a^p 
respectivement parallèles à la', et à HK, et l'on aura le 
troisième côté a'̂ cp̂  en menant par a'̂  la parallèle à p'a^ ; 
mais le polygone Lo'aî̂ a./J et le polygone cherché P ont 
évidemment pour axe d'homologie la droite IH qui est 
leur axe commun; donc, il suffira de prolonger 
jusqu'à sa rencontie S avec IH et de joindre SK pour 
avoir le dernier côté ao'̂  du ])olygon^e P ; le second côté 
sera ensuite a^Ha, et le premier a , I { fg^ i5) . 

La construction que nous trouvons ainsi par la consi-
dération d(;s figures homologiques aussi bien que la 
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précédente sont remarquables par leur élégante sim-
plicité. 

P O L Y G O N E FIJIVICULAIIIE PASSANT PAR D E U X POINTS DONNÉS 

E T AYANT U N E DISTANCE P O L A I R E DONNÉE. 

17. Après les détails dans lesquels nous vimons d'en-
trer, il suffira de quelques mots sur ce nouveau pro-
blème : 

Étant donnés deux points (¡uelconques I et II dans 
le plan d'un système de forces 

(FiFo.. .F/,; 

on demande de tracer un polygone funiculaire P dont 
le côté de rang i passe par I, le côté de rang h par H et 
dont le pôle p soit à une distance donnée 3 de la droite 
qui, dans ce polygone des vecteurs, joint le point ai au 
point a/i. 

Le pùlc inconnu p doit être d'abord sur l'une des deux 
parallèles à atak situées de part et d'autre et à la dis-
tance 0 de cette droite. Il doit être en outre sur la droite 
lieu des pôles des polygones funiculaires dont les côtés 
de rangs i et Ji passent respectivement par I et H. Cette 
droite coupe les deux premières en deux points p et p^, 
Il y a donc deux solutions-, la solution serait unique si 
l'on donnait, outre la valeur absolue o de la distance 
polaire, le sens de cette distance. 

Si les forces concourent en un même point O, ou 
consti'uira un polygone d'essai P̂  en prenant un pôle 
p' à la distance 5 de nia^^ portée d'ailleurs du côté 
convenable si le sens de la distance est donné. Les 
rayons bomologiques 01, OH fourniront par leurs ren-
contres respectives avec les c ôtés de rangs z et h du po-
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lygone P' les points V et IF homologiques de 1 et H; 
Taxe d'homologie des polygones P et P' s'obtiendra en 
menant par le point de rencontre S de IH et l'H^ la pa-
rallèle SL à /;//, c'est-à-dire la parallèle à aiah \ on aura 
donc plus de données qu'il n'en faut pour construire le 
polygone P homologique de P^ 

18. La solution par les figures homologiques devient 
d'une extrême simplicité dans le cas ou les forces sont 
parallèles. Soit, pour fixer les idées, le système de trois 
forces parallèles (F^ F2F3 ; â  a^a^ai^ et supposons qu'on 
veuille que le premier côté du polygone funiculaire 

Fig. 16. 

-y^P 

demandé P passe par I et le dernier côté par H. On 
construira un polygone funiculaire d'essai P̂  ou 
to'a, â  a'j cp' à l'aide d'un pôle p' qui soit à la distance 
donnée 3 de aĵ  et dans le sens voulu ; puis on mènera 
par I et H des parallèles aux forces jusqu'aux points 
d'intersection de ces rayons homologiques avec le pre-
mier côté (o-y/, et le dernier côté ol'^o du polygone P ;̂ 
ces points d'intersection V et Ĥ  seront les homologues 
de I et K. Mais les polygones P et P' ayant leur rapport 
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d'hoinologieégalárunÍLé(n''13) puisque leurs distances 
polaires sont égales et de niènie sens, les ordonnées cor-
respondantes comptées rcs|)ectivement à partir des 
droites homologues IH, TH'seront égales et de même, 
signe. Il suffira donc, pour avoir le polygone F, de prendre 
pi «M ¡̂ 3̂ 3 respectivement égales à P'̂ a ,̂ ¡̂ sa ,̂ 
P â̂  et de même sens. Des vérifications simples peuvent 
d'ailleurs être fournies par les rencontres telles que u', 
des côtés du polygone P̂  avec FH^; les côtés homo-
logues du polygone P devront rencontrer IH en des 
points homologues, c'est-à-dire situés avec les premiers 
sur une parallèle aux fon es. 

KEMAROIES SUR LA DÉTERIIINATION DES FOYERS 
m m COMOUE; 

PAU M . E . G O U R S A T . 

Soit 

( i ) y ) = ctx'^ -4- - f - ') dx ley f — o 

l'équation d'une conique rapportée à des axes de coor-
données rectangulaires, les coefficients â b̂., c., d.̂  e.̂  f 
étant réels. Les foyers de cette conicpie sont les points 
d'intersection des deux courbes 

(2) 

(3) 

X — (62 — ac)(x'^ —y^) -H "^^{be — cd)x 

H- i(ae — bd)y 4 - — d"^ - + - . / ( ^ — c ) = o . 

Y — — ac)xy ^ i{bd ~ ae)x 
%{he ~ cd)y i{hf — de) ~ ci 

pour trouver les points réels d'intersection de ces deux 
courbes, on peut procéder comme il suit. 

Ann. de Mathémat,, 3« série, t. Vt. (Octobre 1887.) 3 t 
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Multiplions l'cfpiation (3) par i = y/— i, et a joutons ; 

OTi posant 
^ =z X iy, 
A = b^ — ac, 

= bc — cd -f- i{ bd — ae), 
G = — d'' fia — c) 'ii{bf — de), 

il vient 

(4) X H- ¿Y = + G = o. 

La rechei'clie des racines de l'équation (4) revient 
précisément à la reclierclie des systèmes de solutions 
réiîlles communes aux équations ( i ) et (3) et, inverse-
ment, tout point d'intersection réel de ces deux courbes 
fournit une racine de réijuation (4). Nous sommes con-
duits, par conséquent, à la conclusion suivante : 

Soient (Xi, j'i), (xo, 72) coordonnées des deux 
foyers réels de la conique représentée par l'équa-
tion (1) ; si l'on pose 

== -4- i j i , -i- iy-2^ 

les deux quantités imaginaires z^ et Zo sont les racines 
de l'équation (4) . 

Supposons d'abord — ac diiférent de zéro; en ré-
solvant l'équation (4) , on trouve 

cd — be i{ae — bd) -f- /a — c lib ( J ) = — •« 

où A désigne le discriminant 

A = acf -h 1 bde — ae^ — cd- — fb'^. 

Tout revient donc à extraire la racine carrée de la 
quantité imaginaire a—-c-\-iib. Une fois les foyers 
réels connus, les foyers imaginaires se déterminent sans 
difficulté. 
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ABDANK-ABAKANOWICZ.— Les intégraphes, la courbe intégrale et ses 
applications. Étudêsur un nouveau système d'intégrateurs mécaniques. 
hi-8 carré, avec 94 figures dans lo texte; 1886 5 fr. 

Extrait de la Préface. 
D'une façon générale, les intégrateurs mécaniques sont des instruments 

qui effectuent, dans certaines conditions et par des moyens purement méca-
niques, la sommation d'une série infinie de grandeurs infiniment petites. Ces 
dernières peuvent d'ailleurs être les éléments soit d'une aire limitée par une 
courbe, soit d'une grandeur complexe ^quelconque, travail mécanique, cha-
leur, énergie électrique, etc., le problème à résoudre se ramenant toujours 
à la solution d'une intégrale définie. L'origine de cette espèce d'appareil est 
assez récente : les intégrateurs datent tous de ce siècle; il n'y a donc pas 
lieu d'être surpris si leur nombre est encore restreint et leurs applications 
rares. 

La mesure des aires est un des problèmes qui se présentent le plus souvent 
dans les sciences appliquées, et il est d'ailleurs possible d'y ramener tous 
les autres problèmes; aussi est-ce de ce côté que les premiers inventeurs 
dirigèrent leurs recherches, s'appliqiiant à remplacer de longs et fastidieux 
calculs numériques par une simple opération mécanique. Il nous suffira de 
rappeler ici les planimètres d'Amsler-Laifon, aussi remarquables par la sim-
plicité des principes mis en jeu que par les qualités pratiques de leur con-
struction. 

Les intégrateurs destinés à la totalisation de certains effets physiques 
variables, comme, par exemple, les intégrateurs dynamométriques, sont d'un 
emploi beaucoup moins fréquent. On se bornait d'ailleurs, dans tous les 
appareils de cette nature, à rechercher le résultat final de l'intégration; 
ainsi les planimètres donnent simplement la mesure numérique de la surface 
considérée; les totalisateurs dynamométriques, la somme du travail dépensé 
ou produit pendant un certain laps de temps : aucun d'eux ne peut fournir 
par des indications continues la loi suivant laquelle a été effectuée la som-
mation. 

Le but de nos recherches a été tout autre. Nous avons cherché à con-
struire des intégrateurs qui non seulement effectuent la somme totale des 
éléments, mais donnent encore, sous forme de tracé graphique d'une courbe, 
la loi complète qui régit la sommation, permettant de suivre pas à pas, pour 
ainsi dire, le progrès de l'intégration et faisant connaître la succession des 
phases par lesquelles elle a passé. La courbe tracée par nos intégrateurs 
n'est autre chose que la courhe intégrale, dont nous exposons en quelques 
mots la théorie dans le premier Chapitre de cette étude. 

Nous avons donné le nom ^intégraphes à ce nouveau genre d'intégrateurs, 
que nous croyons pouvoir affirmer avoir été le premier à construire. 

Il serait superflu d'insister longuement sur l'importance du résultat ob-
tenu, qui est le tracé mécanique de la courbe intégrale, ce tracé pouvant ser-
vir de point de départ à des opérations géométriques d'une grande utilité 
dans certaines applications pratiques. Quelques exemples suffiront à donner 
une idée de ces applications. 

S'agit-il, par exemple, d'une aire limitée par un contour quelconque, le 
tracé des courbes intégrales permettra, indépendamment de la mesure de 
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celte aire, la solution de plusieurs problèmes planiraétriqucs, tels que la di-
vision de l'aire donnée en parties proportionnelles à des nombres quelconques; 
ce même tracé permettra encore d'obtenir avec la plus grande facilité le 
moment statique et les moments d'inertie par rapport à un axe quelconque 
situé dans le plan de la courbe. Un autre exemple, tiré de la Statique gra-
phique, mettra encore mieux en relief l'importance des opérations basées sur 
la connaisance de la courbe intégrale. Ainsi, en partant de la courbe repré-
sentant la charge d'une poutre, nous pouvons, à l'aide des courbes intégrales, 
obtenir successivement les efforts tranchants, les moments fléchissants et 
enfin la ligne élastique. 

Le domaine de la Physique, où la sommation des éléments infiniment petits 
de la forme ydx se rencontre à chaque instant, offre des applications sans 
nombre. Si l'on connaît, par exemple, la forme d'un courant induit, la courbe 
intégrale donnera le moyen de connaître, non seulement la quantité totale 
d'électricité développée "dans l'induit, mais encore la forme du courant in-
ducteur. 

Pour bien montrer quelles sont l'étendue et la variété des applications de 
l'intégraphe, nous avons passé en revue les principales d'entre elles dans le 
cinquième Chapitre de cette étude. Citons ici en particulier : 

Les problèmes planimétriques, la résolution des équations numériques, 
la rccherc/ie des moments de divers ordres et des centres de gravité, le 
problème du transport des terres, le calcul graphique des poutres, la théo-
rie des voûtes, les problèmes de construction navale^ l'étude des systèmes 
cn mouvement, les problèmes électriques, etc. 

Table des Matières. 
C I I A P . L . La courbe intégrale. Définition de la courbe intégrale.Tracé approxi 

matir de cette courbe. Rapports généraux entre une courbe donnée et 
courbe intégrale. — C H A P . II. Nouveau principe cinématique d'intégrateurs. 
Généralités. Propriétés de la roulette. Tracé de la courbe ihtepale au moyen 
de la roulette. Vis à pas variable. Diiiérents cas qui se présentent sur les 
applications de la vis à pas variable. Réalisation mécanique de cet organe.— 
C I I A P . III. Les intégraphes. Les premiers intégraphes. Intégrateurs et inté-
graphes à roulette mobile le long d'une génératrice du cylindre. Modèles faits 
en collaboration avec Napoli. Machine à intégrer de M. Boys. Intégraphe de 
Zmurko. Intégrateur et dérivateur Mestre. Dérivation mécanique. — C U A P . IV. 
Propriétés caractéristiques du nouveau système d'intégrateurs. — G I I A P . V. 
Les applications. Applications planimétriques. Tracé de quelques courbes au 
moyen de l'intégraphe. Représentation et résolution des équations numériques. 
Intégration des équations différentielles. Moments. Centres de gravité. Trans-
port des terres. Efforts tranchants et moments fléchissants d'une poutre char-
riée. Courbe élastique. Théorie des voûtes. Problème de construction navale, 
Étude des systèmes en mouvement. Quelques applications électriques. Appli-
cations pratiques du nouveau système d'intégrateurs.— A P P E N D I C E . Application 
de la roulette au tracé de certaines courbes. Quadrature des diagrammes ob-
tenus pour le dynamomètre d'inertie de M. Desdouts. Note relative aux études 
(le G. Coriolis ('). 

C) L€S intégraphes sont construits par la maison P. Barbier et C'", 5, place 
du Panthéon. 

12841 Paris. — Imprimerie de GAl'TIUER-VnXAIlS, qnal des Auguslinu, 55. 
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m m THÉORÈME DE LA THÉORIE DE L'ATTRACTION; 
PAR M. E . SARRAU, 

Membre de l'Instilut, professeur à l'Ecole Polytechnique. 

Lorsque l'on considère l'attraction exercée, suivant 
la loi de Newton, par une masse sur un jKjint, on a ce 
théorème : 

Si le point est ci l'intérieur de la masse., la fonction 
potentielle de cette masse sur ce point satisfait à Vé-
(j nation 

dr- Il d^ u dr- U 

en désignant par u la fonction potentielle, par a, ¡3, y 
les coordonnées du point, et par K la densité de la 
masse en ce point. 

Poisson a établi, le premier, ce théorème en considé-
rant d'abord l'attraction d'une sphère homogène 
D'autres géomètres, notamment Gauss { - ) et M. Clau-
sius en ont donné des démonstrations directes, en 
ayant égard à la variation de la densité de la masse atti-
rante (')• Ces démonstrations paraissent compliquées, 
parce qu'elles comprennent des propositions de Calcul 
intégral intéressantes en elles-mêmes, et d'ailleurs in-

Bulletin de la Sociétéphilomathique, t. III, p. 308. 
Œuvres, t. V, p. 197, et Journal de Mathématiques pures et 

appliquées^ t. VII, p. 273. 
De la fonction potentielle et du potentiel, traduit de l'alle-

mand par F. Folie. Paris, Gauthier-Villars; 1870, p. 44-
On peut consulter, sur le même sujet, la Théorie du potentiel, 

par M. Émile Mathieu. Paris, Gauthier-Villars; i885. 
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dëpeiidanles du sujet. Il y a avantage à isoler ces pro-
positions, et la démonstration du tliéorème de Poisson 
découle ainsi très simplement de quelques théorèmes gé-
néraux qui sont susceptibles d'un grand nombre d'autres 
applications. 

I . — T H É O HT: M ES M É L I M IN AIRES. 

1. THÉ0Ri:ME pRiJNCiTAL. — Soif. F ( . r , j , z) u/ie fo/ic-
ILOJI des coordonnées («r, r , z)., finie, conlinue et bien 
déterndnée dans toute Véteiulue d'nn volume limite 
par une surf ace 1 \ en désignant par 

d^ un élément du volume 
c/cr un élémenl de la su?face t-
a le cosinus de l'angle ijue la nornmle a l'élément (h^ 

extérieure au voliu/ie fait w^ec Vaxe OX ^ 

(i ) j ~ f aV da, 

V intégrale du premiej- memhre s étendant h tous les 
éléments du volume r, et l'intégrale du second membre 
s\itendant à tous les éléments de la surface a. 

Eu ellbl, à un syslème de valeurs (yy z) correspon-
dent, sur la surface a-, certaines valeurs de jt'; le nombre 
de ces valeurs est toujours pair, puisqu'une parallèle à 
l'axe des.r, enti ant dans le volume ^ un certain nombre 
de fois, en sort le même nombre de ibis. 

Supposons (|u'un point décrivant cette parallèle, de 
X — — c c à vwlvil dans le volume pour 
x = et en soi'te p o u r x ~ X 2 , y entre pour jr; = 
et en sorte pour x = X/,, et ainsi de suite. Soient F j , F2, 
F3, F j , . . . les valeurs de F pour ces valeurs particu-
lières de X. 
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En prenant ponr Télénient le parallélépipède 

i/x dy dz^ on a 

ei, en intégrant par rapport à la variables, 
f f f ^ . . 

Or, si l'on désigne par «i , a,, «3, a-,, . . . les valeurs 
de a aux points dont les abscisses sont Xi, Xg, X3, 
X/,, . . . , et par î/t ,̂ c/cTg, i'/a-y, <'/t4, . . . les éléments 
snpcriicicls en ces points, qui ont pour projection dj dz 
sur le [)lan YOZ, on a évidemment 

— ai dzi — a-i ~ — di-^ = d^Ur — .. . — dy dz. 

On peut, par suite, éciire 

= J [ «2 F2 H- d^i -h F4 -h. . . 

c'est-à-dire, conformément à l'énoncé, 

JJJ'Îd^dydz^-JaVd.. 

2. CoROLLiiRE 1. — Si, dans la relation (i) , on sup 
pose F — i, on trouve 

( 2 ) J* a d(j = o. 

Donc, r intégrale j*ad<j étendue et toute la surface 

d'un espace limité est égale à zéro. 
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3. COROLLAIRE IL — Eu supposant F ™ il vient 

(3) f dv f a x d .̂ 

Donc, l'intégrale f ax d 7 étendue ci la surface d'un 

espace limité est égale au volume de cet espace. 

4 . COROLLAIRE 111. — Soient TÌR, c les cosinus direc-
teurs de la normale à l'élément c/cr, extérieure au vo-
lume et F , G, H des fonctions de finies, con-
tinues et bien déterminées dans l'étendue du volume P'*, 
on a les trois équations 

/ - . . . / C H . . 

et, par suite, en ajoutant membre à membre 

5. Formule de Qreen. — Si l'on fait dans l'équa-
tion (4) 

,, do ^ do do 
' dx ' dy ' dz 

Cette formule est fréquemment utilisée en Physique mathéma-
tique; Laplace s'en est servi, le premier, dans la Théorie de la 
capillarité. 
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p et cp étant des fonctions de (x , j , il vient 

I r i dp do dp do dp do\ , 

L'expression 
d'o d'^ o d- o 
dx^ dy^ dz^-

a été appelée par Lamé paramètre différentiel du second 
ordre de Ici fonction cp ; nous la désignerons par Acp, en 
posant symboliquement 

^ _ cVf d -^ 
dx^ dy- dz^ 

Quant au trinôme qui figure dans l'intégrale du second 
membre, on peut lui assigner une signification très 
simple. En effet, on a, en général, 

- do J do J do J 
do= -y dx dy -y dz. 

' dx dy dz 

Supposons qu'à partir du point , 3) de la sur-
face et sur la normale extérieure au volume p', on 
porte une longueur infiniment petite dn \ les projections 
de cette longueur sur les axes sont 

dx — a dn, dy = b dn, dz — c dn, 

et la valeur correspondante de dcp est 

de sorte que l'on peut écrire 

do - do do do a-V-b -y- c = 
dx dy dz dn 
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d'^ désignant La dévissée de la fonction suivant la nor-
male à la surface cr. 

En icsunié, si l'on pose 

dn dx dy dz 

l'cqualion (5) devient 

(7) j p Ao dv -i- j A dv j p ^^ d-J. 

Telle est la formule de (xreen (•); elle exige que les 
. , do do r/o . p . . (luantites o o —/ > p -y- soient limes, continues et I)ien 

^ ^ dx ^ dy ^ dz ^ 
déterminées dans 1(; volume v, 

(). Modification des foi'm aies dans le cas oh le vo-
lame r renferme des infinis. — Supposons que la fonc-
tion F de la formule fondamentale ait une valeur iniinie 
l'ii un point P(a, p, v), dans l'intérieur du volume r. 

Concevons une splièie de rayon iniiiiiment petit r\ 
décrite du point P comme centre. On peut appliquer la 
formule (i) au volume compris entre les suifaces T et â , 

(') Essai cCapplication de VAnalyse mathématique à la théorie 
de rElectrivité et du Magnétisme ( .NoLLingliam, 1828), réimprimé 
dans le Journal de Crelle (iSfio), cL dans l'édition des OEuvres de 
<îrcen. Kn fait, suivant la remarque de INI. Éuiile Mathieu, la for-
mule dite de Grecn a été employée dans différents cas par Fourier 
et Poisson, avant la publication du Mémoire de Green Sur l'Elec-
tricité. Duhamel et Lamé s'en sont servis, postérieurement, dans des 
Recherches sur la distribution de la température dans les corps 
solides {Journal de /'Ecnlc t^ol^teclinique, WIT^ Cahier; i833, 
p. >̂9 et 20'i ). 
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eu étendant à ces deux surfaces l'intégration du second 
membre. Si donc on désigne par co la valeur de l'inté-
grale ^̂  aFi/o-', relative à la sphère inliniment petite, 
c'est-à-dire la limite de cette intégrale lorsque r' décroit 
indéfuiiment, la formule (i) est remplacée par la sui-
vante : 

( 8 ) 

et l'on aurait une somme de termes OJ, si la fonction F 
admettait plusieurs intinis dans le volume r. 

L.i formule (6) éprouve une modiiication analogue, 

lorsque l'une des fonctions p, ^ devient in-
linie. 

7. Premier exemple, — Désignant par r la distance 
du point variable z) à un point iixe P(a, y), 

sorte que 
( 9 ) ,.2 ^ ( ^ __ a -H ( J - ^̂  _ ( - _ Y , 

et posant 

(lo) cp — y , 

faisons F ~ pjp dans la formule (i), p étant une fonction 
iinie dans le volume v̂ . 

Si le point P est hors du volume p», la formule (i) est 
immédiatement applicable^ mais, si ce point est dans ce 
volume, la formule peut se trouver modiiiée, la fonction 
devenant infinie lorsque l'on attribue à J , ^ les va-
leurs a, v. 

Considérons l'intégrale 

to = I a po ch\ 

relative à la sphère de rayon infiniment petit r'. 



( 476 ) 
Soit K la valeur de p au point P-, on peut, dans l'inté-

gration. remplacer p par K, et Ton a, sur la sphère, 

Par suite, 
^ r ^ r OJ — — / a da . 
rJ 

et cette vakur se réduit à zéro (n '̂ 2). 
La formule (i) s'applique donc, quelle que soit la po-

sition du point P, de sorte que, lorsque la fonction cp 
est définie par les formules ( 9 ) e t ( i o ) , on a, dans tous 
les cas, 

( M ) 

8. Second exemple, — Faisons maintenant ~ 
dans la formule (n). On a alors 

do X — a 1 3 ( .r — a 
~ ' lôé^ ' 

, ^ , do 7 - f i d^o I 3 ( r -
(i^) , - 5 7 2 " - H ^ 

do _ ^ —Y __ ^ — 
dz " r'^ ' dz''- r^ 

Les dérivées secondes satisfont à l'équation 

, d'^o d'^o d'^o 

et les dérivées premières donnent, en ayant égard à la 
troisième des formules (6), 

do I / .r — a - r — 3 i; — y 
= - l a h b ^ î- H- c ^ 

dn \ r r r 

ou bien, en désignant par s l'angle que la normale en un 
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point M de la surface o-, extérieure au volume fait 
avec le vecteur qui joint le point P au point M, 

do coss 

Cela posé et admettant que la fonction p reste finie 
dans le volume deux cas se présentent : 

I® P est extérieur à p», r ne devient pas nul 5 les dé-
rivées de cp restent finies dans le volume de et la for-
mule (7) devient, en y remplaçant, d'après la rela-
tion ( i3) , Acp par zéro, 

P est intérieur ¿1 on doit alors ajouter au second 
membre de l'équation (7) l'intégrale 

Ai/'''' 
étendue à la surface d'une sphère décrite, du point P 
comme centre, avec uu rayon infiniment petit / 

On a, sur cette sphère, 

s = T, COS S — I, r — r\ 

et, par suite, d'après la valeur (i4)> 

do __ I 
dn r-

On peut d'ailleurs, dans l'intégration, remplacer p 
par la valeur K de cette fonction au point P ; il en ré-
sul te 

mais l'intégrale^"rfo-' représente la surface totale de la 
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sphère T', <ît celle surface est égale à donc, 

(U == 47:K, 

de sorte que Téquatiou (iT)) est reiuplacée par la sui-
vaule : 

(.G) p 

9. Eu particulier, soit p = i ; la deuxième formule (6) 

donne À o, et eu remplaçant^ par sa vahmr ( i4) 

dans les équations (i •)) et ( i6) , on a ce théorème : 

L' inte g raie 
/'cos s j 

étendue à toute la surf ace d'un espace limité, est nulle, 
ou égale sui\)ant que V origine P du vecteur r est 
extérieure ou intérieure à cet espace, 

11. — T H É O R È M E DE Poissoiv. 

10. Composantes de Vattraction. — Imaginons un 
espace limilé rempli d'une matière continue et attirant 
un point matériel P. Soit M un point quelconque de cet 
espace^ désignons par 

a, V les coordonnées du point P ; 
X, z les coordonnées du point M 5 
p la densité au point M^ 
i/s' un élément de volume renfermant le point M : 
m la niasse du point P; 
r la distance du point P au point M. 

La masse de rélément di> est p dr. et la force altrac-
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tive agissant sur le point P est, d'après la Joi de Newton, 

^ ̂  (h 

f désignant une constante. Les composantes de cette 
force sont 

jnp{xi) dv mp{y—^)dv mp{z — ^()dv 
J - y, ' J ' J ——-jT, 

et l'on a, par suite, pour les composantes de l'attraction 
totale exercée sur le point P, 

dv^ 

?(r — 

T) 

les intégrations s'étcndant à tous les éléments dŝ ihx vo-
lume attirant. Dans ces sommations, la densité p est 
constante, ou fonction de [x, j'-, z) suivant que la masse 
comprise dans ce volume est ou n^est pas homogène. 

Les expressions de ces composantes s'écrivent 

en posant 

(17) 

11. Fonction potentielle. —Green a donné le nom 
de fonction potentielle à l'intégrale 

fmX, fin\, fmZ, 

x = 
J 

( 1 8 ) I^^^dv, 
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étendue, comme les précédentes, au volume entier de la 
masse attirante. 

Le calcul des trois intégrales (17) se réduit, comme 
on le verra plus loin, à celui de la fonction potentielle. 

12. Les composantes X, Y, Z et la fonction poten-
tielle variant avec la position du point P, sont des 
fonctions de (a, fi, v). Les valeurs de ces fonctions sont 
toujours finies et déterminées ^ car, si l'on exprime l'élé-
ment de volume en coordonnées polaires (/', 6, A) 
ayant pour origine le point P, on a 

dv = 7-3 sinO d^h 
et, par suite, 

16 
T a 

r 
y— 

r 
z — ï 

r Z = I J p sin 0 dr d\) d'h. 

If = f f f P r sin(} dr dO 

Les quantités - — - 7 -y -—-7 étant les cosinus 
1 r r r 

directeurs du vecteur PM, ont une valeur numérique 
moindre que i. Donc, les intégrales dont il s'agit n'ont 
])as d'éléments infinis, et la valeur de chacune d'elles 
reste finie et déterminée. 

13. Dérivées pi ernières de la fonction potentielle. 
— Prenons la dérivée de u par rapport à â  en diiféren-

tiant sous le signe ^̂  on a 
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d'ailleurs, de la relation 

( 7 - - Y)-^ 
on tire 

Il en résulte 
doi 

du _ r 
^ ~J 

de sorte que l'on a 

(19) 

p{x — OL) J _ f— i dv 

du , du _ du __ 

ce qui établit que X, Y, Z sont les dérivées partielles 
de la fonction potentielle. 

14. Dérivées secondes de la fonction potentielle. — 
Des relations (19) on tire, en diiïérentiant sous le 
signe les intégrales (17)^ 

u 
dOL^-

d^ u 

d^u - f 

,.0 

3 ( y - ß)̂  
r'' 

T)̂  

I 
^ 
1 
H 
r 

dv, 

dv, 

dv. 

Si le point P est extérieur à les éléments de ces 
intégrales ne deviennent pas infinis, et elles ont par 
conséquent des valeurs finies et déterminées. En les 
ajoutant, on a l'équation de Laplace 

Théorie de la figure des corps célestes {Mecanique céleste, 
Liv. II, ^ 11). 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VI (Octobre 1887). 32 
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15. Si le point P est intérieur à on voit que, 

malgré la transformation en coordonnées polaires, la 
fonction à intégrer pour calculer l'une des dérivées 
secondes devient encore infinie, parce que r reste au dé-
nominateur. Sans entrer dans des détails sur la nature 
de ces intégrales, qui ont des éléments infinis, nous 
abandonnerons ces expressions comme impropres à la 
détermination des dérivées secondes, et nous opérerons 
cette détermination d'une autre manière. 

16. Remarquons d'abord que, la valeur de /• étant dé-
terminée par la relation 

si l'on pose, comme précédemment, 

les dérivées de o par rapport à (a, p, y) sont respective-
ment égales aux dérivées de la même fonction par rap-
[)()r(: à (x, z) prises avec le signe contraire 

(lo (lo do do do do 
itoL Tir' r/3 ~ 7/7 "" ~ ~dz ' 

Cela posé, la fonction potentielle étant mise sous la 
Ibrme 

îf ^ p'̂  dç, 

on a, en prenant sa dérivée par rapport à a. 

— f ^ dy — / dv • 
di J'^doi . / ' dx 

mais, d'après la formule ( i i ) du n'' 7, on a, (pielle que 
fioit la position du point P. 
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On peut done écrire 

En prenant encore une fois la dérivée par rapport à a, 
il vient 

d'^ii r do do , r do , 
^¿ï = j ta -dx^^' - j ^Prfa^''-

Eniin, en remplaçant ^ par — oyl obtient la pre-
mière des expressions suivantes, les deux autres s'en dé-
duisant par de simples permutations de lettres, 

\ d'^u C dp do , r do J 

! d'^u r dp do J Pj do J 
^ ^ ^ ^ j ^ ^ ' V ' 

d'-u r dp do , r do ^ 

En ajoutant et en posant, comme précédemment 
( . 1 - 3 ) , ' 

. _ dp do dp do dp do 
dx dx dy dy dz dz 

do do , do do L ^^ a h -f - -j- rr , 
(in ax ay dz 

il vient 

d'^u d'-u d^u r. ^ r do ^ 

Cela posé, si le point P est extérieur au volume il 
résulte de l'équation ( i3 ) du n®8 que le second membre 
de l'équation (20) se réduit à zéro, et l'on retrouve ainsi 
l'équation de Laplace. 

Si le point P est intérieur au volume il résulte de 
l'équation (16) du n" 8 que le second membre de l'équa-
tion (20) est égal à — K désignant la valeur de p 
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au point P, dont les coordonnées sont (a, p, y). Donc, 
lorsque ce point est dans le volume la fonction poten-
tielle satisfait à Féquation de Poisson 

, , d'^ a d- u d'^u , 

1 7 . CoiioLL vniE. — Nous donnerons eniin la démon-
stration d'un tliéorème établi par (iauss et par Chasles 
dans leurs recherches sur rattraction des corps (^) .Ce 
théorèuu', souvent utilisé dans la théorie de l'électricité, 
s'énonce commtî il suit : 

Si II est la fonction potentielle de niasses, les unes 
intérieu/es, les autres extérieures h une surface 
fermée a-, on a 

Vintégrale s étendant à toute la surface a-, et M étant 
la somme des masses qui sont intérieures a, cette sur-
face. 

En eifet, si dans la formule (7 ) du n" o, où p et cp sont 
des fonctions quelconques, on remplace p par i et cp 
par /¿, il vient 

Or, d'après l'équation de Poisson, on a, pour un point 

( ' ) C H A S L E S , Comptes rendus des séances de V Académie des 
Sciences, t. VIII, p. 209, ç^l Additiojis à la Connaissance des Temps 
pour Vannée iS^S. 

GAUSS, Mémoire déjà cité {Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, l. VU, p. i>o4,et suivantes). 

S T U R M , Note sur un Mémoire de M. Chasles {Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, l. l î l , p. 
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quelconque, en désignant par K la densité en ce point, 

11 en résulte, conformément à l'éuoncé, 

et Ton doit se rappeler que, dans cette formule, la dé-

rivée ^ est prise, eu un pf)int de la surface T, suivant 

la normale en ce point extérieure au volume limité par 
la surface. 

S I R LES DÉVELOPPEMENTS M SÉRIES DES FONCTIONS 
RATIONNELLES; 

PAU IM. CH. B I E H L E R . 

1. Nous allons, dans ce qui suit, donner une démons-
tration élémentaire du théorème de Cauchy sur le déve-
loppement en série d'une fonction, en nous bornant au 
cas où la ionction est algébrique et rationnelle. Nous 
établirons qu'une fonction algébrique rationnelle de jo 
est développable en série convergente ordonnée suivant 
les puissances croissantes de la variable pour toute valeur 
de X dont le module est inférieur à celui de la plus petite 
valeur de la variable pour laquelle la fonction devient 
iniinie; la fonction n'est plus développable suivant les 
puissances ascendantes de x si le module de la variable 
dépasse cette valeur. 

2. Nous allons démontrer d'abord le théorème dans 
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le cas simple où la fonction est de la forme —' On a 
^ X — a 

identiquement 

a a-^ a« / 

supposons le module de ^ inférieur à l'unité, la série ob-
tenue sera convergente ; il suilit, pour montrer qu'il en 
est ainsi, de faire voir que le module dû  terme complé-

mentaire , a pour limite zéro quand ii aug-

mente indéiiniment. 
On a, en eifet, en désignant par p le module de ^̂  

niocl . _ 
a'i+i 

p étant plus petit que l'unité, a pour limite zéro, 

par suite aussi mod ^ a pour limite zéro et 

la série est convergente. 

Si le module ^ est plus grand que i , le module de la 

partie complémentaire augmente indéfiniment, car 

1110(1 — 
t .-rl 

X 
a 

Or la fraction augmente indéiiniment avec n\ la 
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série 

a a- ' ' ' ' a'^ 

est done divergente : il en est de meme quand p = i. 
Remarquons que, si p<^i , la série des modules des 

divers termes de la suite précédente est une série conver-
gente, car c'est une progression géométrique dont la rai-
son est moindre que l'unité. 

3. Proposons-nous maintenant de développer en série 

? a étant un nombre entier. {x-ay-
A cet effet, considérons l'identité 

I 
I - i - ^ — + 

Prenons les dérivées d'ordre a — i des deux membres, il 
viendra 

( a — I ) ! ^ ^, a î ( a I ) î , ^ __ ( \ -2 _ , 
— l 1.'2 

ou bi(in 

— Z y^ " " " Ì .1 
a{ a i ) . . .( a - i - //. — i ) <î>( ) 

Dans cette formule ^(2:) désigne un polynôme de 
degré (a — i) dont les coefiicients ne renferment n qu'à 
la puissance a — i au plus. Le second membre repré-
sente le quotient de 1 par (i — zY ordonné suivant les 

puissances croissantes de et ¡yrr~—^^ ^̂  par-
tie complémentaire. 
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Eli remplaçant ^ par --> on obtient 

iS)'--
a ( a - f - i ) ( x ^ 

J .1 
a ( a i ) . . .(a-i-/I — i) i 

JNOUS allons démontrer que, si le module de ^ est infé-
rieur à Tunité, la série 

O) 

a-Hi) /x^ 
I. '1 \ a J 

a(a-4-i).. .(a-f-n i) i x \ ' 
i) 

est convergente et représente a 

Pour le faire voir, il sufiit de montrer que le terme 
complémentaire 

( . - o M . - î 

a pour limite zéro. 
Nous allons montrer pour cela que son module peut 

devenir plus petit que toute quantité donnée. Soit p le 

module de - • 
a 

Le module de ^ ( - ) est 
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OU 

il suffit, pour le voir, de former l'expressiou de <ï> ^^^ • 

Le module du terme complémentaire est donc moindre 
que 

le facteur p)^—i ^̂ ^ ^̂  p«(7i -j- a pour 
( a - i ) ! ( i - p ) r \ / r 

limite zéro quand n augmente indéfiniment, p étant 
plus petit que i-, le terme complémentaire a donc pour 
limite zéro et la série (2) est convergente. 

Remarquons que la série des modules des termes de la 
série (2) est aussi convergente. On a en effet 

a(aH-i) , = i -f- ap H —̂̂ —- p2 -(I — p)̂  ' I.'2 
aia-h i). . . ( a 7 1 — i) p^+î I'ip) 

H —, P'̂  -H (7Z. , )?( i_p)a • 

Le terme ^̂  __ ̂ ^̂  _ p̂ a ^ P^^^ limite zéro-, car on a, 

comme précédemment, 

ci>(p)< (/z -f- a)a-i [(i -+- p)a-i p(i . .-i- p̂ -̂  j 

et par suite 

( a _ i ) ! ( i _ p ) a ( a - i ) î ( i - p ) a 

le deuxième membre a pour limite zéro. 
Supposons maintenant que le module p de^ soit su-

périeur à un ou égal à un. Si p > i, le terme complémen-
taire augmente au delà de toute limite. En effet, son 
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module esl plus grand que 

Or 

z,i ayanl pour limile zéro quand n augmente indéfini-

ment, le module de ^ augmente donc indéfiniment 

mod ( ~ ) 
avec par suite 7 -i— —̂̂  auiimeiite aussi indéfi-( a - i j ! (i-r-p)^ » 

niment avec Ji : la série (2) est donc divergente quand 

mod > 1 . 

4. Considérons maintenant la fonction rationnelle 
f (x) -, ^̂ ^ un polynôme quelconque 

V{T) = {x—af(x- b)^{x— 

il est bien évident que, si pr™ est développable eu série 

convergente ordonnée suivant les puissances croissantes 

de X, l'̂ 'st également; si la série de est diver-

gente, celle de l'est aussi, 

.le sup[)0s(î 

mod < I, mod j < r, . . . . mod ^^ ^ < 1. 

Développons , '—suivant les 
^^ {x~-a)^ (x — b)^ { x - l t 

puissances ascendantes de x par la formule précédente 
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et soient 

[x — af 

^ {x — by 

B/̂ , . . . , étant Fenseinble formé par les/z i pre-
miers termes du développement de chacune des fonctions 
et A ,̂ B)̂ , . . L̂ ^ les termes complémentaires respec-
tifs. 

Faisons le produit de ces égalités membre à membre : 
il viendra 

F j ~ • • • • • • ^^'u ^n - ' - ̂ n-

A)̂ , B)̂ , . . LĴ  renferment en facteur la puissance 

n 1 de ' J'y soitA„B,^...L„=r:/„(x) -i-

Jn (oc) étant la. fonction entière de degré n renfermée 
dans le produit A/̂ B,̂ . . . Ln et un polynôme dont 

tous les termes renferment en facteur des quantités^? 

' ' ' ' 7 le nombre est égal à H- i au moins. 

On aura 

Je vais démontrer que B/̂  a pour limite zéro, quand 
71 augmente indéfiniment. On a 

R,, == o(x) -+- A;, b,, . . . L,, -i-... A;, B;, . . . L;, . 

Soit p le module de la plus grande des quantités ^ ? - , • • • > 
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y; p est moindre que i . Chacune des expressions qui 

figurent dans Un renferme en facteur un produit de la 
foruic 

a) U Y j S A I - t - - I - . . . - H XL ==/I • 

Le module de est d'ailleurs moindre que la somme 
des modules des termes qui composent Considérons 
d'abord le module de Ce module est moindre 
que multiplié par p fois la somme des modules des 
termes qui composent le produit . . . L fj-j p étant 
le nombre des quantités A,;, B/̂ , . . . , L,; ; la somme des 
modules des termes de chacune des quantités B,̂  est 
une quantité finie; leur produit est donc une quantité 
finie : par suite le module de ^/¿(x) est de la forme p'̂ "̂ ^ A, 
A étant un nombre fini. 

11 en est de meme de chacun des termes qui composent 
Jin. Ils renferment tous en facteur un terme accentué 
dont le module a pour limite zéro; par suite, comme ces 
termes sont en nombre lini, la somme de leurs modules 
a pour limite zéro; le module de R/̂  a donc aussi pour 
limite zéro. 

La fonction est donc développable en série con-
vergente ordonnée suivant les puissances croissantes de 
X pour toute valeur de x dont le module est inférieur 
au module de la plus petite des quantités . . . , / , et 

représente avec autant d'approximation que l'on 

veut la fonction „ ^̂  » l {X) 
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LES COORDONNÉES PARALLÈLES DE POINTS; 
P A R M . MAURICE D ' O G A G N E . 

1. Soient, pris dans un plan, deux axes Kp et V^q 
perpendiculaires à la droite AB. Les droites AP et HP 

3/ 9 

B ^ 

coupant respectivement et Ap aux points V et U, 
nous poserons, en tenant compte des signes, 

P = AU 

et nous dirons que p et q sont les coordonnées paral-
lèles du point P. 

En considérant, comme nous l'avons fait dans un 
précédent travail les coordonnées parallèles de 
droites (AV et BV) comme corrélatives des coordonnées 
cartésiennes, on voit que les coordonnées parallèles de 
points correspondent exactement aux coordonnées pliic-
kériennes de droites. 

C) Voir Nouvelles Annales^ p. no; i885 
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2. Par le milieu O de AB élevous à cette droite, prise 

pour axe la perpendiculaire O j ,̂ et convenons de 
prendre le segment O B pour unité de longueur. 

On voit alors immédiatement que 

I — .r I -J- . r 

'ly 
d'où 

q — p 1 
( 'jt ) .r = y y 

Donc, les équations d'une même courhe en x et y 
d'une party et p et q de Vautre.^ sont du même degré. 

3. Etudions d'abord les particularités (ju'olire réijua-
tion de la droite. 

L'équation 

ap ~bq c = o, 

transformée ati moyen des formules (i) , devient 
( tj — a).r -T- 9. cy -i- ( a ~h b) — o. 

De là ces consé(|uences : 

Si a H- /i — o, la droite passe par O; 
Si a ^ o, la droite passe par A; 
Si h ~ o, la droite passe par B-, 
Si ri — la droite est parallèle à O x ; 
Si c = o, la droite est parallèle à Oy. 

L'abscisse à l'origine a pour expression 

a — b 
On tire de là 

X - h 1 a 

" " b 
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ou, si M est Je point où Ja droite coupe J'axe AB, 

( 3 ) 
^ ^ MB "" b 

4. \ oici une première application de cette for-
umle (3), 

Soient P^PgPa un triangle^ A e£ B deux points, pris 
d^une manière quelconque dans son plan. Les côtés 
Pi Po, P2P:{î P s P i d^ triangle coupent la droite AB 
en des points M^, Mi, Mo dont les conjugués harmo-
niques par rapport aux points A et B^o/zi Mg, M',, M!,. 
Les droites PiM'^, PoM'^ et PsM'j concourent en un 
même point. 

Prenons, par les points A et B, des axes Kp et B/y 
perpendiculaires à AB, et soient, pour ces axes paral-
lèles, r/,), [p^, r/o), (/̂ a-) <73) les coordonnées des 
points Pi, Po, P3. 

L'équation de la droite Pi Po peut évidemment 
s'écrire 

(p —Pi){q2 — qi) — (jf — qi)(p2 —Pi ) ^ o-

Donc, d'après la formule (3), 

M3B ^ _ 72 —<71 ^ 
M3P> " P'2—Pi 

Par suite, 
M;, A ^ G. — 
mvb "p.-PV 

et l'équation de la droite P.iM'j est 

(p — q\)~^(q — q-^)(p2 - = 
ou 

p ( Y2 — gi)-^ q {p-2 —Pl ) PA^i — qi)-^ (/.i (P-2 ~Pl)' 
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De même les équations de PoM!» et de P| M'̂  sont 

— —ps) = Piiqi - q^)g-iipi — P^), 
p{qz — q-i) -^q(p3 —p^) — ^2) qi{pz —p^)-

Faisant la somme de ces trois dernières équations, 
on obtient une identité, ce qui démontre le théorème. 

5. Reprenant les équations du n® 3, nous voyons que 
le coefficient angulaire m de la droite 

ap bq c = o 
est donnée par 
/ , X a —b 

La condition de parallélisme de deux droites est 
donc 

a —b a'— b' 

la condition de perpendicularité 

{a--b){a'~b') __ 

4 ce' ' 

et l'angle V de deux droites est donné par 

c ' ( a — b) — c{a' —b') ( 5 ) t a n g V -
4cc'-f- ( a — b){a' — b') 

6. Cherchons encore, en coordonnées parallèles de 
points, la distance du point (P, Q) à la droite 

ap bq c = o. 

En coordonnées cartésiennes, on a pour le point 

X - Q - ^ Y - ^ 

et pour la droite 

{b — a)X 7.cy {a h) ~ o. 
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La distance d cliercliée est donc 

ou 

(6) 

7. L'équation générale des coniques, dans ce système 
de coordonnées, est (n^ 2) l'équation complète du se-
cond degré 

ap'^- -h ibpq -i- cq^ idp leq f = 

Si, à l'aide des formules (i) , on passe aux coordonnées 
cartésiennes, et que l'on représente par 

A.r2 2 B . r j - f - Cj^ i D x a E j - i - F = o 

l'équation à laquelle on parvient, on a 

I a — 2 b c e — d 
^ A , B = — — , G 

' 4 a 
ou 

= A — a D - f - F , — A , c = 

Ces formules suffisent à déduire toute la théorie des 
coniques en coordonnées parallèles de points de la théo-
rie en coordonnées cartésiennes. 

Ainsi, suivant que la quantité 

(e — dy — (a — ib -h c)f 

est positive, nulle ou négative, la conique est une hy-
perbole, une parabole ou une ellipse. 

Anfi. de Mathémat., 3" série, t. VI. (Novembre 1887.) 33 
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Si l'on a, à la fois, 

a ~ o.b c 4 / , d — e, 

la conique est un cercle'j c'est une hyperbole équilatère 
si 

a — 2 6 -i- c -h- 4/= o, 

8. Aux formes 

pq = k, q'^ ^p'^ ~ k, q'^ — jo^ k 

répondent les équations cartésiennes 

h- 4ky^ = 1, 2ky^ — x'^ — v, ky^ X — o. 

La première représente une (dlipse ou une hyperbole 
selon que k est positif ou négatif. Les points A et B sont 
des sommets de la courbe et Ox et Oy en sont les axes. 

La deuxième représente une hyperbole ayant Oy 
pour axe transverse et Ox pour axe non transverse; 
(iu oLitre, A et B sont les sommets de Vhjperbole com-
plémentaire. Eniîn la dernière représente une parabole 
ayant la droite O x pour axe, et le point Opour sommet. 

9. L'équation de la tangente au point (/ î, q^) sera 

(9) (p —Pi)dqi = (q — qi)dpi. 
Si l'équation de la courbe est 1 (/>, </)r=o, l'équa-

tion (12) peut s'écrire 

(10) (p - - o. 

Donc, d'après (3), si M est le point où la tangente 
coupe l'axe AB, on a 

0 : ) MB -- F;,, 

L'équation de la polaire du point (p,, ) est 
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r et étant introduits pour l'homogénéité. Le centre, 
pôle de la droite de l'infini, est donc donné par les rela-
tions 

10. Tout point à l'infini ayant évidemment ses coor-
données p el q égales et de signes contraires, on aura 
les points d'intersection de la courbe et de la droite de 
l'infini, à l'aide des deux relations 

Il n'y aura qu'à porter les systèmes de valeurs, p̂  et 
de et de satisfaisant simultanément à ces deux 

équations, dans l'équation (9) de la tangente, pour 
obtenir les équations des asymptotes. Si {p\-, q h) est une 
solution double, triple, etc., de ce système d'équations, 
l'asymptote correspondante a un contact double, 
triple, etc., à l'infini avec la courbe considérée. 

Si l'équation de la courbe est de degré n et que le 
système précédent n'admette que n — h systèmes de 
solutions finies communes, c'est qu'il y a /r asymptotes 
parallèles à l'axe AB. 11 est facile de déterminer ces 
asymptotes. En eifet, l'équation de toute droite parallèle 
à AB est de la forme 

Eliminant q entre cette équation et celle de la courbe, 
on obtient une équation généralement de degré/z — h 
en le coefficient du terme en étant un polynôme 
cp^(C) de degré k en C. Pour que la parallèle à AB con-
sidérée soit ime asymptote, il faut qu'une des racines 
de l'équation en p soit infinie et, par suite, que le coeffi-
cient du terme en soit nul, c'est-à-dire que 

La résolution de cette équation fait donc connaître 
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les valeurs de C qui donnent les asymptotes parallèles à 
AB. Si cette équation a elle-même une racine iniinie, 
c'est-à-dire si son degré se réduit à À — i , c'est que 
l'axe AB est lui-même asymptote à la courbe. 

Par exemple, pour la courbe 

on trouve les deux asymptotes 

(a-f-1)/?-f-(a — i)^ = o, = 

La première est la parallèle à Oy dont la distance au 
point O est égale à a, et la seconde la parallèle à Ox 
dont la distance au point O est égale à b, 

11. Disons maintenant quelques mots de l'application 
du principe de dualité au moyen des coordonnées pa-
rallèles de points. 

Si, dans les équations d'un problème traité en x et 
on remplace ces variables par p et <7, on obtient une 
proposition corrélative. 

D'après les formules (1), la transformation ainsi dé-
finie est un cas particulier de la transformation homo-
graphique générale. Donc : 

Le rapport anliarmonique de quatre points se coji-
serve dans la transformation. 

On voit en outre qu'à la droite à l'infini en x et 
correspond l'axe AB en p el q. Par conséquent, au 
centre de gravité d'un système de points en x et 
correspond en /7 et <7 le pôle de Taxe AB par rapport à 
un système de points 5 au centre d'une conique corres-
pond le pôle de AB par rapport à une conique, etc. 

12. Pour la transformation des propriétés angulaires, 
la solution est fournie évidemment par le beau théo-



( ) 
rèine de Laguerre. Mais ici la solution'résulte immé-
diatement de la formule (3). 

En eifet, soient, en coordonnées cartésiennes, des 
droites dont les coefficients angulaires sont /w, 

. . . . Si les droites corrélatives en coordonnées p 
et (J coupent l'axe AB aux points M, M ,̂ M'', . . . , on 
a, d'après (3), 

MA M'A , M'A 

Donc, à la relation 

o(m, m', m", . . . ) = o, 

qui exprime une propriété angulaire, correspond la re-
lation 

MA MA M'A 
MB' M'B' M'B^ 

En particulier, à deux droites perpendiculaires, 

mm' = ~ I, 

correspondent deux droites liées par la relation 

MA M'A 
MB M B 

c'est-à-dire que si ces droites coupent l'axe AB respec-
tii^enient aux points M et M^, le symétrique de chacun 
de ces deux points par rapport au milieu O de AB 
coïncide avec le conjugué harmonique de Vautre par 
rapport aux points A et B . Autrement dit : Les points 
M et M^ sont conjugués harmoniques par rapport 
aux points de Vaxe A B situés de part et d'autre du 
milieu O de AB à la distance sJ—i de ce point. 
Ces deux derniers points sont corrélatifs des ombilics 
en coordonnées cartésiennes. 

Toutes les propriétés où interviennent des droites 
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perpendiculairës sont immédiatement transformées par 
l'emploi de la proposition précédente. 

Par exemple le théorème de Simpson et celui de F r é -
gier donnent respectivement les propositions suivantes : 

Soit Pi P2P3 un triangle inscrit dans une hyperbole, 
Les côtés PiP2, P2P3, P3P4 de ce triangle coupent 
Vaxe non transverse aux points M3, M^, Mg. O/z prend 
les symétriques M3, M',, M'o, par rapport au centre de 
la courbe y des conjugués harmoniques de M3, M^ et M2 
par rapport aux sommets de Vhyperbole complémen-
taire, Si P est un point quelconque de V hyperbole, les 
droites PM3, PM'^, PM!, rencontrent respectivement les 
côtés P1P2, P2P3, PsPi du triangle inscrit en trois 
points qui sojit en ligne droite. 

Soien t K une conique sur laquelle on prend un point 
fixe P , A ei B deux points quelconques du plan de 
cette conique. Une corde P^P'' varie dans la conique K 
de telle façon que, si les droites PP^ et PP'' coupent la 
droite AB aux points M̂  ei M'', le symétrique de chacun 
de ces points par rapport au milieu de AB se confonde 
avec le conjugué harmonique de Vautre par rapport 
aux points A ei B. La corde passe par un point 
fixe. 

N. B, — Page 493, ligne 1 0 , au lieu de AV, lisez AU. 

Page 49^> ligne 2 0 , au lieu de j^j^» lisez 

ERRATA AUX T A R I E S DE LOGARITHMES DE SCHRO.\. 

Page 35, log24833, au lieu de 0 2 9 2 , lisez ^ 0 2 9 2 . 
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B I B L I O G R A P H I E . 

T H E R M O D Y N A M I Q U E ; par M . J . Bertrand, de l ' A c a -
démie française, Secrétaire perpétuel de l'Académie des 
Sciences. — Paris, Gauthier-Villars, 1887. 

Si, comme l'a dit un éminent critique, on est d'autant plus 
apte à juger une œuvre que l'on a plus d'affection pour son au-
teur, je serais, certes, dans les conditions les plus favorables 
pour apprécier le nouveau Livre de M. Bertrand : il me sem-
blait, en le lisant, entendre la voix aimée de l'illustre Maître, 
qui sait si bien instruire et charmer. 

La théorie mécanique de la chaleur, encore obscure sur bien 
des points, surtout à cause de son côté métaphysique, se trouve 
ici exposée avec une précision et une clarté que ne laissaient 
j^uère espérer les essais, d'ailleurs fort honorables, tentés jus-
qu'à ce jour. Aussi bien, ce n'est pas le moindre mérite de 
M. Bertrand, que son ardeur à attaquer de front les difficultés, 
et son habileté à les résoudre. 

Un jour, il m'en souvient encore, quoiqu'il y ait déjà plus de 
vingt ans, M. Taine me demandait quelle était la faculté maî-
tresse du savant Secrétaire perpétuel de l'Académie des 
Sciences, celle qui dominait dans ses écrits comme dans ses 
Leçons? La réponse me fut suggérée par une réflexion de 
M. Tchebichef, ce géomètre, si français par l'esprit et par le 
cœur, qu'on a justement surnommé le Gauss de la Russie. Je 
l'avais rencontré la veille au Collège de France ; et comme je 
m'expliquais peu comment, pendant un séjour de courte durée 
à Paris, il trouvait le temps d'assister à des leçons : « Il y a 
deux choses », me dit-il, « qui m'attirent au Cours de M. Ber-
» trand : c'est d'abord l'originalité des idées, puis la sincérité 
» de son enseignement ». 

Les aperçus profonds et les rcchbrches ingénieuses qui ca-
ractérisent la manière du Maître, on les retrouve à profusion 
dans ce Livre qui est appelé à un éclatant succès. A l'Introduc-
tion, qui est consacrée aux gaz parfaits, succèdent l'exposition 
des deux principes fondamentaux de la doctrine, la formation 
des deux équations différentielles correspondantes et la théorie 
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de la fonction dite caractéristique. Viennent ensuite, après 
plusieurs problèmes théoriques fort intéressants, les applica-
tions aux phénomènes naturels ; on remarquera dans cette partie 
des formules nouvelles qui représentent avec une exactitude 
surprenante les tensions maxima des vapeurs, et une belle étude 
sur la condensation pendant la détente, circonstance ignorée 
au temps de Regnault qui n'avait donc pu en tenir compte dans 
ses calculs. L'Ouvrage se termine par des notions sur les cycles 
non réversibles et sur le travail de l'électricité. Le cadre restreint 
de notre Journal m'interdit une analyse plus détaillée ; mais je ne 
veux pas finir sans signaler à l'attention deux Chapitres qui 
oiTrent un attrait particulier; l'un a pour titre : les Idées de 
Mayer, et l'autre les Idées de Carnot; leur lecture procurera 
aux délicats la satisfaction sans mélange que l'on éprouve en 
face d'une œuvre d'art accomplie. E . R. 

«IIESTIO^S PROPOSÉES. 

1569. Étant données une conique et une tangente à 
cette courbe, aux points A et B où cette tangente ren-
contre les axes de la conique, on élève des perpendicu-
laires à ces axes; puis, du point de rencontre M de ces 
perpendiculaires on mène les tangentes MC et MD à la 
coiiique. Trouver, lorsque la tangente AB varie, l'en-
veloppe de la corde CD et le lieu du point de rencontre 
P des normales aux extrémités C et D de cette corde. 

( C H A M B Ó N . ) 

1570. Étant donnée la relation 
úxi{x — y)= m sin(a7 -i- j) , 

dans laquelle m désigne un nombre donné dont la valeur 
absolue est inférieure à i ,développer j en ^riesuivantles 
puissances croissantes de et indiquer la forme du reste 
lorsqu'on ne prend qu'un nombre limité de termes. 

( E . R O U C H É . ) 
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S I R L E P R Í N C I P E DE L ' E N E R G I E ; 
P A R M . M A U R I C E L É V Y , 

Membre de l'Institut ( 

SouJ'ces de travail; énergie. 

i. Tout travail mécanique suppose la coexistence des 
deux éléments : force et vitesse. Un seul de ces élé-
ments suffit pour constituer une source de travail ; car, 
si l'on possède soit de la force, soit de la vitesse, on peut 
toujours, à l'aide d'un mécanisme convenable, l'utiliser 
à vaincre des résistances, c'est-à-dire à produire du 
travail. 

11 est d'ailleurs évident que réciproquement la pos-
session de l'un des deux éléments constitutifs du travail 
(ou, ce qui reviejit au même, la possession de matières 
telles qu'un combustible, une pile, etc., propres k fabri-
quer un tel élément, si on ne le possède pas directe-
ment) est aussi nécessaire pour constituer une source 
de travail. 

Il résulte de là que toutes les sources de travail, si 
variées qu'elles nous apparaissent dans Ja nature, se ré-
duisent, en dernière analyse, à deux espèces : celles qui 
sont alimentées par de la force et celles qui sont ali-
mentées par de la vitesse ou du mouvement. 

Le travail utile maximum que peut fournir une source 
quelconque de travail se nomme Vénergie de cette 
source. 

C) Leçon professée au Collège de France en 1880 et, depuis, 
partiellement, à l'École centrale des Arts et Manufactures. 
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L'énergie des sources alimentées par de la force est 
qualifiée potentielle^ l'énergie des sources alimentées 
par du mouvement est qualifiée cinétique (ou parfois 
actuelle). 

A présent, ces deux espèces d'énergie, les seules, d'a-
près ce qui précède, pouvant être distinctes, le sont-elles 
réellement? 

Il serait téméraire, dans l'état actuel de la Science, 
d'essayer de trancher une telle question. Il arrivera 
peut-être un jour où tous les phénomènes mécaniques 
s'expliqueront par de simples transformations de mou-
vement opérées par l'intermédiaire de l'éther consi-
déré comme mécanisme de liaison entre tous les corps de 
la nature, et où, par suite, la notion de force et, avec 
elle, celle d'énergie potentielle disparaîtront de la 
Science. Alors il serait établi que l'énergie, sous quelque 
forme qu'elle se présente à nous dans l'univers est une. 
Jusque-là, il convient d'envisager deux espèces d'énergie, 
mais deux seulement. 

On parle souvent d'énergie mécanique, d'énergie ca-
lorifique, d'énergie électrique, d'énergie magnétique ou 
électro-magnétique. 

Ces qualificatifs, il importe de ne pas l'oublier, ne 
servent qu'à désigner la provenance matérielle de ces 
diverses énergies -, mais ils ne dispensent pas de recher-
cher, pour chacune d'elles, si elle est cinétique ou po-
tentielle. 

Expressions mathématiques des deux espèces 
d'énergie. 

2. Considérons un système matériel en mouvement 
sous l'iniluence de forces quelconques extérieures ou 
intérieures. 

L'énergie cinétique du système à un instant quelcon-
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que t est le travail utile maxicaum qu'il est possible de 
se procurer en n'utilisant que les vitesses acquises, à cet 
instant, par les divers points du système, sans utiliser 
aucune des forces qui le sollicitent. 

L'énergie potentielle du système, à l 'instanti, est, de 
même, le travail utile maximum qu'il est possible de se 
procurer à partir de cet instant en n'utilisant que les 
forces intérieui^es du système sans utiliser les vitesses 
acquises de ses points, ni les forces extérieures, même 
si ces dernières forces se trouvaient être utilisables, c'est-
à-dire non résistantes. 

Les forces extérieures, en effet, ou actions des corps 
extérieurs sur le système matériel considéré, ont leur 
source en dehors de ce système; celui-ci les subit, mais 
n'est pour rien dans leur existence, et elles ne sont pour 
rien dans ses facultés et, en particulier, dans sa faculté 
de produire du travail. Elles ne doivent donc pas inter-
venir dans la définition de son énergie potentielle. 

On appelle énergie totale, ou simplement énergie 
d'un système matériel à un instant i, la somme de ses 
énergies cinétique et potentielle à cet instant. 

L'énergie cinétique, l'énergie potentielle et l'énergie 
totale sont, par définition, trois nombres essentiellement 
positifs de hilogrammètres. 

T H É O R È M E I . — Vénergie cinétique d"*un système ma-
tériel à un instant quelconque est égale à sa demi-force 
vive à cet instant. 

Considérons, en effet, un système matériel en mou-
vement et concevons qu'à un instant quelconque t on 
supprime toutes les forces qui le sollicitent, de façon à 
ne disposer que de ses vitesses acquises à cet instant. 
Pour utiliser ces vitesses à la création d'un travail, con-
cevons qu'on attelle chaque point du systèmeà un fil placé 
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dans la direction de la vitesse acquise par ce point, à l'ar-
rière de cette vitesse, et qu'après avoir assujetti ce fil à 
passer par un point fixe (ou au travers d'un petit œil fixe) 
on attache un poids à son extrémité librement pendante. 

Pendant les premiers instants qui suivront celui où 
l'on a supprimé les forces, chacun des poids sera soulevé 
en vertu de la vitesse du point matériel auquel il est 
attelé. Donc le centre de gravité de l'ensemble des poids 
sera lui-même soulevé pendant un temps plus ou moins 
long. Le produit du poids total P attaché aux extrémi-
tés des divers fils, par la hatiteur maxima à laquelle on 
peut ainsi élever son centre de gravité, représente le tra-
vail utile maximum qu'il est possible d'obtenir en utili-
sant les vitesses acquises, à l'aide de ce mécanisme. Or, 
si l'on désigne par S/nç̂ - la force vive du système à l'in-
stant i, parSm/- sa force vive à un instant postérieur i', 
par z la hauteur dont s'est élevé le centre de gravité 
pendant l'intervalle de temf)s f/ — i, le théorème des 
forces vives appliqué à cet intervalle de temps donne 

d'où 
P^ = ¡yimç^ — jEmç'K 

Le premier terme du second membre est une gran-
deur fixe j le second est seul variable avec le temps t'. 
Donc, le premier membre devient maximum à l'instant 
où le terme soustractif est devenu aussi petit que 
possible, c'est-à-dire nul. Et comme il est composé de 
termes tous positifs, il ne peut s'annuler que si chacun 
de ses termes s'annule séparément, c'est-à-dire si toutes 
les vitesses sont devenues nulles. Jusque-là, le centre 
de gravité des poids s'élève 5 à partir de ce moment, il 
s'abaisse, le système des poids entraînant les points du 
système matériel au lieu d'être soulevé par eux. 
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Ainsi, si on appelle h la valeur maxima de on 

aura 

Il est clair que si Ton avait utilisé les vitesses données 
à vaincre des résistances autres que la pesanteur et à 
l'aide de quelque mécanisme que ce fut, les mêmes rai-
sonnements eussent conduit à la même valeur du travail 
utile maximum obtenu. 

THÉORÈME I I . — L'énergie potentielle d^iui système 
matériel à lui instant quelconque t est égale au trav^aii, 
essentiellement positif, des forces intérieures du sys-
tème matériel., lorsqu'il passe de la position quil oc-
cupe à r instant considéré, ci sa position d'équilibre 
stable. 

On sait, et nous admettons que les forces inté-
rieures d'un syslème matériel dérivent d'une fonction 
de forces, c'est-à-dire que le travail de ces forces, lors-
que le système passe d'une position à une autre, ne dtv 
pend que de ces positions et non delà façon dont il est 
passé de l'une à l'autre. 

S'il n'en était pas ainsi, le théorème que nous voulons 
établir n'aurait aucun sens. 

Soient donc (A) la position du système à l'instant / 
et V la valeur correspondante positive ou négative de 
la fonction des forces intérieures, V étant ainsi une fonc-
tion des coordonnées des divers points du système, à 
l'instant considéré. 

Supposons que le système passe de la position (A) à 
une nouvelle position quelconque (A') et soit V la nou-
velle valeur de la fonction V. 

Le travail des forces intérieures, pour ce déplacement, 
est, comme on sait, égal à l'accroissement correspon-
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cîanL positif ou négatif 

V 

de la fonction des forces. 
Comme le second terme de cette différence est une 

quantité donnée, la différence devient maxima en même 
temps que son premier terme V . Donc, pour avoir Té-
nergie potentielle du système, c'est-à-dire le travail 
maximum qu'il est possible de se procurer en utilisant 
ses forces intérieures, il faut amener le système de la 
position (A) qu'il occupe à l'instant considéré à la po-
sition (A') pour laquelle la fonction des forces atteint sa 
valeur maxima. Mais on sait que cette position est la 
position d'équilibre stable, ce qui établit la proposition 
énoncée. 

Remarque. — Si la fonction V présentait plusieurs 
maxima, c'est-à-dire si le système admettait plusieurs 
positions d'équilibre stable, il faudrait choisir celle qui 
répond au plus grand de tous les maxima de V. Soit 
C ce plus grand maximum et désignons par II l'énergie 
potentielle du système à l'instant i ; on aura 

n = G ~ V, 

c 'est-à-dire que Vénergie potentielle d'un sjstème à un 
instant quelconque s'obtient en retranchant la valeur 
de la fonction de ses forces intérieures à cet instant 
d'une constante C représentant la plus grande valeur 
possible de cette fonction. 

Les deux grandeurs C et V peuvent être positives ou 
négatives; mais, comme cela doit être, leur différence 
est essentiellement positive ou nulle. Elle est nulle pour 
V = C, c 'est -à-dire que V énergie potentielle d'un sys-
tème matériel placé dans la position d^équilibre stable 
est nulle. 
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Exemples; réflexions sur la difficulté de qualifier 
certaines énergies, 

3. Avant d'aller plus loin, nous allons éclaircir ce qui 
précède par quelques exemples. 

a. Nous avons déjà vu (n" 2) comment on peut uti-
liser les vitesses d'un système matériel quelconque pour 
produire du travail. 

A présent, considérons, au contraire, un système 
matériel soumis à des forces quelconques ; mais plaçons-
le sans vitesse dans une position d'équilibre instable. 
Il restera en repos. Ainsi, ici on n'a à sa disposition que 
l'élément force. Mais si on dérange Je système infini-
ment peu, ce qui ne coûte pas de travail, il se mettra en 
mouvement et le travail des forces qui le sollicitent 
sera, du moins pendant un certain temps, essentielle-
ment positif et, par suite, utilisable. Ainsi, un pendule 
placé au haut de sa course ne produit naturellement pas 
de travail tant qu'il est en repos; mais si on le dérange 
infiniment peu, le travail de la pesanteur sera positif 
pendant toute la durée de la descente et l'on pourra, à 
l'aide d'une poulie, utiliser son mouvement à soulever 
un poids ou vaincre toute autre résistance. 

b. Supposons un pendule maintenu en repos dans une 
position inclinée à l'aide d'un fil attaché à un point fixe, 
le fil ayant strictement la résistance voulue pour pou-
voir soutenir le pendule. Ici encore, on dispose d'une 
force : le poids du pendule, mais sans vitesse. Mais, si 
l'on rompt le fil, ce qui, par hypothèse, n'exige qu'un 
effort infiniment petit, le pendule se mettra en mouve-
ment et, pendant sa descente, permettra encore de pro-
duire un travail. 
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c. Supposons de meme, un ressort comprimé et main-

tenu ainsi par un qui ait strictement la résistance 
voulue pour pouvoir remplir cet office. On dispose en-
core d'une force : la force de tension du ressort. Mais 
si l'on rompt le Cl, ce qui, par hypothèse, n'exige qu'un 
effort infiniment petit, on se procurera la vitesse : le 
ressort se mettra en mouvement et permettra, en se dé-
tendant, de vaincre des résistances qu'on lui opposerait. 
Le maxinmm du travail qu'il est possible d'obtenir se pro-
duira naturellement quand le ressort sera complètement 
détendu. C'est ce travail accompli depuis la position 
initiale du ressort jusqu'à sa position naturelle qui me-
sure l'énergie que possédait le ressort dans l'état de ten-
sion où on l'avait maintenu. 

d. Supposons un réservoir renfermant de l'eau à un 
niveau supérieur à celui de la nappe ambiante, ce réser-
voir étant fermé par un robinet. Si l'on ouvre le robinet, 
l'eau, en tombant, permettra de faire tourner une roue 
hydraulique et de vaincre une force résistante appliquée 
à cette roue. Si elle tombe dans un réservoir inférieur, 
elle aura fourni tout le travail dont elle est capable 
quand elle se sera entièrement écoulée. Le travail qu'elle 
aura alors fourni et qui mesure son énergie est égal à 
son poids multiplié par la distance verticale entre ses 
centres de gravité dans les réservoirs supérieur et infé-
rieur. 

Remarque, — On voit que, pour pouvoir produire 
du travail avec un réservoir d'eau, il faut deux niveaux 
ou une chute. Un volume d'eau, quelque grand qu'il 
fût, tout au même niveau, ne permettrait pas de pro-
duire du travail, c'est-à-dire que son énergie serait zéro. 
Cette eau, en elfet, serait en équilibre stable. 

e. Supposons un cylindre vertical muni d'un piston 
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ill rempli d'un gaz à une pression supérieure ci la pres-
sion atmosphérique : admettons que le piston soit main-
tenu en repos par un arrêt fixe ayant strictement la 
force nécessaire pour cela. Si l'on rompt cet arrêt, ce qui 
n'exige qu'un effort infiniment petit, le piston se sou-
lèvera et pourra soulever un poids ou vaincre toute 
autre résistance. 

Son énergie est le travail accompli depuis l'instant 
initial jusqu'à la détente complète, la détente s'acconi-
plissant dans un cylindre imperméable à la chaleur. 

Remarque, — On ne peut utiliser une pression qu'à 
la condition d'avoir un milieu à une pression moindre, 
c'est-à-dire une chute de pression. Un gaz qui serait 
partout à la même pression, quelque grande que fut sa 
masse, aurait une énergie zéro. 

f . Supposons que l'on possède une source de chaleur 
à une température supérieure à celle du milieu am-
biant. Si on la met en communication avec un cylindre 
muni d'un piston et rempli d'air à la pression atmosphé-
rique, la force expansive de l'air croîtra et pourra être 
utilisée. 

Remarque. — Si l'on ne possédait qu'un seul milieu 
partout à la même température, on ne pourrait pas 
l'utiliser. Mais une chute de température est une source 
de travail et possède une énergie aussi bien qu'une 
chute de pression ou une chute d'eau. 

Dans ces deux derniers cas, on voit qu'on possède 
directement l'un des deux éléments constitutifs du tra-
vail : la force, par le poids de Teau ou la pression du 
gaz, c'est-à-dire que les énergies correspondantes sont 
des énergies potentielles. 

La possession d'une source de chaleur doit être con-
sidérée comme fournissant aussi un des éléments du 

Ann. de Mathémat., 3' série, t. VI (IVovembre 1887). 
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travail. On admet, en eiï'et, anjourd'hui que les molé-
cules de la matière pondérable, même quand elles pa-
raissent en repos, sont douées de mouvement d'ampli-
tude inappréciable, mais avec des vitesses d'autant plus 
grandes que leur température est plus élevée. Donc, 
communiquer de la chaleur à un corps, c'est accroître 
les vitesses de ces mouvements invisibles et que Clau-
sius appelle stationnaires. 

D'après cela, l'énergie calorifique doit être regardée 
comme cinétique. 

g. Un courant électrique, étant envoyé dans une ma-
chine dynamo-électrique réceptrice, lui permet de pro-
duire du travail. Donc, un courant électrique possède de 
l'énergie ; un courant électrique étant régardé comme 
un motivement, son énergie est regardée comme ciné-
tique. 

h. Une bouteille de Leyde ( généralement un conden-
sateur électrique chargé) permet de produire un courant. 
Il suffit de mettre les deux armatures en communication 
par un fil conducteur. Si, en un point de ce conducteur, 
on place une machine dynamo-électrique réceptrice, 
on produira du travail. Donc, un condensateur repré-
sente également de l'énergie. Cette énergie est consi-
dérée comme potentielle, étant due aux tensions des 
deux électricités contraires dont l'accumulation consti-
tue le condensatetir. 

/r. Un aimant naturel ou artificiel est le siège d'une 
force; on peut l'utiliser pour déplacer des corps. C'est 
donc aussi une source de travail. Maxwell, par des rai-
sons profondes qui ne sauraient trouver place ici, regarde 
cette énergie comme potentielle. Si l'on ne considère un 
aimant que comme constituant une force attirante, il est 
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clair qu'on doit regarder Ténergie correspondante comme 
potentielle. Si, au contraire, on admet, avec Ampère, que 
l'aimantation est due à des courants fermés, de dimen-
sions très petites, il semblerait qu'on dût en regarder 
l'énergie comme cinétique. 

En général, il existe une certaine incertitude pour 
qualifier les énergies autres que celles d'origine méca-
nique et même pour certaines de celles-ci. Ainsi, selon 
la théorie cinétique des gaz, les molécules d'un gaz 
même en repos apparent sont douées de mouvements 
stationnaires très rapides, d'où résultent des chocs ré-
pétés des molécules entre elles et sur les parois. Ce qui 
nous apparaît comme une pression statique serait le 
résultat de ces chocs. D'après cela, l'énergie due à la 
pression d'un gaz ne serait pas, dans son essence pre-
mière, potentielle, mais cinétique. 

Cette incertitude plus ou moins grande où l'on est, 
relativement à la qualité de certaines énergies, semble-
rait devoir, dès l'abord, enlever à cette théorie tout in-
térêt. 

Mais le principe de l'énergie nous montrera que l'on 
peut impunément se tromper sur les quantités d'énergie 
de chaque sorte qui interviennent dans un phénomène, 
pourvu qu'on ne se trompe pas sur leur total. 

Objet de la théorie de Vénergie. 

4. Les exemples qui précèdent montrent suffisamment 
que, partout où se manifeste l'énergie, il se produit l'un 
des deux phénomènes suivants ou les deux : 

Transformation d'énergie cinétique en énergie po-
tentielle ou vice versa; 

Communication ou transmission d'énergie d'un 
système matériel à un autre. 
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Ainsi, si Ton considère leau renfermée dans un réser-

voir et destinée à faire fonctionner une roue hydrau-
lique, au début, tout est en repos et l'énergie de l'eau 
est entièrement potentielle. A im instant postérieur 
quelconque, le niveau de Teau a baissé et son énergie 
potentielle a diminué; mais, en revanche, la roue et les 
résistances qui y sont appliquées ont acquis des vitesses 
et du travail a déjà été produit. Donc l'énergie potentielle 
disparue du réservoir a été, en partie, transmise à la 
roue qui l'a transformé en énergie cinétique et en partie 
utilisée. Ce fait de la possibilité de changer à son gré la 
qualité d'une énergie fait comprendre pourquoi, du 
moins au point de vue pratique, une erreur sur la qua-
lification d'une énergie est sans importance. Ainsi, en 
admettant (n® 2) que l'énergie d'un gaz sous pression 
soit cinétique dans son essence première, il est certain 
que, pratiquement, elle se manifeste à nous par une 
pression seule mesurable et, par suite, sous forme d'é-
nergie potentielle. Donc, si elle était cinétique d'abord, 
la seule présence des parois l'aurait transformée en 
énergie potentielle et , pourvu que cette énergie soit 
égale à la première, ce que nous verrons avoir lieu, il 
n'y a pas d'inconvénient à les prendre l'une pour 
l'autre. 

L'objet de la théorie qui nous occupe est précisément 
l'étude des lois suivant lesquelles s'accomplit le double 
phénomène de la transformation de nature et de la trans-
mission de réuergie. 

Principe de la conservation de l'énergie, 

5 . Si un système matériel nest en communication 
d'aucune sorte avec le monde extérieur, son énergie 
totale est invariable. 
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En effet, un pareil système n'est soumis qu'à ses ac-

tions mutuelles. Soient V la fonction de ces forces et 
Ja force vive du système à l'instant quelconque i ; 

soient Vo et ^mv'l les valeurs de ces mêmes quantités à 
un autre instant quelconque io- Le théorème des forces 
vives appliqué à l'intervalle de temps t — ta donne 

Mais, si n et IÎ  représentent l'énergie potentielle du 
système aux deux instants t et îq? on a (n ^ 2) 

V - G - n , 

Vo = c - n o , 

c étant une constante égale au maximum de V; d'où 

v ~ V o = n o — n et, par suite 

1 Emv^-h n = - ^ n o = : const. 

Ainsi, supposons un pendule de poids P maintenu en 
repos par un fil, à une hauteur /i au-dessus de son point 
le plus bas ou, pour être conforme à notre déiinition 
de l'énergie potentielle d'un syslème matériel, envisa-
geons le système matériel formé par le pendule et la 
terre, en admettant : 

I® Que ce système ne subit aucune action sensible du 
dehors -, 

2® Que la terre et, par suite, le point d'attache du fil 
soient fixes dans l'espace. 

Lorsque le système passe de son état actuel à l'état 
d'équilibre stable, comme la terre reste fixe, le travail 
des actions mutuelles se réduit à celui du poids du pen-
dule. Ainsi, au début, l'énergie totale du système, éner-
gie potentielle, est (n® 2) P/i. 

Si on rend le pendule libre et qu'il descende d'une 
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hauteur l'énergie potentielle du système ne sera plus 
que 

et si V est la vitesse du pendule à cet instant, el, par 
I P o suite, v 

système sera 

I P suite, - ~ son énergie cinétique, Ténergie totale du 

puisque 

CoROLLAiiiE. — Si OU cousidèrc le système matériel 
formé par l'univers, il n'est en communication avec 
aucun autre système. Donc, son énergie totale est im-
muable. 11 est aussi impossible de créer ou de détruire 
de l'énergie, qu'il l'est de créer ou de détruire de la ma-
tière. Tout ce que nous pouvons faire, c'est de trans-
former de l'énergie cinétique en énergie potentielle, ou 
vice versa, ou d'en transmettre d'une partie de l'univers 
à une autre, mais sans modifier la quantité totale pri-
mitivement existante. 

Application à un système matériel quelconque; 
le théorème des forces vives, 

6. Quelles que soient les conditions dans lesquelles 
un système mcitériel est placé "vis-à-vis du reste de 
V univers y V accroissement de son énergie pendant un 
intervalle de temps quelconque se compose : 

i" De Vénergie quHl a reçue du dehors, c est-à-dire 
qui lui a été communiquée sous forme de chaleur, d'é-
lectricité, etc., par Vensemble des corps avec lesquels 
il peut échanger de l énergie ; 
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Du travail qu ila reçu du dehors, c'est-à-dire du 

travail des forces extérieures qui le sollicitent. 
En effet, en vertu du principe de la conservation de 

l'énergie, tonte énergie gagnée par un système matériel 
quelconque (S ) est nécessairement empruntée au sys-
tème (Si ) formé par l'ensemble des autres corps de l'u-
nivers (pratiquement, on n'aura pas à considérer ceux 
qui n'exercent pas d'action sensible). 

Or l'énergie fournie parce dernier système comprend : 
Celle fournie directement sous forme de chaleur, 

d'électricité, etc., parles corps extérieurs avec lesquels 
le système donné peut échanger des énergies; 

2° Le travail des forces extérieures agissant sur le 
syslème donné, puisque ces forces sont exercées par tout 
ou partie des corps du système extérieur. 

La proposition est donc établie. 
Soient Ao l'accroissement de l'énergie totale du sys-

tème donné pendant un intervalle de temps quelconque, 
Arj la quantité d'énergie qui lui est fournie par l'en-
semble des corps avec lesquels il peut échanger de l'é-
nergie sous forme de chaleur, d'électricité, etc. Soient 
enfin F l'une des forces extérieures agissant sur le sys-
tème donné et Sc^F la somme de leurs travaux pendant 
un intervalle de temps quelconque. On aura 

(i) = A'/j-hSÎ^F (1). 

C O R O L L A I R E L — On peut encore dire que : 

1° L'énergie fournie à un système matériel par les 

( ' ) Si l'on appelait Ĉ  Ténergie du système extérieur, son ac-
croissement et F̂  l'une des réactions exercées par le système donné 
sur les corps extérieurs, on aurait, comme il est aisé de le voir, 

Ar. 
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corps avec lesquels il peut échanger de l'énergie est 
égale à l*accroissement d'énergie du sjstème diminuée 
du travail des forces extérieures qui le sollicitent, 

2" Si le système n'agit mécaniquement sur le dehors 
que par des corps solides en contact ou reliés par des 
liens rigides y V énergie qui lui est fournie est égale à 
Vaccroissement de son énergie augmentée du travail 
extérieur qu'il accomplit. 

Di la dernière équation, on tire 

{•X} Ar, —ZSF 

qui établit l'énoncé i 
Pour établir le second, observons que les forces exté-

rieures F qui agissent sur un système matériel sont les 
actions que les corps extérieurs exercent sur le système. 
La somme de leurs travaux est donc le travail reçu ou 
consommé par le système. Au contraire, le travail des 
réactions que les corps du système exercent sur les corps 
extérieurs est le travail extérieur produit ou accompli 
par le système (ces travaux pouvant d'ailleurs l'un et 
l'autre être positifs ou négatifs). 

Ainsi, si un piston d'un cylindre vertical soulève un 
corps grave qu'il porte, le travail qu'il accomplit est 
celui de la pression verticale ascendante qu'il exerce sur 
le corps grave, travail positif-, celui qu'il reçoit ou con-
somme est celui négatif de la pression que le corps 
exerce sur lui. Ici, ces deux travaux sont égaux et de si-
gnes contraires. Cela arrive toutes les fois que le sys-
tème matériel considéré n'agit au dehors qu'à l'aide de 
corps solides en contact ou reliés par des liens rigides. 

Alors le travail accompli est égal à — S (s F , ce qui 
établit l'énoncé Mais il est bon d'observer que l'é-
noncé est seul général. 
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C O R O L L A I R E . — Si le système matériel n'est pas en 

communication d'énergie calorifique ou électrique avec 
le dehors, en sorte que Arj = o, l'équation devient 

qui est l'expression du théorème des forces vives, tel 
(|u'on le considère habituellement en Mécanique. Car 

C = Il = C — V, 
— V o ) . 

Éléments qui définissent Vétat d'un système matériel. 
Cycles. 

7. Nous dirons que l'état d'un système matériel est 
défini à un certain instant, lorsqu'on se donne, à cet 
instant : 

I® Les positions des diverses parties du système; 
Leur état calorifique représenté par leurs tempé-

ratures ; 
3® Leur état électrique représenté par les tensions 

de l'électricité statique qui peut s'y trouver et par les 
grandeurs, directions et sens des courants électriques 
qui peuvent y passer ; 

Leur état magnétique représenté par les gran-
deurs, directions et sens des moments magnétiques qui 
peuvent s'y exercer. 

Et nous dirons qu'un système matériel décrit un cy-
cle lorsque, parti d'un certain état, il y revient en y ac-
quérant la même force vive. 

Application à un cycle. 

8 . T H É O R È M E . — I " Quelles que soient les conditions 
dans lesquelles un système matériel est placé vis-à-vis 



{ ) 
du reste de Vunivers, la quantité totale d'énergie 
quil consomme pendant quil décrit un cycle est égale 
et de signe contraire au travail des forces extérieures 
qui le sollicitent ; 

SHl nagit au dehors que par des corps solides en 
contact ou reliés par des liens rigides, la quantité d'é-
nergie quil consomme pendant un cycle est égale et 
de même signe que le travail extérieur quil accom-
plit. 

Pour démontrer cette importante proposition, il est 
bon de mettre l'énergie totale C du système matériel 
donné qui entre dans l'équation (2) sous forme plus ex-
plicite. Cette énergie est la somme des énergies ciné-
tique et potentielle du système, soit 

C = n 

Mais dans l'énergie cinétique S^mp- il faut compren-
dre non seulement celle due aux vitesses sensibles des 
points du système, mais aussi celle due aux vitesses des 
mouvements insensibles ou stationnaires qui peuvent 
être dues à la chaleur, aux courants électriques, peut-
être même au magnétisme oti à l'électricité statique. 
Soit w l'une des vitesses sensibles et S^TTIÎV- l'énergie ci-
nétique correspondante ; désignons en bloc par W tout 
le reste de l'expression de 6, en sorte que cette expression 
devient 

( 3 ) = 

W étant une quantité qui dépend non seulement des 
positions des points du système, mais, suivant les cas, 
de tout ou partie des autres grandeurs qui définissent 
son état (n̂ ^ 7). 

D'après cela, si un système décrit un cycle, son éner-
gie C reprend la même valeur. 
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Donc, si on applique l'équation (2) à un cycle, d'où 

Ao == o, elle devient 
ATJ = — 

qui établit la proposition i ® et, en se reportant au raison-
nement du corollaire du n®6, la proposition 2® s'ensuit. 

Equivalent mécanique de la chaleur. 

9. Supposons que l'électricité et le magnétisme n'in-
terviennent pas et qu'on fasse décrire à un système ma-
tériel soumis à des forces extérieures et intérieures un 
cycle en lui communiquant simplement (ou lui sous-
trayant, suivant les besoins) de la chaleur. On peut 
mesurer le nombre de calories qu'on lui a fournies et 
aussi le travail des forces extérieures qu'on fait agir sur 
lui, et comparer les résultats. On reconnaît ainsi que, 
quelles que soient les conditions dans lesquelles on fait 
l'expérience, le rapport du travail produit à la chaleur 
fournie est une même constante Cette constante se 
n o m m e Y équivalent mécanique de la chaleur. E l l e est 
d'environ c'est-à-dire qu'une calorie a une éner-
gie de 4̂ 4̂ ?̂ ^^ peut produire, quelles que soient les 
conditions où on la place, un travail de 424'"̂ ^ ou inver-
sement i^^de travail exige ^ de calorie. Cette dernière 
f rac t ion se n o m m e l'équivalent calorifique du travail. 

On voit, d'après cela, que l'on peut exprimer à volonté 
le travail mécanique en calories ou la chaleur en kilo-
grammètres, puisqu'à un travail donné répond toujours 
une quantité de chaleur proportionnelle et vice versa. 

(») On peut aussi considérer ce fait comme résultant du principe 
même de la conservation de l'énergie, c'est-à-dire de l'impossibilité 
du mouvement perpétuel, d'après un raisonnement classique. 
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Supposons toujours qu'un système matériel se trans-

forme sous les seules influences des forces extérieures et 
intérieures et de la chaleur. Soit AQ la quantité de cha-
leur qui lui est fournie pendant un intervalle de temps 
quelconque. L'énergie correspondante, en désignant par 
E l'équivalent mécanique de la chaleur, est ATJ = EAQ 
et l'équation (2) devient 

EAQ = AC —2SF 
ou 

(4) = 

Ainsi : 

Si un sjstème matériel se transforme sous les seules 
influences de la chaleur et des forces extérieures, la 
quantité de chaleur qui lui est fournie du dehors pen-
dant un intervalle de temps quelconque est égale à 
l'accroissement correspondant de son énergie expri-
mée en calories, diminuée du travail des forces exté-
rieures qui le sollicitent, exprimé également en calo-
ries. 

Supposons que les mouvements du système soient 
assez lents pour qu'on puisse négliger la force vive sen-
sible-, alors son énergie C se réduit à la fonction W , 
qui ne dépend, dans ce cas, que des positions et tempé-
ratures des divers points du système, en sorte que 

AQ= i ( A W - 2 S F ) . 

Supposons que le système matériel se réduise à un 
corps homogène de volume v dont tous les points soient, 
à chaque instant, à une même température T et que les 
forces extérieures se réduisent à une pression uni-
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forme p exereée à sa surface, en sorte que 

on aura 

et, pour un intervalle de temps infiniment petit. 

¿/Q = 1 {d^ -^pdv). 

Ici, Tétat du corps est, à chaque instant, défini par la 
connaissance des trois grandeurs yy, Vy T, entre les-
quelles il existe d'ailleurs une relation qui, pour les 
gaz, résulte des lois de Mariotle et de Guy-Lussac com-
binées; pour d'autres corps, peut-être plus complexe, 
en sorte que W peut toujours être considéré comme une 
fonction de deux quelconques de ces trois grandeurs 
prises pour seules variables indépendantes. 

W L'énergie exprimée en calories est souvent désignée 

sous le nom de chaleur interne^ de sorte que l'équation 
ci-dessus écrite 

W dv 

montre que, si Von fournit une certaine quantité {posi-
tive ou négative) de chaleur AQ à un corps, l'accrois-
sement de chaleur interne qui en résulte est égal à la 
chaleur fournie AQ, diminuée du travail extérieur 
accompli par le corps, ce travail étant exprimé en c a -
lories. 
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SUR OUELOIES PROPftIÉTÉS MÉTRIOIES DES C O I R D E S ; 
PAR M. G. HUMBERT, 

Répétiteur à l 'École Polytechnique. 

Principes fondamentaux, 

1. Dans un travail récent, publié au Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, nous avons dé-
montré, par des considérations fondées sur le théorème 
d'Abel, un certain nombre de propriétés métriques des 
courbes algébriques : le but de cette Note est d'exposer 
une méthode élémentaire permettant d'arriver simple-
ment à quelques-unes de ces propriétés, et se prêtant 
aisément à un grand nombre d'applications nouvelles. 

Toute la théorie qui va être exposée repose sur les 
principes suivants : 

Soit, en coordonnées homogènes / ( x , j-, z) = o, une 
courbe algébrique plane quelconque de degré /ẑ  consi-
dérons un faisceau ponctuel de courbes de degré /w, 
F — uo = o, où u désigne un paramètre variable. Une 
courbe de faisceau coupe la courbe fixe f = o e n mn 
points, de coordonnées •••• 

Désignons par une fonction rationnelle de 

degré zéro en x , j^, c'est-à-dire le quotient de deux 
polynômes homogènes, Q et V de même degré, et propo-
sons-nous d'étudier la somme des valeurs que prend 
cette fonction aux points communs à la courbe/*— o et à 
une des courbes du faisceau F — ucf = o. Cette somme, 
dont l'expression est 

7 — ri , - i ) 
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est une fonction symétrique des coordonnées des points 
communs aux courbes o, F — / i c p = o ; elle s'ex-
prime rationnellement en fonction des coefficients qui 
figurent dans l'équation de ces courbes; c'est donc, 
puisque le coefficient u est seul variable, une fonction 
rationnelle de u. 

Que faut-il pour qu'elle soit constante, c'est-à-dire 
indépendante de w? Il est clair qu'il faut et qu'il suffit 
qu'elle ne devienne infinie pour aucune valeur, finie ou 
infinie de u. Or, si nous considérons les points fixes 
communs aux courbes f = o, V = o, nous voyons que 
la somme o-ne peut devenir infinie que si la courbe cor-
respondante du faisceau F — iicp = o passe par un de 
ces points, et, quand cette circonstance se présente, o-
est généralement infini. Pour qu'il en soit autrement, 
il est nécessaire que deux ou plusieurs des termes de a-
deviennent simultanément infinis, c'est-à-dire que la 
courbe F — uo = o considérée passe par deux ou plu-
sieurs des points communs aux courbes f = o, V = o, 
ou bien touche en l'un d'eux la c o u r b e o ; mais rien 
ne prouve que cette condition nécessaire soit en même 
temps suffisante. 

2. Il existe toutefois un cas particulier très étendu où 
l'on peut affirmer qu'elle est suffisante. 

Supposons, pour fixer les idées, que les courbes^ = o, 
V = o ne soient tangentes entre elles en aucun de leurs 
points de rencontre, et que la courbe Q == o ne passe par 
aucun de ces points ; nous allons montrer que, si la 
courbe du faisceau F — uo = o qui passe par l'un d'eux 
touche en ce point la courbe/'= o, la somme a- ne de-
viendra pas infinie pour la valeur correspondante de u. 

Pour le démontrer, admettons que les coordonnées 
X, r , ri d'un point de la courbe f =0^ dans le voisinage 
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du point considéré, soient des fonctions uniformes d'une 
variable auxiliaire i ; soit io la valeur du paramètre t 
qui correspond à un point où les courbes V = o 
se rencontrent, et supposons qu'en ce point la courbe 
F — Mo'f = o soit tangente, et plus généralement ait un 
contact d'ordre a, avec la courbe f=o. Si nous don-
nons au paramètre u une valeur voisine de «O 
la courbe F — (uq -f- A) cp = o coupera f = o en ¡JL -f- i 
points voisins du point considéré; soient Î Q H - S H 

Oo? . . Î Q - I - les valeurs du paramètre t qui 
correspondent respectivement à ces [x-f-i points. Il y 
aura, dans la somme o-, ¡x + 1 termes qui tendront 
vers l'infini quand h tendra vers zéro; ce seront les 
termes de la somme 

en désignant par Q(ro + 9) la valeur que prend le poly-
nôme Q(a:, JK, quand on y remplace x^j^ z par les 
coordonnées du point de la courbe/^— o, dont le para-
mètre est io-H 

Or, on a 

= ... {¿ = 1,2, 

V(Zo) = o, V'̂ ^̂ O, puisque la courbe V = o passe par le 
point tg sans y touclier la courbe f = o; de même, 
on a 

Q(io) n'est pas nul par hypothèse, puisque la courbe 
Q = o ne passe pas par le point ÎQ- II en résulte que, pour 
montrer que o-' a une limite finie pour h = o, il suffit de 
le démontrer pour la somme 

Q ( ¿ o ) 
V ' ( i o ) 

I 
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Or, si nous posons G ~ F — ¿/oç, les courbes G = o 

cl fz=o ont un contact d'ordre ¡JL au point ÎQ; on a 
donc, d'après la théorie générale du contact. 

Ecrivons maintenant que les points to-{- 0/ sont sur la 
courbe F — (/¿o-4- A) 'f — o, c'est-à-dire G — /zcp = o. 
Il vient 

d'où, en développant par la formule deTaylor et tenant 
compte des relations (i) , 

(2) — { t , ) - h o ( t o ) = o . 

On voit ainsi que Ô29 * - - , Qpi+i sont les racines 
d'une équation binôme 

par conséquent la somme de leurs inverses est nulle, et 
ne devient pas infini quand h tend vers zéro. 
Ce raisonnement suppose toutefois que o{to) n'est 

pas nul. Or 'f (^0) ne peut etre nul que dans deux cas; 
on a, en eifet, 

F(to) — iioo(to) = o, 

et la condition (/q) = o entraînerait, soit Uq = 00, soit 
F{t.Q) = o. Si Uo était infini, on n'aurait eu qu'à écrire 

l'équation du faisceau sous la forme ^ F — cp, et le pa-

ramètre ^ n'aurait plus été infini pour la courbe consi-

dérée. 
Il ne reste donc que l'hypothèse F ( i o ) = 0 : les deux 

Ann. de Mathémat.^ o® série, t . VI. ( N o v e m b r e 1887.) ^^ 



( 53o ) 

( ourbes F = o, cp == o passent alors par le point iy de la 
courbe f = o . 

En ce cas, on peut supposer que les deux courbes 
F = o, cp o ont a v e c o , au point un contact dn 
meme ordre, v; s'il en était atitrement, il suffirait de 

clianger u en })Our se trouver dans notre hypo-
thèse. 

Supposons alors que la courbe F — ¿¿̂  cp = o, ou G = o, 
ait avec/== o, au point /O, un contact d'ordre [JL, ¡JL étant 
supérieur à v. 

On aura toujours 

et récjuatiou 0(^0-h 0/) — //cp( deviendra 

^ > CŜ l̂ +l̂  ( ¿0 ) = o . 
l . . . . ¡i. - M ' I . . . . V i ' 

Cette équation donne v H- i valeurs nulles pour 0, ce 
qui était à prévoir, puiscpu; toutes les courbes F — ucp 
ont avec = o, au point ÎQ, un contact d'ordre v. Si l'on 
se débarrasse, dans la somme 

des termes qui correspondent aux points fixes communs 
à la c o u r b e o et aux courbes du faisceau, il suffira, 

dans de conserver les termes ^ qui sont les racines de 
l'équation 

: ' . ^ ) = O. (a-H 1 ) ! (V -h T) I ' ^ 

La somme des inverses de ces racines sera nulle si l'on 
a iJL — v^ c'est-à-dire a^v 4- Il faudra donc que la 
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courbe F — z/o'̂  = o ait avec f ~ o, au point ¿0? tin con-
tact d'un ordre supérieur de deux unités à l'ordre du 
contact d e / = o avec F = o ou cp = o en ce point. 

3. De toute cette discussion, qu'il serait facile de 
compléter en étudiant le cas où la courbe V = o serait 
tangente à la courbe f = o, au point Iqj résulte le théo-
rème fondamental suivant*: 

THÉORÈME. — La somme des valeurs que prend une 

fonction rationnelle, ^ (x, y, homogène et de degré 

zérOy aux points variables communs à une courbe al-
gébrique, / — o, et Cl chacune des courbes dhm fais-
ceau, reste cotistante si les courbes du faisceau qui 
passent respectivement j)ar les points d'intersection des 

courbes f — o, V=o, rendant la fonction y infjùe, 

ont, en chacun de ces points, avec la courbe f = o^ uti 
contact d un ordre au moins égal h la différence 
entre les ordres des contacts de la courbe f ~ o avec 
les courbes V = r o ei Q = o au point considéré. 

Si la courbe Q = o ne passe pas par ce point, on 
devra, pour appliquer le théorème, regarder l'ordre de 
son contact avec f = o comme égal à — i : il suffira 
alors que la courbe du faisceau, passant par le point 
considéré, y ait, avec la c o u r b e o , un contact d'ordre 
plus élevé que l'ordre du contact d e / = o avec V — o. 

Enfin, si toutes les courbes du faisceau passent paj' 
un point commun à y = o, V = o, et ont en ce point 
avec f = o un contact d'ordre v, on devra, pour appli-
quer le théorème, regarder comme courbe du faisceau 
passant par le point celle qui a eu ce point avec f — o 
un contact d'ordre v -{- i . 

11 resterait, pour ne laisser aucune hvpothèse de côté, 
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n examiner le cas où quelques-uns des points communs 
aux courbes V = o et f = o seraient des points mul-
tiples de cette dernière; cette étude demanderait des 
considérations d'un ordre un peu plus élevé; nous di-
rons seulement que l'existence d'un point multiple à ni 
branches séparées n'introduit aucune modification dans 
le théorème; on le considérera comme formé par la 
réunion de m points distincts, correspondant chacun à 
une des branches. 

4. Remarque /. — Nous avons admis, dans ce qui 
précède, que les courbes sécantes formaient un faisceau 
F — uo z=z o. 

Le théorème s'applique, ainsi que la démonstration, 
si les courbes sécantes ont une équation de la forme 
F( .r , r , 2, u) = o, F étant une fonction algébrique d(î 
.r, - , u. 

On devra seulement supposer que F̂ , n'est pas nul 
dans l'équation 

1 . 2 . . . ( ;jt. - h I j 

qui remplace l'équation (2) . Cela revient à dire qu'au-
cun des points communs aux courbes o, V = : o 
n'est sur l'enveloppe des courbes F ( . r , y , z, u) = o. 

Nous ne ferons pas usage, dans cette Note, de la pro-
position ainsi généralisée, qui se prête moins bien aux 
applications que le théorème primitif. 

5. Remarque IL — On peut supposer que Q et V 
dépendent non seulement de o:, r , mais aussi de u. 
On aura toujours 

et 
0,-, h) = Uo ) H- 0/V;„-F- AV; ,^. 
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Mais h est infiniment petit par rapport à 0/, puisque 
est de l'ordre de h ; il en résulte que V(io4- Uo'\-h) 

se réduit à V,̂ , et la démonstration faite plus haut est 
applicable. 

6. C O R O L L A I R E I . — Observons que, d'après le théo-

rème du n® 3, la somme des valeurs de ^ aux points 

communs à o et F — ¿¿cp = o reste constante si une 
même courbe du faisceau F — ¿¿cp = o passe par tous 
les points communs à y = = o e t V = o , en satisfaisant, 
en chacun de ces points, aux conditions énoncées. 

En particulier, si V = o ne touche o en aucun 

point, la somme des valeurs de ^ restera constante si, 

parmi les courbes du faisceau sécant, il en est une qui 
touche la courbe/* = o en tous les points de cette courbe 

où ~ devient infinie. 

7 . C O R O L L A I R E II . — Un autre cas particulier du 
théorème fondamental nous sera utile dans les applica-
tions. 

Supposons que les points de la courbe o, où la 

fonction rationnelle ^ y , z) de degré zéro devient 

infinie, soient tous des points d'inflexion de /, et que 

la fonction ~ soit infinie du premier ordre en chacun de 

ces points ( ' ) . 
Prenons pour faisceau sécant le faisceau des courbes 

( * ) Le sens de cette expression est le suivant : Si V — o a un con-
tact d'ordre — i avec / = o au point considéré, il faut que Q == u 
ait avec cette dernière courbe, au mènie point, un contact d'ordre 
JX-2. 
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qui coupent respectivemeut/= o aux points de contact 
des tangentes communes à cette courbe et à chacune des 
courbes d'un faisceau tangentiel àowxié, 

Je dis que la somme des valeurs de la fonction aux 

points communs à f = o et à chacune des courbes du 
faisceau ponctuel considéré, demeure constante. 

Il suffit, pour cela, de montrer que la courbe du fais-
ceau ponctuel qui passe par un des points d'inflexion 
donnés sur la courbe f ~ o touche cette courbe en ce 
point, ce qui est évident, puisque la tangente d'in-
llexion correspondante doit être comptée deux fois parmi 
les tangentes communes à la courbe = o et à la courbe 
du faisceau tangentiel qui touche cett<i droite. Donc : 

Soit 5 ( x , r , z) une fonction rationnelle quelconque, 

de degré zéro, ne devenant infinie, sur une courbe al-
gébrique /'(x, z)=o, qu'en des points d'inflexion 
de cette courbe, et étant infinie du premier ordre seu-
lement en ces points. 

La somme des valeurs que prend cette fonction aux 
points de contact de la courbe f =z o et des tangentes 
communes à cette courbe et à une autre courbe algé-
brique de classe doimée reste fixe quand cette dernière 
varie d'une manière quelconque. 

Nous allons faire maintenant quelques applications 
du théorème fondamental et de ses deux corollaires. 

Centres des moyennes distances. 

8. Soit ~ ~ la somme des valeurs de ~ sera égale 

à mn fois l'abscisse du centre des moyennes distances 
des points comnuins à la courbe f = o et aux courbes 



( 535 ) 

F — iicp = o. Nous avons donc les propositions sui-
vantes, en observant que la courbe \ = o est la droite 
de Tinfîni : 

I . Le centre des moyennes distances des points 
communs h une courbe algébrique quelconque et à cha-
cune des courbes d'un faisceau reste fixe, si chaque 
asymptote de la courbe est asymptote à l'une des 
courbes du faisceau, 

II . Le centre des moyennes distances des points 
comnmns ci une courbe algébi ique quelconque et à cha-
cune des courbes d'un faisceau reste fixe si, parmi les 
courbes du faisceau, il en est une qui admette pour 
asymptotes toutes les asymptotes de la premiere courbe. 

En particulier, cette dernière proposition s'applique 
si l'une des courbes du faisceau comprend la droite de 
l'infini comptée deux fois, car cette courbe est bien tan-
gente à la courbe iixe en tous les points à l'infini de 
cette dernière. Les courbes du faisceau sécant ont alors 
mêmes asymptotes. Donc : 

I I I . Le centre des moyennes distances des points 
communs ci deux courbes algébriques reste fixe si l'une 
de ces courbes varie en restant asymptote à elle-même. 

Ce dernier théorème est dû à Liouville ; un cas parti-
culier intéressant est le suivant : 

Le centre des moyennes distances des points com-
muns et une courbe algébrique et ci une série de cercles 
concentriques est fixe. 

On peut remplacer la courbe par le système de ses 
asjmptotes sans changer le centre des moyennes dis-
tances dont il s'agit; par suite : 

Le centre des moyennes distances des points com-
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muns à un cercle et ci une courbe algébrique est aussi 
celui des projections du centre du cercle sur les asym-
ptotes de la courbe. 

9. Les applications des trois propositions précédentes 
peuvent être variées presque indéfiniment; nous nous 
bornerons «à quelques exemples particulièrement sim-
ples. 

Menons à la courbe y = o les tangentes parallèles à 
une même direction; les points de contact sont sur les 
c o u r b e s 4 - ¿ ¿ y ^ = o. La courbe de ce faisceau, qui 
passe par un point à l'infini sur f — o ^ touche en ce 
point cette dernière courbe, car l'asymptote correspon-
dante compte pour deux dans le nombre des tangentes 
qu'on peut mener à/* = o parallèlement à sa direction. 

On est donc placé dans le cas de la proposition I, et 
l'on obtient ce théorème bien connu, dû à Cliasles : 

Le centre des moyennes distances des points de con-
tact des tangentes menées à une courbe algébrique 
parallèlement ci une même direction reste fixe quand 
cette direction varie, 

10. Dans le cas oû la courbe / ' = o a toutes ses asym-
ptotes d'inflexion, la droite ^ :=: o ne rencontre cette 
courbe qu'en des points d'inflexion, et l'on peut appli-
quer le corollaire II du théorème fondamental. Donc : 

Le centrç des moyennes distances des points de con-
tact des tangentes menées par un point quelconque du 
plan ¿1 une courbe algébrique ayant toutes ses asym-
ptotes d'inflexion est un point fixe. 

Ce point est aussi le centre des moyennes distances 
des points de contact, avec la courbe considérée, des 



( 537 ) 
tangentes communes à cette courbe et à une courbe 
algébrique quelconque. 

Ces deux propositions s'appliquent à un grand nombre 
de courbes connues^ nous citerons en particulier le 
folium de Descartes, la lemniscate de Bernoulli, les 
courbes dont l'ëquation polaire est p'̂  = A cos/zto, où n 
est un entier positif au moins égal à 2, etc. 

H . Le cas des courbes du troisième degré à point 
double, ayant leurs trois asymptotes d'inflexion, est par-
ticulièrement simple. Si Ton mène des tangentes à la 
courbe par le point double, les points de contact sont 
tous confondus en ce point, qui est dès lors le centre des 
moyennes distances fixe des théorèmes précédents. En 
particulier, on voit que : 

Si, par un point a d'une cubique à point double^ 
ayant ses trois asymptotes d*inflexion, on mène à la 
courbe les deux tangentes dont les points de contact, 
b et c diffèrent de a, la droite qui joint a au milieu du 
segment bc passe par le point double, qui la partage 
en deux parties égales. 

Ce théorème pourrait servir de base à une étude géo-
métrique des cubiques dont il s'agit. 

De même, dans le cas de la lemniscate, le centre des 
moyennes distances des points considérés est aussi le 
point double à distance iinie : il suffit, pour le voir, d'i-
maginer que le point par lequel on mène les tangentes 
coïncide avec ce point double. On peut donc dire que : 

Le centre des moyennes distances des points de con-
tact d'une lemniscate avec les tangentes communes à 
cette courbe et CL une courbe algébrique quelconque 
est le centre de la lemniscate. 
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Centres des moyennes harmoniques. 

12. Poncelet appelle centre des moyennes harmoni-
ques de n points A ,̂ Ao, par rapport à une droite A, 
un point qui jouit de la propriété suivante : Soit D une 
droite quelconque passant par ce point. Appelons i/̂ , 
rZs, • . . les distances de Ai, A2, . . . à cette droite et 
02, . . . les distances de ces points à la droite fixe A : on 
aura 

M -

Il en résulte que, si l'on prend un triangle de réfé-
rence dont le côté ^ = o soit la droite A, le centre des 
moyennes harmoniques sera défini par les relations 

X Xi r V Yi 

X/, jr/, ZI étant les coordonnées homogènes du point A/. 
On peut faire pour le centre des mo^ ênnes harmo-

niques la même théorie que pour celui des moyennes 
distances : il suffit de transformer les théorèmes précé-
dents par perspective, en faisant correspondre la droite 
de l'infini de l'ancien plan avec la droite A du nouveau ; 
aussi n'insisterous-nous sur (̂ e point que dans le cas 
spécial des courbes du troisième ordre. 

On sait qu'une cubique a neuf points d'infiexion, si-
tués trois à trois en ligne droite. On appelle triangle 
injlexiounel un triangle dont chaque côté passe par trois 
points d'inflexion, aucun des sommets ne coïncidant avec 
un tel point. Il y a quatre triangles inflexionnels. 

Il résulte de la proposition du n® 10 que.« Von mène 
à une cubique des tangentes par un point quelconque 
de son plan, le centre des moyennes harmoniques des 
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points de contact par rapport ci Vun des côtés d'un 
triangle injlexionnel est un point fixe. 

Il est intéressant de déterminer ce point fixe. 
Mettons Féquation de la cubiijue sous la forme cano-

nique 

(3) x'^-r-y^z^(S\xyz — o. 

Les droites .r = o , j = : o , z = o sont les trois côtés 
d'un triangle inilexionnel. 

Menons à la cubique des tangentes par le point x = o, 
y = o; les six points de contact seront sur la conique 

( 4 ) z'^i\xy — o. 

Le centre des moyennes harmoniques de ces six points, 
par rapport à la droite z = o^ sera déterminé par les 
relations 

Pour évaluer éliminons r entre les équations 

(3) et (4)^ il vient 

d'où, puisque le terme en manque, 

On a de meme 

jLdZi 

et, pour les coordonnées du point cherché, 

X y 
- = «r T == 

c'est-à-dire 
— o, y — o. 
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13. On peut donc compléter ainsi le théorème pré-

cédent : 

Si Von mène ci une cubique des tangentes par un 
point quelconque de son plan, le centre des moyennes 
harmoniques des six points de contact, par rapport à 
un côté d''un triangle injlexionnel, coïncide avec le 
sommet opposé de ce triangle. 

De même, et plus généralement : 

Le centre des moyennes harmoniques, par rapport 
(L un côté d^un triangle injlexionnel, des points de 
contact de Ici cubique et des tangentes communes à cette 
courbe et CL une courbe algébrique quelconque, coïn-
cide avec le sommet opposé du triangle considéré. 

Polaires, 

14. Si l'on transforme par polaires réciproques la dé-
finition du centre des moyennes harmoniques de n points 
par rapport à un axe, on retombe sur une notion bien 
connue^ en Géométrie, celle de la polaire d'un point 
par rapport à n droites. On connaît la définition de la 
polaire d'un point par rapport à une courbe 5 celle de la 
polaire d'un point, par rapport à un système de droites, 
est la même; rappelons-la en quelques mots. Si, par le 
point considéré O, on mène une sécante quelconque 
coupant la courbe aux points A ,̂ A2, . . . , A/̂ , et si l'on 
prend sur la droite le point M, tel que 

OM " OAI OAO ' ' ' 

le point M décrit, quand la sécante tourne autoui du 
point O, la polaire de ce point par rapport à la courbe. 
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En transformant, par réciprocité, les propriétés rela-

tives aux centres des moyennes harmoniques, on ob-
tient, en particulier, les théorèmes suivants : 

La polaire d'un point fixe O , par rapport aux tan-
gentes communes à une courhe algébrique et à cha-
cune des courhes d'un faisceau tangentiel, est une 
droite fixe, si, parmi les courhes du faisceau, il en est 
une qui touche la courbe C en tous les points de con-
tact de cette courbe avec les tangentes quon peut lui 
mener du point O . 

La polaire du point O reste également fixe si toutes 
les courbes du faisceau ont les mêmes tangentes issues 
de Oj et les mêmes points de contact avec ces tan-
gentes. 

Exemple. — Î a polaire du centre d'un cercle par 
rapport aux tangentes commtiues à ce cercle et à une 
courbe algébrique quelconque reste fixe si le rayon du 
cercle varie, le centre restant fixe. 

15. Aux courbes ayant leurs asymptotes d'inflexion 
correspondent, par réciprocité, des courbes telles que les 
tangentes qu'on peut leur mener d'un point du plan 
soient toutes de rebroussement; le théorème dun° 10 se 
transforme ainsi : 

Si toutes les tangentes quon peut mener à une 
courbe par un point de son plan sont des tangentes 
de rebroussement, la polaire de ce point par rapport 
aux tangentes menées h la courbe en ses points de 
rencontre avec une courbe algébrique quelconque est 
une droite fixe. 

Ce théorème s'applique, en particulier, à l'hypocy-
cloïde à trois rebroussements, aux développées des co-
niques, etc. 



Propriétés de la lemniscate, 

16. La lemniscate est une courbe du quatrième degré 
à trois points doubles; deux sont les points cycliques du 
plan, l'autre est le centre de la courbe; en cbacun de 
ces points, les deux tangentes à la courbe sont d'in-
flexion. 11 en résulte que, le centre étant pris pour ori-
gine, les trois droites x iy = o,^ x — iy z ==: o 
ne coupent la courbe qu'en des points d'inflexion. Par 
conséquent, en appliquant le corollaire du n® 7, on voit 
que, si l'on mène les tangentes communes à la lemnis-
cate et à une courbe quelconque de classe donnée, les 
i'onctions symétriques suivantes des coordonnées x^y 
des points de contact de ces tangentes avec la lemniscate 
restent constantes : 

^ ^^z'y nous avons déjà énoncé le théorème cor-

respondant (n"" 11); 

^ ^ xy ^ J 

car devient infini du premier ordre 

seulement aux deux points cycliques -, 

^ —T-——T' ^ — — e a r ^-r—-—; devient infini, 
et du premier ordre seulement, à l'origine. 

Pour interpréter ce dernier résultat, nous rappelle-
rons une déiinition due à Laguerre, 

Laguerre appelle centre harmonique d un système de 
n points A,, Ao, . . •, A,̂ , par rapport à un pôle O, un 
point ainsi défini : sur les directions OA,, OAo, . . ., on 

porte des longueurs égales à TTV"' TTT on les 

compose comme des forces : soit OR, la résultante. 
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Portons sur OR une longueur ORj = le point R 

sera le centre liarmonique. Si ~ et sont ses coordon-

nées par rapport à deux axes rcctangtilaires passant 

par O. on a 

r̂  ~ Zà xf -i-yf ' -i-J- ^ ^f -^yf ' 

Nous pouvons énoncer maintenant les propriétés sui-
vantes : 

Menons les tangentes communes à une lenmiscate et 
Cl une courbe algébrique qui varie d'une manière quel-
conque, en conservant sa classe, et considérons les 
points de contact de la lemniscate avec un des systèmes 
de tangentes communes : 

I Le centre des moyennes distances de ces points 
de contact reste fixe. 

Ze centre hannonique du centre de la lemniscate 
par rappor t a ces points reste fixe, 

La somme des carrés des distances de ces points 
au centre de la lemniscate reste fixe. 

La somme des carrés des sinus ou des cosinus des 
angles que font les rayons vecteurs correspondants 
avec un des axes de la courhe j'este fixe. 

A pplications diverses. 

17. Soit C une courbe algébrique ; par un point M 
de son plan menons-lui des normales-, soient P le pied 
de Tune d'elles, R lo centre de courbure en P. Nous 
allons démontrer qu'on a, quand M varie, 

V MP > —— = const. Jmd M H 
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la somme étant étendue à toutes les normales issues 
de M. 

Soient, en effet, v la longueur MP, p le rayon de 
courbure PR -, on a 

1V1P _ V 
MU ~ 

On va montrer d'abord que — — est une fonction ra-
1 V — p 

tionnelle des coordonnées des points M et P. 
Soient a et ¡3 les coordonnées de M; \ et r̂  celles de P. 

On a 

11 étant un polynôme entier. Or, la normale MP passant 
par M, on a 

Km ; — a — 

d'où 

et eniin 

A A 

J? { f c ^ m 

ce qui est bien une fonction rationnelle. La valeur de 
cette fonction déiinit, d'ailleurs, d'une façon précise la 

IM P 

quantité Cela posé, supposons que M décrive l'axe 

(les x , on aura 

— s e r a fonction rationnelle de Ç, r̂  et a. Il résulte de 
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la Remarque 11 du n" 5, que la somme 

2 V — p ^ p 
I — --

étendue aux points d'intersection des courbes 

/ = ( ) et — 

sera constante, si, toutes les fois que la seconde passe par 

un point d e / — o tel que i — ^ soit nul, elle toucbe en 

ce point la courbe / = o. Or, si i — ^ = o, on a p = v, 

et le point M coïncide avec le centre de courbure R de 
la courbe en P ; deux des normales menées à la courbe 
par M ont donc leur pied en P, et la courbe 

touche au point P la courbe/ — o. Il en résulte bien 

que ^ ^ est constant; on a donc, comme on l'avait 

annoncé, 
V^ MP 

I M R 
= const . 

la somme étant étendue à toutes les normales menées 
du point M à la courbe. 

18. Pour terminer ces applications, considérons une 
courbe algébrique C, et un cercle S, de centre O. Me-
nons les tangentes communes à la courbe et au cercle ; 
soit t la longueur d'une de ces tangentes comprise 
entre les deux points de contact. Nous allons montrer 
qu'on a 

2 7 const. 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VI (Décembre 1887). 36 
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quand le rayon du cercle varie, le centre O restant fixe. 
En effet, supposons que le cercle ait pour équation 

Soit Tj un point de la c o u r b e / = o, tel que la tan-
gente en ce point à la courbe touche le cercle. On aura 

et 

c'est-à-dire 

et enfin 

ou 
, _ lA - ''Ji R 

On voit que t est fonction rationnelle de r^ et R. 

Faisons varier R ; la somme ^ j étendue aux points 
communs aux courbes 

/ = o Cl 

ne petit devenir infinie que si une des quantités t devient 
nulle. Cette circonstance ne peut se présenter que dans 
deux cas : 

1® Ou bien les deux points de contact de la tangente 
avec le cercle et la courbe coïncident; le cercle est alors 
tangent à la courbe, et deux des tangentes communes 
coïncident avec la tangente considérée; 

Ou bien la direction de la tangente commune est 
une des directions cycliques du plan : ce cas ne peut 
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se présenter, pour une courbe C réelle, que si le centre 
du cercle est un foyer de la courbe. En excluant ce 
cas, il résulte de ce qui précède et du théorème général 

que ^ 7 ne devient pas infini ; donc : 

Si Von mène les tangentes communes à un cercle et 
à une courbe algébrique^ n'ayant pas pour foyer le 
centre du cercle, la somme des inverses des longueurs 
de ces tangentes reste constante quand le rayon du 
cercle varie, son centre restant fixe. 

Si le cercle se réduit à un cercle de rayon nul, les 
tangentes communes à la courbe et au cercle se confon-
dent deux à deux, et l'on voit aisément que deux tan-
gentes confondues doivent être prises avec des signes 
contraires. La somme des inverses de leurs longueurs 
est donc nulle; par conséquent: 

La somme algébrique des inverses des longueurs 
des tangentes communes à un cercle et à une courbe 
algébrique est nulle, si le centre du cercle n'est pas un 

foyer de la courbe. 

SUR LES VALEURS APPROCHÉES DES POLYNOMES 
DE BERNOULLI; 

PAR M. P . A P P E L L . 

1. Dans une Note précédente ( ̂  ), nous avons indiqué 
les principales propriétés des polynômes de Bernoulli 

qui, pour des valeurs entières positives de x . 

C ) Nouvelles Annales, p. 3i2 du présent Volume. 
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expriment la somme des p' "»" puissances des x pre-
miers nombres entiers 

Vo 

, , x(x l)( 9.x l) 
= , . . . . 

Nous nous proposons maintenant de cherclier une va-
leur approchée du polynôme Op(x) quand p est très 
grand, et, pour cela, nous suivrons une méthode géné-
rale qui a été donnée par M. Darboux dans un Mémoire 
Suj' V approximation de fonctions de très grands nom-
bres ( Journal de Liouville, série, t. I V ; 1878) . 

La fonction de z 

C) /(--) = V - T T ^ 
est holomoj'phe (c'est-à-dire est uniforme, finie, et ad-
met une dérivée) pour toutes les valeurs de z dont le 
module est inférieur à STT; en effet, cette fonction de-
vient infinie aux seuls points 

On peut donc développer/(z) par la formule de Mac-
laurin en une série ordonnée suivant les puissances po-
sitives croissantes de 2 convergente dans le cercle de 
rayon 271. Si l'on calcule les coefficients de ce dévelop-
pement, on voit que le coefficient de ^ ^^ ^ est un po-
lynôme en X qtii se réduit à 

quand x est entier et positif : ce coefficient est donc le 
polynôme cp^(x), et l'on peut écrire 

oc 
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Le fait que le coefficient de — — — se réduit à la somme ^ I. '2 . . . p 
des pi«̂ "̂ ®» puissances des x premiers entiers quand x est 
entier et positif, résulte immédiatement de ce que, si x 
est un entier positif, — i est divisible par e^— i , 
et qu'on a, dans ce cas, 

Cela posé, on peut toujours déterminer deux con-
stantes A et B, de telle façon que la différence 

(3) ^ z ) = = f { z ) - - ^ ^ — IIZI z -h T. l 

reste finie, quel que soit x, pour z itA et pour 
::: = — ird. En effet, le produit 

( ̂  - 2 TT 0 /( ) 1) - 1 ] 

est une fonction de ^ liolomorplie dans le voisinage de 
^ — aiTi : par suite, pour des valeurs de ^ voisines de 
2 7:Î, cette fonction est développable par la formule de 
Taylor, en une série ordonnée suivant les puissances 
positives croissantes de {z — STTI), 

OÙ A est la valeur que prend le produit (z — iTÙ)f{z) 

pour z = 2 -1 , 

A = — I = E27T:a:/_ , — i sin 2 7:37 — 2 sin^TT^. 

Il résulte alors du développement (4 ) que la diifé-
rence 

/(-) — • = A, -+- \.2{z — 'IT.i) -h. . . 

reste finie pour z ~ iT.i. On verra de même que, en pre-
nant pour B la valeur du produit 2tu) f(z) pour 
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^ = — à savoir 

B = _ , ~ _ T s i n 2 7:J7 — 2 sin'-TU ¿C, 

la diirérence 

reste finie quand z tend vers — irù. 
Les constantes A et B étant ainsi déterminées, la 

diiïérence (3) appelée est finie aux deux points 
dz 1TÙ. La fonction ne devient plus infinie qu'aux 
points dz dz 67:/, . , . : elle est donc développable, 
par la formule de Maclaurin, pour les valeurs de z 
dont le module est inférieur à et l'on a, pour ces 
valeurs, 

( ̂  ) = a()-\- a^z a-iz- ^. . apZP . 

Cette série est convergente, en particulier pour 2 ~ ztz^ 
et l'on a 

I i m ( 1 T.)P o ( p — CC ), 

puisque le terme général d'une série convergente a pour 
limite zéro. 

Ecrivons alors l'identité (3) sous la forme 

et, cn supposant le module de ^ inférieur à 27:, déve-
loppons les deux membres suivant les puissances posi-
tives croissantes de : les coefficients de zP devant etre 
les memes dans les deux membres, on aura 

__ A - ( — t ) / ^ B 
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en désignant par tp la quantité 

qui tend vers zéro quand p croît indéfiniment, d'après 
la remarque faite plus haut sur le produit {2iz)Pap. 
D'après cela, en remplaçant A et B par leurs valeurs et 
distinguant les deux cas de p impair et de p pair, on a, 
pour les valeurs approchées de Çp(^) quand p est très 
grand. 

(5) 
I ( = ( - I Y^+L . I . -2 . 3 . . . ( 2 - M ) ( I + 1 ), 

l y s / . .. sinaTT^; , 

Lorsque x est entier, les quantités appelées A et B 
sont nulles et, par suite, la quantité appelée ep est 
infinie : les formules deviennent illusoires à partir du 
moment où l'on a introduit Sp. 

Ces formules (5) pourraient aussi se déduire des 
développements en série trigonométrique que donne 
Raabe dans le Tome 42 du Journal de Crelle pour les 
polynômes Op{x). Jl serait trop long de reproduire ici 
ces développements; je me bornerai à rappeler que 
M. Hermite a indiqué, dans le Tome 79 du Journal de 
Crelle, une méthode très simple pour les obtenir. 

2. Ces résultats permettent, dans beaucoup de cas, 
de reconnaître la convergence ou la divergence de séries 
ordonnées suivant les polynômes Si nous pre-
nons, par exemple, la série 

I I 

^ - + 
I 

" ( T + I )N 
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que nous avons considérée dans notre précédent article, 
nous avons facilement le résultat suivant : 

La série S est convergente quand x est un nombre 
entier positif ou négatif dont la valeur absolue est 
plus petite que celui des modules de z et de z ^ i qui 

est le plus petit; elle a alors pour somme ^ Cette 

série est divergente pour toute autre valeur de x. 

Pour le montrer, supposons d'abord que x soit un 
nombre entier positif; nous aurons 

Op{x) = I -f- 'IP-^ 3/̂ -4-. . .-\-xP, 

et la somme Sn des n premiers termes de la série S peut 
s'écrire 

I 

'X 9«—1 

• ^ Il 
X i 

I 
i ) ^ 

I 3 

^ - R - I ' If-

l X 

- . . . 

2/i—1 

+ 

où les parenthèses sont des progressions géométriques 
dont les raisons respectives 
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ont toutes, d'après l'hypothèse, des modules moindres 
que l'unité. Si donc on fait croître n indéiiniment, toutes 
ces progressions sont convergentes et l'on trouve 

S = lim — - -f- ; — I 
I 1 

5 — X z z — I ^ — z — x 

c'est-à-dire, en réduisant, 

S = limS/i = —^ 
^ — X 

Si X est un entier négatif, tel que les modules de 4 

et soient tous deux moindres que l'unité, on vérifie 

sans peine, en appliquant la même méthode et s'appuyant 
sur les relations 

?/>(- == ( - - Or {p > 

que la série S est convergente et a pour somme ^ ^ > 

Enfin, si x est nul, la série a évidemment pour somme 

c'est-à-dire encore —! 
^ ^ — X 

Mais il est très remarquable que, pour toute autre 
valeur de x {non entière)., la série S est divergente, quel 
que soit En effet, dans ce cas, le ternie de rang (a/z-f- 3) 
de cette série a pour valeur approchée, quand n est très ^ 
grand, 

4 sin^T.x 

et, à cause du facteur i . 2 . 3 . . . ( 2 ^ H - i ) , ce terme aug-
mente indéfiniment avec 72, quel que soit La série S 
est donc divergente. 

Il est évident que l'on pourra former une infinité 
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d'autres séries de polynômes Op{x) possédant la même 
propriété que la série S, e'est-cà-dire eonvei gentes pour 
certaines valeurs entières de x et divergentes pour toute 
autre valeur de x . 

THÉOUIES BE LA RÉFRACTION ASTROXOJIIQIJE 
El DE L'ABERRATION 

[Suite ( ' ) ] ; 

V\i\ M. OssiAN BONINET. 

Remarque. — Dans la démonstration ou plutôt la vé-
ritication qui précède, on a supposé que les constantes m, 

C ) Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, t. M , jiiillet-
aoùt 188-;;. Quelques fautes matérielles se sont glissées dans ce pre-
mier article; quoiqu'elles n'aient aucune importance, il ne sera pas 
inutile d'en indiquer la correction : 

l^age 344, ligne (3 en descendant, au lieu de le moyen le plus simple, 
lisez l'évaluation la plus simple. 

Page 35o, ligne 3 en descendant, entre fondamental et des projec-
tions, interealez de la théorie. 

Page 3()o, lignes 2, 4? en remontant, et page 36i, ligne 4 en re-
montant, au lieu de 7993,147, Usez 7993,1^18. 

Page 0 6 0 , ligne 9 en remontant, après lequel poids, ajoutez rap-
porté à l'unité de volume. 

Page 36i, lignes i4 et iG en remontant, au lieu de 7993,10, lisez 
7993,14«. 

Page 304, ligne • en descendant, supprimez la diviser par sin ou 
- „ 6 4 8 0 0 0 et remplacez 2O()I>D,) par — 

l^age 364, ligne !\ en descendant, remplacez 2 0 6 2 6 ' ) par 

Page 367^ ligne i3 en remontant, et page 368, ligne 9 en descendant, 
au Ueu de 1 0 ' . 7 9 9 0 1 5 , lisez 10^.7993148. 

Page 367, ligne ] en remontant, au lieu de 1,9185493, lisez 
T,9185230. 

Page 368. ligne 11 en descendaul. au lieu de lisez 2, . 
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M, a, D, (̂/¿'ô  — i) et qui représentent respective-
ment le coeificient de dilatation de l'air, le coefficient 
de dilatation du mercure, le rayon terrestre, la hauteur 
de l'atmosphère, la demi-puissance réfractive et la pres-
sion en un point de l'atmosphère situé à la surface de 
la terre dans les conditions atmosphériques normales, 
étaient rigoureusement définies par les relations 

?n = 0,008671, M — 0,000179, a ~ ()3()6738, 

D = 75000, \ ( — 1 ) = o, 000294384, == 7993,148. 

De plus, on a regardé les logarithmes à sept décimales 
fournis par les Tables comme jouissant d'une manière 
absolument exacte des mêmes propriétés que les loga-
rithmes vrais ou théoriques au point de vue de la sim-
plification des calculs numériques. Or tout cela n'est 
vrai qu'approximativement, et l'on peut avoir des doutes 
sur l'exactitude de la conclusion à laquelle nous avons 
été conduits. Voici une manièrci de raisonner qui est 
entièrement rigoureuse. 

On peut toujours poser 

m C o, 003()71. .M < o, 00017901, -1- D < (k̂ 4 ' 

l{?i[f — i) < 0,00029439, p'^ > 7993,1, 

ainsi que cela résulte de calculs et d'expériences incon-
testés. Cela étant, nous aurons d'abord 

1 -i- ?nTo > o, 88987, 1 MTo > o, 994629, 
puis 

i 1 , , , , H 

1̂0 
- -i / '2 _ \ "0 ' > _ 

< 0,00029439.1,O382 — ^ ~ 
0,88987 0,994629^ 

[i 9993,1.0,88987, 
po 

et la relation /¿¿a ¡5 ou mieux (a -f- D)a < ¡3 qu'il 
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s'agit de vérifier deviendra, en augmentant le premier 
membre et diminuant le second, 

,29439 644 18. T o2 < 7 9 9 3 , 1 . 0 , 8 8 9 8 7 . o, 994629 

ou 
102.6 ,4418.2 ,9439 < 7 , 9 9 3 1 . 8 , 8 9 8 7 . 9 , 9 4 6 2 9 . 

Nous substituerons à cette inégalité l'inégalité loga-
rithmique correspondante; seulement, au lieu décon-
sidérer dans celle-ci les valeurs exactes des deux 
membres, nous prendrons une valeur approchée par 
excès dans le premier membre et une valeur approchée 
par défaut dans le second membre, ce qui suffira évi-
demment. Or les logarithmes fournis par les Tables à 
sept décimales étant approchés par défaut ou par excès 
à moins d'une unité décimale du septième ordre, on a, 
la caractéristique L désignant les logarithmes théo-
riques ou vrais, i ® 

L . 1 0 - = 2 
L . 6 , 4 4 1 8 < 0,8090073 
L . 2 , 9 4 3 9 < 0,4689232 
L. i ,O382 < 0,0162811 

Ce qui donne 3,2942116 

pour la limite supérieure du premier membre de l'inéga-
lité logarithmique, et 2® 

> 0,9027151 
•>. L .8 ,8987 > 1,8986530 

L .9 ,9463 > 0,9976615 

Ce qui donne 3,7990296 

pour la limite inférieure du second membre de la même 
inégalité; on voit donc que l'inégalité logarithmique est 
satisfaite, et, par suite, que l'inégalité primitive l'est 
aussi. 
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V I I . — D É TE RM lis ATI ON DE LA A A L E U R A P P R O C H É E 

DE LA R É F R A C T I O N T O T A L E . 

Nous allons enfin déterminer une valeur approchée de 
l'intégrale définie 

648000 r ^ \ l \ - h 2 a ( i — 5 ) , . - 1 

(i-f-

OÙ, pour simplifier, on a remplacé par s la l'onction 

T -4- 2 a tanĝ r̂t 

et qui exprime la valeur exacte de la réfraction totale R 
évaluée en secondes d'angle. 

On a démontré précédemment que s est positif pour 
toutes les valeurs de u et les valeurs correspondantes de 
s. De là il est aisé de conclure que l'on a 

En effet, cp(£) étant une fonction quelconque de s, et 
i) et Q' deux nombres positifs moindres que i , on sait que 

Cp(£) cp(o) -4- Cp'(e£)£ 
et 

0(0)-+- Cp'(0)o+ Cp"(G'£)i . 

Faisons, dans la première égalité, 

et, par suite, 

cp(o) sera nul, 'f^(s) sera positif pour £ positif; donc 
cp(c) sera positif, et l'on aura 

-i 
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pour c positii. Faisons ensuite, dans la seconde égalité. 

d'où 

et 

et 'f'(o) seront nuls, sera négatif pour c po-
sitif; donc (s) sera négatif, et l'on aura 

pour £ positif. Cela étant, si l'on pose 

648000 / " V i - ^ ^ a i i — 5 ) , 
a t a n g u a ' ^ du 

64 8000 
a tans:.G 

{ \ 2 CHU y 

V n - ^ {' — -s ) 

X n — -

I 3 

l 2 OLU ' du ^ R', 

3 648000 V u - 2 a ( r — „ , 
a tan s-Sa / ^̂  — T - du 

3 648000 
- - - - - -- a t a n - ^ , 

0 (' 
-f- '2a(i — i-) 

X 

(I -h 
2 
tang+^rt du R", 

par suite. 
R ' < R < R' 4 - R " ; 

O < R — R ' < R"; 

(i -H-
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étant toujours moindre que i et 

1 (i — ^ -f- 2 a 

positif et toujours moindre que i — (i — 2 5, R" est 
moindre que 

3 648000 / , r \ . ay/i-r-2a tang»^^^ j s^ au 

et, par conséquent, d'après ce qui a été démontré dans 
Je paragraplie précédent, moindre que 

648000 J 3 — - — t a n g s ^ ^ ; 

on peut donc écrire 

( a ) 

et tout se réduit à trouver des limites R', c'est-à-dire de 

648000 r^ Ji-^'i^ii — s) { I „ \ , 

I 648000 • a 2 T. 

OU encore de 

g - a / ^̂  ^ I - -

e/o ^ ' ' 

/

I I 

648000 ^ atan- - ' ^ 
/* Vi-i-2a( I — 5 ) / F „ \ . g^« / ^̂  I - -

e/o (1 -f-
3 

1 6 4 8 0 0 0 , / ( i H - — 3.Ç) - ' ^ a t a n g ^ ^ « / 

J , {l-hl^uf 

du 
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Or la troisième de ces dernières intégrales est moindre 

3 6/18000 , .il ^ r V , 7 (jue ; ^̂ — a(i 4- 2a)-tang^Zrt / s-du et, par conse-

quent, moindre que 3 ^̂ ^̂ ^̂  tang^^z«. Si 

donc on l'appelle A7 après y avoir supprimé le facteur 

648000 — — a tang^«, 

nous aurons, en premier lieu, 

3 
( 7 ) o < A 7 < ^ ^ ) 

Quant aux detix autres, elles se décomposent en les six 
suivantes : 

- du = AI 
J o (1 

- tano2 I du rrr Ao, 

Jq (i-4-2a?/.)-

r \/( I H- '.>. a ) 5 
' / 

0 ( I -f- 2 a ) -
I A,. 

a ) -

», 9 i (iH-sa)'^ , 

Jo (i-haaiO-

- ( / ^ AG, 

.yo 

OÙ l'on a supprimé également le facteur ^^^^^ a tang 
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La première de celles-ci est de la forme 

f ?(") du: 

elle peut donc être évaluée exactement, et, si Ton observe 

que (i -f- ' d u est la différentielle par rapport à u 
.. 1 

de , on trouve a 
1 

^ — ^ — I ^ a ^ ^ a 2 ' 2 " ' ' 

ce qui donne, 2 A étant moindre que J , 

( I ) 1 a < A1 < I a H • 
'1 '1 '2 

Ao étant égal au produit de A, par un facteur connu 
qui est ici négatif, les limites de Ag se déduisent immé-
diatement de celles de Ai et l'on obtient 

i / a a2 \ I / a \ 

Dans A3 la fonction de ^̂  ? qui entre en 
(i -h 20Luy 

facteur sous le signe j", croit avec u et a par conséquent 

— y/i-T-2a—-— l^i-f-a — ^ - j - . . . 

comme valeur minimum, et 

î (I _ 4 a2 —. . . ) i-H 2a 

comme valeur maximum-, donc, l'autre facteur s sous le 
signe f étant toujours positif, on peut écrire 

—-(\-\-0L) j 5 (̂ ¿̂  < A3 <-— ( I — 2 a ) / s du, 
do '-A 

A/m. de Mathémat., 3« série, L VI. (Décembre »887.) 87 
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c(î qui donne, en remplaçant Tinlegrale par sa valeur 
obtenue plus haut, 

(3 ) A3<—(i —2a) 
a a 

A4 étant le produit de A3 par —^tang-^^, on a en-
suite immédiatement 

S i S I (,f) (i —2a) ^ - tang2^,,< Av<ri-4-a) ^ -tang^^,,; 

A5, qui est comme A| de la forme / '^{u) dâ  rentre dans 

le type des quadratures ordinaires-, on peut l'évaluer 

exactement et, si l'on observe que (i - f - a a//) ^ du est la 

diiféi enticlle par rapport à u de — , on ti ouve 

I „ — I I - — == -tangs 

3 a 

ce qui donne, 2 a étant moindi e que i, 

( 5 ) ' ( I - — < A5< ~ tang2 ,̂, ^ ) ' 

Enfin, dans Ae, la fonction de u, ' ^̂^ ^ . ^ qui 
(I -4- i i u ) ' ^ 

entre en facteur sous le signe / , est croissante avec u et 
a par conséquent 

— fi -f- 3a -t-fa -̂î. . .) 

pour valeur minimum, et 

' — _ _ ( i — 2 a 4 a2 - . . . ) 
f + a 

pour valeur maximum; donc, l'autre facteur 5 sous le 
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signe f étant toujours positif, on peut écrire 

I ' 0 r ^ — - tang^^rt I 3-T-cja-h ^ a-\ j sdu 

I r' < A , < - - tang2^a(3 - 6 a ) sdu. 

ce qui donne 

(6) 
A o < — - 6 a ) 

Ajoutant maintenant, membre à membre, Jes inégalités 
(i), (2), (3), (4), (5), (6) et (7), après avoir rétabli 

partout le facteur —a tang et posant, pour abréger, 

6 i8000 
• a tang ^^ r a l / a / \ 1 1- tang2̂ rt 1 a \ '}. a J ^ 

648000 a tanir^. 

X r s 
a i — h a 

648000 
atang^^^ Tî 

a 

a - -f- - a- 11 a ^ ^ â  i- ) - tang^ ̂  a \ 3 a a / 1 ^ 

il vient 

d'où 

(b) 

y a a 

r — 0 < < r -T- 0', 

- tang2̂ « rrr o', 

— 0 < R'— /• < 0'. 

Ajoutant encore, membre à mcîmbre, les inégalités (a) 
et on trouve enfin 

- 3.6Î8000 / 
— 0 < H — r < 0 H ^ a v̂  I 2 a ( ^ j tang^^^, 

et l'on voit que la valeur absolue delà différence K — j' 
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est moindre que le plus grand des deux nombres positifs 
0 et 

0 a ^ , a i ^ j IdiXî '̂ Za = 0 , 

lequel nombre a dès lors besoin d'être iixé, puisque 
c'est le seul dont nous ayons à tenir compte. Or, lorsque 
tangsr^ est très grand ou Za très près d'un droit, on a évi-
demment 0 d û " ; et l'on s'assure qu'il en est toujours de 
même, quelque soit Za-, en faisant voir que l'on a 

7 3 o s ^ 
- a2 -+- 4 a ^ a2 < 6 ( H - 2 5 ) a 2 a - n i ) -

ce (pii est presque évident, car l'inégalité 

a î ) ' 

vérifiée dans le paragraphe précédent, entraîne la sui-
3 vante, a ^. et celle-ci donne 

- y.- -H 1 a ^ -h 0(2 i-> a 2 a 

3 ^ a j \ a ' 2 W/ / ^ a J ' a ! 
• 6(1-+- 2 a ) 

Ainsi, cn résumé, /', c'est-à-dire 

648000 
a tarili-^,. i — -- tan; 2 a 

i'cpréscnte une valeur approchée en plus ou en moins 
de la réfraction totale R, avec une approximation mar-
quée par 

21 648000 \ 
o 

2 a - — a \ a ' - tangS:;« 
/ s y , . ) 
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En déterminant, comme on vient de le faire, une 
limite S'Me Terreur que Ton commet lorsqu'on remplace 
la réfraction vraie R par la quantité r cjue nous avons 
choisie pour sa valeur approchée, on a seulement pré-
paré la solution du problème, seul utile dans les appli-
cations, qui a pour but de fixer les conditions sous les-
quelles il faut opérer pour que l'approximation obtenue 
soit de l'ordre des grandeurs négligeables. Occupons-
nous maintenan t de ce qui reste à faire à ce sujet. 

Reprenons l'expression de l'erreur o'' et écrivons-la 
ainsi 

S" = AtangŜ ĵ-4- B'tang ;̂;,̂  -h B"tang3^^-i- Gtang^ î 

en posant 
3.648000 / / 3 \ 2 ^ =A, 

3.648000 7 3 a — a — — h> , 
TT 6 a 

3.648000 , * / 

3.648000 g/ ^̂  
71 6 V « / 

Les coefficients A, B, B', C dépendront des quan-
tités a et ¡3 ou de HQ et TQ, et varieront par consé-
quent avec l'état atmosphérique à l'instant et au lieu 
de l'observation. Cherchons les plus grandes valeurs 
qu'ils puissent prendre, et d'abord les plus grandes va-
leurs que puissent prendre ^ et ^ en s'imposant, bien 
entendu, les conditions aux limites 

o,63 < Ho < o ,789 ; - 3o < To < 5o 

admises plus haut. 
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Toutes les notations et toutes les hypothèses dont on 
a fait jusqu'ici usage étant conservées, on sait que 

- i ' ^ J i l \ L _ CC- ^{n,- i-i-MTo i-i-mT,' 
o 
- = p'iAi-i-a (i /?iTo); 

d'où, quels que soient Ho et TQ 

2,cîî3q , [O lo a < I 
10^ ' " 8,8987 9,9463 

a " i o "̂  r - I ,i83G. 

Désignant donc parla caractéristique L les logarithmes 
théoriques et par la caractéristique l les logarithmes 
tabulaires, de sorte que Ton ait, pour un nombre quel-
conque N, 

et 

il viendra 

L.N - < /.N < L.N ~ ~ 
lO' lO' 

/.N < L.N < /.N -f-
10 ' lO' 

L.a < L . 9 4 3 9 — 4 I ,O382 -h -2 — L . 8 , 8 9 8 7 — L.9,9463 

< /.2,9439 — /.8,8987 — Z.9,9463 — -2 -+- ^ 

et 
< L. 1,2555 — 3 -hL i ,i836 

< /. 1,2555 -f- ¿'.i,i836 — 3 + 
10' 

mais les Tables de logarithmes donnent, comme on Ta 



déjà vu, 

donc 

cl 
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2,9439 =0,4689*231, 

I ,O382 = 0,0162810, 

8,8987 = 0,9493266, 

9,9463 = 0,9976616, 

I ,2555 =: 0,0988167, 

I,i836 = o,O732O5O ; 

l..a < 4,5382163 

3 
L - < 3,1720210; 

a 

par conséquent, 

Z.a < 4,5382164 et 

a < 0 , 0 0 0 3 4 5 3 2 et 

/. - < 3,1720220, 
a 

ê < 0 , 0 0 1 4 8 6 1 . 
a 

Connaissant une limite supérieure de a et une li-

mite supérieure de^, on en déduit sur-le-champ une 

limite supérieure de chacun des nombres 

I 
6^' 

, ? 

qui entrent en facteurs dans A, H, B', C, et Ton trouve 

J -f̂  2a [,0007, 

a ^ . 3,7^ >4 - <0,000037)34 — .. ;> D JO"» 

^ < 0,00040288 = 
4,0288 

<0,006.898 
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L(i -H •2a;< o,ooo3o4, 
L / [ -f- 'la < O,OOOI52, 

L(i-î-2a)-^ <0,000456, 

I < 3,7600756, 

L ^ <4,6O5I758, 

4 I j < 3 , 7 9 8 6 3 6 9 . 

Observant encore q u e — ^ ^ est compris entre 206264 

et 206265, 0]i a 

l - i l ^ j ^ a < 618795.0,00034532 = 6,18795 X 10̂  ; 

mais on a vu plus haut que L . 3,4532 est inférieur à 
0,5382163^ d'ailleurs on trouve 

L . 6 , 1 8 7 9 5 < 0,7915470, 
donc 

, 3.648000 ^ L a < 2,3297633. 

Tout ceci étant posé, il en résulte 

71 Va./ 
, 3 .648000 T ^ ^ S 

7: 2 a 
< 2,3297633 -t- 0,0001520 -4- 6,3440438 

ou 
L . A < 4 , 6 7 3 9 5 9 1 . 

Puis 
. - 3.648000 7 fi ^ , 3.648000 , 7 , 3 L. = L a - a — L • — a -i- Ĵ  - a -h — TT 6 a 7z h a 

< 2,3297633 -T- 4 ,^^17^8 -f- 3, 1720219, 
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OU 

L . B' < 4 ,1069610. 

Puis 
L . B " = L . A ( i - f - L . A H- L(I + 2a;) 

< 4 ,6739^91 -t- o,ooo3o4o; 
ou 

L.B^ C 4,6724731. 

Et entiu 
, , 3.648000 a / , 3 \ 

3.648ooo^^^ gX 
T, 6 \ 7. / 

: 2,3297633 -f- >̂,7600756 -f- 3,7986369 
ou 

L . C < 5,8884758. 

Les calculs qui précèdent font connaître, par leurs 
logarithmes, des nombres respectivement supérieurs à 
toutes les valeurs que prennent les quatre coefficients 
A, B, B', C lorsqu'on donne à la hauteur barométrique Ho 
et à la température TQ tous les systèmes de valeurs que 
nous sommes convenus de considérer. Supposons main-
tenant qu'on ait substitué ces nombres aux coefficients 
A y B, B̂ , C eux-mêmes dans l'expression de l'erreur : 
celle-ci deviendra une fonction de la seule distance zéni-
thale 

apparente Za') et cette fonction, qui se réduira à 
une fonction entière et impaire de tangz^, à coefiicients 
positifs, pourra prendre toutes les valeurs depuis zéro 
jusqu'à rinfini, en variant d'ailleurs dans le même sens 
que tangsr̂ j ou 

donc quelques essais suffiront pour 
déterminer une valeur de Za-̂  telle que cette valeur et 
les valeurs moindres donnent pour l'erreur des ré-
sultats de même ordre que les quantités considérées 
comme négligeables, ce qui est le but que nous voulons 
atteindre. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
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Ĵ i eiioiis [)Oiir valeur maximum (1(î Za-, 8 0 " . 

Les Tables de logarithmes donnent 

d'où 
/ tang Ho''= 0,-336812 ; 

L t a n g 80" < O,7)368I3, 

L t a n g3 Hif C , I 39, 

L tango80" < 3,768406"), 

doue 

L . A langSHo'^-C 3,768406') -f- 4 ,6739")9i = o,44236)6; 

d'où A tani^^Ho" < '> .76()3. 

Puis 

L . W l a n g " ' H o " 2 , 2 ( ) 10439 -f- 4 , io69() 10 = 2,3680049 ; 

d'où H'tang^So® ^̂  O,O2333 J. Puis 

L. B" t a n ĝ  Ho" < 2,261 o 139 4 ,674 2731 = T, 9353170 ; 

d'où 
B"tang'^Ho"< o,oH6i62. 

Puis 

! . . ( : taiig HO'̂ < O,7536HI2 4 - 3 , 8 8 8 4 7 5 8 = 4 ,6421571: 

d'où 
i] lang8o" C 0,0004387; 

et euiin 

0" -< 2,7(>93 -T- o, 023335 -1- o, 086162 H- o, 0004387 < 2,88, 

OÙ l'unité est la seconde d'angle. 
Cette erreur S'̂  commise sur la réfraction R quand on 

considère celle-ci comme égale à r est sensiblement su-
périeure à celle des observations même les plus mé-
diocres; nous la regarderons comme insuffisante, ce qui 
nous obligera à abaisser la limite de Za que nous avions 
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prise égale à 80". Faisons donc en second lieu z«^ 70" : 
nous aurons 

/. t a n g Ji /. t a n g 70° ^ o, 4 89 3 i I ; 

d'où 
L. ta n g 70" < o, 4 389 342, 

L. tang3jo° < 1,3168026, 

L . t a n g 5 7 o " < 2 , 1 9 4 6 7 1 0 ; 

donc 

i . . A t a n g ^ 7 o ' ' < 2,1946710 4,6739591 — 2,86863oi; 

d'où 
A t a n g ^ 7 0 ° < 0,073898. 

Puis 

L . B ' t a n g 5 7 o ° c i , S 1 + 4, i<>6()i(io = 3,423763(); 

d'où t> ' t a n îi 70° " < >, 00 () J 3 ' >. 

Puis 

L . B" [ang^ 70^ < i , 3168026 -r- 4 ,6)74'2731 = "3,9910757 ; 

d ' o ù 
B"tang-^ 70° < o,0097967. 

Puis 

L.Ctang- 70"< 0,4389342 -1-5,8844758 = 4 , 3 2 7 4 1 0 0 ; 

d ' o ù 
G t a n g 70° < o, 000212 J 3, et eniin 

0" << o , 073898 M- o, 0026332 
-f- 0,00097967 -T- 0 , 0 0 0 2 1 2 5 3 < 0,087. 

Cette erreur est à peu près celle qui se rapporte aux 
observations les plus parfaites : nous ne pensons pas 
qu'il soit nécessaire d'exiger qu'elle soit atteinte à 
cause de la grande étendue des distances zénithales que 
la condition Za<i 70"̂  obligerait d'écarter. Il vaut mieux 
augmenter la valeur maximum de Za, poser par exemple 
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ce qui laissera encore S'̂  suffisanimenL petit, 

comme on va le voir. Nous avons ici 

^a - / J î 
par suite 

Z.tangos«< /.tang75° = 0,3719475, 

L . t a n g 7 ; ) " - : 0 ,5719476, 

L.tang3 7:>< 1,7158428, 
L. tangs 7j" < 2,8597880 ; 

donc 

L . A t a n g i i 7 5 " < 2,8J9738O 4,6739^91 == 1,5336971 ; 

d'où 
A l a n g 5 7 > < 0,34175. 

Puis 

L.irtang375-. - , ,713849.8 4,1069610 == 3,8228038; 

d'où 
B'tang3 7 3 ° < 0,0066498. 

Puis 

L . B " t a n g 3 7 3 ° < i ,71584*28 -+- 4,6742781 = 2 , 3 9 0 1 1 5 9 ; 

d'oti 
B" t a n g s 7 5 ° < o,024354. 

Puis 

L . C l a n g 7 5 " < 0,5719476 + 5,8884758 = 4,4604284; 

d'où 
C tang 7 5 ° < 0,00028869, 

et enfin 

o " < 0,34175 -+-0,0066498 -f- 0,024554 -f- 0,00028869 < o",3733, 

c'est-à-dire une quantité suffisamment petite pour la 
plupart des cas. 
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§ V I I I . — S I M P L I F I C A T I O N DU CALCUL D E S V A L E U R S 

A P P R O C H É E S R DE LA R E F R A C T I O N T O T A L E R , P O U R 

L E S D I F F É R E N T E S V A L E U R S DE H Q C O M P R I S E S E N T R E 

0 , 6 3 E T 0 , 7 9 4 E T L E S D I F F É R E N T E S V A L E U R S DE T ( , 

C O M P R I S E S E N T R E 3 O ° E T ^ O ^ . , 

Soient j ' et deux valeurs de correspondant à 
une même valeur de la distance zénithale Za et à deux 
systèmes différents HJ, cl T'̂ , H'̂^ et T'̂  de valeurs de la 
hauteur barométrique et de la température au moment 
et au lieu de l'observation, ces deux systèmes de valeurs 
satisfaisant, bien entendu, aux conditions limites con-
venues. 

Nous aurons d'abord, comme on sait. 

618000 , r = — - — a tang ,̂, 

648000 ,, r ' = a tariff̂ ,. 

1 + - ( tanĝ  _ I ; _ tang2-f- i ) 

T H — f ang^ s^ — 1 ) — ' -

avec 

a _ _ _ r v MTo ' 

y. = - ( ~ I ) — ^ ^^ , 

= I. 

Reiranchons membre à uKîmbre de l'équation qui déter-
mine r̂ ' celle qui détermine préalabh^nent multipliée 
par 

Ho I I -T- ~ a ' 
il viendra 
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en posant, ponr abréger. 

'' H;; i-^mT' 1 MT'I 
et 

f) }8oo() a" t a n <>• x;« - ( a" — a' ) ( t a n g2 ̂ ^ — i ) 

\ a a j 

cela prouve que i\ représente une valeur approchée en 
plus ou cn moins clc avec un degré d'approximation 
marqué par la valeur absolue de et que s'il est permis 
de regarder cette valeur absolue comme étant de l'ordre 
des grandeurs négligeables, la valeur numérique de , 
égale à celle de i\, se déduira de celle de r' par' un calcul 
très simple. 

Cherchons donc une limite supérieure de la valeur 
absolue de l'erreur rj'̂  et d'abord une limite supérieure 

des valeurs absolues des deux dillérences —. a a 
a''—a'. 

Appelons ollo et oTo les valeurs absolues des diilé-
renccs H',', — T|, — T',,, en sorte que l'on ait 

I \ 'i = 11 y r.r: o H o, T rr:: T ± o T o, 
vl écrivons les égalités 

o 
L — p'^^ ( ( _ /y/ To ). 

i ïlo [ ( a — - ( // — I ) 7T. v r ^ - ? 
% o, 7() I -T- 1 0 i -- 1 0 

qiîi délinissent les valeurs générales de ^ et de a, la pre-
mière nous donnera imiuédiatcmcnt 

3" 

: - — ^ ^ — />y oTo < " o, 0019. ") ) ) m oT,,. 

Le signe dn premier membie étant celui qui le rend 
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positif, la seconde ou plutôt la suivante 

J . a = L i ( _ _ _ J L ^ ^ _ L ( I T o ) - L ( I -4- M T o ) , 

cjui s'en déduit, cn prenant les logaritliuies uépériens de 
ses deux nieuibres, donne 

L a " — L a ' = L H ; _ L H ; _ [ L ( n - m T ; ) — L ( I 771 T ; ) ] 

par suite, d'après le théorème connu sur les accroisse-
ments des fonctions, 

a'" " ir;; h - ^ T ; I -^mt-

cf!̂^ étant un nombre compris entre a' et a'', par consé-
quent moindre que la limite supérieure de a que nous 
avons trouvée plus haut égale à o,ooo34532, 11'̂ ' un 
nombre compris entre H'̂^ et et, a fortiori, entre 
o,63 et 0,795-, enfin, T '̂ et T'J des nombres compris 
entre T'̂ ^ et et, a fortiori, entre — 3o et 5o, ce qui 
donne \ n i T ' l compris entre 0 , 8 8 9 8 7 et 1,1836, et 
I + compris entre 0,99463 et 1,00895; de là on 
conclut 

:-"= ( a " — a ' ) < o , 000 3 \ 5 3 2 ( 
V o , 0 ) 

jii oTO M OTO 
(),88()87 ' <),()9.ÎÎ)3/ 

le signe du premier niembici étant celui qui le rend 
positif. 

Connaissant une limite supérieure de chacune des 
o n (J ' 

différences y!'—a', — prise en valeur absolue, il 
648000 

Ë 
(I 

sufiit de les associei' avec les valeurs maxima de 

7/̂  Za qui sont respectivement 2 0 6 2 6 : ) , o,ooo34332, 75" 



^ / ÒHO , M ÒTQ MSTo \ , , , 

( ) 
e l l ' o n t r o u v e p o u r la liiriile de l ' e i r e n r Z'" 

o'"< 2O()2()J.O,ooo3.Î >32 J O,OOO3Î532 
^^RO / ^HQ M QTQ M OTQ \ 

> c o s ^ j v ' ' 0,88987 ' o79^i(Î3/ 

-f-20626).0,00034")32 X m oTo ' C0S2 7:)« 
OU, p o u r a b r é g e r , 

/ oHo 

\ o , 6 3 0,88987 0 , 9 9 4 6 3 , 
en posant 

r. a^ .w-o I or -o tang73° cos3o" 
20026 ) .0,000 n > >2 o ,000:)4'J32 —r—. = I , 2 C0S2 7J" 

2 0 6 2 6 " ) . o , o o o 3 4 3 3 2 ^ " ^ ^ o . cos-̂ 73̂  
Mais si dans P ou remplace '^06265 par 3.206265 et 

•^o,ooo3453a par ^r0,00034532, la plupart des facteurs 
qui entreront, soit dans P, soit dans Q, seront compris 
parmi les nombres qui ont déjà iiguré dans les calculs 
numériques du paragraphe précédent, sous la dénomina-
tion d(î — a , et dont les logarithmes sont 

TT • 6 apo ^ 
respectivement 

5,791 '•')47O, 4 ,5382163. 5 ,7600756, 3,0988168 : 

quant aux facteurs 
tanii-75'' 1 aniJ75"cos 3o° ^ ^ - , Î?,O626), 

dont il n'a pas encore été question, on trouve sur-h^-
cliamp, 

L . t a n g 7 5 ° < 0,5719467, 

L . c o s 7 < T,4129961 , 

L.00830"^ < 1 , 9 3 7 5 3 0 7 . 
, tans:73" 

683486.• 
cos-7'>'' 

L . 2of)263 < 5 ,314 \ 13o : 
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donc on a 

L . P < 2 , 3 2 9 7 6 3 3 5 , 7 6 0 0 7 5 6 -h 1 , 6 8 3 4 8 6 1 = 7 , 7 7 3 3 2 5 0 , 

L . Q < 5 , 3 1 4 4 1 5 o -h 4 , 5 3 8 2 1 6 3 
-H 3 , 0 9 8 8 1 6 8 H- I , 7 4 3 9 5 5 4 = 0 , 6 9 7 4 1 4 2 . 

Les calculs qui précèdent font connaître par leurs 
logaritlimes des nombres respectivement supérieurs 
aux valeurs des coefficients numériques P et Q. Mais 
la connaissance de ces nombres ne suffit pas pour 
donner immédiatement la valeur limite de ce qtii 
est le seul résultat utile. Cela tient à ce que S'''dépend 
des diiïérences SHQ et ôTo dont on n'a pas encore fixé 
les valeurs et que l'on sait seulement devoir être assez 
petites pour que 0'"̂  qui en est une fonction linéaire et 
homogène, soit de Tordre des grandeurs négligeables, et 
en même temps assez grandes pour qu'on n'ait h consi-
dérer qu un petit nombre de groupes de deux états 
atmosphériques répondant aux valeurs T'̂ , et H'̂ , 
T^ de Ho, To. 

Or, après quelques tâtonnements qui se présentent 
d'ailleurs d'eux-mêmes, on reconnaît que le but est 
atteint en posant 

oHo < o , 76 — o , 63 = 0 , 1 3 > o , 789 — o , 76 

et, en même temps, 

En eifet, m et M étant respectivement moindres que 
0,008671 et 0,00017g, nous aurons 

^ < a < 0 , 2 0 6 3 5 , m o T o < 0 , 0 7 3 4 2 = Z l ^ Ho OJ 10̂  
m ù T o ^ 7 , 3 4 2 M o T o ^ o , o o 3 5 8 o 3 , 5 8 

< o Q̂Q̂  î /iîô < ~ 0 , 8 8 9 8 7 ^ 8 , 8 9 8 7 . 1 0 ' 0 , 9 9 4 6 3 ^ 0 , 9 9 4 6 3 9 , 9 4 6 3 . l o ^ ' 

Ann. de Mathémat., 5« série, t. VI. (Décembre 1887.) ^^ 
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d'où •>TJ 

L ^ < L . 2 , O 3 G 5 — I < T , 3 i 4 6 o 4 6 , 
"0 

L . m o T o < L . 7 , 3 4 2 — 2 < 2,8658I45, 

< o , 8 6 5 8 i 4 5 — 0,9493265 — I = 2,9164880, 

< L . 3 , 5 8 — L . 9 , 9 4 6 3 — 2 

< o,5538831 — 0 , 9 9 7 6 6 1 5 — 2 = = 3 , 5 5 6 2 2 1 6 , 

puis 

< T , 7 7 . 3 3 2 5 0 + T , 3 i : i 6 o 4 6 = 7 , 0 8 7 9 2 9 0 , 
"0 

d'oii 

Puis 

oHo ^ P-rj^ < 0,1224). "0 

L . p J î i i ï o 
0,88987 0,88987 

< T, 7733250 -H 2,9164880 rz:-- 2,689813o, 

d'où 

Puis 

0,99463 • 0,99463 
< T , 7 7 3 3 2 5 O -h 3 ,5562216 3,3295468, 

d'où 

Puis 
P — — 7 k <O,OO2I3 5 8 . 0,99463 

L . Q m a T o = L . q - ^ L m oTo 

< 0,6974142-1-2,8658145 =1,5632287. 
d'où 

Q / n o T o < 0 , 3 6 5 7 9 ; 

et eu fin 

o ' " < o , 12245 -h 0,048957 4- 0,0021358-1-0,36579. 
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Cette erreur ajoutée à celle quî a été déjà commise en 

prenant r au lieu de R et que Ton sait être moindre 
que 0,373^3 donne 0,91256, c'est-à-dire une quantité 
inférieure à i" d'angle; nous conviendrons de regarder 
cette erreur totale comme une quantité négligeable, 
quoiqu'elle soit sensiblement supérieure aux erreurs des 
observations actuelles. Cela posé, voici la marche qu'il 
convient de suivre pour obtenir la réfraction correspon-
dant à un état atmosphérique quelconque que nous re-
garderons comme celui auquel se rapportent les valeurs 
H'Q, TQ de Ho, TQ. Considérons les trois états atmosphé-
riques que nous appellerons/b/zi/amezziaiiX et pour les-
quels on a respectivement 

110=0,76, To = —So''; 
110=0,76, To= 10"; 
HO = o,76, Ty = ôo*", 

et évaluons directement la réfraction r relative à chacun 
d'eux au moyen de Ja formule générale 

648000 
r = —;;;— atang^« ^ - U - P ) tan,- . . 2 a \i a' ^ ^ 

Regardons ensuite successivement chacun de ces trois 
états atmosphériques comme étant celui qui a été défini 
plus haut par les valeurs HJ,, T^ de HQ et de Tq, Si l'on 
choisit le premier, on voit que la réfraction cherchée 
pourra être calculée par la formule 

, _ , II0 I — 3O 771 I — - S O M 
'' ~ ''' ~ i-h77iTi 1 -f- MT; ' 

toutes les fois qneT'^ sera compris entre — 3o et — 10, 
Hl étant d'ailleurs quelconque ou plutôt compris entre 
o,63 et 0 , 7 8 9 , car les différences H ; — H ; e t T ; — T ; 
satisferont bien aux conditions 

di(H; H'o ) = 8H0 < o, i3, zfc(T; - t ; ) = 8To< 20. 
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Si Ton choisit le second état atmosphérique, on aura 

H ' H - I 0 771 i - f - i o M 
r" = o, 76 I -h /n Tq 

pourvu que T'̂  soit compris entre — 1 0 et -+- 3o. 
Enfin, si l'on choisit le troisième état atmosphérique, 

celui pour lequel on a T'̂  — 5o, on aura 

" _ ' IH- 5o I H- 5o M 
^ ~ ^ (^6 14- /nT'o rï l^lT; ' 

pourvu que T^ soit compris entre 3o° et So"", 
Ainsi, quelle que soit la valeur de T'̂  entre — 3o 

et 5o et la valeur de entre o,63 et 0 , 7 8 9 , la réfrac-
tion cherchée r̂^ pourra être calculée au moyen de la 
formule 

H ; i - h m x ; 1 4 - M T ; 
Ho 1 4 - / 7 1 T ; I - H M T ; ' 

cl le résultat sera obtenu à moins d'une seconde près 
cn plus ou en moins. 

SOLUTION GEOMÉTKIOUE DE LA OlESTIOi\ 1 3 2 6 ; 
PAR M. A. D R O Z , 

Professeur à l'École cantonale de Porrentruy 

Considérons un parallélogramme ABCD et une 
droite MiVF quelconque de son plan. Il existe deux co-
niques circonscrites au parallèle gramme et tangentes 
à la droite MiVr. Soit O le ndlieu du segment déter-
miné sur cette droite par les deux points de contact. 
Il existe, en outre, une conique inscrite dans le pa-
rallélogramme et tangente ci la droite MM', Soit O' 
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son point de contact avec cette droite. Les points O 
et O' coïncident. ( H . A I V D O Y E R . ) 

,0n sait que toutes les coniques circonscrites à un qua-
drilatère ABCD coupent une droite quelconque de leur 
plan suivant un système involutif. L'involution est dé-
terminée par les paires de points aa' et où la 
droite MM' coupe les coniques dégénérées AB et CD, 
BC et AD du faisceau. 

Les points doubles de l'involution sont les points de 
contact des deux coniques du faisceau qui sont tan-
gentes à MM'. Ces points peuvent être imaginaires, mais 
le point milieu O du segment compris entre ces points 
est toujours réel. C'est le point central de l'involution; 
il est déterminé par la relation 

O a . O a ' = O p . O p ' . 

D'autre part, il est facile d'obtenir le point de con-
tact O' en considérant MM' comme deux tangentes coïn-
cidentes d'un hexagone de Brianchon dont les quatre 
autres côtés seraient les côtés du parallélogramme. 
Par P, on mène une parallèle à AB, et par a' une 
parallèle à AD. Ces deux droites se coupent en I. La 
droite Al rencontre MM^ au point de contact cherché O'. 

Or, par raison de parallélisme, on a 

ô p _ O^ _ o v 
O'a ~ O'A "" O'jü'' 

d'où 

Les points O et O' doivent donc coïncider. 
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SOLlITIOi\ DE LA QUESTION 1 3 6 3 ; 
PAR M. E. LEMOINE. 

Les points de Brocard et le point de Steiner sont 
sur une hyperbole circonscrite au triangle fonda-
mental, (E. C E S A R O . ) 

L'équation de Fliyperbole circonscri te au triangle ABC 
et qui passe par les points de Brocard est, en coordon-
nées normales homogènes. 

b^ - CY 
= o, 

ainsi que nous l'avons montré {Mathésis, p. 107 ; i885). 
Elle est satisfaite si l'on y remplace a, y par 

- t t t TT-r -7—T-—TTT' coordonnées du point 
de Steiner. c. Q. F. D. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

1571. désignant le nombre des combinaisons 
de m lettres p a p^ démontrer la formule 

( P E L L E R I J V . ) 

1572. TP et TQ sont des tangentes à une parabole de 
foyer S-, la droite TS rencontre le cercle en un point L 5 
prouver, par la Géométrie pure, que TS = SL. 

( R . - W . G E K È S E . ) 
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