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SUR LES HÉLICOIDES;

PAU M. GEMINIANO PIRONDINI.

1. Considérons la surface engendrée par une droite L
assujettie à un mouvement hélicoïdal autour d'une
droite ïl ; soient P le point de rencontre de L avec la per-
pendiculaire commune aux droites L, R, et h la plus
courte distance de ces droites. L'hélice E décrite par le
point P est la ligne de striction de la surface réglée en-
gendrée^ soient i l'inclinaison de L sur R et 0 l'incli-
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liaison constante de l'hélice E sur les génératrices du
cylindre C.

On passe d'une position de la droite mobile à la sui-
vante par une rotation infinitésimale autour de R et
une translation suivant la direction R; la rotation est

mesurée par l'angle de contingence -j de la section

droite du cylindre G, et la translation par ^cosô, ds
et d<r étant les arcs élémentaires de l'hélice E et de la
section droite de C.

Or
de = ds sinO;

par conséquent, si nous désignons par p le paramètre
du mouvement hélicoïdal, c'est-à-dire le rapport de la
vitesse de translation à la vitesse de rotation, nous
an rons

p — = ]x co tO.
1 drs

~h

Si 1 hélicoïde est développable, la droite mobile est
à chaque instant langente à l'hélice E : donc 0 = i et
p = h coU.

Si l'hélicoïde a pour génératrices rectilignes les bi-
iiormales d'une ligne, l'hélice E est une trajectoire or-
thogonale des génératrices ; donc

0 -1- i = — et p = h tang t.

On a donc le théorème :

Si h est la plus courte distance des deux droites L,
R, et i leur inclinaison, la droite L, dans un mouve-
ment hélicoïdal dont le paramètre est p, autour de R,
engendre un hélicoïde développable lorsque p = // cot/,
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et un hèlicoïde lieu des binormales d'une hélice cir-
culaire, lorsque p = h tangi.

2. Soient ç = p cosu, r4 — psinw, Ç(p et Ç étant deux
fonctions arbitraires de u) les coordonnées d'un point
quelconque d'une ligne à double courbure L, assujettie à
un mouvement hélicoïdal autour de Taxe des Ç ; si p est le
paramètre du mouvement, les coordonnées .r, y, z d'un
point quelconque de l'hélicoïdc engendré sont données
comme il suit :

x = \ C O S P — 7) s in^ = p cos (u -4- v)\

y = £ sin e -h 7) cos p = p sin ( u 4- P ) ;

Sur rhélicoïde, u = const. est l'équation des hélices
circulaires et v = const. est l'équation de la ligne géné-
ratrice dans ses différentes positions.

De ces égalités, en indiquant les dérivées par des
accents, on tire

Si A, B, C sont les déterminants qui ont pour élé-

ments de la deuxième et de la troisième ligne -r-> j-> ~ ;
dx dy dz ,, , , ,
-—--> —y -—? et pour éléments de la premiere respective-
dv dv dv L A .

d^x d^y d~ z d2x d^y d-z d-x d-y d-z
du2 du2- du2 dudv ôuov dudv dv'1 dv'1 dv'1

nous avons

?. /̂e Mathémal.y 3e série, t, VI (Février 1887).
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L'équation différentielle des asymplotiques est

A du2 -+- 2 B du dv -+- G </i>2 = o,
c'est-à-dire

p'2)]du dv -T- p2(Ç'

Si la génératrice L est dans toutes ses positions une
asymptotique de l'hélicoïde, la dernière équatiou doit
être vérifiée lorsque l'on y suppose dv = o^ on aura par
conséquent

(r) t" ??'+ ï(?'—??")-P(?-+ ï?'2— ??")= o,

d'où l'on déduit par intégration

, ƒ ?±t T1''" rfu) c -ƒ du.

On a ainsi ce théorème :

Les lignes L qui, dans un mouvement hélicoïdal au-
tour de l'axe Oz, restent toujours asjmplotiques sur
la surface engendrée, sont représentées par les équa-
tions

£ = p cos«,

rt = p s i n ?/,

a et b étant deux constantes arbitraires et p le para-
mètre du mouvement hélicoïdal.

3. Cherchons si une hélice peut vérifier la condition
précédente, lorsque le mouvement hélicoïdal a lieu
autour d'une droite parallèle aux génératrices du
cylindre.

Si i est l'inclinaison constante de l'hélice sur les gêné-



ratriees du cylindre, les coordonnées d'un point quel-
conque de la courbe sont

(2) £— pcosu, 7j — psinw, Ç = cou / v/

et la condition (1) devient

Nous avons ici deux cas à considérer, selon que soit
vérifiée l'équation

ou bien
p2cott

v/p*-+-p'2

Dans le premier cas, si Ton pose p
I'équalion

qui donne par intégration

Par conséquent

a

a
r , , . y

on obtient

= const.).

c'est l'équation polaire d'une droite.
Dans l'autre cas, on a

en faisant a = L > on aura
a

arc sin ( —-— ) =
\pcoii

d'où Ton déduit

{ 4) p CO^H =



Le cylindre qui contient Phélice se réduit donc à un
plan et l'hélice à une droite.

Donc :

Si une hélice est assujettie à un mouvement héli-
coïdal autour d'une droite parallèle aux génératrices
du cylindre, la condition que la ligne reste toujours
asymptotique sur la surface engendrée est vérifiée
seulement lorsque l'hélice se réduit à une droite.

On peut observer que, dans le premier cas (3), le pa-
ramètre du mouvement est arbitraire; dans le second
cas (4), le paramètre est donné par l'égalité p = AcoU,
h étant la plus courte distance entre la droite mobile et
l'axe des z\ Thélicoïde engendré est donc, en vertu du
théorème du n° 1, une surface développable.

A. Nous allons voir si, dans un hélicoïde, les hélices
circulaires peuvent être asymptotiques; une telle condi-
tion est remplie lorsque l'équation (i) est vérifiée en y
supposant du= o. Par conséquent on doit avoir, pour
la ligne génératrice L,

(5) £=ƒ»*.

Par chaque point de la ligne L, conduisons la droite
perpendiculaire à l'axe Oz) on obtient ainsi une surface
réglée a plan directeur dans laquelle l'axe Oz est la
ligne de striction } le paramètre de distribution des plans

tangents de cette surface réglée est -7- qui est, à cause

de (5), constant. La surface réglée est donc l'hélicoide
gauche, lieu des normales principales d'une hélice régu-
lière ; par conséquent, la ligne L, dans le mouvement hé-
licoïdal de paramètre p autour de Oz, glisse sur cet hé-
licoïde gauche.
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On a donc ce théorème :

Si les hélices circulaires d'un hélicoide sont asjm-
ptotiques, la surface est l'hélicoïde gauche engendré
par les normales principales d'une hélice circulaire.

La relation (5) caractérise les lignes placées sur l'hé-
licoïde gauche à plan directeur et on peut l'appliquer
avec profit.

Exemples, — Une ligne sphérique peut être repré-
sentée par les équations

È; = pcostt, jrt = psinw, Ç=\/K 2—p 2 ,

R étant le rayon de la sphère} l'égalité (5 ) devient

d'où l'on tire
p = /R2 —

Donc :

La ligne sphérique

/ ^ — pu,

dans le mouvement hélicoïdal de paramètre p autour
de Vaxe Oz, engendre une portion d'un hélicoïde
gauche à plan directeur.

Cherchons si, dans riiélicoïde gauche à plan directeur,
il y a des hélices, non trajectoires orthogonales des gé-
nératrices reclilignes, placées sur des cylindres a}antles
génératrices parallèles à l'axe de l'hélicoïde.

On a, à présent, pour la coordonnée £,

et, pour que la condition (5) soit vérifiée, il doit être
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d'où l'on déduit

On obtient par intégration

u = arc sin \/>ta
d ou

p = p tangt sin u;

c'est l'équation polaire d'une circonférence de rayon
p tang i . i A iqui passe par Je pôle.

Pour chaque valeur de i, on obtient une hélice circu-
laire placée sur la surface.

Donc :

Sur l'hélicoïde gauche, lieu des normales princi-
pales d'une hélice circulaire, il y a un nombre infini d'hé-
lices, non trajectoires orthogonales des génératrices
reclilignes, qui sont placées sur des cylindres dont les
génératrices sont parallèles à l'axe de Vhélicoïde. Ces
hélices sont circulaires et les cj lindres passent par
l'axe de Vhélicoïde.

Puisque Ton a
p = 'ir cou,

/• étant le rayon du cercle qui passe par le pôle, il
subsiste ce théorème :

Si une hélice circulaire, placée sur un cylindre dont
la section droite a un rayon r et inclinée de Vangle i
sur les génératrices, est assujettie à un mouvement hé-
licoïdal de paramètre p = 2/*coU autour d'une géné-
ratrice quelconque du cylindre, la surface engendrée
est une portion d'un hélicoïde gauche à plan direc-
teur.



( 9 5 )
o. Si 9 est l'angle des lignes coordonnées u = const.,

=. eonst. sur un hélieoïde, nous avons

F
cosO = -r-^= ?

/
d'où il résulte

F2== EGcos2Ô.

Si l'on substitue dans cette égalité les valeurs de E,
F, G du n° 2, on a

c'est-à -dire

[P2 — (ƒ>*-*-?») cos* Ô]Ç'«
H-2/??2>;'-l-p4 — (p2-i-p'2)(/>2-4-p2)cos20 = o ;

d'où

p2-h p'2)(/>2 sin26 — p2cos20)

Donc :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoïdal de
paramètre p autour de l'axe O z, restent toujours tra-
jectoires sous Vangle constant 0 rfe.ç hélices de Uhéli-
coïde engendré, sont représentées par les équations

(• = pcosu,

( G ) / • 1-4-I y - f
/?2sin6 — p2cos20

Si, dans les équations (6), on fait 8 = -> on a un

résultat très remarquable} dans ce cas, la ligne généra-
trice de l'hélicoide est dans toutes ses positions une géo-
désique de la surface. On a ainsi ce théorème :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoïdal de
paramètre p autour de l'axe Oz restent toujours géo-
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désiques et trajectoires orthogonales des hélices circu-
laires de l'hélicoïde engendré, sojit représentées par
les équations

(7) £ = pcosw, 7i = psinM, Ç = I p*du.
P J

Si, dans les équations (6), on suppose p = o, on
obtient les lignes qui, dans la rotation autour de Taxe Oz,
engendrent une surface de révolution, dont elles sont
des loxodromics; cette hypothèse réduit les équations
(6) comme il suit :

/ £ = p cos u,

( 8 ) ) r , = psin«,

Si la ligne L est une hélice d'un cylindre dont les gé-
nératrices sont parallèles à Taxe Oz, on a

cot i I /p2 -+- p'2 du ;

en comparant cette égalité avec la dernière des équa-
tions (8), on obtient

pi/tane"26— cot2t = ——rp':
sin i

d'où
do j

-^ = sin i /tang2 Ö — co&idu,
P

et, par intégration,

logp = loga-l-(si]

a étant une constante arbitraire.
Cette égalité peut s'écrire

-cot*/)/i .
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c'est l'équation d'une spirale logarithmique; une telle
courbe se réduit à un cercle de rayon a lorsque
tang 9 = coti.

L'hélice demandée est, par conséquent, une hélice
cylindro-conique ou bien une hélice circulaire.

Donc :

•Les seules surfaces de révolution dans lesquelles une
loxodroniie est une hélice placée sur un cylindre dont
les génératrices sont parallèles à Vaxe de la surface
sont le cône et le cylindre de révolution.

Si la ligne représentée par les équations (7) est une
hélice, il doit être

d'où l'on tire
p cot i dp

— ' ' — : = du.
pyp- — JJ2 col* i

En intégrant,
. /pco\i\

— arc sin ( ) = u •+- a,
\ P /

et, si l'on pose la constante arbitraire a = ? on a
p cos u =p coti ;

c'est l'équation polaire d'une droite dont la distance h
au pôle est donnée par l'égalité

h =p cot i.

Le cylindre est donc réduit à un plan et l'hélice à une
droite; la plus courte distance entre cette droite et
l'axe O^ est p coti.

En ayant égard au théorème du n° 1, on peut donc
énoncer ce théorème :

Si une trajectoire orthogonale des hélices circulaires
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d'un hé/icoïde a ses tangentes inclinées d'un angle

constant sur l'axe de Vhélicoïde, cette trajectoire est

une droite, et Vhélicoïde est engendré par les binor-

males d'une hélice circulaire.

Si la projection de la ligue mobile L sur le plan £ = o

est une spirale logarithmique, on a

p — aecoU",

l'étant l'inclinaison constante de la ligne sur les rayons

vecteurs. Alors

= — - fe*<"*'«du=- —
PJ *P

mais, si s est l'arc de la spirale, compté du point u = o,
on a

p = s cosi — a,
par conséquent

- (s cosi-h a)'2,

ou bien

Cette équation démontre que, lorsque le cylindre pro-

jetant L sur le plan £ = o est développé sur un plan, la

ligne L devient une parabole dont le paramètre est

siii i cos i
Donc :

Parmi les lignes placées sur un cjlindre dont la sec-

tion droite est une spirale logarithmique, celles qui,

dans un mouvement hélicoïdal autour de la généra-

trice qui passe par le pôle de la spirale, restent tou-

jours géodésiques et trajectoires 01 thogonales des hé-

lices de l'hclicoïde engendré, sont des paraboles dont

le plan est enveloppé sur le cylindre de manière que
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Vaxe de la parabole coïncide avec une génératrice du
cylindre.

6. Sur l'hélicoïde engendré par une ligne L désignons
par pt le rayon de courbure géodésique des trajectoires
orthogonales L* des lignes L; il résulte

(9)

La ligne L sera donc une trajectoire orthogonale d'un
système de géodésiques lorsque

— F*

a étant une constante.
Cette égalité, en ayant égard aux valeurs de E, F, G

du n" 2, devient

d'où l'on tire

Donc :

Les lignes qui, dans un mouvement hélicoïdal de pa-
ramètre p autour de Vaxe Oz, restent sur Vhélicoïde
engendré trajectoires orthogonales d'un système de
géodésiques, sont représentées par les équations

= p COS U,

= p sin u.

l-du.

On a un résultat très remarquable, lorsque l'on sup-



pose coiislaiite la courbure géodésie]ue — de la ligue mo-

bile L et en outre p = o; ici il doit être

= const. =— T .
P̂  y/EG — F2 L ^ rf

Mais, à cause des valeurs de E, F, G, nous avons

il

d1

vient

où

donc

i

P~'

P.'
P

P .
aP>

a

b étant une constante. La projection equatoriale de la
ligne mobile L est donc une spirale logarithmique.

Si Ton désigne par K la courbure totale de la surface,
on a (puisque E, F, G sont indépendantes de v)

d / i ^G\
du \/EG F du ) '•2 / E G - F2 du \y/EG — F* du ) '

c'est-à-dire

_

Cette égalité, à cause de p = hek , devient

On a donc ce théorème :

Si sur une surface de révolution une trajectoire o/f-
thogojialeh d'un système de géodésiques a la cour-
bure géodêsique constante, la projection equatoriale
de la ligne L est une spirale logarithmique et la sur-
face est à courbure constante négative.



7. Considérons l'hélicoïde engendré par un cercle de
rayon R dont le centre glisse sur l'axe de la surface,
tandis que le plan du cercle passe toujours par cet axe.

Puisque les coordonnées d'un point quelconque du
cercle sont

Ŷ  = o, Ç

les coordonnées x, y,z d'un point quelconque de la
surface sont données par les égalités

x = R cos M COSP, y = R cosii sinp, z — pv -4- R sinw,

d'où Von tire

E = R2, F = ipRcosu, G=7J2_

La formule (9) donne pour la courbure géodésique —

des trajectoires orthogonales Lt des cercles (p = const.)

Les lignes Lf sont des géodésiques sur l'hélicoïdc

lorsque — = o, condition qui n'est autrement remplie

que par II = p.
On a donc la propriété suivante :

Lorsque le paramètre du mouvement hélicoïdal est
égal au rayon du cercle mobile, les trajectoires ortho-
gonales des cercles sont des lignes géodésiques.


