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NOUVELLES ANNALES 
DE 

M A T H É M A T I Q U E S . 

SUR LES ARCS DES COURBES PLANES; 

P A R M . G . H U M B E R T . 

Nous avons énoncé, clans les Comptes rendus de 
VAcadémie des Sciences (a"" semestre 1887), un théo-
rème qui constitue l'extension à une courbe algébrique 
quelconque de la célèbre proposition de Graves et 
Cliasles, sur les arcs de conique : la démonstration de ce 
théorème généralisé peut être donnée d'une manière 
tout à fait éléaientaire, de la manière suivante. 

Nous nous appuierons sm- une proposition, aujour-
d'hui bien connue et que Laguerre a énoncée le pre-
mier : 

La somme des angles que font avec un axe fixe les 
rayons qui joigjiejit le centre d'un cercle aux points 
d'intersection du cercle et d'une courbe algébrique 
donnée reste constante si le rayon du cercle varie, son 
centre demeurant fixe. 

En transformant cette propriété par polaires récipro-
ques, on voit que : 

La somme des angles que font avec un axe fixe les 
tangentes communes à une courbe algébrique et ci un 
cercle reste constante si le rayon du cercle varie, son 
centre demeurant fixe. 
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Cela posé, soil C une courbe algébrique quelconque^ 
menons les tangentes communes à cette courbe et à deux 
cercles voisins de même centre O, de rayons R et 
R + ¿/R.'Soient AT et .VT' deux de ces tangentes, infi-
niment voisines/On a évidemment 

A ' T ' I - A T = a r c A A ' - i - R . f o T ' . 

Or l'angle TOT' est égal à celui des tangentes A'T^ et 
AT; soit i/9 cet angle: il vient, en désignant par í la 

iMS. I. 

longueur de la tangente commune AT, par t -f- dt celle 
de A^T^ par ds l'aie AA\ 

ds:= di - Rd^. 

Si Ton fait la somme de toutes les équations analo-
gues, relatives à tous les points de contact de la courbe C 
avec les tangentes communes à cette courbe et au 
cercle R, il vient, puisque S î/9 = o, d'après le théorème 
rappelé plus haut, 

z ds = 

En d'autres termes : 

Si l'on mène toutes les tangentes commuiies ci une 
courbe algébrique et à un cercle, et si Von fait ensuite 
varier le rayon du cercle^ son centre restant fixe, les 
points de contact sur la courbe décrivent des arcs dont 
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la somme algébrique est égale et la variation de la 
somme algébrique des longueurs des tangentes com-
munes. 

Si, en particulier, on suppose que Tun des cercles 
considérés a son rayon nul, on voit sans difficulté que : 

Les 2V points de contact d'une courbe de classe v 
avec les tangentes communes à cette courbe et ci un 
cercle peuvent être groupés deux à deux, de manière 
à déterminer sur la courber arcs dont la somme algé-
brique est égale à la somme algébrique des longueurs 
des tangentes communes. 

C'est cette proposition qui, dans le cas des coniques, 
donne le théorème si connu sur les arcs d'ellipse ou 
d'hyperbole. 

Considérons en eiiet une ellipse, menons les quatre 
tangentes communes à cette courbe et à un cercle. 

Fi-. 2. 

H 
Le théorème qui vient d'être démontré apprend 

qu'on a 

a r c A V - aicBB'== A T _ A ' T ' - BS -f- B 'S ' , 

ci; qu'on peut écrire 

arc AB - arc A B = ( AM -f- M S ' ) — A T ' - ( BN -i- NT' ) ^ B' S' 

= AM -i- B'M - (A N BN ), 
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OU enfin 

AM -h B'M - arc A B ' = A ' N -f- BN - a r c A ' B . 

Si l'on remarque maintenant que, d'après un théo-
rème connu, ces points M et N sont sur une même el-
lipse homofocale à la proposée, on voit que l'équation 
précédente revient précisément au théorème de Graves 
et de Chasles. 

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE 

AU CONCOURS GÉNÉRAL DE 1885; 

PAR M. E. M A R C H A N D , 

rrofcsseur de iMatliématiques spéciales au Lycée de Caeii. 

Etant donné un hiperboloide à une nappe, on con-
sidère toutes les cordes D de cette surface qui sont vues 
du centre sous un angle droit et Von demande : 

L'équation du cône lieu géométrique des cordes D 
qui passent par un point S, ainsi que les positions du 
points pour lesquelles le cône est de révolution; 

2" I^a courbe a laquelle sont tangentes toutes les 
cordes D situées dans un plan donné P, ainsi que les 
positiojis du plan P pour lesquelles cette courbe est une 
parabole ou une circonférence de cercle. 

Remarque préliminaire. — Il est évident que Fénoncé 
est équivalent au suivant : 

Étudier le complexe des cordes D qui sont vues du 
centre sous un angle droit. 

On sait d'ailleurs que, pour traiter de pareilles ques-
tions, il est préférable de définir la droite par ses six 
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coordonnées homogènes, dont je vais rappeler la signifi-

cation. 
Posant, pour abréger, 

les six coordonnées homogènes de la droite 

(a, a', yO 

seront définies par deux plans 

(u, W, p), {Ui, Vu Wi, Pi) 

passant par la droite, ou par deux points 

/), (xuyu^i, il) 

situés sur la droite, au moyen des équations 

1 a = [vwi] = i^ti], 
(!) p ^ [ j r , ] , 

( = = 

(2) 

Tout complexe sera défini par une équation homo-
gène 

laquelle d'ailleurs peut, en général, être mise sous une 
infinité de formes différentes, grâce à la relation iden-
tique 

(3) 

Par exemple^ prenant Téquation d'une quadrique sous 
la forme 

(4) o, 

on trouve facilement que le complexe des droites D vues 
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du ccîilre sous un angle droit a pour équation 

(5 ) /a'2-u- 3'2 Y'' - ( ) ^ ̂ ^ 
l h c , a, 71 = a -h b. 

1. D'après les relations (i) et (2), si Ton désigne par 

j ' i , zy, les coordonnées du sommet S du cône du 

complexe, ce cône aura pour équation 

- I K[(.r _ ( J - J i ) - - - -i)-]-

Le premier membre, égalé à zéro, représente le système 

des deux plans tangents menés du point S au cône 

^ ' ^ i m 11 

lequel cône est l'enveloppe des plans passant par le 

centre de la quadrique et la coupant suivant une hyper-

bole équilatère. Ce cône, imaginaire dans le cas de Tel-

lipsoïde, n'est réel dans le cas de l'hyperboloïde que si 

le plus grand angle au sommet du cône asymptote de la 

quadrique donnée est obtus. 

Le second membre représente une sphère de layon 

nul et de centre S. 

Si donc on fait varier K d'une manière arbitraire, ce 

qui revient à adjoindre à la quadrique de l'énoncé toutes 

les quadriques concentriques et homothétiques, l'équa-

tion (6) représente une famille de cônes homocy-

cliques. 11 est alors facile de savoir quand le cône (6) 

sera de révolution. 

Un cône de révolution n'étant autre chose qu'un cône 

bitangent au cercle imaginaire de l'infini, si l'on cherche 

les trois systèmes de sections circulaires, on trouvera : 

i" un système double correspondant à la corde des con-

tacts lequel donne les parallèles de la surface de révolu-
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tioli; 2" un système simple composé de plans tangents 

au cercle imaginaire de l'infini menés par une parallèle 

à l'axe. 

Le cône de sommet S sera de révolution : i" si le pre-

mier membre de (6) représente un plan double ; si le 

premier membre de (6) représente deux plans tangents 

au cercle imaginaire de l'infini. Par suite de la signifi-

cation géométrique indiquée plus haut, on voit que le 

cône sera de révolution : 

I® Si le point S est situé sur le cône (7) , auquel cas 

le plan tangent en S au cône (7) est perpendiculaire à 

Taxe ; 

2® Si le point S est situé sur l'une des focales du 

cône (7), auquel cas la focale est l'axe de révolution. 

2. Je désigne par ¿¿i, v̂̂ , p\ les coordonnées du 
plan P, et alors j'ai pour équation tangentielle de la 
courbe du complexe 

Le premier membre, égalé à zéro, donne une surface 
admettant le plan P comme plan double^ c'est donc, en 
réalité, une courbe plane située dans le plan P. Cette 
courbe n'est autre chose que la section du cône (7) par 
le plan P, laquelle se réduira à un point double si le plan 
passe par le sommet du cône. 

Le second?membre, égalé à zéro, donne la courbe d'in-
tersection du plan P et du cercle imaginaire de l'infini, 
c'est-à-dire les deux points circulaires relatifs à ce 
plan P. 

L'équation (8), où K est un paramètre arbitraire, 
représente donc un système de coniques honiofocales 
dont fait partie la section du cône (7) par le plan P. 
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Pour que la courbe du complexe soit une parabole, il 

faut que la section du cône (7) par le plan P soit elle-

même une parabole. Le plan P doit donc être parallèle 

à un plan tangent au cône (7). 

Pour que la courbe du complexe soit un cercle, il faut 

que la section du cône (7) par le plan P soit un cercle 

ou un point double. On a d'abord toutes les directions 

de section circulaire du cône (7). On a ensuite tous les 

plans passant par le sommet du cône (7) , c'est-à-dire 

par le centre de la quadrique S. 

11 est inutile de remarquer que le foyer de la parabole 

et le centre du cercle se confondent avec les points cor-

respondants de la section homofocale déterminée dans 

le cône (7). 

3. Une propriété très remarquable du complexe con-
siste en ce qu'il est à lui-même son propre polaire réci-
proque par rapport à huit quadriques. 

En eifet, cherchons le complexe polaire réciproque 
du complexe donné par rapport à la quadrique 

où A, B, C sont des paramètres indéterminés. 
A un point x , j , on fera correspondre son plan 

polaire 

de sorte que, en appelant a,, y , , a , , jS',, v'̂  les nou-
velles coordonnées d'une droite quelconque, on aura les 
formules de transformation 

A A 
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L'équation du complexe devient 

( /B2G2af4-mG2A2pf-4-/iA2B2Yf 
^ ^ * ^ - K ( A2 ^ B2 G, ) = o, 

e t il suffit d(î prendre 

nin nf Im 

pour retrouver l'équation primitive (5 ). 
Le complexe est donc à lui-même sa propre polaire 

réciproque par rapport aux huit quadriques 

if X- s/mil ± r2 y/nl ± z"^ sjIm — K. 

11 est alors facile de comprendre pourquoi, si l'on 
cherche d'une part le lieu des points pour lesquels le 
cône du complexe se réduit à deux plans, d'autre part 
l'enveloppe des plans pour lesquels la courbe du com-
plexe se réduit à deux points, on trouve la même sur-
face. 

Dans le cas particulier où 

ax--{- cz'-= K 

représente un ellipsoïde, on trouve uiie vraie surface des 

ondes qui correspond à la quadrique 

Le cône asymptote de la surface des ondes est, comme 
on sait, 

^ \ l m II / 

On retrouve ici le cône (7) qui intervenait si heureu-
sement dans la solution du problème. Ce cône est cône 
asymptote de la surface des ondes et ses focales, dont il 
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a (Hé parlé plus haut, sont les droites qui joignent le 
centre de la surface des ondes à ses points doubles. 

Ces propriétés sont tout à fait semblables à celles du 
complexe des droites telles que les plans tangents menés 
par elles à une quadrique fixe soient rectangulaires. 
D'ailleurs, Téquation de ce complexe bien connu pou-
vant s'écrire 

a'2 B'2 V '2 ^ / m , 

l'analogie qu'il présente avec le complexe actuel 

l a'2 -1- m -f- 71 y'2 - 'r- [̂ 2 - 2 

% 
est manifeste. 

On démontrerait donc sans peine cette très belle pro-
priété que, dans le cas d'une surface des ondes ordi-
naire, toutes les droites du complexe pénètrent entre 
les deux nappes de cette surface. 

On voit, d'ailleurs, qu'il y aurait probablement intérêt 
à étudier avec soin la forme des surfaces analogues à la 
surface des ondes que l'on rencontrerait en prenant pour 
quadrique initiale un hyperboloïde tel que le cône asym-
ptote puisse être coupé suivant un angle droit par des 
plans réels. 

SOLUTION DE LA QIESTIO^ PROPOSÉE 

AU CONCOURS GÉNÉRAL DE 1886; 

P A R AI. E . M A R G I Ï A N D . 

rrofessciir do Mathématiques spéciales an Lycée de Gaen. 

Etanl (Jonnés une surface du second ordre S et 
deux points A. B. o/f mène par le point B une sécante 
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qui rencontre la surface S aux points C, C le plan 
polaire du point A au point D, 

Soient M et M' les points où la droite AD rencontre 
les plans qui touchent la surface S aux points C et C . 

La sécante BD tournant autour du point B, on de-
mande le lieu décrit par les points M et M'. 

Ce lieu se compose de deux surf aces du second, 
ordre, dont l'une est indépendante de la position oc-
cupée par le point B dans Vespace, et dont Vautre 2 
dépend de la position de ce point. 

Chercher ce que devient la surface S quand, dans la 
construction qui donne les points de cette surface, on 
fait jouer au point A le rôle du point B, et inversement. 

3" Le point A restant fixe, déterminer les positions 
occupées par le point B quand la surface S n a pas un 
centre unique à distance finie. 

Remarques préliminaires. — Étant donnés deux 
points A(a, y, o), B ( i , r̂ , 9), on sait que, pour tout 
point Mi (Xi^Yi, 3,, f^) de la droite AB, on a 

— jKi = xp — (J.T,, 

~ — î̂ ï, = Xo — |jl6. 

Si Ml coïncide avec un des points de rencontre de la 
droite AB avt'c ime surface du second ordre S dont 
l'équation est 

(Sj 

et qu'on pose, pour abréger l'écriture, 

[a.^] ^ z f y - i/ô) 

le plan tangent en M, à la surface S sera défini par 

o. [.ri.r, ] o. 



( «6 ) 

OU encore par 

Àfa.r | — ix\It] =0, X2|-aaJ — -H (J-Sf̂ f ] ^ o. 

Éliminant >. et ¡jl entre ces deux dernières équations, on 

obtiendra l'équation du système des deux plans tan-

gents menés à S par les points P, Q où cette quadrique 

est rencontrée par 

1. Je désigne par les lettres suivantes les coordonnées 

des diiîérents points qui ont à intervenir dans la solu-

tion 

L'équation des plans tangents menés à S par les 

points C et C où elle est rencontrée par BD est 

Le point D étant dans le plan polaire de A, on a 

( ) [ a.r'i I — o. 

Eniin, les trois points A, 1), M étant en ligne droite. 

.ri = X.r — [xa, 

-I = A- — 
— JXO. 

Remplaçant, dans (f) et (2), les coordonnées , , 
A, de 1) par leurs expressions (3) et éliminant en-

suite les paramètres A, a, on aura l'équation du lieu 
géométrique clierclié. 

On obtient, à simple vue, 

'' I a.r, I — l\%x \ — ;j.[aa| = 

V '> bis I . I I - I 1 — ;JL I a .r J o . 
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Tenant compte de ces premières identités, 

^ X - ( I . [ A : R ] ; - I X \ L [ O I X ] - I I . [AA]{ 

L'équation (i) devient 

(I bis) j + [^ni^I^lj = O. 

2. Le lieu se compose donc de deux surfaces. 
La première [XiX^ = o est indépendante de la posi-

tion du point B dans l'espace. Remplaçant Xi par sa 
valeur (3) en fonction de X, ¡x et tirant de ( 2 ¿w) les va-
leurs proportionnelles de [x, il vient 

[ x i x ] = — [aa7]2 = o. 

C'est le cône circonscrit à S de sommet A. 
Pour la seconde surface S, on a d'abord 

puis 

Finalement on trouve 

(2) UajMM - - = o. 

On voit immédiatement que le cône circonscrit à S de 
sommet A est coupé par S suivant deux courbes planes 
situées dans les plans 

Le premier plan [^.r] = o est le plan polaire de B^ le 
second passe par l'intersection du plan polaire de A et 
du plan polaire de B, c'est-à-dire par la droite P'Q^ po-
laire conjuguée de la droite AB par rapport à S. Pour 
définir ce plan avec plus de précision, je vais montrer 
qu'il appartient à un faisceau harmonique dans lequel 

Ann. de Matliémat., y série, t, VII (Janvier iS88). 2 
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on connaît d'avance trois plans. En effet, si Ton introduit 

le plan P ' (y A qui a pour équation 

on a quatre plans passant par P'Q^ 

[^¿c] == o, [Xx] — = o, 

et donnant comme rapport an harmonique 

cc — o K — o 

cc — 'j. K ' K — 2K 

On peut écrirc; ainsi l'équation de H 

( 4 ) [aa] [«1 f.r.i.1 = [ a ^ ] ^ - 2[aî][ao-J [ t + [ a a ] . 

Si l'on fait jouer au point A le rôle du point B, et inver-
sement, Téquation de S ne change pas.. 

Ce résultat remarquable permet d'affirmer, sans nou-
veau calcul, que le cône de sommet B circonscrit à S est 
coupé par S suivant deux courbes planes dont l'une est 
dans le plan polaire de A, l'autre dans un plan facile à 
délinir par les propriétés des faisceaux harmoniques. 
La surface i] est définie surabondamment, au point de 
vue; géométrique, par ces quatre sections planes qui pas-
sent par une même droite P 'Q' . 

Reprenant l'équation de S sous la forme (4), je vois 
que le premier membre égalé à zéro donne la surface S; 
le second membre égalé à zéro représente le système des 
deux plans tangents menés à la surface S par les points 
P et Q où elle est rencontrée par AB. 

Donc S passe par le quadrilatère gauche déterminé 
par les quatre génératrices de S qui passent en P et Q. 
Les diagonales PQ, P 'Q' du quadrilatère gauche sont 
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évidemment deux droites polaires conjuguées par rapport 

à S et à S. Si donc on divise liarmoniquement le seg-

ment P Q d'une part, le segment FQ^ d'autre part, on 

aura quatre poinis qui seront les quatre sommets d'un 

tétraèdre conjugué par rapport aux deux surfaces : par 

suite, S et S admettent une infinité de tétraèdres con-

jugués communs. On sait que, en ne considérant, bien 

entendu, que le cas des points A et B réels, une qua-

drique non réglée (ellipsoïde, hyperboloïde à deux 

nappes, paraboloïde elliptique) est telle que de deux 

droites conjuguées l'une rencontre en deux points réels, 

l'autre en deux points imaginaires^ pour une quadrique 

réglée ou complètement imaginaire (ellipsoïde imagi-

naire, liyperboloïde à une nappe, paraboloïde hyperbo-

lique), les quatre points de rencontre P, Q , F , Q' sont 

tous réels ou tous imaginaires. Il en résulte que les 

surfaces S et S sont simultanément réglées ou non réglées ; 

en particulier, si S devient un paraboloïde, ce parabo-

loïde sera hyperbolic[ue ou elliptique suivant que S sera 

réglée ou non. 

Mais il reste à résoudre cette question. Toutes les 

surfaces S ont, avec S, un quadrilatère gauche commun ^ 

ne peut-on pas affirmer que, réciproquement, toute qua-

drique ayant un quadrilatère gauche commun avec S 

soit susceptible du mode de génération des surfaces S? 

Afin de traiter plus facilement cette question, je pren-

drai comme tétraèdre de référence un tétraèdre conju-

gué par rapport à S et ayant deux de ses sommets sur 

AB, ce qui suppose naturellement que S soit une surface 

sans point double, et que AB ne soit pas tangente à S : 

( S ) O, 

On obtient, par des réductions faciles, cette nouvelle 
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équation de S 

[aa] = [^i] c ^ 0 2 , [ a ^ = c y ? + 

Ce résultat nouveau est de la forme 

(5) T + x r = o , 

T = o représentant le système des deux plans tangents 
menés à S par AB^ T î=r o, le système des deux plans 
tangents menés à S aux points de rencontre avec AB. Si 
donc on démontre que le paramètre \ peut prendre toutes 
les valeurs imaginables, Téquation ( 5) de 2 représentera 
bien un faisceau de quadriques passant par quatre gé-
nératrices de S qui ne sont d'ailleurs assujetties qu'à la 
condition de former un quadrilatère gauche. 

Or on sait [Leçons sur la Géométrie ; par A. CLEBSCH, 
t. I, p. 95) que, si la droite AB rencontre en P et Q la 
surface S et qu'on désigne par p le rapport anharmo-
nique formé par les points A, B avec les points P, Q, 
on a 

Même en laissant A fixe, on pourrait disposer de B 

de manière que p et, par suite, \ = ^̂  ^^^ aient une 

valeur choisie d'avance. Mais il est bien remarquable 
qu'on retrouve la meme surface S toutes les fois que les 
points A et B, restant sur une droite fixe PQ, se dépla-
cent de manière à donner constamment le même rapport 
anharmonique avec les points P et Q d'intersection de 
la droite fixe avec S. 

En résumé, toute surface du second ordre ayant un 
quadrilatère gauche commun avec S est susceptible, et 
cela d'une infinité de manières, du mode de génération 
indiqué par l'énoncé du problème. Les points A et B 
doivent être pris sur une des diagonales du quadrilatère 
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( ) 
gauche de manière à former avec les deux sommets si-
tués sur cette diagonale un certain rapport anharmo-
nique. 

3. Si la surface S n'a pas un centre unique à distance 
finie, elle est tangente au plan de l'infini. Pour résoudre 
le problème proposé, je vais d'abord former l'équation 
tangentielle de S, puis j'exprimerai que le plan de l'in-
fini vérifie cette équation tangentielle. 

L'équation de S peut s'écrire 

(4) 2 = l[xx] -f- m[oix]^in[oLx][\x] h[\xY= o, 

Par conséquent, 

Hh / ^ ¡ [ a ^ ] a x ] -f- h[^x] j / r 

Posant, pour abréger, 

moi-\-nl = Xij + = /nS-+-nO = ii, 

il vient 

Désignant par u, u, w, p les coordonnées d'un plan 
tangent à s , on sait qu'on aura les équations 

¿(A x + + = o, 

/(B"^ A ' 7 + Bx: + C ' O + [oix] -+- y^Ji^cc] = o, 

l(B'cm-i-B y-h iVz + C 0 -t- \f-l, o, 
i (G + C > -t- C"^ + D i ) + i / / , [a^] -h 1 / , ; + 

+ + l / ï - - + - = o, 

Ui^ -- ifnr + \ f i - + [çx] ^'o, 
ux vy -\-wz-\-pt — o. 
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Considérant x, j , s, [a.r], [Ix] et 1 comme des in-
connues distinctes, on a sept équations linéaires homo-
gènes à sept inconnues, d'où l'équation tangentielle 

/A m nv ¿c I/;, I f r , u 
l\r /A' /B / c I f y , V 
IB' ¿B LV IC" i-yv; 
ic ic ic" iD y)\ i/;,^ p 

lA \ f ï yî U'o -I 
\Â \Â o 
IL V W p O 

Posant, pour abréger, 

P ux -h vy -4- wz -i- pt^ 
iixi-^ wzi-i-pti, 

P2= 11X2-^ ^yi-^- WZ2^pt2, 
on obtient d'abord, en tenant compte de (5) et de (6), 

(7) 

o o 

I o 

o o 

A B" B' G 0 0 u 
B" A' B G' 0 0 V 
B' B A" G" (J 0 w 
G G' C" D 0 0 P 

L/P I f r 0 0 

i f i iA I f i 0 0 

II ç p - P i 0 

Supprimant le facteur / et posant 

Pa = ¿̂a -4- p p + (ï̂  Y -h p 0, P^^ w ; pr̂  -f- (v Ç + /? 0, 

on obtient facilement 

A B" B' G 0 0 U 
B" A' B G' 0 0 P 

B' B A" G" 0 0 w 
G G' C" D 0 0 p 
0 0 0 0 0 - P a 
C) 0 0 0 0 - P e 
n P - l ' i - f) 
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Les colonnes 5 et 6 contenant beaucoup de zéros, il est 
naturel de développer suivant les éléments de ces deux 
colonnes, par la règle de La place. On trouve très facile-
ment que, si l'on désigne par H le liessien de la sur-
face S, et par 'f (u, p) le déterminant qui, égalé à 
zéro, donne l'équation tangentielle de S, on obtient, 
après suppression de [aç]-, l'expression 

(8) l\FO 

Mais, d'après (6), 

et l'équation tangentielle de S devient définitivement 

Pour déterminer, le point A restant fixe, les positions 

occupées par le point B quand la surface I] reste tangente 

à un plan fixe, il suffît déconsidérer, dans (p), //, c, ŵ  

p comme des constantes, et d'y faire Î = x. l\ vient 

Le premier membre égalé à zéro donne la surface primi-
tive S; le second membre égalé à zéro donne le système 
des deux plans tangents menés à S par les points où 
cette surface est rencontrée par la droite qui joint le 
point A au pôle K du plan fixe w, p. En cil'et, dé-
signant par x̂ ^ y , z', l! les coordonnées de K , on sait 
que 

= i f x ' , ^ = ï/y', ^̂  = P = i/f'-

Remplaçant zt, v', u , j) par ces valeurs et s'appuyaiit sur 
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ridciitilé bien connue 

(fo) — 

A V/ B' C 

on obtient, en place de (g iis), l'équation toute simple 

(n) l^x']- [xx] — [x'x^] [qcx]-— '1 [oix'l [7,x] [x'x] -h [aa] [x'x]^. 

L'analogie avec (4) est frappante. Comme plus haut, 

si l'on prend 

( S ) B Y ^ - H O, 

on obtient, sans avoir à recommencer les calculs, 

[OIX']^{ax^-\- by^) H- {OLOÎ][X'X']{CZ'^cW-) — o. 

Alors il est inutile de reprendre ce qui a été dit à propos 
de l'équation (3) pour déduire de (12) les conclusions 
suivantes : 

Toute quadrique ayant avec S un quadrilatère gauche 
commun peut être obtenue comme lieu des points B, tels 
que, A restant fixe, la surface ^ reste tangente à un cer-
tain plan donné. Il faut que le pôle R du plan donné et 
le [)oint A soient situés sur une des diagonales du qua-
drilatère gauche et forment avec les sommets correspon-
dants un rapport anharmonique déterminé. 

llevenant à l'énoncé, on peut dire que la surface lieu 
des points B, tels que, A restant iixe, S n'ait pas un 
centre unique à distance finie, peut coïncider successi-
vement avec toutes les quadriques qui ont en commun 
avec S un quadrilatère gauche dont une diagonale passe 
par le centre de la surface S. 

i. Chaque surface ayant avec S un quadrilatère gauche 
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commun, dont PQ, P'Q' sont les diagonales, peut être 
obtenue de quati e manières différentes ^ on peut prendre 
A et B ou A et K sur P Q ; on peut prendre A et B ou A 
et K sur P'Q^ Si, dans cliaque cas, les quatre points 
situés sur la diagonale donnent naissance au même rap-
port anharmonique, quelle relation existe-t-il entre les 
quatre surfaces particulières obtenues? 

Pour résoudre cette question, je m'appuierai sur la 
forme très simple que prend l'équation S' de la polaire 
réciproque de S par rapport à S. On sait qu'il suffira de 
poser, dans l'équation tangentielle de S, 

(l3) W^i/a, ^ = ï f y y = P = {ft' 

Or, tenant compte de l'identité (lo), on voit que (9) 
devient, par la substitution (i3). 

C'est l'équation (11), où a été remplacé par 
Si donc on prend A et B d'une part, A et K d'autre 

part, sur la même diagonale et que le rapport anliarmo-
nique soit égal de part et d'autre, on obtient deux sur-
faces polaires réciproques par rapport à S. 

S'appuyant sur les formes réduites (5) et (12), on 
voit facilement que, si l'on prend deux points A et B sur 
PQ, deux points k! et B' sur P'Q^ et que les rapports an-
liarmoniques soient les mêmes, on a encore deux sur-
faces polaires réciproques. 

On aura, au contraire, la même surface si Ton prend 
deux points A et B sur l'une des diagonales, deux 
points A et K sur l'autre, les rapports anliarmoniques 
étant égaux de part et d'autre. 
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SIR H m GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE 

DES ACCROISSEIIEÎÏTS FINIS; 

P A R M . T . - J . S T I E L T J E S . 

1. M. H. A. Schwarz a donné, dans les Annali cU 
Matemaiica de Brioschi (série II, t. X), le théorème 
suivant : 

Soient f\{t)',fi{i)i ' ' " ) f n { f ) des fonctions réelles 
d'une même variable réelle t. On suppose que ces 

fonctions, de même que leurs dé/ ivées jusquà l'ordi e 
n — I inclusivement, sont finies et continues. 

Dans ces conditions, si • • • ? fn sont n valeurs 
diff érentes appartenant à l'intervalle a^ . . ., le quo-
tient 

Mh) Mt,) 
A(h) Mt^) 

fdtn) Mtn) 

M H ) 

fnih) 

Mtu) 

t, t\ 
Î2 tl 

tn tl 

tr' 

fii-x ^ n 
M n'est pas plus grand que ynjrjj jj^ et pas plus pe-

tit que —, ^ • , M désirant la plus ¿rrande, 
' i! 2 ! 3 ! . . .(/i — i ) ! ^ ^ ^ ^ 

m la plus petite des valeurs du déterminant 

Ain 
Ain 

Ai^') 
A,in 

sous les conditions 

Aiin 
Anin 

fi--V(tinl) 

a ^ t'>. h. ("•2: ¿"V: h. - l^U ^ ¡J 
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Comme le remarque M. Scliwarz, ce théorème permet 

d'établir, d'une manière rigoureuse, certaines proposi-

tions fondamentales dans la théorie des courbes planes 

ou gauches. Soit, par exemple, M un point d'une courbe 

gauche, et prenons sur cette couibe trois points infini-

ment voisins de M. Le plan osculateur en M est la posi-

tion limite du plan qui passe par les trois derniers 

points. A l'aide du théorème de M. Schwarz, on recon-

naît aussi clairement les conditions dans lesquelles cette 

proposition est exacte. 

2. La démonstration que M. Schwarz a donnée de 

son théorème est extrêmement simple. La circonstance 

qu'elle exige des intégrations nous a conduit à chercher 

si l'on ne pourrait pas arriver au but d'une manière 

plus élémentaire. 

Nous avons reconnu alors que le quotient considéré 
est égal à 

A{t') Mt') ... fn{t') 
I f\{t") f,{t") ... f ' , { f ) 

i!2!3!...(/I-I)! 

ou 

t" = (tu 

(t i , t2f . . t f ç ) désignant un nombre compris entre le 

plus petit et le plus grand des nombres ÎÎ , Î2î • • • ^ 

3. La démonstration de ce théorème s'appuie princi-

palement sur le lemme suivant. 

Si une fonction / ( / ) s'annule pour n valeurs diiïé-
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rentes de la variable 

f(t,) = 0, f(h) = 0, f{tn) = 0, 

alors on a 

où 

Il faut supposer que la fonction f ( l ) admet des 
dérivées f{t),f"{t), qui sont finies et 
continues et que admet encore une dérivée 
finie mais on n'a pas à supposer que 
soit continue. 

En eiï'et, soit, par exemple, TZ = 3 et 

h<h<h. 

Ayant 

on en conclut d'abord 
fin--

t' étant compris entre ti et (en excluant les limites), 
et t" entre t̂  et Î3. Ayant donc 

t'< t\ 

on voit ensuite que la fonction f'{t) doit s'annuler pour 
une valeur de la variable comprise entre t' et valeur 
qui sera comprise aussi entre t̂  et t ,̂ 

A. En s'appuyant sur ce lemme, la démonstration du 
théorème énoncé est très facile. Nous supposerons 
jiz=z 4, et posons 

f{x) g(,œ) h{x) k{x) 

fiy) g{y) h{y) k(y) 

/(z) ^iz) h{z) k{z) 

f{t) g{t) h{t) k{t) 

I X X^ X^ 

i y y^ y^ 
î z z^ z^ 

I t t^ t^ 

= A . 
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Considérons la fonction 

F(u) = 

f{x) g{x) h{x) k{x) 

f ( y ) ^(7) h(y) k{y) 

f^z) g{z) h{z) k{z) 

f{u) g{u) h{u) k[u) 

\ X X'^ X^ 

l y y^ y^ 

l z z^ z^ 

\ u u'^ u^ 

Il est clair qu'on a identiquement 

F ( ^ ) = o, F ( 7 ) = O, ¥ { Z ) = O, 

et encore, à cause de la valeur A, 

F ( 0 = o. 
On en conclut 

ou 

ce qui revient à 

(2) 

f{x) g{x) h(x) k(x) 

Ar) g(y) h{y) k(y) 

f{z) g{z) h{z) k(z) 

r ( o n o k"\i:) 

Soit mainteuant 

- 1 . 2 . 3 

X X^ 

y 
z z^ 

A=o. 

/ ( X ) g{x) h{x) k(x) 

Ar) ^iy) Hy) Hy) 
/(u) g{u) h{u) k{u) 

r(0 ^'"(0 r'(0 

I X x^ 

T . A . 3 I y Y A . 

I u 

donc 

Il est donc clair qu'on a 
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On a, par conséquent, 

f { x ) g{x) h{x) k{x) 

f{y) hiy) ^'(y) 

f"M 

/ " ( ï ) /̂ '"(O /̂ "'(O 

Considérons eniin la fonction 

— 1.2.1.2.3 
X 

y 

/ ( x ) gix) h{x) k(x) 
f{u) g{u) h{u) k{u) 

f"M ^"(^i) h"{r,) k\r,) 
r(i) ^-"'(o h'-'{t) k"'a) 

11 est clair qu'on a 

—1.2.1.2.3 
I X 

A. 

donc 

ou 

Or cela revient à 

¿ ' ( 0 = 0, 

(4) 

/(.r) hix) k{x) 

ra) / '̂(O / '̂(O 
f"{r,) g"{r,) h"{r,) k" {r,) 

r ( ç ) .̂ '"(o 

— I . 1 .2. I .2.3 A = o, 

ce qui est l'expi ession du théorème annoncé. 

On remarcjnera que cette démonstration suppose 

seulement que les dérivées secondes 

/ " ( O , h"{t), k\t) 

admettent des dérivées 

/"'(O, h"\t\ k"\t); 

mais il n'est pas nécessaire de supposer que ces der-

nières fonctions soient continues. 

Mais, si l'on ajoute cette dernière condition [la conti-
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nuité de f ' { t ) , r (£)], on conclut direc-
tement que, si y, t tendent vers une même limite a, 
on a 

f{a) g{a) h{a) A{a) 
f i a ) g'{a) h'{a) k'{a) 

. 1 . 2 . 1 . 2 . 3 f ' { a ) g" { a ) h \ a ) k \ a ) 

f"{a) g'" {a) h" (a) k"'{a) 

lim A = 

SUR M T H É O R È M E DE CHASLES; 

P A R M . H . F A U R E . 

1. THÉORÈME. — Etant données trois coniques A, A', 
K" circonscrites ci un quadrilatère et une conique U, si 
Von décrit une conique B passant par les intersections 
de U et de A, les points d'intersection de B et h! et ceux 
de U et h" sont sur une même conique. 

Soit, en eiï'et, 

A = : X A ' - + - ¡ Ì . A " 

l'équation de la conique A et 
B A V U 

celle de B. Il existe une conique passant par les inter-
sections de B et A' qui a pour équation 

c'est-à-dire 

A - F - V U - X A ' = . X A ' 4 - ( J L A " - H V U — X A ' = ( I . A " - F - V U = O, 

ce qui démontre le théorème. Remarquons, du reste, 
que notre énoncé rentre dans celui de Chasles (Sections 
coniques, p. 276, n^ 404). Nous avons, en eiFel, ici 
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quatre coniques A', A'', B, U, telles que les points d'in-
tersection de A/ et Pi" et ceux de B et U sont sur A ; il 
en sera, par suite, de meme des points d'intersection de 
ces coniques combinées d(;ux à deux d'une autre ma-
nière, par exemple B et AJ et U et h!'. 

Ce simple changement dans l'énoncé de Chasles 
donne lieu, cependant, à un grand nombre de consé-
quences qui ne se trouvent pas dans le Traité des sec-
tions coniques. 

2. Cas particuliers. — Prenant pour TJ une conique 
ayant un double contact avec A, on voit que ; 

Quand trois coniques A, A', A'' sont circonscrites à 
un quadrilatèrej si une conique U tangente à A aux 
points a, ^ rencontre la seconde ÈJ aux points a, è, 
c, i/, il existe une conique passant par ces quatre points 
et bitangente à la troisième A" aux points oii cette troi-
sième conique est coupée par la droite 

Si l'on prend pour la conique U les deux tangentes à 
la conique A menées aux points a, [3, on obtient un 
théorème donné par M. Weill {Nouvelles Annales^ 
p. 20 ; janvier i884), et dont ce géomètre déduit d'in-
téressantes applications. 

On peut prendre pour A , A , hl' des systèmes de 
droites; donc : 

Etant donnés un quadrilatère et une conique U, 
si Von décrit une conique B passant par les intersec-
tions de\] avec deux côtés opposés du quadrilatère, les 
quatre points d^intersection de B avec les deux autres 
côtés opposés et les quatre points d'intersection de U 
avec les diagonales du quadrilatère sont huit points 
d'une même conique. 
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Prenant pour A et A' les côtés opposés d'un quadri-
latère inscrit à A'', et pour U une droite double tan-
gente à K!'̂  on est conduit à cet énoncé : 

Une conique A!' étant circonscrite à un quadrilatèrey 
si en un point a de cette conique on lui mène une tan-
gente et que Von trace une conique B touchant deux 
côtés opposés du quadrilatère aux points oit ces côtés 
sont coupés par la tangente, cette conique rencontrera 
les deux autres côtés opposés du quadrilatère en quatre 
points qui, avec le point de contact a, seront sur une 
conique ayant avec h!' un contact du troisième ordre. 

Prenons pour A' et K!' deux cercles concentriques, et 
pour A la droite de l'infini, il s'ensuit que : 

Étant doJinées une hyperbole et ses asymptotes, si 
Von décrit un cercle rencontrant Vhyperbole aux 
points a.^ b.^ c.^ d.^ et un second cercle concentrique au 
premier rencontrant les asy mptotes aux points a, è', 
c\ d\ ces huit points sont sur un conique. 

3. On sait que le cercle ortlioptique d'une conique 
(c'est-à-dire le cercle lieu des sommets des angles droits 
circonscrits) passe par les points d'intersection de la 
conique avec ses directrices. 

De là nous déduisons ces théorèmes : 

Étant donnés une conique A et un cercle U, si par 
les points d'intersection de ces deux courbes on trace 
une conique B, les points oit cette conique B rencontre 
les directrices sont sur un cercle qui passe par les inter-
sections du cercle U avec le cercle orthopiique de A. 

Si Von mène à une conique une tangente en un de 
ses points m rencontrant les directrices aux points a 
et le cercle qui passe par ces points a et b et qui a 
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son centre sur la perpendiculaire menée aux direc-
trices par le point m, rencontre le cercle orthoptique de 
la conique aux mêmes poinfs que le cercle de courbure 
en m. 

Étant données deux coniques A et U, si sur U on 
prend les quatre points a, c, rf, d'oii Von voit K sous 
un angle droit : les points d'intersection de A et U, 
et les points d'intersection des deux cordes ab, cd avec 
les directrices sont huit points d'une même conique; 

les poijits d^intersection de ces mêmes cordes avec A 
et les points d'intersection de U avec les directrices 
sont huit points d'une même conique. 

Si d*un point m on mène à une conique A deux tan-
gentes rectangulaires, par les points d'intersection de 
ces tangentes avec les directrices de A, on peut mener 
une conique ayant un double contact avec le cercle 
orthoptique de A -, la corde de contact est la polaire 
du poijit m par rapport à A. 

4. THÉORÈME CORRÉLATIF. — Etant données trois co-
niques A, A , A'̂  inscrites ci un quadrilatère et une 
conique U, si Von décrit une conique B inscrite au qua-
drilatère circonscrit ci\] et A, les tangentes comnmnes 
¿1 B et K' et celles communes ci U et A" touchent une 
même conique. 

Pour simplifier les énoncés des théorèmes que nous 
déduirons de celui-ci, nous dirons que les sommets du 
quadrilatère circonscrit à la conique A et à une conique 
fixe sont les foyers de la conique A. De même, toutes 
les coniques inscrites à un même quadrilatère circon-
scrit à la conique fixe seront dites honiofocales. 

En supposant que la conique fixe se réduise aux 
ombilics du plan, on revient aux définitions usuelles. 

Supposons donc que, dans le théorème énoncé ci-
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dessus, nous considérions Â ' comme In conique fixe, 

nous pourrons dire : 

5. Étant données deux coniques homofocales A, A' 
et une conique U, si l'on décrit une conique B inscrite 
au quadrilatère circonscrit à U et A , les tangentes 
communes à B et K' toucheront une conique homofo-
cale (J U. 

Ou bien : 

Trois coniques A, B, U étant inscrites ci un quadri-
latère Q, si l'on décrit une conique A' homofocale CL A, 
on pourra, au quadrilatère P circonscrit à B et 
inscrire une conique homofocale à U. 

6. Puisque l'on p( ut inscrire à P une conique homo-
focale à U et que U est une conique quelconque inscrite 
au quadrilatère Q, on doit en conclure que le lieu des 
foyers des coniques inscrites à P est le même que le lieu 
des foyers des coniques inscrites à Q. D'autre part, la 
conique A' peut aussi être prise arbitrairement pourvu 
qu'elle reste homofocah^ à A. Il en résulte que : le lieu 
des fojers des coniques inscrites dans le quadrilatère 
circonscrit à deux coniques A et U ne change pas si 
Von remplace ces deux coniques par deux autres res-
pectivement homo foc a les. 

On sait aussi que le lieu des foyers (dans le sens que 
nous leur donnons ici) des coniques inscriles à un qua-
drilatère est une cubique qui passe par les sommets du 
quadrilatère, et Ton peut ajouter par les six points de 
contact des coniques du système avec la conique fixe* 

Par conséquent : Si Von considère deux systèmes de 
coniques respectivemejit homofocales, les points d^in-
tersection des tangentes communes à une conique quel-
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conque du premier sysLeme et à une conique quelconque 
du second restent sur une cubique qui coïncide avec le 
lieu des foyers des coniques inscrites au quadrilatère 
déterminé par les quatre tangentes communes à deux 
quelconques des coniques. 

On peut dire encore : Si Von considère deux sys-
tèmes de coniques respectivement liomofocales, les 
points de contact des coniques du premier sy stème avec 
celles du second sont sur la cubique précédente. 

Si, dans le tliéorème général (4), on prend pour U 
un point, on obtient les théorèmes VIII et IX donnés 
par M. Weill, dans l'article cité plus haut, et, par suite, 
les théorèmes X et XI. 

Les applications de ce théorème sont fort nombreuses ^ 
pour terminer nous en citerons encore quelques-unes. 

7. Deux coniques A , A' étajit liomofocales, si par un 
point m de K on mène deux tangentes à A!^ il existe 
une conique ayant pour foyer le point de contact, qui 
passe en m et qui, en ce point, a un contact du troi-
sième ordre avec A. 

8. Des coniques U, U^ U2? • • • touchant aux points a 
et b les droites ma^ jnb^ par le point m passent des co-
niques A, Ai , A2, . . . respectivement homofocales aux 
premières. Ces coniques forment deux séries. Celles 
d'une même série ont Vune avec Vautre un contact du 
troisième ordre. 

De là résulte que : le lieu des foyers des coniques qui 
ont avec une conique donnée A un contact du troisiè?ne 
ordre en un point donné m de cette conique est le même 
que celui des points de contact des tangentes menées 
du point m à un système de coniques homofocales à la 
conique A. 
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9. Étant donné un système A de coniques homofo-

cales, on sait que le lieu des points de contact des tan-
gentes menées d'un point m à toutes les coniques du 
système est une cubique C*, or, si Ton désigne par a et 
b les points de contact sur l'une des coniques et que 
l'on décrive toutes les coniques U qui ont pour foyers 
les deux points a et è, le lieu des points de contact des 
tangentes menées du point m aux coniques U sera la 
même cubique C. 11 y a donc une infinité de manières 
de décrire cette cubique, à l'aide d'un même mode de 
generation. 

Remarque. — La solution de la question 1567 résulte 
du n® 6 en donnant au mot foyer son sens ordinaire. La 
première Partie avait déjà été indiquée par Steiner sous 
une autre forme. En i854, les Nouvelles Amiales 
avaient proposé cette question (n"" 272) : Les foyers de 
trois coniques inscrites au même quadrilatère étant 
désignés par a; y, on a la relation 

ac.rLC ay.aY 
bc.'^c èy.pY 

Il suffisait de prouver que c et y étaient les foyers d'une 
conique inscrite au quadrilatère aba.^. J'ai donné en 
i855 une solution analytique de cette question (p. 97). 
C'est en cherchant une solution géométrique du pro-
blème que j'étais arrivé depuis longtemps aux résul-
tats (6). Le théorème du n® 7 figure dans notre recueil 
de théorèmes relatifs aux sections coniques, publié en 
1867. 
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THÉORÈME DE MINDING; 

P A U M . A . A S T O R , 

IVofesscur à lu Facullé des Sciences de Grenoble. 

Nous nous proposons de doiuier une démonstration 
simple du théorème suivant, dû à Minding : 

Si un corps solide est sollicité, en ses divers points, 
par des forces indépendantes de V orientation du corps., 
on peut Vamener dans une infinité de positions telles 
que le système de ces forces ait une résultante unique. 
Cette résultante rencontre toujours une ellipse et une 
hyperbole fixes dans le corps. 

Nous démontrerons d'abord le lemme suivant : 
Le système des forces considérées peut être remplacé 

par une force R égale à leur résultante de translation et 
appliquée en un point déterminé du solide et par deux 
couples {ad, P, F ) , {bU, Q, Q') dont les bras aa\ bh' 
sont deux droites rectangulaires et invariables du solide, 
les forces P et Q qui les constituent étant indépen-
dantes de l'orientation du solide et formant avec R un 
système de trois droites rectangulaires. 

Considérons en effet le solide dans une de ses posi-
tions, rapportons-le à trois axes rectangulaires O x , Oj) , 
O 3 dont l'un O - soit parallèle à la résultante de transla-
tion. Soient , zles coordonnées d'un point e t X , Y , Z 
les composantes de la force qui lui est appliquée. Me-
nons, dans le plan xy^ deux axes rectangulaires O x ' , 
Oj^'; décomposons les forces suivant les axes Ox' , Oy. 
O^ et soient X', Y', Z'ies composantes de la force consi-
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dérée. Si to est l'angle x ' O x , nous aurons, par des for-
mules connues, 

( X'=: X coso)-f-Y sinw, 

I X s i n w - h Y c o s t o . 

Cela posé, les forces Z ont une résultante R égale à la 
résultante de translation et appliquée en un point C qui 
ne dépend, ni de l'orientation du solide, ni de la posi-
tion des axes Ox^, O j ' ; les forces X' et Y' donnent deux 
couples dont les bras aa'^ hV sont, pour une valeur 
donnée de to, des droites fixes dans le solide, les forces 
qui les constituent étant, comme ces bras, indépendantes 
de l'orientation du corps. Cherclions si Ton peut choisir 
(O de façon que aa\ hV soient proportionnels à 

ZX'̂ r, ZX'j, ZX'^ 
pour aa'^ et 

yiY'z 
pour bb\ 

Ces droites seront donc rectangulaires si Ton a 

(2) = 0. 

Posons 

la condition (2) s'écrit 

j ( coŝ  CD — sin2 eu ) ( -h mm' -4- nn' ) 

Cette équation (3), analogue à celle qui donne les di-
rections des axes d'une conique, détermine en général 
un système rectangulaire oc/y' et un seul. C'est ce qui a 
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lieu si les quanti lés 

IV m m ' / - H - m--^ ii-— l'^— m'- — 

ne sont pas nulles en même temps, et c'est ce que nous 
supposerons pour le moment. 

cui! et hh' étant ainsi déterminés, en appelant P la 
force du couple aa' qui est appliquée en a, Q celle du 
couple bV qui est appliquée en b, nous pouvons sup-
poser que les trois directions P, Q, R forment un trièdre 
trirectangle satisfaisant aux conventions ordinaires. 
Transportons les couples parallèlement à eux-mêmes, de 
façon que a' et V viennent en C, point d'application 
de R; nous aurons un triangle rectangle ACB invariable 
dans le solide et qui le détermine complètement, et 
tout(\s les forces du système pourront être remplacées 
par R appliquée en C et les deux couples (CA, P) 

(Clî, Q) . 
Au lieu de donner au corps des orientations diverses, 

nous pouvons supposer qu'il demeure fixe et que les 
forces tournent convenablement autour de leurs points 
d'application. Supposons les forces R, P, P', Q j Q ' ame-
nées dans une position telle que, P, Q, R étant demeu-
rées rectangulaires, le système ait une résultante 
unique et clierclions la position de cette résultante dans 
le corps. Pour cela, prenons pour origine C, CA et CB 
pour axes des a: et des et pour axe des z la perpendi-
culaire au plan ACB choisie de telle sorte que le trièdre 
Cxjz soit superposable au trièdre formé par les direc-
tions de P, Q et R. 

Soient C A : ^ a, CB=.Z>-,a, a', p', f , 
cosinus directeurs des trois directions P, Q, R5 x , j , :^les 
coordonnées d'un point de la résultante ^ X, Y, Z les 
composantes d'une force égale et directement opposée à 
cette résultante. Si nous écrivons que les six forces sont 
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en équilibre, nous aurons les équations 

( 4 ) + 
( Z-H 

( 5 ) I zX — xZ — aF^( = o, 

La condition pour que la résultante existe est par 
suite 

6 Q ( A ' Y " ) - T ^ - ) - O, 

OU, en tenant compte des relations connues entre les 

neuf cosinus, 

(6) èQj^—aPa'^ro. 

Cette équation (6) étant satisfaite, les équations (5) 
se réduisent à deux qui sont les équations de la résul-
tante, X , Y , Z étant remplacées par leurs valeurs tirées 
de (4). Soient ^ et Ç, r/ et ^ les coordonnées des points 
où la résultante rencontre respectivement les plans zx 
et zjr. Nous aurons, pour les déterminer, les deux sys-
tèmes d'équations 

Ra'^Ç'-f-aPY = o, 

- 6 Q a ' = o. 

( 7 ) 

(8) 

Or, si nous considérons les deux groupes d'équa-
tions 

< â  -h a'2 + a"2 == i, 
( •o) 1 „ 



( 42 ) 

nous VAI déduisons les deux suivantes : 

(il) 

Entre les quatre équations homogènes (6), ( 7) et (i i) 
nous pouvons éliminer ¡3, a',-/ et \ de meme entre (6), 
(8) et (12) nous pouvons éliminer ¡3, y et a''; il existe 
donc une relation entre ^ et de même que entre r/ 
et Si c'est-à-dire que les points de rencontre de la ré-
sul tante avec les plans zx et zy décrivent deux courbes 
déterminées. Les équations de ces courbes s'obtiennent 
immédiatement et sont les suivantes : 

C' , 1 

Ce sont deux coniques ayant pour centre le point C, 
l'axe C^ pour axe focal-, l'une est une ellipse, l'autre 
une hyperbole, les sommets de l'une sont les foyers de 
l'autre et réciproquement. C'est le théorème de Min-
ding. 

Ceci suppose que a - P ^ — b - Q - n'est pas nul. Or la 
réduction des forces parallèles montre immédiatement 
que 

et comme, par hypothèse, 

on voit que, si l'on avait en même temps a-V^ = è^Qs^ 

on serait dans le cas où l'équation (3 ) donne une infi-

nité de systèmes de directions rectangulaires. Dans ce 
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cas, ou voit que la résultaute est assujettie à rencontrer 

seulement une droite, Taxe C:::. 

CONCOIRS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

EN 1887 {'). 

Composition de Mathématiques, 

Parmi toutes les coniques inscrites dans un rectangle donné, 

il y en a toujours deux qui passent par un point donné A. On 

demande : 

I® De démontrer que, quel que soit le point A, les deux co-

niques en question sont toutes deux soit des ellipses, soit des 

hyperboles, soit des paraboles, ces courbes pouvant d'ailleurs 

appartenir aux variétés évanouissantes; 

De déterminer les régions du plan pour lesquelles le 

j)oint A détermine des ellipses ou des hyperboles, ou des 

courbes imaginaires ; 

3° De trouver le lieu du point A pour lequel les deux ellipses 

correspondantes ont la même aire, ou des aires qui sont dans 

un rapport donné. 

Indiquer un moyen simple pour construire ce lieu. 

Composition de Géométrie descriptive. 

Un cube de o'^joS de côté, ayant deux de ses trois directions 
d'arêtes respectivement perpendiculaires aux deux plans de 
projection, on considère comme indéfiniment prolongées : 

Faréte verticale de gauche de la face du fond; 2° la diago-
nale de la même face qui part du point le plus haut de cette 
arête; 3° la diagonale parallèle à la précédente dans la face 
qui se trouve en avant. 

La troisième droite, en tournant successivement autour des 
deux autres, engendrerait un hyperboloïde et un cylindre que 

( ') Sujets donnés à quelques élèves qui n'ont pu composer que 
plus tard. 
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Ton suppose remplis. Ou suppose aussi remplie une sphère 

de o"',r2 (le rayon ayant son centre au point de rencontre des 

deux premières droites. Représenter, par ses projections, le 

solide commun aux trois corps. 

Nota. — On placera la projection horizontale du centre de 
la sphère à o'",i3 au-dessous de la projection verticale, à 0"*,09 
au-dessus du centre du cadre, sur la parallèle aux grands côtés 
menée par ce point. 

En fait de constructions, et en dehors de celles qui se rap-
portent aux points remarquables, on ne laissera subsister, dans 
le tracé à l'encre, que la détermination d'un seul point de chaque 
courbe et celle de la tangente en ce point. 

ÉCOLE FORESTIÈRE (CONGOl'RS DE 1887). 

Ma théinatiq lies. 

4. Si a et 6 sont deux nombres premiers entre eux : i® des 
deux expressions wa-^- ib et i 8 a - h 5 6 , l'une étant divisible 
par 19, l'autre l'est également; elles ne peuvent admettre 
d'autre facteur commun que 19. 

2. Trouver, au moyen de l'identité de la division, trois équa-
tions qui permettent de déterminer les coefficients du reste de 
la division d'un polynôme entier par le produit 

où a, p, Y sont trois quantités distinctes. 

Résoudre et discuter ces équations, et en'^conclure les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que la division se fasse 
exactement. 

3. Une droite étant donnée par ses projections, trouver 
celles de sa projection sur le plan bissecteur du second dièdre 
formé par les plans horizontal et vertical. Prouver qu'elles res-
tent les mêmes si la ligne de terre prend différentes positions 
parallèles entre elles, les données ne changeant pas d'ailleurs. 
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Trigonométrie et calcul logarithmique. 

1 . Calculer les côtés et les diagonales d'un parallélogramme 

dont on connaît le périmètre 2/) et l 'angle aigu a des diago-

nales, supposé égal à l'angle aigu de deux côtés adjacents. 

2. On donne dans un triangle une médiane 

m 2741"^, 633 

et les angles suivant lesquels elle partage l 'angle du triangle 

au sommet duquel elle passe 

a = 27®34'I5",6Î, ^ == 39«52'23", 87 ; 

on demande les trois côtés et les trois a n d e s . 

CONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENCE (PARIS, 1887). 

1 . Dans un plan, rapporté à deux axes rectangulaires, on 

considère le système des courbes définies par l 'équation 

où A , B, G sont des constantes données, a , h des paramètres 

variables. Démontrer qu'à chaque point M du plan correspond 

un point M', tel que, par les deux points M, M', on puisse 

faire passer une infinité de cercles S. On montrera comment 

les coordonnées de l'un s'expriment au moyen des coordonnées 

de l 'autre. On prouvera que la droite MM' passe par un point 

fixe I et que le produit IM.IM' est constant. Enfin, on cher-

chera à remplacer la définition analytique des cercles S par 

une définition géométrique qui mette en évidence les pro-

priétés qui précèdent. 

2. Les constantes A , B, G étant données, on propose de dé-

terminer des constantes A j , B i , Ci , de façon que l'expression 

A B G . A l B , , G, 

X ~ a ' X — b ' X — c {^x -— a f (̂ .x- — b f (x — c )2 

soit le carré d'une fraction rationnelle en x. A quelle condition 
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est-ce |)ossil)le? l.es conslantes A . B, C sont supposées diiïé-

rentes. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1887. 
(SECONDE SESSION.) 

Géométrie analytique. 

On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy, un point A sur 

un point B sur O y : 

i" Kcrire Téquation générale des paraboles qui passent par 

les trois points O, A, B. Montrer qu'en général il |)asse, par 

(diaque point M du plan, deux de ces jKiraboles, Trouver le 

lieu des |)<)iiits M pour lesquels ces deux paraboles sont con-

fondues et indiquer la région du plan qui contient les points 

où il n'en passe; aucune réelle. 

Trouv(M- le lieu dos j)oints M tels que les axes des deux 

paral)oles qui y |)assent forment entre eux un angle donné a. 

Construire le lieu pour Uî cas où a r=r go®. 

V Trouver le lieu du j)()int de chacune de ces ])araboIes 

pour lequel la tangente est j^arallèle à O A , celui du point où 

la tangente est parallèle à OB, celui du point où la tangente 

est parallèle à A B . Ces lieux sont trois coniques. Construire 

ces coniques, vériiier que deux quelconques d'entre elles n'ont 

pas de point commun réel à distance finie, marquer leurs cen-

tres D, E, F et comparer le triangle DEF au triangle OAB. 

4° On joint l'origine O au point F, centre de la conique lieu 

du point de contact des tangentes parallèles à A B , et, à cette 

droite O F , on élève au point O une perpendiculaire qui ren-

contre la droite A B en P. On demande le lieu du point P 

lorsque, le point A restant fixe, le point B parcourt Taxe 

des y. 

Epure. 

On donne un tétraèdre régulier AI^CD dont la base A B C 

repose sur le plan horizontal de projection, en avant du plan 

vertical. 

Le côté AR de cette base est parallèle à la ligne de terre; le 
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sommet G est en avant de AB par rapport à la ligne de terre. 
Le sommet D du tétraèdre est situé au-dessus de la base de ce 
tétraèdre. 

L'aréte du tétraèdre a une longueur de o'",i6o; le côté A B 
de la base est à o'^jo^o de la ligne de terre. 

On considère les deux cônes suivants : 
i'' Un cône ayant pour sommet le point A et pour base le 

cercle inscrit dans le triangle BGD; 
Un cône ayant pour sommet le point B et pour base le 

cercle inscrit dans le triangle AGD. 

Gela posé, on demande de déterminer les projections de l'in-
tersection de ces deux cônes. 

Dans la mise à l'encre, on supposera que le tétraèdre est 
opaque et que l'on enlève toute la partie de ce corps intérieure 
au premier cône et aussi toute celle intérieure au deuxième 
cône. On indiquera les constructions nécessaires pour déter-
miner un point quelconque de l'intersection, sa tangente et les 
points remarquables de cette intersection. Ges constructions 
seront succinctement expliquées dans une légende placée au 
bas de la feuille de dessin. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : intersection de surfaces. 

Prendre la ligne de terre parallèle aux petits côtés du cadre, 

à égales distances de ces deux côtés. 

Tr igo n o m ét r ie. 

On donne deux côtés d'un triangle et Tangle compris 

a ^ 2476"̂ , 345, 

^ ==1583"',654, 

G =108°53'54", 43. 

Galculer les deux autres angles, le troisième côté et le rayon 
du cercle circonscrit. 

Physique. 

On donne 1'"' d'air humide à la pression totale o'",764, à la 

température i5", à l'état hygrométrique On porte cet air 

à 5o°, on maintient la pression totale constante égale à o"',764, 

on fournit à la masse d'air assez d'eau pour maintenir constant 

à 5o° l'état hygrométrique égal à 
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On demande : 

I.e nouveau volume de l 'air; 

•jt" Le poids d'eau qu'il aura été nécessaire de fournir. 

On sait que la force élastique maximum de la vapeur d'eau 

<'st, à l F I 5 = O'",OI27; à F5O=0"',092. 

a r=0j00367, coefficient de dilatation de l 'air; 

(( le poids du litre d'air sec à o'' et 760'"'"= i»'',293: 

0 la densité de la vapeur d'eau = 0 , 6 2 2 . 

Chimie. 

J. Analyse de l'air. Décrire : 

1° L'expérience de Lavois ier; 

2° Le procédé de Dumas et Boussingault. 

JL Quelles sont les deux méthodes de calcul qui permettent 

de connaître le poids de i '̂̂ de gaz ammoniac, en faisant usage 

de nombres choisis parmi les suivants : 

. 1 1 ( H = 2, 
Equivalents ( " = i? Equivalents ' 

en poids ( Az = i j. en volume | Az 2, 

AzH3= 4. 
H 0,0692, 

Densités 
( A z = 0,9714. 

Poids du litre d'air i°%293. 

CONCOURS POLILL L'AGRÉGATION DES SCIE\CES MATHÉMATIQUES 
M 1 8 8 7 C ) . 

Mat hé mat iq ues sp écia les. 

L'énoncé de la p. 434 ( loc. cit.) est incomplet; entre 1® et 2®, 

il faut intercaler : 

La conique S étant une ellipse donnée et Z un cercle donné, 

trouver l 'équation de S'. 

(») Voir y série, l. VI. p. 
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Calcul numérique. 

En deux points V et B , situés sur une même horizontale 
à 2™ Fun de l'autre, sont fixées les deux extrémités d'un fil pe-
sant, homogène, flexible et inextensible de 3™ de longueur. 
Calculer, avec l'approximation que comportent les tables à 
7 décimales, les angles que font avec l'horizontale les tan-
gentes en A et B à la courbe formée par le fil. 

Epure. 

On donne deux points A et B, et l'on mène l'horizontale CD 
perpendiculaire à la droite AB en son milieu C. 

On prend sur cette droite un point D, tel que le triangle 
DAB soit équilatéral. 

Cela posé, on considère deux cylindres de révolution dont 
Fun a pour axe AD et passe par le point B, et dont l'autre 
ayant pour axe BD passe par le point A. 

Représenter le solide commun à ces deux cylindres. 
Dans ce qui suit, a et ¡J désignent les projections sur la ligne 

de terre des points A et B. 
Le point a est au milieu de la feuille, le point 3 à droite 

de a à 

aa'=:65""", aa = p S o ' " " " . 

La droite CD prolongée du côté du point D ne rencontre 
pas le plan vertical. 

On joindra à l'épure une légende explicative de la méthode 
employée. 

SIR LA CONVERGENCE DES SÉRIES; 

P A R M . E R N E S T C E S A R O , 

Professeur à l'Université de Palerme. 

Dans toute série convergente^ le produit d'un terme 
par son rang ne peut tendre vers une limite différente 
de zéro. 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. Vil (Février i888). 4 
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Ce lliéorème est ordiiiairemeiil déiiioiilré pour les 

séries à termes positifs, et la démonstration est fondée 
surla divergence delà série harmonique. Il est vrai que, 
si min tend vers Un finit par prendre le signe de)., 

et, par suites, on pourrait se borner à considérer les 
séries à ternies positifs. Mais nous préférons exposer ici 
une démonstration indépendante de toute série spéciale 
et de toute hypothèse sur les signes des termes. Rappe-
lons d'abord que si, pour n infini, a,i tend vers une li-
liiite, on a 

( 1 ) ^ ( ai -f- -f- <73 -f-. . . -4- a,I, ) — lim a.n. 

J1 (;n résulte que Ton peut écririî 

lim ^ ( Ui -4- 2 H^ -I- 3 ÎÎ3 -r- . . . -4- ilUn ) = ' 

D'autre part, ia somme zìi-f-2/¿^-j-. . . 4-̂ ¿«/î p̂ -nt-
s'écrire ainsi 

-i ÎÎS„ — ( S i - f - S o - f - + . . S„ ). 

Conséquemment 

lim ^ w ) ~~ ( + . . . -i- S/i 

Si la série est convergente, on a, en vertu de (i 

lim i (Si -4- S2-Í- S3-Í-.. .H- S„) = lim S/,. 

Donc À = o. 

Rappelons que la condition lim/¿í//¿= o n'est pas.sz¿/-
fisante pour la convergence, car il y a des séries diver-
gentes qui y satisfont. Elle n'est pas nécessaire, car/¿z¿,¿ 
pourrait osciller au lieu de tendre vers zéro. Cependant 
elle devient nécessaire pour les séries dans lesquelles le 
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rapport de deux termes consécutifs tend vers une limite 
déterminée*, car, si niin oscillait, il en serait de même 

j(3 , et, partant, de Remarquons enfin 
nu a ' ^ u,i J 

que la condition Wmnun— où est suffisante 
pour la divergence. 

Le caractère de divergence que nous venons d'obtenir 
a plus d'importance qu'on ne lui en donne dans les 
Traités] car, toutes les fois qu'il permet de constater la 
divergence d'une série, on peut être assuré que la règle 
de Duhamel ne saurait en faire autant. Supposons, 
en eifet, X fini et diiïérent de zéro. On a 

lin, = ^ = ,. 

u,i n -h I nu,i 

C'est le cas de recourir au théorème de Duhamel. Soil 
lim/i( I ) = M, 

. ^ _ V î /̂ +i / 
c'est-à-dire 

Considérons la série 

Ç̂  = Uu 2 U2 — Ui, Ç-̂  ~ 3 Ws — 2 Ko 

évidemment convergente, puisque 

t'i -f- -i- • • . -+- ^n ~ f^ . 

L'égalité (2) devient 

lim ^ r -
àn+x ' 

d'où 
( I — IJL) A, 

Mais le premier membre est nul. Donc (1 — u)a — o; 
puis [JL = I. La règle de Duhamel ne conduit à rien. 
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On parvient au meme résultat, dans le cas de séries 

à termes positifs, en partant de la relation 

(3) lim ^aia- ia^. . .an — l ima„, 

qu'on déduit aisément de (i) par le changement de a„ 

en logrt,/. Pour ( i -h - ^ ? on obtient 
\ ^ / 

lim "" -
v/i . 2 . 3 . . .n 

De meme, pc)ur ii/i— niifj^ on trouve, en tenant compte 
du dernier résultat, 

lim n yu\ u=i î^a. . . Un — \ c. 

D'autre part, si l'on fait 

dans la relation connue 

on obtienl 

V J 
puis, pour 

la relation ( 3) devient 

lim iH ^ gfx̂  
Uji 

d'où 
lim n ¿¿2 . . . Un ~ X eH'. 

Donc [JL = 1. 

Inversement, il est facile de se convaincre que uun 



( 53 ) 

tend vers zéro toutes les fois que les règles précédentes 
permettent de reconnaître qu'une série est convergente. 
En nous bornant aux séries à termes positifs, soit 
d'abord 

Un nuti 

et prenons A c^ c^ i. Il doit exister un nombre fini v, 
tel que, pour n ^ v, on ait toujours 

(AI 4-1)̂ /̂ +1 
nun 

puis 

V ¿¿V 

Donc, pour Ji croissant à l'infini, En se-
cond lieu, soit = i; mais 

lim/z I I ) = UL 
\ / 

>1, 

et prenons i 9 P- ^̂ ^ pourra déterminer v de ma-
nière que, pour /z^v, on ait toujours 

c est-à-dire 

puis 
ihi-^i n 

nUn ^ (v-T-i)(v-i-2)(v-f-3)...Ai 
V Wv (v -h -H <7 -M). . .(/i — l)' 

On sait, d'ailleurs, que le second membre de cette 
inégalité est le produit de 

par une fonction de /?, qui tend vers l'unité pour n in-
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fini. Donc, encore une i'ois, à cause de < / i , on a 
lim n u o . 

Le théorème exprimé par l'égalité (i) est susceptible 
d'une utile généralisation. Soit î i + + + • • • 
série divergente, à termes positifs. Si a,i tend vers une 
limite a, il existe un nombre v, tel que, pour /z >> v, on 
ait toujours 

I dn— a \ < z , 

e étant donné à l'avance arbitrairement petit. On en 

déduit 

I an Va— avn ] < -Vn-

Maintenant, si l'on pose 

<7/, r.̂  Cil -4- a, . anVn — > '-i- Va)-

on obtient par addition 

I — CTv I < -4- . .-H p u i s 

a 1 1 -f- «2 Co -f-... -H a,, Vn— ̂ v 
Vi -h V2 H- . . . Vn 

< c ( I _ v̂ \ 

Conséqueniment, si l'on fixe v en faisant augmenter JI 
à l'infini, on trouve 

. ai ('1 ao i'2 -F «3 <-'3 -T- . . . an Vn 
iim = a. 

rjH- ('2-̂ - . .-T- Vn 

II suffit de faire v „ = i pour retrouver (i). Cela étant, 
supposons que 

Un an = — 

îende vers une limite. On trouve 

r Un liin — lini — . 
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1 
Vnwv - -> nous voyons que 

= lim nun, 

n 

y S . 
lim Í 

Vv^n 

pourvu que le second membre existe. 11 en résulte que 
les séries divergentes, pour lesquelles nu,i tend vers zéro, 
sont moins divergentes que la série harmonique. De 
même, pour i , on trouve 

lim — = lim Un. 
n 

Par suite, les séries divergentes, dont le terme gé-
néral tend vers zéro, sont moins divergentes quelasérie 
1 -I- 1 -h I + . . . . Ici il convient de faire remarquer qu'on 
peut rigoureusement comparer la divergence de deux 
séries en étudiant le rapport des sommes des n premiers 
termes, pour /¿infini. Lorsque ce rapport a une limite 
finie et déterminée, autre que zéro, les deux séries sont 
également divergentes. On dit que la première série est 
moins divergente que la seconde lorsque le rapport en 
question tend vers zéro. 

Partageons le système des nombres entiers en un 
nombre fini de systèmes Ai, Ao, . . A,, et supposons 
que a,i tende vers lorsque Ji parcourt A/. Soient res-
pectivement 7ii et (j¿ le nombre et la somme des entiers, 
non supérieurs à /i, qui appartiennent au système A/. 
Soit, en outre, la probabilité qu'un entier, pris au 
hasard, appartienne à A¿. On a, [)()ur n infini. 

ni 1-
lim — = w¿. liin — — A/. 

n iii 

D'autre part, 

I «1 'Í2 tl,. 7r 
- ( ri2 -f-. .. : — - "I —1 - : . . , : 
n n Ux n /h n n 
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Donc 

( 4 ) L I M ^ ( > I H - A 2 - 4 - . . . - H « / I ) = XITUI-H - . À,.TU,.. 

On démontrerait de même que 

( 5 ) lim y ai a-i a-^.. . aa ~ • • • • 

Reprenons (4) et faisons-y a,i=nun. On trouve que 
Von doit avoir 

( () ) ÀiTTTi - f - X g T H a H - X3TiT3 + . . . - 4 - O , 

pour que la série soit convergente, C'est là un nouveau 
caraclêre, qui permet de constater immédiatement la 
divergence de c(îrtaines séries. Ainsi, par exemple, on 
voit au premier coup d'oeil que la série 

, .V _ A. , 1 , ± _ 1 . 

est divergente, car on a — — i, ro, = lorsque n est 
divisible par 3*, et À o ^ i ? lorsque n est pre-
mier avec 3. 

Nous pouvons même énoncer des propositions géné-
rales, qui oiîrent un certain intérêt. Considérons, par 
exemple, un système A, constitué par une suite a^, ^o, 

. . . de nombres entiers, croissant à l'infini. Soit -m 
la probabilité qu'un nombre eiJtier, pris au hasard, ap-
partienne au système A. La condition (6), appliquée à 
la série 

(71 ai ao a3 

donne o, en supposant u,i = ~ ou bien Un = o, sui-

vant qu(î n appartient ou non au système A. Consé-

(|uemment, pour que la série (y) soil convergente y il 



( 5 - ) 

est nécessaire que les iiénonnnateurs soient infininient 
rares panni les nombres entiers. Cette eoiiditioii n'est 
pas suffisante. Ainsi la série (7) est convergente 
lorsque A est le système des carrés parfaits : elle est 
divergente lorsque A est le système des nombres pre-
miers. Les fréquences de ces d(îux systèmes sont inlini-
tésimales : leurs inverses deviennent iniinies comme les 
fonctions y/zz, logr/, respectivement. Le dernier théo-
rème est, du reste, une conséquence immédiate d'un 
théorème de Dirichlet, d'après lequel la limite de 

pour c = o, est égale à w. Or, lorsque la série (7) est 
convergente, la limite en question est o. Donc m o. 

Changeons les signes de certains termes, arbitraire-
ment choisis, dans la série harmonique, et soit w la 
probabilité de rencontrer un terme négatif dans la série 
obtenue 

( 8 ) 

Les indices des termes négatifs constituent un premier 
système pour lequel on a Aj = — 1, = ci. Les indices 
des termes positifs constituent un second système, pour 
lequel 1 , ^ 0 = 1 — w. hdi condition (6) devient 

l — 2.-G5 = o, d'où T7T = 

Conséquemment, pour que la série (8) soit conver-
gente., il faut que les termes négatifs y soient tout 
aussi fréquents que les termes positifs. 

Faisons une inversion de termes dans la série 

(9) i - ^ + i - i + i - . . . , 

en conservant Tordre des termes de même signe. Sup-
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posons que Ton ait, après Tinversion, //, termes posi-
tifs, suivis de //.J ternies négatifs, etc. Soit 

n = 7ii ' 

et désignons par m la probabilité de rencontrer un 
terfne négatif, de sorte que 

TîT Iim 
il 

I — T7T = H M — • 
il 

'Taiit (]ue w est diilérent de zéro et de i , la série con-
sidérée ¡ycut cire convergente. Remarquons, en eliet, 

(ine min tend v(îrs ou bien vers ——^ ? suivant J 2 7Ü 2(1— TÎ5) 
<ju(i u,i est négatif ou positif. La condition (6) est donc 
vériiiée. Pour montrer que la série est convergente, re-
mar(juons que la somme de S(ÎS n premiers termes est 

où représentela somme des 11 premiers termes de la 
série liarmynique. OJI sait, d'ailleurs, que cette dernière 
somme est asymptotique à log/¿ -f-C, d'où il suit que S/¿ 
est asymptoti(|ue à 

log2 H I0ÍÍ ^̂  î- • 
2 " il-i ̂  Ili-, . n-ir 

Conséquemment, la somme de la série considérée est 
égale au logarithme n ai urei de 

N / I - ^ 

En particulier, si Ton veut altérer l'ordre des [̂ termes 
dans (()), de manière à obtenir une somme mdl(\ on 
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Par exemple, 

d'oìi 

, 1- _ 1 I __ 1 . 1 1 JL.. ' 2 4 6 8 ' a 10 i -2 14 

Si, au contraire, on veut que la série conserve la 
somme qu'elle a, il faut laisser les termes négatifs se 
succéder aussi fréquemment que les positifs. 

Il est remarquable que le caractère de convergence 
exprimé par la relation (6) soit encore applicable à des 
séries, pour lesquelles viennent à manquer d'autres ca-
ractères importants. Il est d'abord évident que le rap-
port de deux termes consécutifs oscille, car on a 

l,m = , 
Ihi Ay 

lorsque n parcourt Ay, en prenant seulement les va-
leurs qui sont suivies, dans le système total, dénombrés 
appartenant au système A/ Soit Tïï/y la fréquence de ces 
valeurs, de sorte que 

La fornmle (5) permet d'écrire 

L'examen de cette limite ne permet donc pas de constater 
la divergence de la série. Il resterait à chercher les con-
ditions moyennant lesquelles on serait autorisé à étendre 
les formules (4) et (5) au cas de r infini. Nous nous 
en occuperons peut-être. 
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m LA THEORIE DE L'ELHimATION; 

P\R M. IL L A U R E N T . 

Je me propose de faire eoimaitre, dans ce travail, 

une nouvcîlle niétliode d'élimination applicable à un 

nombre (juelconque d'équations algébriques. 

Considérons d'aboid deux équations algébriques 

(i) —o, '̂ (.r. = 

des degrés respectifs /// et n. Pour résoudre ces deux 
équations, on peut commencer par éliminer à cet 
elïét on 'peut, comme je l'ai montré dans un des der-
niers numéros de ce Journal, iormer les équations 

où 'y, désigne le reste de la division de o par cp2 
reste de la division de par A, . . . . Ces équations (2) 
iournissent, pat- l'élimination de a-, . . . . la 

résultante cherchée que j'appellerai 

( ') ) Il == o. 

Supposons cette équation résolue; si. dans les équa-
tions (2), on remplace par une des racines de (3), ces 
équations feront connaître la valeur de x , ou plutôt 
les valeurs de x, x-, . . . , qu'il f̂ uit associer à la 

valeur considérée de j pour avoir une solution des 
équations (1). 

Je ne discuterai pas les équations (2); je ferai seule-
ment observer que, si l'équation (3) n'a pas de solutions 
multiples, ce que nous supposerons, les valeurs de x , 
qu'il faut associer à chacune des racines de (3) pour 



( ) 
former une solution de (i ), sont des fonctions ration-
nelles de y . En effet, les équations (a) sont du premier 
degré en x®, x , x-^ , . et leur déterminant R 
est nul sans que tous ses mineurs le soient; car, si tous 
les mineurs de R étaient nuls, en appelant M l'un 
d'eux, on aurait 

dy ' dy^ 

et ^ serait nul, R = o aurait une racine multiple. 

Toute valeur de qui, associée à une racine y de 
R = o, fournit une solution de (i), est donc une fonc-
tion rationnelle des coefficients de (2), c'est-à-dire de j 
racine de R = o; on en conclut que : 

Toute fonction rationnelle d'une solution de (i) 
s'exprime rationnellement en fonction d'une racine y 
deJi^o. 

Mais toute fonction rationnelle de y s'exprime sous 
la forme d'un polynôme entier de degré mn — i en r , 
car mn est le degré de R e n j ^ donc : 

Toute fonction rationnelle d'une solution de (1) 
peut se mettre sous la forme d'un polynôme entier de 
degré mn— 1 en y racine de Vv — o, 

Cela posé, supposons que l'on veuille; éliminera et 7 
( ntre les équations 

(4) = X = o, 

o et 6 ayant la même signification que tout à l'heure 
et y désignant un polynôme de degré p en x ely. Sup-
posons d'abord que l'équation (3) n'ait pas de solution 
multiple5 on pourra exprimer yX^^y) ^̂  forme 
d'un polynôme entier en y de degré 7?in — i , et cela 
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bien facilement, puisque x peut être calculé eu fonction 
(le J au moyen des équations on exprimera de 
même 7 y , r - y , . . •, y , qui pourra d'ailleurs 
se faire en divisant ces quantités par R et en les rem-
plaçant par leurs restes dès que y aura été lui-même 
exprimé en y. Soit alors, en faisant m = ////z. 

( :> ) 

/ = î oo -r- Coiy -1- . . .-i- Co,CT-i 

y A = c^o Cuy -4-.. 

I 
^RR-i^CT-ir^ 

Je dis (pie le déterminant S lii CQÇ^C^ , . . . = S 

sera le premier membre de la résultante des équa-
tions (4)- En eiï'et, appelons (xi^yf)^ 
(̂ WÎ.VTTT) Itis solutions des équations (i) et désignons 
en général par F/ce que devient la fonction F { x , y ) 
(]uan(l on y remplace x et j ' par X/ Ji\ les équa-
tions (5 ) ont lieu (pand on y remplace x et y par .r, 
et x.y et J • • ' • Elles montrent alors que le déter -
minant 

(T)) 
y A j^i'/i 

/ht KctX̂ T 

•XI / I 

Jrr /rr 

est égal au produit de S par 

(7) 

f r i 

^ r -2 

produit des différences des racines de R = o, toutes 

distinctes par hypothèse. Mais, à l'inspection de ce dé-

terminant (6), on voit qu'il est le produit du détermi-
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iiaiîL ( 7 ) par y , / o . . . 'fp ; on a donc 

S = O est donc bien la résultante des équations (4). 

Maintenant, supposons que l'équation (3) ait une 

solution multiple; la solution que nous allons exposer a 

cela de remarquable qu'elle fournira la résultante, 

quelle que soit la définition que l'on conv iendra d'en 

donner. Supposons, pour fixer les idées, que l'équa-

tion (3) 
R = o 

n'ait qu'une racine multiple et que cette racine soit 
double; soitj) = cette racinc;: on pourra en débar-
rasser R — o. Soit o l'équation qui a pour racines 
J j o , . . . , It̂ s valeurs du Xi, Xo, . . • , x̂ jĵ o se-
ront rationnelles en J • • —.>'771-2 respectivement. 
Toute fonction rationnelle de Xi et R / où Z C ^ T T T — i 

pourra se mettre sous la forme d'un polynôme entier 
de degré m — 3 en si l'on pose alors 

on prouvera, en suivant une méthode analogue à celle 

dont on vient de faire usage, que, si l'on désigne par T 

le déterminant S =ti i • • • CI—37 on aura 

T = y/xi, J2) - . 0̂1-2 ); 
donc 

T J c T - i ) VA^rj, y m) = o 

sera la résultante des équations (4)- Si = x^^ la 

résultante, suivant les conventions que l'on voudra faire, 

sera 
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car l'une et Tautre équation expriment que les équa-

tions (4) ont une solution commune. 
et XCT sont racines d'une équation du second 

degré ; mais il est clair que 

ne renfermera pas d'irrationnalités. On voit sans peine 
comment il faudrait procéder si R = o avait plusieurs 
racines multiples d'ordre égal ou supérieur au second. 

On voit aussi comment la métliode précédente peut 
s'étendie à un nom])re quelconque d'équations algé-
briques; en particulier, s'il s'agit d'éliminer x , ^ entre 
les quatre équations 

des degrés respectifs m, n̂  p, q. on formera la résul-
tante 

S = o, 

provenant de l'élimination de x ely entre les trois pre-
mières. Appelant (.RI, I',, CTO), . . . les so-
lutions communes à ces équations, on formera 

.... 

que Ton ex])riinera sous forme de polynomes entiers de 
degré nuip — i en z. Le déterminant des coefficients de 
ces |)olYnomes égalé à zéro fournira la résultante. 

La méthode que nous venons d'exposer a cet avantage 
sur tontes ( elles (ju'on a données jusqu'iei, qu'(dle con-
duit à des calculs que l'on peut à la rigueur eiïéctuer, 
et qu'elle fournit une lésultante dont on a la significa-
tion j)récise. 

C'est la théorie des équivalences algébriques qui m'a 
conduit à la métliode que je viens d'exposer; c'est en 
s'appuyant sur cette théorie qu'il conviendrait de la 
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présenter; elle gagnerait ainsi en élégance, en simplicité 

et surtout en généralité, mais elle risquerait de rebuter 

les élèves de Mathématiques spéciales pour qui ces 

lignes sont écrites. 

Je ne veux pas abandonner ce sujet avant d'avoir 

montré comment on peut profiter des théories précé-

dentes pour calculer les fonctions symétriques des solu-

tions de plusieurs équations algébriques. Considérons 

les trois équations 

( 9 ) o (.r, r , z ) = o, J'- z ) = o, r . ^ ) ~ o 

et soient 

( r i ' -1 ), (•̂ '2' r-2' .Trr' -rr » 

leurs solutions communes. Le calcul d'une fonction sy-
métrique revient au calcul d'expressions de la forme 

Supposons donc qu'il s'agissi; de calculer l'expression 

0 désignant une fonction entière de .r/, r/, z/; posons 

( lo) T — 0(,T, y, z) = o. 

Éliminons x , y , entre les équations (g) et ( lo) en 
suivant la méthode donnée plus haut-, le résultant en t 
se présentera sous forme de déterminant et la fonction 
symétrique S8 sera au signe près le coefficient de t^'^ 
dans le développement de ce déterminant. 

Ann. de Mathemat., 3« série, t. VII. (F'évrier »888.) 
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SUR LE PLUS GRA^D COM\Il\ DIVISEUR DE DEUX POLYNOMES 

ENTIERS; 

P A R M . E . P O M E Y . 

Je me propose, clans cette Note, de clierclier, à Tégard 
de deux polynomes entiers, 

/ _ - a o -+- a i a - - h rto^- - h . . . - h 

g b^i-^ b^x ¿>-2 • • • 

i" les conditions nécessaires et suiïisantes pour que / 
et g aient comme plus grand commun diviseur un po-
lynôme de degré j)', l'expression explicite de ce polj^-
nôme; S"" les quotients respectifs de y et g , divisés par 
ce polynôme. 

L'étude de ces questions peut être rattachée, soit au 
résultant d'Euler, soit à celui de Bezout-Cauchy : nous 
diviserons cette Note en deux parties se rapportant res-
pectivement à ces deux points de vue. Nous aurons 
d'ailleurs recours, dans l'une et dans l'autre partie, à 
un théorème fondamental bien connu, mais dont nous 
rappellerons la démonstration. 

T H É O R È M E F O N D A M E K T A L . — Lorsqu'il existe deux 
polynômes entiers u et f , respectivement de degrés 
n — p et m —satisfaisant à l'identité 

(i) uf-^vg^^o, 

f et g ont un diviseur commun de degré au moins égal 
à p. 

En etfet, désignons par le plus grand commun di-
viseur de u et e, ce polynôme d pouvant se réduire à 
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une constante, et par û  et les quotients de u et 
divisés par d. L'identité (i) peut s'écrire alors 

ou, puisque d n'est pas identiquement nul, 

(2) 

D'après cette identité, û  divise mais û  est pre-
mier avec d'après un tliéorème connu ; donc il di-
vise et l'on a 

(3) g - ^ i h V , 

P désignant un polynôme entier. Il en résulte, par 
l'identité (2), 

(4) / - ^ - n P . 

Or, f et g sont respectivement de degrés m et /? ; 
iL^ et Vi sont au plus des degrés 71 — p et m — p. Donc, 
d'après (3) et ( 4 ) , / et g- ont un diviseur commun P de 
degré au moins égal à p. 

P R E M I I Î R E P A R T I E . 

Définitions, — Désignons par Ro le déterminant 
d'ordre m-\-n formé par les coefficients de x®, 

. . . , dans les polynômes suivants : 

X^f, Xofy 

On a ainsi, en supposant des zéros à toutes les places 
laissées vides en dehors des deux parallélogrammes re-
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rouverts par les eoellii^ients a et A, 

\U -

(fi) ai a 2 

(¿i ai a, 
«0 ai a.2 
bo bi bo ... bn 

bo ¿/2 ... bn 

/>o bx b-i hn 

y n lignes. 

Ro est le déterminant d'Euler, dans lequel on a seule-
ment renversé l'ordre des n premières lignes. 

Nous supposons n. 

Soit p un nombre entier inférieur ou au plus égal à n. 
Supprimons dans Rq les p premières et les p dernières 
lignes : alors les p dernières colonnes ne contiennent 
plus que des zéros ; en les supprimant également, il reste 
un tableau rectangulaire que je désigne parT^. 

Si l'on supprime les p premières colonnes de ce ta-
bleau Tjd, il reste un tableau carré, dont j'appelle R^ l̂e 
déterminant des éléments. On voit en somme que R^ se 
déduit de Ro en y supprimant les p premières et les p 
dernières lignes, ainsi que les p premières et les p der-
nières colonnes. 

Soit i l'un des nombres entiers i , 2, . . p. J'ap-
pelle Ry,, i le déterminant déduit de R^ en y rempla-
çant la première colonne par la colonne qui, dans le 
tableau T̂ p, occupe le rang i. 

Je désigne par D^ le déterminant obtenu au moyen 
de R^, en ajoutant à sa première colonne multipliée 
par xP les p premières colonnes du tableau T^, res-
pectivement multipliées par r - , . . xP"^. 

J appelle enfin X̂ n—p—s et m̂—p—x les deux détermi-
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nants obtenus en remplaçant successivement la pre-
mière colonne de R^ par celles-ci 

i 
711 — p zéros ' 

/î—I 

.ri 
• r 

" ( 

n-, 

0 1 
o 

o .r' 

o 

Ces déiinilions étant posées, nous allons établir plu-
sieurs leinmes importants. 

L E M M E I . — L'expression développée du poly-
nôme Dp est 

D;, - 4- ^̂  -f-.. . -f- R;,,;, XP--^ -i-KpXP. 

En eii'et, d'après sa définition, D^ est la somme de 
p -h i déterminants qui se déduisent de R̂ r? en y rem-
plaçant successivement la première colonne par les 
p I premières colonnes de T^, respectivement mul-
tipliées par X®, X-, . . xP. Or ces déterminants 
sont précisément ceux qu'on a désignés plus haut 
par = 1, 2, 3, . . . ,/?) et R^, et qu'on a multipliés 
respectivement par x ' , x- , xP, ce qui dé-
montre le lemme. 

L E M M E I L — On a identiquement 

En effet, D ,̂ ne change pas si l'on ajoute à sa pre-
mière colonne les suivantes respectivement multipliées 
par x/''^^ xP '̂-̂  . . x"̂ *̂ ''""*. Les éléments de sa pre-
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mière colonne deviennent ainsi 

X^f, X^g, X'^'-P-^g. 

Cette colonne peut s'ecrire sous la forme suivante : 

X'' p o, g, 

X^f-h o. g 

o.f-^x^ g 
O.f-^rX^g 

O.f -h -\g. 

On voit alors que \}p est la somme des deux détermi-
nants obtenus en remplaçant la première colonne de R^ 
successivement par les premiers, puis par les seconds 
termes des éléments binômes qu'on vient d'écrire. Ces 
déterminants contiennent en facteur, l'un f , l'autre g^ 
et l'on voit que les multiplicateurs de / et g sont les 
déterminants désignés par la notation 
ce qui démontre l'identité annoncée. 

L E M M E I I L — Lorsque p est inférieur à 72, les poly-
nômes Vm-p-x^ ordonnés par rapport aux 
puissances décroissantes de x, ont respectivement pour 
premiers termes h^ R^^, ^ , — a m ^ . 
Lorsque p est égal ¿t n, le premier de ces polynômes 
est identiquement nul, le second se réduit à {hn 
en sorte qui on a = o et \\n~n-\ — 

En eifet, supposons d'abord p <^n. En développant 
par rapport aux éléments de sa première co-

lonne, on obtient un polynôme entier en x , ordonné 
par rapport aux puissances décroissantes, dont le pre-
mier terme est de degré n — p — i, Le coefficient de 
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ce terme est le délerminaiit qu'on déduit de Rjo par la 
suppression de sa première ligne et de sa première co-
lonne. Or la dernière colonne de Rp a évidemment pour 
premier élément a^ ; les éléments suivants sont des 
zéros, sauf le dernier qui est bfi. Par conséquent, en 
supprimant la première ligne de R^, l'élément â .̂  qui 
figurait en tète de la dernière colonne, se trouve sup-
primé, et la dernière colonne du déterminant obtenu 
par la suppression de la première ligne et de la pre-
mière colonne de R^, se compose d'éléments nuls, saut 
le dernier qui est bn't d'ailleurs, si l'on supprimait en-
core cette colonne, ainsi que la deinière ligne, le déter-
minant restant serait Jip^i. Le coefiicient de est 
donc un déterminant qui, développé par rapport aux 
éléments de la dernière colonne, se réduit à b^Rp^s. 

De même, en développant Y m—p—\ par rapport aux 
éléments de sa première colonne, on obtient un poly-
nôme entier en x , de degré m — p — i; dans ce déve-
loppement, c'est le terme relatif au dernier élément de 
la première colonne qui a le plus haut degré. Or cet 
élément, occupe le (m H - z z — r a n g 

dans la première colonne. Le terme qu'il fournit est 
donc ( — i y i + n -ip+\ j^m-n-\ ^^ désignant par 8 le 
déterminant déduit de R^ par suppression de sa pre-
mière colonne et de sa dernière ligne. Mais la dernière 
colonne de R^ ayant pour premier élément tim et pour 
dernier élément b,̂ ^ tandis que tous les autres sont 
nuls, on voit que la dernière colonne de 0 a pour pre-
mier élément a,,/ et que tous les autres éléments de cette 
colonne sont nuls-, d'ailleurs cet élément am occupe 
dans la première ligne le {m n — 2/7 — rang; 

enfin le déterminant obtenu en supprimant dans S la 
première ligne et la dernière colonne est R/>+i ; par 
suite, on a 0 — (— i en sorte que, fma-
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leiiient, le terme du plus haut degré dans ^m-p-.\ est 

Supposons maintenant p ^ n . D'après la définition 
de la première colonne de ce déterminant, 
pour p = 72, n'a que des éléments nuls, au nombre de 
m — n . Par suite, le polynôme est identiquement 
nul. 

Quant à sa première colonne, dans l'hypo-
thèse p =z 71, a pour éléments . . . , . 
Or R,/ est le déterminant d'ordnî in — n suivant 

H. -

l^a 
hn \ hn 

( ¡il — ji l i gnes) , 

tous les éléments placés au-dessus de la diagonale prin-
cipale étant nuls. par définition, se déduit 
de en remplaçant sa première colonne par les élé-
ments qu'on vient de citer; c'est donc le déterminant 
d'ordre /// — n suivant : 

37» 

bn 

L E M M E I \ . — Lorsque f et g ont pour plus grand 
commun diviseur un polynôme de degré p^ le déter-
minant Ry, est différent de zéro. 

Dans le cas où p est égal à n, on a immédiatement 
= : ce déterminant est donc différent 

de zéro. 
Supposons maintenant p inférieur à n. 
Je vais démontrer que, dans ce cas, si R;, est nul, le 
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plus grand commun div iseur Ô de f et g n'est pas de 
degré p̂  ou, ce qui revient évidemment au même, que 
dans riiypothèse o, si 6 n'est pas de degré infé-
rieur à /J, il est nécessairement de degré supérieur à ce 
nombre. 

Supposons, en eiïet, Ry;, nul. D'après la définition de 
ce déterminant, on a 

«H-l 

H , -

bp-i 

//î-Hl 

... dm 
bn 
. . . bn 

bn 

formule valable pour toute valeur de p̂  en faisant la 
convention que tous les éléments a ou b affectés d'un 
indice négatif ne sont pas autre chose que des zéros. 

Multiplions la première colonne de R^ par et 
ajoutons à cette colonne les suivantes multipliées res-
pectivement par xP-^', On ob-
tient de la sorte un nouveau déterminant R qui est égal 
à RpXP^ par conséquent R est nul, et il y a entre les 
éléments de chaque colonne de R une même relation 
linéaire et homogène, dans laquelle les coefficients ne 
sont pas tous nuls : nous allons écrire cette relation, en 
particulier, à l'égard des éléments de la première co-
lonne. 

D'après la façon dont on déduit R de R^, on voit 
qu'un élément quelconque ap_\ pris parmi les 7i — p 
premiers éléments de la première colonne de Ry, et un 
élément quelconque pris parmi les m — p der-
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niers de cette colonne sont respectivement remplacés 
dans R par les éléments polynômes suivants : 

Cela posé, si Ton désigne par i un entier inférieur 
à /?, on a 

x'f ~ aix -h. , .-h xp-' -' ), 

ou, en désignant par un polynôme de degré 
p — I au plus, 

(1) A, 

D'autre part, si y désigne un entier égal ou supérieur 
à on a 

A j -- xJ {a p-jxP-J a,« x""^ ) 
^ xJ {a^^-^ a^x -T-,. affiX^^), 

puisque les a aiï'ectés d'indices négatifs sont nuls, et, 
par suite, 

(2) Aj^-xjf . 

D'après les formules (i) et (2), on peut donc poser, 
d'une façon générale, que \ soit inférieur, égal ou supé-
rieur à p, 

(3) 

en appelant un polynôme de degré p— 1 au 
plus, qui peut être identiquement nul. 

On démontre exactement de même qu'on a 

(4) B^^xV-g — Bp-,̂ ,̂ 

où désigne un polynôme qui, s'il n'est pas iden-
tiquement nul, est au plus de degré p — i . 

Il résulte alors des formules (3) et (4) que la rela-
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tion identique qui existe entre les éléments de la pre-
mière colonne de R peut s'écrire 

ou bien 

\ — n~p — i [L — m — p — i 

\ ~ n—p — 1 a r r / « — / ) — 1 

À rr 0 JJ- 0 

les diverses valeurs des coefficients a> et [ï̂  n'étant pas 
toutes nulles. 

Supposons alors que le plus grand commun diviseur 9 
de /'et g ne soit pas de degré inférieur à 9 est donc 
de degré supérieur à p — i . Or il divise le premier 
membre de l'identité (5), comme diviseur commun à f 
Gig] par suite, il divise le second membre; mais celui-ci 
est de degré p — i au plus, puisque les divers poly-
nômes Ap_i X̂? sont au plus de degré p — i , quand 
ils ne sont pas identiquement nuls; donc, 9 étant de 
degré supérieur à p — i , le second membre de (5) est 
identiquement nul. Alors cette identité se réduit à 

\ — n — p—\ {J.= m — /î — 1 

(6) / 2 2 
X — 0 {J. 0 

Observons que, l'entier p étant, dans l'hypothèse ac-
tuelle, au plus égal à l'entier non négatif n — i , aucune 
des diverses valeurs que prennent et ¡x dans (6) n'est 
négative, et cjue, par conséquent, les coefficients de f 
et g dans cette identité sont des polynômes entiers en x . 
D'ailleurs ces polynômes ne sont ni l'un ni l'autre 
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identiquement nuls : en eiFet, l'évanouissement de l'un 
d'eux entraînerait, en vertu de l'identité (6) elle-même, 
l'évanouissement de l'autre, puisque ni f ni g n'est 
identiquement nul-, mais alors toutes les valeurs des 
coefficients a ,̂ seraient nulles, contrairement à ce 
qu'on a établi plus haut. 

En résumé, l'existence de l'identité (6), dans les con-
ditions (jue nous venons de préciser, prouve qu'il y a 
deux polynômes e n t i e r s n o n évanouissants, dont les 
degrés respectifs sont au plus égaux à n — ¡ j — i et 
m —¡> — 1, qui satisfont à l'identité uf -f- — o. Par 
conséquent, d'apiès le théorème fondamental démontré 
au début de cette Note, 0 est au moins de degré -+-1, 
c'esl-à-dire de degré supérieur à p. 

Il est donc prouvé par ce qvri précède que, lorsque R̂ , 
(îst nul, si Q n'(!st pas de degré inférieur à /;, il est de 
degré supérieur. L'existence d'un plus grand commun 
diviseur de degré p est donc incompatible avec la condi-
tion Ry, = o : elle exige qu'on ait Rj,, ̂  o. 

Ces lemmes préliminaires vont nous permettre de dé-
montrer ti'ès simplement quatre théorèmes, dont les 
deux premiers fournissent chacun individuellement, 
sous des formes dilférentes, les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que le plus grand commun diviseur Q 
àc f eX g soit de degré le troisième donne explicite-
ment l'expression de ce polynôme Q, enfin le dernier 
donne les quotients àe f et g divisés par 6. 

T H É O R È M E L — Pour que le plus grand commun 
diviseur 0 de f et g soit de degré il faut et il suffit 
que Von ait 

F̂ /i -1,1 — R/î-1,2 = • •. = — == o et Hp^o. 

En effet, supposons que 9 soit de degré p. Le 
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lemme IV montre déjà qu'on a R ^ ^ o . D'autre part, 

ehangeons p en p — i dans les identités du lemme I et 

du lemme II, eelles-ci deviennent 

En vertu de l'identité (2), 0 qui divise/'et g" divise 
aussi ee qui exige que ce dernier polynôme soit 
identiquement nul, puisqu'il est de degré p — i au plus, 
tandis que 9 est de degré p. Mais alors, d'après (i), 
on a 

Les conditions énoncées sont donc nécessaires. 

Réciproquement, supposons ces conditions remplies. 

D'après 

(i), est identiquement nul, et, par suite, 

d'après (2), on a 
(3) \jn pf H-

Or, d'après le lemme III, les termes de degrés n — p 
et ni — p dans \Jn-~p et \m-p oî t pour coefficients res-
pectifs — M a i s a,n et h,i sont essentielle-
ment différents de zéro, d'autre part R^ est aussi diiïé-
rent de zéro, puisqu'on suppose remplies les conditions 
indiquées par l'énoncé -, donc et Ym-p sont exac-
tement des degrés marqués par leurs indices. Alors, en 
vertu du théorème fondamental établi au début et de 
l'identité (3), le degré de 9 est au moins p. D'ailleurs, 
à cause de l'identité du lemme II, 9 divise D ,̂, qui n'est 
que de degré p au plus; le degré de 9 ne peut donc 
être supérieur à p, à moins que D̂ o soit identiquement 
nul, ce qui exige, d'après le lemme I, qu'on ait en par-
ticulier Jip = o, résultat contraire à l'une des conditions 
qu'on suppose remplies. Par conséquent, 9 est exacte-
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ment de degré et les conditions énoncées sont suffi-
santes. 

T H É O R È M E II . — Pour que f et g aient un plus 
grand commun diviseur 6 de degré il faut et il 
suffit que Von ait 

Ko = Hi = R, = . . . Ry;-i == o et o. 

En eifet, soit p le degré de 6. Chacun des polynômes 
Do, D,, Da, Dp.i est divisible par 8, d'après les 
identités qu'on déduit de celle du lemme II en rempla-
çant p successivement par o, 1 , 2 , — 1 ; tous ces 
polynômes sont de degré inférieur à p : donc chacun 
d'eux est identiquement nul. En particulier, les coeffi-
cients de la plus haute puissance de x dans ces poly-
nômes sont nuls ; or ces coeffici(;nts sont RQ, Ri , Ro, . . . , 
li\p_\. Enfin, le lemme IV a eu pour objet de démontrer 
la condition l^^^ o. Les conditions énoncées sont donc 
nécessaires. 

Réciproquement, supposons qu'on ait 

(a) R / = o pour Î </> et 

Soit q le degré de 8; d'après la partie directe qui vient 
d'être démontrée, on a 

(P) R/r=o pour i<q, et R^$o. 

La coexistence des conditions (a) et des condi-
tions (P) entraine évidemment la condition 
le degré de 8 est donc p et les conditions énoncées sont 
suffisantes. 

T H É O R È M E I I I . — Lorsque f et g ont pour plus grand 
commun diviseur 8 un polynôme de degré p^ 8 est, à un 
facteur constant près, le polynôme Dj^ dont Vexpres-
sion développée est fournie par le lemme L 
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En eii'et, le terme du plus haut degré de D^ est R^x/', 
d'après le lemme I. Eu vertu du lemme IV, R^ est dif-
férent de zéro. Donc Ĵ p est exactement de degré /?; 
mais, d'après l'identité du lemme II, il est divisible 
par 9, qui, par hypothèse, est lui-même de degré p. 
Par conséquent, 9 ne diifère de D^ que par un facteur 
indépendant de x . 

Remarque, — Lorsque p est égal à n, le lemme II 
donne 

Or, le lemme III apprend que est identiquement 
nul et que se réduit à On a donc 

9 n'est donc autre chose que ĝ  ainsi que cela était évi-
dent a priori. N 

T H É O R È M E I V . — Lorsque le plus grand commun 
diviseur 9 de f et g est de degré p, les quotients de J 
et g divisés par 9 sont respectivement — 
en désignant par H une constante qui, si Von prend 
9 EEE D^, a pour naleur 

" ( S ; 

En eifet, on a, par application des lemmes I et II, 

Le polynôme 9 de degré p, divisant f et g, divise 
donc Dp^i : or celui-ci n'est que de degré p — i au 
plus-, il est donc identiquement nul et l'on a, par suite, 

(l) Vn-pf-^ym-pg^O. 

D'ailleurs, d'après le lemme III, les polynômes 
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^m-p ont respectivement pour ternies de degrés les plus 
élevés — e t , par conséquent, en 

vertu de la condition essentielle a^bn^o et de la con-
dition Ry,^ o qui résulte du lemme IV, ils sont exacte-
ment des degrés 7i — p et m — p. 

Soient alors cp et y les quotients obtenus en divisant 
f et g par (j. L'identité (i) peut s'écrire 

ou, puisijue 0 n'est pas identiquement nul, 

i ' i ) l̂ i = 

D'après (2) , o divise mais il est premier 

avec y, dont il divise \,n-p et, par conséquent, cp et 

V7« étant tous deux de degré ni — on a 

(3) o ^ - H V m -p-, 

en désignant par H un facteur indépendant de x . En 
tenant compte de (3), la relation (2) donne alors 

(4) V --^UVn p̂  

Si l'on prend 8 = D^, le polynôme identique à cp8, 

est identique à YlDp\m-.p et a, par suite, même terme 

de degré ni que lui, ce qui donne 

a/,i — HRp ( — Rp), 
d'où 

Les formules (3), (4) et (5) démontrent le théorème. 
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S E C O N D E P A R T I E . 

Définitions, — Soient encore les deux polynômes 
entiers 

/ = ao-+- aia? M-., 

m étant supérieur ou égal à n. 
Posons 

f p a^-t-i-i- a p ^ ^ x ^ , . . -h 

p désignant un nombre entier au plus égal à Ji, avec la 
convention g ¡ 1 = 0 . 

Appelons c/y le coefficient de xJ dans le polynôme 
entier 

gif—fig^ 

et /'o le déterminant d'ordre m suivant 

Coo Coi C02 . . . 

ClO Cil 

Cn-i 1,0 
b. b. . bn 

ho bi h., . . bn 

hx b.2 

n lignes 

\ m — n lignes ; 

7'o est le résultant de Bezout. Les coefficients c/y y oc-
cupent un rectangle, et les coefficients h un parallélo-
gramme en dehors desquels nous supposons des zéros à 
toutes les places laissées vides. 

Supprimons dans ro les p premières lignes; il reste 
alors un Tableau rectangulaire que nous désignerons 
par tp. 

Ann. de Mathénial.. série, t. VU. (Février 1888.) G 
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Si Ton supprime les p premières colonnes de tp, il 

reste un Tableau carré, dont nous appelons Vp le déter-
minant des éléments. On voit, en somme, que Vp se dé-
duit de 7'o en y supprimant les p premières lignes et 
les p premières colonnes. 

Soit iVun des nombres i , 2, 3, . . . , p. J'appelle r̂ ,̂ 
le déterminant déduit de j'p en y remplaçant la pre-
mière colonne par la colonne qui, dans le Tableau tp, 
occupe le raniî i. 

Je désigne par dp le déterminant obtenu au moyen 
de ĵ p en ajoutant à sa première colonne multipliée 
par Xp les p premières colonnes du Tableau tp respecti-
vement multipliées par x^, x^, x^, . . . , . 

J'appelle enfin Ufi__p_i et Vm-p-.\ les deux détermi-
nants obtenus en remplaçant successivement la première 
colonne de Vp par celles-ci : 

~ f n 
— J 

- / . - l 

.ri 

Ces définitions posées, nous allons établir plusieurs 
lemmes importants : 

L E M M E 1 . — U expression développée du poly-
nôme dp est 

dp Vp^x ' > , 2 - i - . . . - h Vp^p - J - rp xP. 

En effet, d'après sa définition, dp est la somme de 
p i déterminants qui se déduisent de rp en y rempla-
çant successivement la première colonne par les p -f- \ 
premières colonnes de tp, respectivement multipliées 
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par , X-, . . . , xP. Or, ces déterminants sont pré-
cisément les déterminants /(i = i , 2, . . •, p) et /p, 
définis plus haut, qu'on a multipliés respectivement par 
x^, x ' , a:̂ , . . , y x P c e qui démontre le lemme. 

L E M M E 2 . — On a identiquement, 
dp — 

En effet, dp ne change pas si l'on ajoute aux éléments 
de sa première colonne les éléments correspondants des 
colonnes suivantes respectivement multipliés par 

. . . , Cette première colonne devient ainsi 

37 4- . . . Cp^ ,n-l \ gpf—fp S 

. . -^haX"- } ou bien ^̂  ^ - f - ^ ^ ç ^ g 

¿0 ^ H- -t-... -i- o.f-h-x^g 

0./-4- x'f^-n-'i- g . 

On voit alors que dp est la somme des deux détermi-
nants obtenus en remplaçant la première colonne de 
d'abord par les premiers termes, ensuite par les seconds 
termes des éléments binômes qu'on vient d'écrire. Ges 
déterminants contiennent en facteur, l'un / , l'autre g, 
et l'on voit que les multiplicateurs dej^ et g sont les dé-
terminants désignés par la notation Vrn-p-\'') 
ce qui démontre l'identité annoncée. 

L E M M E 3 . — Les termes du plus haut degré dans 
Un-p-i et Vm-p^K sont 

bnrp+iX^-P-'^ et — 

à moins que p soit égal à /z, auquel cas le premier 
polynôme est identiquement nul, et le second 
Vm-n-\ se réduit à ( 

En effet, supposons d'abord p <^n : les éléments de la 
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première colonne de sont des polynômes entiers 
en X dont les indices vont en croissant et, par consé-
quent, dont les degrés vont en décroissant, d'après la 
définition de ces polynômes. Alors, en développant 

par rapport aux éléments de sa première co-
lonne, comme les mineurs correspondants sont indépen-
dants de X, on obtient un polynôme entier, dont le 
degré est celui de gp, c'est-à-dire n — p — i , et le terme 
du plus haut degré a pour coeilicient le produit de 
coeiFicient de dans gp, par le mineur de Un-p^\ 

relatif à l'élément gp. Ce mineur est le déterminant 
qu'on déduit de Vp par la suppression de sa première 
ligne et de sa première colonne, c'est-à-dire Vp^ .̂ 

Dans Vm-p-K-, les éléments de la première colonne 
sont : d'abord une suite de polynômes, dont le premier 
—fp est celui de degré le plus élevé, puis une suite d'é-
léments monômes, dont le dernier a le degré le 
plus élevé. Le degré àe fp est m — p — i, nombre supé-
rieur à m — n — I, puisque par hypothèse on a p 
Le degré de Vm-p-i est donc m — p — i, et le coeilicient 
de dans ce polynôme est, comme on le voit im-
médiatement, — 

Supposons maintenant p = n. Puisque ga est identi-
quement nul, la première colonne de u,i-.p-\ (pourp = n) 
a tous ses éléments nuls, et par suite le poly nome 
est identiquement nul. Quant au déterminant Vm-p-M 
dans l'hypothèse p = n, sa première colonne a pour 
éléments x^, x \ x-, . . . , dont les coeificients, 

dans le déterminant développé, sont les mineurs relatifs 
à la première colonne de 7',̂ . Or on a évidemment 

bn ! 

! lignes), 

bn 
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tous les éléments au-dessus de la diagonale principale 
étant nuls, et, par suite, 

Vm-ri-i — 

Xq 

bn 

L E M M E 4 . — Lorsque f et g ont un plus grand 
commun diviseur de degré le déterminant rp est 
différent de zéro, 

La proposition est évidente pour p = n^ attendu que 
Ton a 

Supposons maintenant p inférieur à n. D'après la dé-
finition de 7'jr,, on a 

Cp^rn—i 

Cp+i^p-hl Cp-4-i,;«—1 

Cn-up Cn-l,m-i 

hp bp^i bn 

hp-x bp 

bn 

n—p lignes, 

> m — n lignes, 

formule valable pour toute valeur de en faisant la 
convention que tous les éléments h aifectés d'un indice 
négatif ne sont pas autre chose que des zéros. 

Ajoutons à la première colonne multipliée par xP les 
suivantes multipliées respectivement par xP'̂ '̂ y . . . , 
^m-i^ On obtient de la sorte un nouveau déterminant 
/• qui Qst égal à rpXP \ par conséquent, si Ton suppose 
nul, r est nul aussi, et il y a entre les éléments de chaque 
colonne de r une même relation linéaire et homogène 
dans laquelle les coeiTicients ne sont pas tous nuls : 
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nous allons écrire celte relation, en particulier, à 

l'égard des éléments de la première colonne. 

D'après la façon dont on déduit r de r̂ p, on voit qu'un 
élément quelconque cip, qui figure en téte de Tune des 
Il — p premières lignes de Vp, se trouve remplacé dans r 
par l'élément polynôme 

Ci— Ci^pXP + H-... -h 

On peut écrire C/ sous la forme 

H- Ci^rn-\— ( C/,0 + + xP'^ ) 

OU, d'après la définition de C i j et en appelant le 

polynôme de degré p — i au plus qui est placé entre 

parenthèses, 

(I) Ci^gif-fig-Ci^p-,. 

D'autre part, tout élément bp_h situé en tète de l'une 
des m — n dernières lignes est remplacé dans r par 

Or, si 11 désigne un entier inférieur à on a 

B/, E- xh {hp-u XP-^' -^...-^brtX^^) 
bnXrt 

— {bo-\- b i X b p - h . ^ 1 xP-^-^)] 

ou, en désignant par le polynôme de degré p — i 
au plus qui est placé entre parenthèses, 

(1) B^^xhg-Bh^p-x. 

Si / désigne un entier égal ou supérieur à on a 

B / - xl{hp^ixp- b^X-^,. .4- hnXn). 
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puisque les coefficients h affectés d'indices négatifs sont 
nuls, et, par suite, 

(3) 

D'après les formules (2) et (3), on peut donc poser, 
d'une façon générale, que k soit inférieur, égal ou su-
périeur à 

(4) 

en appelant un polynôme de degré p — i au 

plus, qui peut être identiquement nul. 

Il résulte alors des formules (i) et (4) que la relation 
identique qui existe entre les éléments de la première 
colonne de r peut s'écrire 

i-P k = 0 

OU b i e n 

i — n — \. r" i = 7i — 1 k = m— n—1 

(5) 
i — p A— 0 

t = n —1 k—m—n—\ 

i=p A=0 

les diverses valeurs des coefficients a/, n'étant pas 
toutes nulles. 

Puisque gi est un polynôme entier de degré n — (1+1 ), 
le coefficient de f dans (5) est un polynôme entier dont 
le degré est au plus n — p — i. 

Le coefficient de g', dans (5) , est la somme de deux 
termes dont le premier est un polynôme entier de degré 
m — p — I au plus, puisque/} est un polynôme entier 
de degré m - - (i + i), et le second est un polynôme en-
tier de degré îïi — n — i au plus; par conséquent, 
m — n — I étant inférieur k m — p — ' i , puisqu'on a, 
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par hypothèse, p coefficient de g est un polynôme 
entier de degré m — p — i au plus. 

Enfin, les polynômes étant chacun de 
degré p — i au plus, le second membre de (5) est un 
polynôme entier de degré p — i au plus. 

Cela posé, si le plus grand commun diviseur 9 de / 
et g n'est pas de degré inférieur à p, il est de degré su-
périeur à p — I. Or il divise le premier membre de (5 ) 
et, par conséquent, aussi le second; mais celui-ci est de 
degré p— J au plus : il est donc identiquement nul. 
Alors l'identité (5) se réduit a 

i = n~ I p i = n — i /c = m-n — l ~ 

( G ) _ 2 2 

i = p L I = P A' = 0 

les coefficients a et [i n'étant pas tous nuls. 
Aucun des deux polynômes entiers, coefficients res-

pectifs de f et de g dans (6), ne peut être identique-
ment nul sans que l'autre le soit aussi, en vertu de 
l'identité (6) elle-même, puisque ni f ni g n'est éva-
nouissant. Or on a 

i-n—l 

i=p 

-h bn. 

Pour que ce polynôme soit identiquement nul, il faut 
et il suffit que l'on ait 

^p bp-i-i 4- a;,-H, bp+2 . . . -4- a«_2 bn~t H- '^n-i bn = o, 
^pbp-^-2 -f- ̂ p+l . . 4- CCn-2bn = O, 

^pbn~l ^p^lbn = O, 

:ipbn = o. 
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Comme h^ est différent de zéro, la dernière de ces 

équations exige que â , soit nul^ ravant-dernière donne 

alors — o, et ainsi de suite, de proche en proche, 

on voit que tous les a doivent être nuls. Mais alors le 

coefficient de g se réduit à or, on a vu qu'il s'é-

vanouit en même temps que le coefficient de^^ donc 

tous les coefficients [î sont nuls. 

En résumé, si les deux polynômes, coefficients de f 
et g dans (6), sont identiquement nuls, tous les coeffi-

cients a et tous les coefficients ^ sont nuls, résultat en 

contradiction avec l'existence, démontrée plus haut, de 

l'identité (6) pour des valeurs des a et des ¡3 non toutes 

nulles. Il en résulte, par conséquent, que les polynômes, 

coefficients d e / e t g dans (6), ne sont ni l'un ni l'autre 

identiquement nuls. 

Alors, l'existence de l'identité (6), dans les conditions 

que l'on vient de préciser, montre qu'il y a deux poly-

nômes entiers ¿¿, non évanouissants, dont les degrés 

respectifs sont au plus n — p — i et m — p — i , qui sa-

tisfont à l'identité w/ + ^ o. Par conséquent, d'après 

le théorème fondamental rappelé au début de ce travail, 

0 est au moins de degré p i. 
En somme, lorsque Vp est nul, si fJ n'est pas de degré 

inférieur à p, il est de degré supérieur et, par suite, 

enfin, lorsque Q est de degré p, on a 

rp^ o. c. Q. F. D. 

Il suffit maintenant de remarquer que les théorèmes 

I, U, III, IV de la première Partie résultent uniquement 

du théorème fondamental et des lemmes I, II, 111, IV, 

puis d'observer la parfaite analogie des lemmes 1, 2, 3, 4 

de la seconde Partie avec ceux de la première, pour que 

l'on puisse énoncer et admettre, sans nouvelle démon-
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stralion,les théorèmes suivaiits,correspoiidantaux quatre 
théorèmes de la première Partie. 

T H É O R È M E 1 . — Pour que f et g aient un plus grand 
commun diviseur de degré p,il faut et il suffit que Von 
ait 

T H É O R È M E 2 . — Pour que f et g aient un plus grand 
commun diviseur de degré p, il faut et il suffit que 
Von ait 

= = .. = o et rp>0. 

T H É O R È M E 3 . — Lorsque f et g ont un plus grand 
commun diviseur de degré p, ce polynôme est, à un 
facteur constant près, dp, dont V expression développée 
est fournie par le lemme \ . Lorsque p est égal an, le 
plus grand commun diviseur est 

T H É O R È M E 4 . — Les quotients respectifs de f et g 
divisés par leur plus grand commun diviseur dp sont 

tfi—p' 

SUR L'EXISTENCE DE TROIS RACINES RÉELLES DE L'ËQIATION 

OUI DÉTERMINE LES AXES PRINCIPAUX D'UN CONE; 

P A R M . F R I T Z H O F M A N N . 

L'équation 

(A) 

«11-- \ «12 «13 
«21 «22— «23 
«31 «32 «33 — 
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(où tous les termes de la diagonale sont de la forme 
c i u — e t où nous supposons a i ^ ^ ahi)̂  c'est-à-dire 
l'équation séculaire ( L A P L A C E ^ Mécan, cél.y T ® Partie, 
p. 2, art. 56) donne des racines exclusivement réelles 
quand elle est résolue par rapport à A. 

La démonstration de ce théorème général a occupé 
les géomètres depuis longtemps. Parmi les démonstra-
tions données, je mentionne celles qui se trouvent citées 
dans les Lessons introductory to the modern higher 
Algebra, par M. S A L M O N , art. 26, exemple 1 0 (donnée 
par M. S Y L V E S T E R , Philosoph. Magazine; i852) et 
art. 46 (donnée par M. B O R C H A R D T , Journal de Liou-
iàlle, t. XII, p. 5o). 

Nous tacherons de donner une démonstration tout 
à fait élémentaire de ce théorème pour le cas où le 
degré de l'équation et le nombre des lignes et colonnes 
du déterminant (A) se réduisent à 3. C'est le cas qui 
revient le plus souvent dans la Géométrie pure et dans 
la Mécanique. 

La solution de l'équation suivante 

( A s ) 

an— X «12 «13 

«21 «22 — «23 
«31 «32 «33— X 

équivaut à la solution du problème : déterminer les trois 
axes principaux d'un cône du deuxième degré. Nous 
nous proposons de démontrer que cette équation (A3) 
a trois racines \ exclusivement réelles. Une partie de la 
démonstration sera de nature transcendante, en s'ap-
puyant sur un théorème d'Analyse; la seconde partie 
nécessitera seulement les opérations les plus élémen-
taires de la Géométrie synthétique. 

L Et^nt donnée l'équation d'un cône dont l'origine 
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est le sommet 

l'équation du plan polaire du point (x', y , pris par 
rapport au cône (A), s'écrit 

! ' o = (aiix'-h ai2yai^z') X 
(/721 x' -h 22 j ' «23 -s' ) y 

-T- ( «32 7' «33 ) 

Si un point ẑ ) de l'espace était connu dont le 
plan polaire (B) fut perpendiculaire au rayon mené de 
l'origine au point ce rayon môme serait un 
axe principal du cône A. 

Or on connaît l'équation d'un plan passant par l'ori-
gine et perpendiculaire à la droite qui joint l'origine à 
un point (x^, y , z') : 

( G ) o = xx' -+• yy' -h zz\ 

Les deux plans (B) et (C) coïncideront si les coeffi-
cients homologues des deux équations (B) et (C) sont 
égaux à un facteur \ près; c'est-à-dire si l'on a en môme 
temps 

iciiix'^ a i 2 y ' ^ i ^ z ' = \x\ 

«21 a;'H- «22JK'-H «23-2'= 'ky, 
«31^'-+- «327'-+- «33^'= X^', 

ou 
!(«11— «12/-h «13 '̂=: o, 

« 2 I X ' - 4 - ( « 2 2 — C t 2 3 Z ' = : O , 

«31 -1- «32 y'~h(a33—l)z'=0. 

En général, les coefficients a¿k et le facteur de pro-
portionnalité A pris Cl volonté, il n'y aura pas de solu-
tions {x', y communes aux trois équations du système 
(D). Mais, quand on a trouvé un X qui rend les trois équa-
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lions (D) accordables entre elles, la détermination des 
rapports x' : y' \ z' est un problème linéaire. 

Mais c'est justement Téquation 

A3 = o 

qui constitue la condition nécessaire et suffisante pour 
que les trois équations (D) puissent coexister. Pour 
déterminer les points x', y \ ^'situés sur un axe principal, 
il faut donc résoudre une équation du troisième degré 
en Cette équation, étant de degré impair, a toujours 
au moins une racine réelle : c'est l'emploi de ce théo-
rème appartenant à l'analyse qui constitue ce que nous 
avons nommé la partie transcendante de notre démon-
stration. 

II. Après avoir déterminé ufie racine réelle de l'équa-
tion A3 = o,nous retournerons au système (D) qui nous 
permet de trouver les rapports x : y' : z' en employant 
deux quelconques des trois équations (D). 

Par exemple, de 

( («il— 
( l i ) { , , - X , 

f «21^ («22— ^̂  ) Y -+- «23-ÎÎ = O, 

on tire 

( F ) = 
«12 «13 «13 «11— X 1 

«22 — X «23 «23 «21 

«11— À «12 

«21 «22 — ^ 

Ainsi un axe principal du cône (A) est trouvé^ nous 
l'appelons p. Il coïncide avec le rayon qui va de l'origine 
à tous les points de l'espace dont les coordonnées x', j ' , z' 
satisfont à (F)-, car, en substituant les valeurs x'y y'^ z' 
dans les deux équations (B), on trouverait que ces deux 
plans coïncident. 

Nous appellerons B̂ , le plan polaire d'un point {x'y y \ z' ) 
sur/7; nous verrons plus tard que, pour nos conclusions, 
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les deux cas, où )̂ p coupe le cône et où il ne le coupe 

pas, n'oirrent pas de diiFérence essentielle. 

Sur ce plan polaire B^ d'un point {oc'^j'^z') situé 

sur p, il y a un nombre infini de couples de droites qui 

passent par l'origine et sont conjuguées, deux à deux, par 

rapport au cône ( A ) . 

Si nous étions h même de déterminer un de ces couples 

dont les deux droites formeraient un angle droit à l 'o-

rigine, nous aurions déterminé en même temps les deux 

axes principaux du cône qui restent encore inconnus. 

Car, imaginons deux droites d̂  et d^, situées dans le 

plan polaire B̂ ^ de la ligne /?, conjuguées par rapport au 

cône et perpendiculaires l'une à l'autre, passant par 

l'origine, comme cela doit être. Le plan polaire du 

rayon d^ passera par p et par d, et sera perpendicu-

laire à //i, puisqu'il contient deux droites p et d^ qui 

sont perpendiculaires à d^. Donc d^ et d̂ , seraient les 

deux autres axes principaux du cône. 

Pour trouver les deux rayons par l'origine dans le 

plan B^, qui soient en même temps conjugués pour (A) 

et perpendiculaires entre eux, on mènera dans le plan 

B;, une section conique K par l'origine {fig> i). On 

construira, quand B^ ne coupe pas le cône, deux fois un 

couple de deux droites conjuguées par rapport à ( A ) , 

par exemple les droites aa', 

Oii sait qu'après avoir construit le point C de la 

manière indiquée dans la figure (comme point d'inter-

section des deux droites qui joignent les points où les 

droites d'un couple rencontrent la section conique), on 

peut l'employer pour donner tous les couples de droites 

conjuguées du plan B;,. 

On sait de même que, quand on inscrit un triangle 

quelconque à angle droit dans la section conique K , de 

manière que le sommet de l'angle droit coïncide avec 
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un point lixe o, o, o de la section conique, l'hypoténuse 

de ce triangle passe toujours par un point iixeX à L'in-
térieur de la section conique. 

I. 

En joignant les deux points X et C, on obtient deux 

points d'intersection de cette droite de jonction avec K : 

Les rayons qui vont de l'origine à Si et io sont les deux 
axes fi?!, cherchés; on sait qu'ils sont conjugués 
par rapport au cône, puisque le point C (le centre de 

(' ) Si le point X pouvait se trouver extérieur à la section conique, 
il fournirait deux points de contact ^̂  réels de ses tangentes à jK . 
mais les deux droites qui forment un angle droit ne peuvent jamais 
coïncider en une seule droite (o, o, o) à H,. 
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l'involution) est sur la même droite avec les deux points 
où le couple cU d-y rencontre la section conique ; on sait 
de même qu'ils sont perpendiculaires, puisque cette 
droite passe par X. 

La Jîg. I se rapporte au cas où le plan polaire de la 
d r o i t e n ' a u r a i t pas coupé le cône (A). Mais, quand le 
plan By, rencontre le cône (A) en deux droites réelles, la 
figure et la construction de di do se simplifient encore. 

Etant données les deux droites co-' où rencontre le 
cône (A), on construira les tangentes à K aux points d'in-
tersection de 0- et T' avec K^ ce qui donne un point d'in-
tersection de ces deux tangentes C (//g'. 2). 

Les constructions suivantes sont les mêmes qu'au-
paravant. On joindra X et C, ce qui donne deux points 
d'intersection 0,, Oo sur la courbe K. Les ravons qui 
vont de l'origine à ô, et Oo sont encore les solutions 
cherchées. Les droites d̂  et d^ sont conjuguées par 
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rapport à (A), puisqu'elles séparent en rapport harmo-
nique les directions <J et O-'; elles sont perpendiculaires 
puisque la droite So passe par X. 

La substitution des coordonnées x\ : : z'^ ou 
I I z'̂  (de points situés sur l'un ou l'autie de ces 

axes principaux) dans une équalion quelconque du sys-
tème (D) donnerait directement les deux valeurs de X 
qui satisferaient à l'équation (A3). On voit qu'elles 
sont bien réelles,, puisque les coordonnées I I z\ ou 

: r'o : qui les établissent au moyen de (D), ont été 
trouvées réelles. Car une droite quelconque XC menée 
par un point X à l'intérieur d'une section conique cou-
pera toujours la section conique en deux points 3,, Oo 
réels. 

On voit que c'est, en iin de compte, une banalité qui 
permet de démontrer la réalité des racines de l'équation 
séculaire, quand celle-ci est du troisième degré. 

Malheureusement notre méthode ne saurait être 
étendue à des degrés supérieurs à trois; hàtons-nous 
d'ajouter qu'elle ne veut prétendre ni à grande portée, 
ni à grande profondeur : elle ne veut que populariser 
en quelque sorte le résultat de l'Algèbre, en montrant 
que la géométrie synthétique, une racine \ une fois 
écartée par un procédé transcendant, sait non seulement 
démontrer la réalité des deux autres racines, mais en-
core les construire. 

SUR m THEOREME DE M. WEILL; 

PAR M. W O R O N T Z O F F , à Minsk (Russie). 

En se fondant sur la théorie de la décomposition des 
fractions rationnelles en fractions partielles, M. Weill 

Ann, de Mathémat., 3« série, t. VII (Février 1888). 7 



( 98 ) 
donne le théoième suivant : 

où Ĉ ^ représente le nombre des combinaisons de h 
objets Jl à n et = 3 -f-1, 3m H- 2 ( Nouvelles Annales 
(Je iMathéniatiques, février 1887, j). 83). Cette formule 
curieuse peut etre établie facilement par les procédés 
d'Al"èbre élémentaire. 

En elïet, comme 

3/n-4-l , • /ô / , • /ôX 3/«+2 

)Zt7l 

on a 

(— I yi/?i 

— L i -

— I — I V/3 / — I - F - I Y/J 
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et, par suite. 

I 

I 3 G.-J/Z^^j - h . . " S 

I 

- f - 3 - G ^ „ i j ^ 1 — . . . 2 ) 3 / « . 

CA 

Toutes ces égalités peuvent auss 

des formules trigonométriquès bien connues 

cos = cos' '—• — G;. sin2 — cos'^-- — 

s'obtenir au moyen 

P 
-f- Gi sin'̂  — cos'^-^^ —. . . , 

s i n ^ ^ ' = G' s i n — cos"- i — — G,̂ , sin"̂  cos'^-» 
P P P P P 

où n = pm -j- h. 

G;, sin̂  —- cos"-'"» — —. 
]> P 

SUR LES CERCLES INSCRITS A M TRIANGLE; 

PAR M. E. GESARO. 

Soit, en coordonnées d'inertie, homogènes, 

l'équation d'une conique, et représentons par B/y le com-
plément algébrique de Aij dans le discriminant A de la 
forme (Î). On fera i, = x , po"r resti-

tuer à l'équation sa forme ordinaire. Pour que la droite 
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représentée par l'équation 

touche la conique, il faut que l'on ait 

En particulier, le contact avec un côté du triangle fon-

damental est exprimé ])ar l'équation précédente, en y 

supposant 

Il vient 

B i i g n - . B . ^ - H B . ^ 

Faisons v = i , 2, 3, et additionnons les équations 
obtenues. Répétons ce calcul, après avoir multiplié 
l'équation précédente par Xv, pviis par y^. On parvient 
ainsi aux conditions 

r 4 j 1>12 - ( B,3 a - BI3 P ), 

exprimant que la conique (i) est inscrite au triangle 
fondamental. 

La condition (4) donne lieu à la remarque suivante. 
On sait que les coordonnées du centre de la conique 
sont données par les équations 

B33.ro. B23= B33.rci. 
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On a donc 

4B 

D'autre pari, 

Conséqueininent, 

B23 
B33 Bia 

A12A = B|3Cp(̂ o, J'o),' 

pourvu que l'on pose 

Lorsque A<2 est nul, le centre est situé sur l'hyperbole 
cp = o, et, par suite, son complémentaire barycentrique 
appartient à l'hyperbole de Kiepert. En d'autres termes, 
l'hyperbole de Kiepert est la figure complémentaire du 
lieu des centres des coniques inscrites, dont les axes 
sont parallèles aux axes de l'ellipse de Steiner. En par-
ticulier, il est clair que les complémentaires des centres 
des quatre cercles inscrits sont situés sur l'hyperbole de 
Kiepert. 

Lorsque l'équation (i) représente une circonférence, 
de rayon r, la condition (4) devient 0(0:0, JKo) = o ; 
elle exprime la propriété énoncée en dernier lieu. De 
même, les conditions (2) et (3) deviennent 

d'où, par élimination de r, on déduit jKo) = o, 
après avoir posé 

( .r, y ) — y- -f- 4 (ocx-h 3y ) -h -— ô^). 
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Les centres des cercles inscrits au triangle fondamental 
sont donc à rintersection des hyperboles équilalères o 
et 6. On remarquera que ces hyperboles ont leurs 
centres aux points de Steiuer et de Tarry, respecti-
vement, et que la première passe par le barycentre, 
par le symétrique de l'orthocentre relativement au 
centre du cercle circonscrit, par les symétriques des 
somuKîts du ti'iangle, relativement aux milieux des côtés 
opposés, etc. 

L'écpiation cp = o permet de poser 

â  -f- À • 0- -r- À 

Par substitution dans on trouve (jueles valeurs de A 
sont données par ré(|uation 

-f- () ( a--i- ù' ) X-^ H- ( -f- 12 9 ) X"-^ 
•> b-1 7 ( a- -t- ) -f- -i ( a- -f- fi' )] X -i- 9 a* b'̂  = o. 

Cela donne lieu à plusieurs remarques. Ainsi, en 
étendant les sommes aux abscisses et aux ordonnées des 
(jUatre centi es, on trouve sans peine 

s;-. 
2 7 

Iji 
1 __ » « 

^ T7- ~ ~ 

a -- 3 b -
'> a - a 

b-

( a - -h [) b - ) ( ) (t - --- ') b - ) 
8 a'' a-

On en déduit que les sommes des inverses des distances 
d'un axe de l'ellipse de Steiner aux centres des cei cles in-
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scrits est égale à l'inverse de la distance de la même droite 
au milieu du segment de Brocard. La somme des carrés 
des mêmes inverses est égale au produit des inverses des 
distances de l'axe considéré au milieu du segment de 
Brocard et au centre d'iiomologie du triangle fonda-
mental et du triangle formé par les milieux des côtés du 
triangle de Brocard. On verrait de même que le centre 
du cercle circonscrit est le centre des moyennes distances 
des centres des cercles inscrits, etc. 

Revenons aux hyperboles cp et et remarquons que 
les coniques passant par les centres des cercles inscrits 
sont représentées par = Ce sont donc des 
hyperboles équilatères. On sait que le lieu des centres 
de ces coniques est représenté par 

dx ây dy Ox ' 

c'est-à-dire, dans le cas actuel, par l'équation 

qui représente la circonférence circonscrite. C'est un 
résultat évident, si l'on observe que cette dernière ligne 
joue le rôle de circonférence des neuf points dans le 
triangle formé par les centres de trois cercles inscrits 
quelconques, et que le centre du quatrième cercle est 
l'orthocentre du mêuie triangle. 
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SOLITIOX GÉOMÉTRIOIIE DE LA QUESTION 1367; 

PAH M . A L E X A N D R E R E N O N , 

KIcve de Malhémaliqucs spéciales au lycée de Moulins. 

Soient deux coniques ket^ ayant respectivement 
pour foyers réels a^ et a^, h^ et \ soit C une conique 
(juelconque inscrite dans le quadrilatère circonscrit h 
A et les deux couples de droites joignant un foyer 
de C aux points a^ et a^, b^ et ¿2 ont les mêmes bis-
sectrices. 

En ciïct, soit c un des foyers de C. Menons les bissec-
trices e x et C) du couple ao). On sait que ces 
deux droites sont con juguées par rapport à la conique A -, 
d'ailleurs, elles sont conjuguées [)ar rapport à C, puisque 
c csL un foyer de cette conique. 

Mais, le lieu des pôles de la droile e x par rapport 
aux coniques inscrites dans le quadrilatère considéré 
étant une droite, c'est la droite cy qui contient les pôles 
de e x par rapport à A et C. l̂ e pôle de e x par rapport 
à B est donc sur cy. On verrait de Jìiònie que le pôle 
de cy par rapport à B est sur ex; les deux droites ex et 
cy sont donc conjuguées pai* rapport à B et, par suite, 
sont bissectrices du couple c(bi, ¿>2). 

2" Le lieu des foyers des coniques inscrites dans le 
quadrilatei e ci/ conscrit à deux coniques ne change pas 
quand ces deux coniques varient, leurs foyers respec-
tifs restant fixes. 

En eiiet, le lieu des fovcrs c coïncide avec le lieu des 
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points tels que les deux couples 
i'ornlent une involution, lieu qui ne dépend que de la 
position des points â ^ ¿4, ¿2-

Du reste, on sait que le lieu des foyers est une cu-
bique passant parles points cycliques. Sept points sufiî-
s(.'nt à la déterminer. Or nous connaissons huit points 
du lieu qui sont les huit foyers réels ou imaginaires 
des deux coniques en question. Si ces points sont sup-
posés fixes, le lieu ne change pas. 

Le lieu des ombilics de deux systèmes de coiii-
c/ues respectivement honiofocales coïncide avec le lieu 
précédent. 

Eifeetivement, si Ton considère une conique de chaque 
système et les quatre tangentes communes à ces deux 
coniques, la droite qui joint deux ombilics non situés 
sur une même tangente peut être regardée comme une 
conique infiniment aplatie, tangente à ces quatre droites, 
ci les ombilics sont |)récisèment les foyers de ces coni-
ques singulières. 

On peut encore s'en rendie compte en remarquant 
que les tangentes menées d'un point à une conique for-
ment un faisceau en involution avec ĥ s droites qui 
joignent ce point aux foyers ; les deux couples de droites 
qui joignent l'ombilic aux quatre foyers réels des deux 
systèmes de coniques admettent alors les mêmes bissec-
trices que le couple formé par les tangentes connnunes 
issues de l'onibilic considéré. 
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Recherches sur la structure des corps cristallisés doués du pou-
voir rotatoire-, par M. G. WYROUBOFF. Extrait àts Annales de Chi-
mie et de Physique, 6® série, t. VIII, 1886. 

Relations réciproques des grands agents de la nature, d'après 
les travaux récents de Hirn et Clausius; par II.-J. KLEIN. Traduit 

de Gaea, Natur und Leben, xxii® année; par Eni. Schwœrer, 1886. 
Note sur les expressions obtenues par Duhamel et Lamé pour 

le flux de chaleur dans les solides non isotropes; par M. CARVALLO. 
Extrait du Bulletin de la Société mathématique de France, t. X V , 
.887. 

Mémoire sur la théorie algébrique des équations; par M . A.-E. 

PELLET. Extrait du Bulletin de la Société mathématique de 
France. T. X V , 1887. 

Une conique remarquable du plan d'un triangle; les points 
d'inflexion dans les cubiques circulaires unicursales droites ; par 
M . G. DE LONGCHAMPS. Extrait du Bulletin de l'Association fran-
çaise pour l'avancement des Sciences, 1886. 

Rapprochement entre la trisectrice de Maclaurin et la cardioide; 
par M . G. DE LONGCHAMPS. Extrait de Zvlastni otisk z Vestnika 
kralovske ceske spolecnosti nauk, 1887. 

Sur la rectification de quelques courbes remarquables ; Sur 
une trisectrice remarquable ; par M . G. DE LONGCHAMPS. Extraits de 
Mathesis, t. VII et VIII, 1887 et 1888. 

Intorno ad una ricerca di limiti; Suit' uso dell' integrazione 
in alcune questioni d'aritmetica; Intorno ad una questione di pro-
babilità; Sul moto d'un punto sollecitato verso una retta; par 

M. E. CESARO. Extraits des Rendiconti del Circolo matematico di 
Palermo, t. 1, 1887. 

Emprego da cycloide para a resoluçao graphica de alguns 
problemas de geometria ; Sobre un theorema relativo à compara-
cao de arcos de ellipse; por UODOLPIIO GUIMARAES. Extraits du Jor-
nal de Sciencias math. e astr., 1887. 

Sobre a rectificacao dos arcos da ellipse; por RODOLPHO GUIMA-
RAES. Extrait A\xJornal de Sciencias math., phys. e naturaes, 1887. 
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Formulas geraes para calcular a area lateral do tronco de cone 

circular recto; Sobre ao formulas relativas as calculo da super-
ficie convexa do tronco de cone de revolucao; por HODOLPIIO GUIMA-
K A K S . Extraits d e Instituto, 1886 et 1887. 

Sur les points complém entaires ; par M . EM. VIGARIÉ. Extrait de 
Mathesis, t. VII, 1887. 

Sur les polygones et les polyèdres harmoniques ; par M M . G . 

TAUUY ct J. NFAIBKRG. Extrait du Bulletin de VAssociation fran-
çaise pour l'avancement des sciences, 188O. 

Géométrie de situation : nombre de manières distinctes de par-
courir en une seule course toutes les allées d'un labyrinthe rentrant, 
en ne passant qu'une seule fois par chacune des allées; par IM. G . 

TARRY. Extrait du Bulletin de V Association française pour l'avan-
cement des sciences^ 1886. 

Sui poligoni piani semplici; àç\\ Dott. LUIGI CERTO. Extrait de 
Giornale di Matematiche, t. XXIII, 1886. 

Sulle forme di terzo grado generate da due forme elementari 
projettive di primo e di secondo grado di un piano o di una 
stella; SulV n-agono inscritto isoclino in un n-agono piano sem-
plice dato; dell Dott. LUIGI CERTO. T̂ xtrait de Annuario del R. Is-
tituto tecnico di Bari, 188,") et 1886. 

Zum Normalenproblem der Ellipse ; yon. CARL PELZ. Extrait des 
Sitzb. der kais. Akad. der Wissensch, zu Wien, 1887. 

Sur les intégrales algébriques des différentielles algébriques ; 
parC. lluMRERT. i:xtrait (\Q.S Acta mathematica, t. X, 1887. 

Démonstration simplifiée des formules de Fourier ; Sur les pro-
duits composés d'un grand nombre de facteurs et le reste de la 
série de Binet; j)ar Pu. GILBERT. Extrait des Annales delà Société 
scientifique de Bruxelles, 1884 1886. 

Sur quelques théorèmes de Sluse; par M . Pu. GILBERT. Extrait 
de Mathesis, t. 1886. 

Sur la théorie de M. Hehnholt z relative à la conservation de 
la chaleur solaire; Sur les accélérations des points d'un système 
invariable en mouvement; par M . p!I. (JÌLBERT. Extraits des 

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i885 et 1887. 
Sur quelques conséquences de la formule de Green et sur la 

théorie du potentiel; par M . Pu. GILBERT. Extrait du Journal de 
Math, pures et appliquées. 3® série, t. X, 1884. 

Sur une classe de nombres remarquables ; par M . D'OCAGXE. 
Extrait de American Journal of Math., t. IX. 

Sur la relation entre les rayons de courbure de deux courbes 
polaires réciproques-, par M. D'OCAGNE. Extrait des Annales de 
F École normale, i88(>. 

Sur les courbes algébriques de degré quelconque ; par M. D'O-
CAGNE. Extrait du Journal de Math, spéciales, 1887. 
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Sur une propriété de la sphère et son extension aux surfaces 

quelconques; par M . D'OCAGNE. Extrait des Proceedings of the 
London math. Society, vol. XVIII, 1887. 

Les coordonnées cycliques', Quelques propriétés du triangle; 
M. D'OCAGNE. Extrait de Mathesis, 1887. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

1573. D'un point M du plan d'une ellipse, on mène à cette 

courbe les quatre normales MNi, MN2, MN3, MN^ et les deux 

tangentes MT^ et MTg; trouver le lieu du point tel que l 'ex-

pression 

MN1.MN2.MN3.MN.V 
M T I . M T ¡ 

ait une valeur constante donnée l^. (BARISIEN.) 

1574. On considère tous les points du plan d'une ellipse d'où 

l'on peut mener à cette courbe deux normales simples et une 

normale double, et l'on demande le lieu du pôle de la corde qui 

joint le pied de la normale double au pied d'une normale 

s imple . (CHAMBÓN.) 

1575. Les côtés d'un triangle PQR inscrit à une parabole 

rencontrent l'axe A S aux points L, M, N, et l'on prend sur AS 

des points V , M', N', tels que 

AL. A L ' = A M . AM' A N . AN' = — AS^, 

A étant le sommet, S le foyer; démontrer, par la Géométrie 

pure, que les droites PL', QM', RN' se rencontrent sur la courbe. 

( R . - W . G E N È S E . ) 

1576. Les coefficients de l'équation 

x^ -4- K « lopox^ -f- io/?3r2 -f- -f-/>5 = o 
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sont liés par la relation 

(lo — r)pr = r — 2r)(a -+- H- (r — \ 

où l'on suppose />o = i et a > Montrer que toutes les racines 
sont réelles et comprises entre — a et — b. (D. EWAHDKS.) 

1577. Soit, pour n infini, 

lim ^ = X, 
Un 

dans une série à termes positifs. Démontrer que 

lim = / X . 
V ^ lliUiU:^. . .lia 

1578. Si limn-^i?;^ = a , pour n infini, on a 

( E . G E S A R O . ) 

( E . G E S A R O . ) 

1579. Si les nombres positifs a j , â y «3, . . . sont tels que Ton 
ait l i m ( a „ — n) ~ a pour n infini, on aura également 

l i m — / — ) y a v a l a i . . = ĉ .̂ 
\J11 V'^v 

( E . G E S A R O . ) 

1580. Si, dans la question précédente, on fait 

( E . C E S A R O . ) 
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SUR LES POLES PRINCIPAUX D'INVERSION DE LA CYCLIDE 

DE DIIPIN; 

P A R M . G . F O U R E T . 

1. J'ai démontré, il y a quelques années d'une 

manière fort simple, qu'il n'existe, à l'exception du cercle 

et de la sphère, aucune courbe plane se transformant en 

elle-même par inversion, à l'aide d'une infinité de pôles 

formant un lieu géométrique, aucune surface se repro-

duisant par inversion, au moyen d'une infinité de pôles 

coïncidant avec tous les points d'une surface. Je faisais 

remarquer, en terminant, qu'il existe des surfaces ayant 

pour pôles principaux d'inversion tous les points d'une 

ligne; et, après avoir cité, c o m m e exemple, le tore qui 

a pour pôles principaux d'inversion tous les points de son 

axe, ce qui est exact et suffisait k justifier m o n assertion, 

j'ajoutais, c o m m e second exemple, la cjclide de Dupin^ 
à laquelle une erreur de mémoire m e faisait attribuer 

comaie pôles principaux tous les points d'une circonfé-

rence. 

M o n attention a été récemment appelée sur cette affir-

mation inexacte par un jeune géomètre distingué, M . Ha-

damard, qui, en reprenant l'étude de la question dont 

je m'étais occupé, est parvenu à démontrer que le seul 
lieu géométrique de pôles principaux d ^inversion que 
puisse admettre une surface est une droite ou un sys-
tème de droites en nombre limité 

Nouvelles Annales y 3® série, t. II, p. P.SQ. 
(2) Le travail de M . Hadamard doit paraître prochainement dans 

le Bulletin des Sciences mathématiques (numéro de mai i888). 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VII. (Mars i888.) 8 
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2. Il est facile de voir que la cyclide de Dupin admet, 

comme pôles principaux d'inversion, tous les points d'un 
système de deux droites de directions rectangulaires. On 
le démontre, en s'appuyant sur la propriété dont jouit 
la cyclide d'être la transformée par inversion d'un tore, 
et même d'une infinité de tores, comme l'a montré autre-
fois M. Mannheim, dans une étude géométrique très 
intéressante (^). 

Considérons à cet eifet une cyclide, et l'un des tores 
dont elle est la transformée par inversion. Ce tore est 
renveloppe d'une série de sphères (S) ayant toutes leur 
centre sur l'axe de révolution O de cette surface. Dans 
la transformation, les sphères (S) se changent en sphères 
(S'), enveloppant la cyclide et coupant orthogonalement 
un même cercle O', transformé de l'axe O du tore. Les 
sphères (S') ont donc, comme axe radical commun, la 
perpendiculaire D au plan du cercle O' menée par son 
centre. Un point quelconque de cette droite a, par suite, 
la même puissance par rapport à toutes les sphères (S'), 
et aussi par rapport aux cercles de contact de ces sphères 
avec la cyclide, dont les plans, on le voit immédiate-
ment, passent tous par la droite D. Un point quelconque 
de cette droite est donc bien un pôle principal d'inver-
sion de la cyclide. 

Le tore peut encore être considéré comme l'enveloppe 
d'une série de sphères (S) ayant pour grands cercles ses 
cercles méridiens. Ces sphères, orthogonales à un même 
cercle Q, situé dans le plan de l'équateur du tore, se 
changent, par inversion, en d'autres sphères (S'), qui 
enveloppent la cyclide et sont orthogonales à un même 
cercle 0', inverse de Q. On conclut de là, comme tout à 

(') Nouvelles A/inales. i" série, t. XTX. 
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l'heure, que l'axe A de ce cercle est un lieu de pôles 
principaux d'inversion pour la cyclide. 

3. 11 est clair d'ailleurs que la cyclide n'a pas de pôle 
principal d'inversion en dehors des droites Det A *, car tout 
pôle principal de la cyclide doit provenir d'un des pôles 
ou plans principaux du tore, et ceux-ci, comme on vient 
de le voir, fournissent uniquement les pôles de la cyclide 
situés sur D et A. 

Pour voir que les droites D et A sont rectangulaires, 
il suffit de remarquer : que le plan équatorial commun 
des sphères (S'), c'est-à-dire le plan du cercle O', coïn-
cide avec le plan méridien du tore qui passe par le pôle 
de transformation ; 2° que le plan équatorial commun des 
sphères (S'), c'est-à-dire le plan du cercle ù\ est perpendi-
culaire à ce même plan méridien, de mèmequele plan du 
cercle inverse Q. Par suite,les droites D et A, respective-
ment perpendiculaires à deux plans rectangulaires, ont 
elles-mêmes des directions rectangulaires. Ces droites 
jouissent, par rapport à la cyclide, de plusieurs autres 
propriétés intéressantes qui sont exposées dans la Note 
de M. Mannheim déjà citée. 

4. On peut encore déduire d'un théorème dû à 
M, Mannheim que la cjclide de Dupin est la seule 
surface ayant pour pôles principaux d'inversion tous 
les points de deux droites. 

Ce théorème est le suivant : 

Lorsijuhine surjace a une infinité de pôles princi-
paux en ligne droite^ on peut la transformer d'une in-
finité de manières en surfaces de révolution ; les pôles 

Bulletin de la Société Philomathique, p. roG, année i86o. 
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de transjormation^ satisfaisant ci cette conditioji, sont 
sur une circonférence située dans le plan principal que 
possède nécessairement la surface. 

Imaginons une surface ayant pour pôles principaux 
tous les points de deux droites D et A. D'après le théo-
rème précédent, nous pouvons transformer cette surface 
en une surface de révolution, en prenant le pôle d'inver-
sion sur une certaine circonférence dont le plan est per-
pendiculaire à D. Aux pôles principaux de la surface 
primitive situés sur A correspondent des pôles princi-
paux de la nouvelle surface situés sur une droite A', qui, 
par raison de symétrie, coïncide nécessairement avec 
Taxe de révolution de cette surface. La méridienne de 
cette surface, possédant une infinité de pôles principaux 
d'inversion en ligne droite, ne peut se composer que de 
cercles. La surface résultant de la transformation est 
donc un tore, et l'on en conclut que la surface primitive 
est une cyclide de Dupin. 

SUR LA THÉORIE DE L'ÉLIIIIMTIOK; 

PAR M. H. L A U R E N T . 

La méthode d'élimination que j'ai donnée dans ce 
Recueil se prête à un grand nombre d'applications et de 
transformations. 

Considérons les deux équations algébriques 

des degrés m et n respectivement (m ^ pour éliminer 
.r entre ces deux équations, on divise cp(.r ), x:p(:r), 
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par et l'on égale à zéro le déterminant 
des coefficients des restes de ces divisions. 

Pour appliquer cette règle, cherchons les restes en 
question; à cet eiï'et, désignons-les par cpo, cp2, • . - ^ 
nous aurons 

Q désignant un polynôme entier. Soit a une racine de 

A (a:) = o, on aura 
^¿(a) = a''o(a); 

étant connu pour plus de n — i valeurs de x , 
sera fourni par la formule d'interpolation de Lagrange, 
et l'on aura 

Divisons ^ ( x ) par x — a\ si l'on a 

( rr) = Ao -f- Al 1 . . . -4- , 

on aura 

KqX̂ -'̂  -f- (Aoa -f- Ai) '̂̂ -^ 

(Ao^^-f- Aia -f- Aa )^^-^-!-..., 

et la formule (2) donnera 

en sorte que la résultante des équations ( i ) se mettra sous 

la forme suivante, eu désignant par TS la quantité 

AoSTÎT AoSaTiT -+-Ai2Tîy Ao2a2cj^-Aii:aTïj -f-Aẑ tîT 

kçi^aw AqS Ai S Ag Sattr . . . 

En combinant convenablement les colonnes de ce dé-
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terminant, on finit par mettre la résultante sous la forme 

AqI.w Ao^any 

)U enfin 

... 

(3) 

V ^^iii 
^Via) 

r i M 
'"'Yici) 

1 
Y « 

o(a) 
an-iîi^ 

1 

i 
Si, en particulier, on suppose = on re-

trouve la formule connue qui exprime que = o 
a une racine multiple 

a" a 1 
a' a^ 

L^ mOiWUç̂  ̂ ycLVi V̂  pYVivfiŜ Y ôie \a 
résultante peut se mettre sous la forme d'un discriminant 
de polynôme homogène du second degré égalé à zéro. 

Les éléînents du déterminant (3) sont des fonctions 
symétriijues que l'on sait calculer et que Ton obtient, 
comme on sait, à l'aide d'une seule division. Représen-
tons, avec Cauchy, par le symbole 

le coefficient de ^ dans le développement de F ( ^ ) or-

donné suivant les puissances entières croissantes de z, 

la formule (3) pourra s'écrire 

r ¿l ï i i l r fi^c-^) 

r i i i f i r 
= 0, 
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et lîicme, SI 1 on veut, 

p 

r i i i f l l 

(;'est-à-dire 

r r r . . . i i f - ^ . A = o, 

A désignant le déterminant I> zh z^ z'z"'-, . . qui est le 

produit des différences que l'on peut i'ormer avec les 

quantités z', z", . , . , d'où le théorème suivant : 

Le [jreinier membre de la résultante des équations (^i ) 

est le coefficient ^^^ z ' ' ' dans le développement 

du produit 

l^') . 

Ce théorème permet de mettre le premier membre 

de la résultante sous la forme d'une intégrale multiple. 

Nous n'insistons pas sur ce point qui n'est que cu-

rieux, mais nous ferons observer qu'il permet de faire 

intervenir dans les calculs la résultante de deux équa-

tions quelconques sans avoir besoin de la calculer effec-

tivement, absolument comme la théorie des détermi-

nants permet de faire intervenir, sans avoir besoin de la 

trouver, la résultante de plusieurs équations du pre-

mier degré. 
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LA SOLUTION GÉOMÉTRIftUE DE L'ÉQUATION DU QUATRIÈME 

DEGRÉ 

P A R M . F R Ï T Z HOFMANN. 

Étant donnée une équation générale du quatrième 

degré 

( A ) (lo z'* -H 4 aiz'^ -h -h ^a-^z -h Ur^ ~ o, 

on peut faire la substitution z = ce qui donne 

( B ) R̂ O V 4 ^ 1 ( J ) ' - ^ ( J ) ' - ^ I = 

L'équation (B) représente l'ensemble de quatre droites 

menées par l'origine : ^ = A3, A3-, si 

Xji sont les racines de l'équation (A). 
Le faisceau (B) coupe en quatre points distincts la 

parabole 

(G) 

menée par l'origine (abstraction faite du point commun 
situé dans l'origine même, nous l'excluons comme non 
essentiel pour notre problème). 

On peut clierclier l'équation d'une section conique D 
qui passe par les quatre points mentionnés, c'est-à-dire, 
les quatre points d'intersection essentiels de B et C. 
Cette équation D contiendra une constante arbitraire, 

( ' ) Sur les méthodes employées dans les lignes suivantes, comparer 

SALMON, Lessons introductory to the modern higher Algebra, 

art. (f7'-0-
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puisque la section conique D n'est pas encore déterminée 
par quatre points. La forme de l'équation D une fois 
trouvée, on pourra interpréter la solution de l'équation 
(A) ou (B) comme la détermination des quatre points 
d'intersection des deux sections coniques C et D, et nous 
verrons que c'est justement la mobilité de la section 
conique D qui facilite la détermination de ces quatre 
points communs. 

En employant encore les lettres Xj, >̂ 3, )v3, X4 pour 
désigner les racines encore inconnues de l'équation (A), 
on peut d'abord donner une liste de ces quatre points 
d'intersection de B et C. 

De ^ on tire x = et, en substituant dans C, 

y^— ^ty = o. 

En supprimant la racine y = o (qui nous ramènerait 
à l'origine), nous avons j = "X,, ce qui donne x = 
Donc le point (x = j = est situé en même temps 

sur la droite menée par l'origine ~ = et sur la para-

bole 

(G) y^ — x = 0. 

On a donc, pour coordonnées des quatre points d'in-
tersection du faisceau (B) et de la section conique (C), 

x^^ll, I l II, I l 

= X2, X3, X4; 

il s'agit maintenant de former l'équation (D) d'une sec-
tion conique, mobile en quelque sorte, qui passe par 
les quatre points énumérés. 

En supposant l'équation (D) de la forme 

A ¿F- -f- B Ty -f- Cy- D ar -f- E F = o. 
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les six coefficients doivent satisfaire à quatre conditions, 
que Ton formera en introduisant dans cette équation 
les quatre couples formés au moyen des quatre 
racines 

11 faut donc qu'on ait (x = Aj, j = A/) 

(A) Al} -\-BlJ -f-EX,-f-F=:o 

(i = I, 2, 3, 4)? où A, )v2> sont les racines de lé-
(jualion (A) ou (B). Mais, puisque 

- 4 « 1 - H G ao -h 4 «3 = o (B) 

(i — I, 2, 3, 4) Une identité, l'équation A est satis-
faite identiquement en posant 

A = ao, B = 4 «iT C D = G«2, E = 4a3, F = â , 

et l'équation eliereliée est de la forme 

(D) a^x^-^- 4ai xy iJijK--+-(Ga2— 4a3j>'' -4- â  = o. 

C'est là la section conique D qui passe par les quatre 
points d'intersection du faisceau B et de la parabole C 
(voir la figure). 

Nous donnons une vérification a posteriori des pro-
priétés de la section conique 1). 

En supposant données les équations D = o, C = o, on 
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peut en déduire directement une équation qui existe 

entre les quatre rapports — ? pris relativement aux quatre 

points d'intersection des deux sections coniques C etD ; 

car, si est un point commun à G et D, on a le sys-

tème 

o = y^.i — x.i o. i, 

O = O . I - ^ Y - . 1 — 37. 1 , 

o z= (cioX^-h ¡^y^ ) • I 
-H[(6a2 — 1 J-) ^ -H 4a3JK]. I -i- «V• 

et, en éliminant la vahuir i , on voit que 

y- — X o 

o y^ — X 

aox^-h U^î^y-i- Î y- (6«2— iJ.)x-h4^3y 

On trouve comme résultat 

a^x'*^ f^a^x^ y -f- y-

-f-(6a2— /ia.2y^x — o, 

condition qui est remplie par les quatre directions ~ 

des droites menées par l'origine aux quatre points d'in-
tersection (le C et D. On voit que c'est bien encore 
l'équation (B) de laquelle nous sommes partis. 

Après nous etre assurés que la section conique D 
passe par les jioints d'intersection du faisceau B et de la 
parabole C, nous voyons que notre problème, la solution 
de l'équation (A) ou(B), est ramené à la détermination 
des quatre points d'intersection de C et D. 

Quant à l'équation (D) elle-même, on peut la mettre 
sous la forme 

{aox^-h ia^xy -i-Ga^x -f- ̂ a^y -f- ai)-!- ix(y^—x) = o, 

où l'on voit distinctement que la forme de la section 
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conique D se modifie selon les valeurs arbitraires que 
l'on attribuera à la constante ¡i.. 

C'est ici le point qui met en évidence le but et les 
avantages de notre procédé géométrique : la transfor-
mation de notre équation proposée (A) en un problème 
de Géométrie du même degré de complication ne consti-
tuerait pas encore un progrès essentiel quant à la solu-
tion effective de l'équation; c'est seulement la présence 
de la constante ¡jt. qui nous fourni tie moyen de simplifie?-
la configuration géométrique. 

On sait que le discriminant d'une section conique 
décide la question si son équation est séparable en deux 
facteurs linéaires ou non; or, le discriminant de la sec-
tion conique D contiendra toujours la constante p., et, 
en choisissant la valeur de [x telle que le discriminant 
s'évanouisse, la section conique D dégénère en un couple 
de droites. La détermination du centre, du point 
commun, de ce couple est un problème du premier 
degré; la séparation des deux droites E^, Eg qui com-
posent la section conique dégénérée est un problème 
du deuxième degré. En faisant couper par chacune des 
deux droites E^, Eo la parabole 

( G ) 

il reste encore deux fois une équation du deuxième 
degré à résoudre qui, finalement, nous fournit les coor-
données x^ y des deux points d'intersection avec la 
parabole, relatifs à chacune des droites Ê  et E2 men-
tionnées. 

Ajoutons que l'application exacte des résultats géo-
métriques énoncés dans les dernières lignes serait encore 
un petit détour, piiisque, pour notre problème, il ne 
s'agit pas de l'évaluation des points d'intersection de D 
et C, mais seulement de la détermination des quatre 
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directions^; nous préférerons donc employer l'équa-

tion quadratique qui existe pour quand une section 

conique 

( G ) y ^ — 37 = o 

et une droite 

( E ) ax-\-by-^c=o 

se coupent en un point (o:, j ) : de 

{ax - h c . ï = o, 

y'^—x. I = 0 

on conclut, par l'élimination de i, 

= 0 ou b x y o . 
ax-\-by c 

Comme résultat final, nous avons à résoudre géo-
métriquement Féquation (A)^ nous voyons d'abord 
encore une fois que cette solution dépend d'une équa-
tion du troisième degré, ce qui est connu pour toutes 
les méthodes algébriques. 

Cette équation du troisième degré (le discriminant 
d'une section conique) fournit par ses trois racines [JL 
les trois points d'intersection des trois couples de droites 
qu'on peut mener par quatre points, inconnus séparé-
ment, mais qui sont définis comme points communs à 
deux sections coniques données. 

L'équation du troisième degré résolue, il reste encore 
la solution de deux équations du deuxième degré pour 

donner les racines ^ de l'équation (B) ou les 3 de 

l'équation (A) en forme ou valeur définitive. 
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Table des procédés géométriques à siuWe pour la 
solution dhine équation du quatrième degré, 

I. Former réquation de la section conique 

D -f- -H «4) -H x). 

II. Former le discriminant de D, savoir 

-2«! Ua^— 

l'égaler à zéro, trouver une racine Ûj de l'équation 

F = o. 

III. Former 

à l'aide de cette valeur déterminée ¡JI, de [JL. 
La section conique D dégénère en un couple de 

di'oites, d'après la théorie des discriminants. 

IV. Séparer les deux facteurs linéaires 

El = a^x H- ¿1 JK -f- Cl, 

dont Di se compose, par la solution d'une équation qua-
dratique. 

V. Les valeurs de ^ tirées des deux équations 

a^X'-^- bi xy o, 

«2 X' 4- 62 xy -4- C2 JK- = o 

sont les racines de l'équation proposée. 
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Exemple I . — Soit proposée l'équation 

(A) 

où 

x'̂  — 372-1-1637 — 1*2 = O, 

«0 = 1, 4«!—— 4, 6^2 = — I, 4 «3 =16, «4=— 12. 

La section conique D est donnée par 

( D ) X- — 4 xy — X -h \ G r — i 2 -i- — x) = o. 

Elle doit passer par les points d'intersection du fais-
ceau 

( 

avec la parabole 

( G ) y^—x = 0. 

Vérifions : soit x,ymi point commun à C et D ; nous 

pouvons établir directement une équation pour le rap-

port de la manière suivante : mettons [x = o dans 

l'expression de D, les points d'intersection avec C res-

teront les mêmes^ c'est-à-dire qu'on a, pour notre x 

et r , 

(372— I — ^ -T- I — 12.2= o, 

y'^.i — 37.1 -f- o. I =0, 

o. i -h y . i —• X = o. 

En éliminant i , on trouve 

372 — 4 xy — X -i- 1 — 12 

y2 _ ^ Q 

o jK̂  — ^ 
on 

.r̂  — 4̂ ĴK — 372JK2 -f-1G xy^ — \ 2y'*, 

ce qui s'accorde identiquement avec B. 
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Formons le discriminant F : 

2 2 / 

= O, 

ce qui nous donne une équation du troisième degré 

pour tjL. 

Elle a trois racines ¡ji = o, 3, — 5-, la connaissance 

d'une seule nous suffirait pour donner une solution 

complète. Les substitutions ¡jl = o, 3, — 5 dans la forme 

de D feront dégénérer D trois fois en un couple de droites : 

^ == o change D en (4jK — ^ — 3)(—^4-4), 

{X = 3 » ( — X o y ' i ) { - — X - i - y - { - 6 ) , 
fx =—5 » {x-h y —'2){x — oyG). 

Pour déduire (<) une de ces formules, prenons a = — 5. 

D se change en 

( D , ) x^— ^xy— SjK^-f- i6y -h ^x — 12 = o; 

il s'agit d'opérer la séparation des deux droites repré-

sentées par D,. 

Le centre x'^ y du couple D est défini comme satis-

faisant aux trois équations du discriminant F : 

x'— 2y'-{- 2 = 0, 

2X'— 8 o, 

x'-i- sy—12 = 0. 

2 
On voit que c'est le point x^ = y J = 

(') Pour une méthode très générale de séparer les droites d'un 

couple, voir GLEBSCII-LIXDEMANN, Leçons (ie Geomeirie, traduites par 
A. Benoist, Ghap. II, n" 3 : Sur les couples de droites. 
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En mettant x = o dans D, o, on voit paraître les 

deux points d'intersection du couple D, = o avec l'axe 
x = o . L'équation du deuxième degré (D^ o, o: = o), 

( D J ) — 5 >'2 -h 16 — 11 o, 

6 a pour racines x = o, y =z 2, y — • 

Ainsi nous avons les moyens de former eiïèctivement 
les deux équations (Ej) et (Eo) qui composent DÎ. La 

droite Ê  joindra le centre ^ au point o, 2 ; son équa-

tion est 

(El) J ^ - f - 9 , o; 

la droite E2 joindra le meme point ?? ^ à l'autre point 

5 
sur Taxe des y : o, son équation est 

(E2) .77 — 5 y - h f, ^ o. 

On ne cliercliera pas, d'après ce que nous venons de 
dire dans une parenthèse, les points d'intersection 
mêmes de E, et E2 avec C : j - — x = o] il suffit de 
connaître les quatre directions qu'ils déterminent avec 

l'origine et qui ont les quatre rapports ^ pour mesure. 

En éliminant i entre E^ et C : y - — x = o, on a 

x-^ y —1 1, ' 1 , 3 [ i ) 
= o, d ou — = =h - — { ', 

y 2 — 2 \ 

et de même en éliminant entre Eg et C : 

r ^ ^ ^ , I 13 0, d ou — = - ± - = 
X — 'y G 

y'- a 

On voit que l'équation proposée a pour racines i , 2, 
- =>, 3. 

Ann. de Mathémat.. série, t. VIT. (Mars i88<S.) 9 
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Les deux autres valeurs de ¡x, qui servent à fendre D, 
donneront encore deux équations du deuxième degré. 

E X E M P L E J I : 

( A ) 

(B) 

( D ) 

(10 

- x* QiX- ~ 11 — o, 
() 

-'2 - -f-G 
.rV 

y! 

- X--r~ 9. xy -T- G — l 2 {J. — x) = o. 

3 - i- o 
'2 

3 - Î Î 

ix = 9., 4, G. 

Choisissons ui — Nous avons d'abord 

( D , ) ^ 2xy 2y- -i- f\x — 12 — o. 

le centre se trouve, d'après F : x = j — — 3. En 
faisant a: = o, l'équation (D, ) donne 

Donc 

(El) 

vEi) 

Choisissons 

.r = o, y'=dzi/6. 

G - 3 1 

o -T- /() i 

i .T y I 

(/3 — v^) -- l y v/ï — G = o, 

.r (v/3 — v/2) — — G = o. 

X ( - • - /•>.) -r- y v̂ 3 ~ G o, 
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pour déterminer deux racines de A : 

( / i) 7 7. v/3 — G y/i 

( y/3 v/;¡ ) 4- xy 9. v/3 — j)'2 6 / ï == o, 

= o, 

ou 

ou 

^ - 3 dr v/3. 

De meme E, aurait donné 

Note. — Il est aisé de former la condition pour que 
les sections coniques C etD .çe touchent en un point 
Cette condition sera indépendante de ¡J.; nous écrirons 
donc D sous la forme spéciale 

H- «̂2 37 -i- -H = o. 

Quand un tel point existe, on exprimera : i ^ qu'il 
est situé sur les deux sections coniques C et D^ 2" que 
le rapport des trois coordonnées homologues de sa tan-
gente, formée deux fois, pour chacune des sections 
coniques C et D, est une constante p. 

On a d'abord 

(a) 

( p ) rto -" 4 «1 ^y H- 6 «2 ̂  4 7 = o, 

ou 

(a) (- '\)x x).i = o, 

( -^(laix'la^y)-i-{3a.2.T-h la^y-h = o. 

La condition pour l'existence d'un rapport constant p 
entre les coordonnées (coefficients) homologues des 
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deux tangentes de x , y , prises par rapport à C et D, 
donne les trois équations suivantes : 

(T) 

(Ô 

— I — p{aoX la^y •+• Sag), 

9.y = p(2ai:r-i-2a3), 

— X— p(3a.2X H- 2a3jK -f- ai). 

En multipliant y, o, s respectivement par x . y , i et 
en ajoutant, on voit que, des deux équations (a) et 
Tune est satisfaite quand l'autre et le système y, 5, £ sont 
remplis. Donc on peut supprimer ¡â. 

En éliminant p entre y, o et 5, s, nous avons finaleniimt 
le système de trois équations entre lesquelles il s'agira 
d'éliminer x eij : 

(a) I. .r = o, 

(YO) JJ. (2a3-i- ^ (2ai-[- la^y) = o, 
( o£) in. ( l a i . y - ^ ( C ) a 2 y - + • la^) X l a i x - = o. 

En éliminant x entre 1 et II, on a 

y 2 _ I 

2a3+ 4ai (>«2 7 

ou 

(l) Ga, 6a2jK 

De même, en éliminant x entre I et III, on a 

r — I « 
C) — I 

6a2jrH-2a3 2ai 

== o, 

ou 

(r̂ ) 2 a i G a 2 Ĉ â y -i- o. 

Mais, en remplaçant mécaniquement dans les équa-

tions et (r,) la lettre j par le rapport ^ et en mul-

tipliant ensuite par r*̂  les équations (ç) et (rj) prennent 
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exactement la forme des deux quotients différentiels de 
l'équation (B), pris par rapport à x et Et Ton voit 
que l'élimination de y entre (Ç) et {r^) serait identique 
avec l'opération d'élimination qui conduit à la forme 
connue du discriminant de l'équation ( A ) : 

«0 3 « ! 3 ^ 2 « 3 O O 

O ao 3(̂ 1 3(22 «3 o 
o o ay 3ai 3a2 â  
ai 3a2 3a3 â  o o 
o ai 3a2 3 as â  o 
o o ai 3 a2 3 as â  

D'une manière semblable, toute question qui naît de 
la discussion de l'équation générale du quatrième degré 
peut être traitée sous forme purement géométrique. 

TRANSFORMATION DE FIGURES ANALOGUE A LA TRANSFOR-

MATION PAR RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES; 

PAU M. D. GOELINGII, d'Amsterdam. 

Après avoir étudié la transformation suivante, j'ai lu, 
dans les Nouvelles Annales de 1882, le Mémoire de 
M. Laguerre : Transformation par semi-droites réci-
proques. Bien que les principes qui servent de base à 
mes considérations soient tout à fait différents de ceux 
de M. LagueiTC, la transformation n'en diffère pas es-
sentiellement. C'est pour cela que je me bornerai ici à 
signaler ces principes, à développer quelques propriétés 
que M. Laguerre n'a pas données aussi générales qu'il 
est possible, et à faire quelques applications. 
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Propriété reíiitive à une droite et à une circonférence. 

Si l'on mène d'un point P {fig. i) sur une droite XX' 
deux tangentes à une circonférence O, on aura 

d'où 
sinAPO AO : OP, sinCPO = OC : OP, 

tangl APC _ AO -h OC 
tanglBPG " AO — OC' 

Si, pour définir les angles d'une manière précise, on 
suppose donné sur toutes les droites un sens positif et 
qu'on ne considère donc que des send-droites et des 

X 

K, 
Ô c 

X' 

cycles, comme M. Laguerre Ta fait dans le Mémoire 
cité, lâ relation deviendra (si l'on compte les angles 
dans le sens positif jusqu'à 2 7r) 

DG 
tangi(XXif AP)tangi(XX',PB) = ~ 

Cette relation ne dépend plus de la position de P 
sur XX^ : ainsi, Je produit des tangentes des moitiés 
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des angles est constant, quelle que soit la position de P 
sur XX' . 

Le théorème est analogue au théorème connu, d'où 
résulte la définition de la puissance d'un point par rap-
port à une circonfércînce. 

DC etEC sont les distances à XX' des taiigentes deO, 
qui font avec XX' des angles égaux à zéro et à TZ. La 
relation subsiste pour toute droite et tout cycle si Ton 
compte les distances DC, EC positives, lorsqu'elles 
sont dirigées vers le centre, négatives si elles sont diri-
gées en sens opposé. 

DG 
Le quotient ^ sera appelé le j-apport de la semi-

droite relativement au cycle ou celui du cycle relati-
vement à la semi-droite ; il est positif ou négatif à 
mesure que la semi-droite coupe le cycle ou non; il est 
zéro si la semi-droite est une tangente, infini si elle 
n'en diffère que par le sens; il est égal à l'unité si la 
semi-droite est diamètre, — i si le cycle est infiniment 
j)etit, c'est-à-dire se réduit à un point. 

Définitions. — Théorèmes fondamentaux. 

\. Deux semi-droites sont dites inverses par rapport 
à une semi-droite fixe, nommée axe^ et suivant une 
constante X, si elles se rencontrent dans l'axe et que les 
angles cp et cp' entre l'axe et les semi-droites soient tels 
que 

tang-jcp tang|cp'= X. 

Si les semi-droites sont parallèles à l'axe, elles seront 
de sens contraires, et le rapport de leurs distances à l'axe 
sera égal à la constante de l'inversion. 

Pour l'inversion, une courbe sera considérée comme 
l'enveloppe de ses tangentes. 
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2. Deux semi-droites et leurs inverses sont tangentes 

à un même cjcle. 

3. La tangente commune à deux courbes et celle 
commune aux inverses sont égales, mais de sens con-
traires. 

En eiFet, si Ton mène par un point P de l'axe {Jig* 2) 

les tangentes a P et PA à deux courbes inverses et par 
un point Q les tangentes voisines ¿ Q et QB, on aura 

PG-h QG = cP-t-cQ, 

d'où l'on déduit à la limite 

2PA = 2aP. 

De ce lemme, le théorème énoncé suit immédiate-
ment. 

Remarque, — M. Laguerre a démontré ce théorème, 
par le calcul, dans le cas spécial où les deux courbes 
sont des cycles {Nouvelles AtmaleSy [). 552; 188-2). 
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4. La figure inverse d'un cycle est un autre cycle, 

Faxe de Tinversion est l'axe radicai des deux cycles. 
Si la constante de Fin version est telle que AoP ( f ig , 3) 

est l'inverse de PA^, le cycle, qui a son centre sur 

FÌ2. 3. 

O^Y perpendiculaire à XX' et qui touche A2P en 
Ao ( A2P = PAi ), sera l'inverse-, en eiîet, deux tangentes 
B , Q et QBo seront inverses l'une de l'autre, parce que 
le quadrilatère PSQS' est circonscriptible. 

5. Deux cycles étant donnés, on peut toujours passer 
de l'un à l'autre par une inversion tangentielle et par 
une seule (avec cette restriction que le sens de l'axe est 
indéterminé). Le rapport de cette inversion sera nommé 
le rapport d'un cycle relativement ci raiitre^ PA, et 
AoP seront dites des tangentes correspondantes. 

6. Si, dans la fig. 3, on mène les tangentes à O, et 
Oo, parallèles à XX', on démontre facilement que 

si l'on désigne par constante de l'inversion, 
par et Xo les rapports de XX' relativement aux cycles 
O, et O, . 
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De là résulte 

pour - Xi, 

pour >.2 2 zrr Aj, 

c'est-à-dire que, si l'axe d'inversion ne coupe pas le cycle, 
on peut choisir la constante de l'inversion lelle que le 
cycle inverse se réduise à un point; si l'axe d'inversion 
coupe le cycle, on peut choisir la constante telle que 
l'axe devienne diamètre du cycle inverse. 

Axes et centres de similitude, 

7. Deux cycles O, et O2 { f g - 4) ont même rapport 
relativement à une droite /, qui joint le point de ren-
contre de deux tangentes de Ot au point de concours 

des tangentes correspondantes de O2 : en eil'et, en in-
versant autour de l'axe /, tellement que le cycle inscrit 7/î 
coïncide avec son inverse, les cycles Oj et Oo coïncident 
aussi avec leurs inverses. 

Une semi-droite, qui a même rappoi t relativement à 
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quelques cycles, sera appelée axe de similitude <le ces 
cycles. 

La réciproque du théorème est vraie. 

8. Ti'ois tangentes de O, {/ig- 5) et leurs correspon-
dantes de Og forment des triangles, tels que les points 

Fig. 5. 

de concours des cotés deux à deux sont en ligne droite : 
les droites /, m, Ji (axes de similitude) qui joignent les 
sommets deux à deux concourent donc en un point. Si 
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l'on l'ait varier les triangles en conservant les droites / 
et 77/, la troisième droite n passera toujours, en restant 
axe de similitude, par le point de rencontre de L et TU. 
De là on déduit facilement que l'enveloppe de tous les 
axes de similitude de deux cycles est un point : ce point 
est nommé centre de similitude. 

La centrale et les tangentt^s communes aux deux 
cycles sont des axes de similitude; elles passent par le 
centre de similitude. 

9. Trois cycles ont deux à deux trois centres de simili-
tude. La droite, qui joint deux d'entre eux, aura même 
rapport relativement aux trois cycles et passera donc par 
le troisième centre : ces centres sont en ligne droite; 
c'est le seul axe de similitude. 

11 y a une infinité de cycles qui ont même rapport à 
cet axe; l'ensemble de ces cycles sera nommé un sfs-
ic'uie de cycles. 

Les cycles communs à deux systèmes sont encore en 
nombre infini ; l'ensemble de ces cycles sera nommé 
Viii faisceau de cycles. 

Toute paire de cycles d'un faisceau a les mêmes deux 
axes de similitude; toutes les paires ont donc même 
centre de similitude : c'est le centre de similitude du 
faisc(iau. 

Le centre de similitude est le cycle infiniment petit 
du faisceau. 

Les centres des cycles d'un faisceau sont en ligne 
droite, caria droite qui joint le centre de similitude ati 
centre d'un cycle est diamètre de tous. 

Si le centre de similitude est intérieur aux cycles, 
tous les axes de similitude ont un rapport positif (fais-
ceau positif). 

Si le centre de similittide est extérieur aux cycles. 
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les tangentes, menees par ce point à un cycle du fais-
ceau, seront tangentes à tous les cycles du faisceau (fais-
ceau négatif). 

Longueur de tangentes communes à deux cycles. 
Inversion de systèmes et de faisceaux. 

10. Un cycle tangent à deux paires de tangentes 
correspondantes de deux autres cycles a, aux deux 
cycles, des distances tangentielles égales [voir le Mé-
moire cité, p. 544)5 il relativiîment à l'axe radical, un 
rapport égal au rapport d'un des cycles relativement à 
l'autre. 

En effet, la démonstration résulte immédiatement de 
l'inversion qui fait passer Ô  en Oo, si du inoins on fait 
attention au tliéoi ème du n"" 3. 

Les réciproques sont vraies. 

H . Tous les cycles, qui ont à deux cycles donnés 
des distances tangentielles égales, forment donc un sys-
tème; l'axe radical des deux cycles est l'axe de similitude 
du système. 

12. De cela on déduit facilement, en faisant atten-
tion au n'̂  3, que la figure inverse d'un système est en-
core un système de cycles. 

13. Le faisceau, étant l'intersection de deux systèmes, 
a pour figure inverse un autre faisceau. 

Cas particuliers. — En vertu du n" G, on peut 
toujours réduire un faisceau négatif, par l'inversion 
tangentielle, à une série de points en ligne droite; l'axe 
de l'inversion sera un axe de similitude qui ne coupe 
pas les cycles. C'est à ce cas spécial, ou plutôt au cas 
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analogue du système de cycles, que M. Laguerre fait 
allusion (p. 552 du Mémoire cité). 

On peut toujours réduire un faisceau positif, par 
l'inversion, à un groupe de cycles concentriques. En 
ciTct, si l'axe d'inversion est un axe de similitude, on 
peut toujours choisir la constante de telle sorte que 
tous les centres dans la figure inverse se trouvent sur 
l'axe (n° 6); de plus, si cet axe d'inversion est pris per-
pendiculaire à la centrale du faisceau, tous les centres 
se confondent. 

Remarque, — Le centre de similitude du faisceau 
inverse n'est pas l'inverse du centre, mais d'un cycle du 
faisceau donné. 

14. A l'aide du théorème du n'' 10 et de ses récipro-
ques, on démontre facilement : si deux cycles m̂  et 
7722 d'un faisceau ont chacun des distancées tangentielles 
égales à deux cycles donnés O, et Oo, tout cycle du 
i'aisceau a des distances tangentielles égales à O, et O2. 

13. Si l'on considère O, et Oo comme deux positions 
arbitraires d'un cycle mobile, le théorème peut s'énoncer 
ainsi : 

Si un cycle mobile n une distance tangentielle con-
stante iideux cycles d'un faisceau^ il a à tout cycle du 
faisceau une distance constante et {puisque deux de 
ces distances peuvent s*évanouir) il touche, en général^ 
deux cycles fixes du faisceau. 

Ces cycles iixes peuvent facilement être construits à 
l'aide d'une inversion du n® 13. 

16. Les cycles, qui ont des distances tangentielles 
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égales à trois cycles donnés O^, O2, O3 {Jig- 6), for-
ment un faisceau, intersection de deux systèmes du 

\IJ 

n^ 11 ; le centre radical des trois cycles est le centre de 
similitude du faisceau 

17. S'il s'agit donc de construire les cycles qui soient 
tangents à trois cycles donnés, il faudra les clierclier 
dans ce faisceau : la solution de cette question (connue 
sous le nom de problème d/Apollonius) a été indiquée 
déjà au n® 15. 

S'il s'agit de la question plus générale de décriie un 

(') On peut encore déduire de la fig. 6 une démonstration facile 

du théorème de lirianchon : si l'on prolonge les côtés de Thexagone 

circonscrit A B C D E F jusqu'à ce qu'on ait 

et que l'on construise ensuite les trois cycles qui touchent en h, m , 
en g, l, en A*, n les côtés opposés de l'hexagone, les diagonales W , 
YY', ZZ' seront les axes radicaux de ces trois cycles. 
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cycle qui ail, h trois cycles donnés, des distances tangen-
tielles égales et données, on peut, par les inversions du 
n" 13, réduire la question à une des suivantes : 

Trouver sur une droite donnée un point tel, que la 
tangente, menée de ce point ci un cycle donné, soit 
d^une longueur donnée; 

ou 

Décrire d\Ln point donné comme centre un cycle 
qui ait à un cycle donné une distance tangentielle 
donnée. 

Ces questions sont assez faciles à résoudre. Elles com-
portent au plus deux solutions. 

Systèmes de tangentes à un cycle. 

18. Le rapport anliarmonique de quatre tangentes 
d'un cycle est égal au rapport anharmonique des in-
verses. 

En eiîet, ce rapport étant le rapport anharmonique 
constant des quatre points de rencontre d'une tangente 
arbitraire avec les tangentes considérées, si Ton prend 
pour les deux tangentes arbitraires des tangentes cor-
respondantes (n'' 5), il est clair, d'après la //g". 3, que 
les deux séries de quatre points sont les perspectives 
l'une de l'autre, le centre de similitude étant le centre 
de la perspective ). 

C ) On peut aussi démontrer ce théorème en évaluant en fonction 

des angles de la figure inverse le rapport double 

sini(3,:0 • sini(4,L>)' 

(3,i), ... désignant l'angle entre les tangentes 3 et r, .... 
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19. Un système de paires de tangentes d'un cycle 
étant dit en inv>olution si le rapport anliarmonique de 
quatre tangentes quelconques est égal à celui des tan-
gentes conjuguées, il s'ensuit du théorème du n® 18 
qu'un système de tangentes sera en involution si les 
points de rencontre des tangentes conjuguées sont en 
ligne droite. De plus, on démontre facilement qu'il 
n'existe pas d'autres systèmes en involution. 

20. De cela, il est évident cjue les paires de tangentes 
communes à un cycle d'un système et à tous les autres 
cycles du même système sont en involution. De même, 
l(̂ s paires de tangentes communes à un cycle quelconque 
et aux angles d'un faisceau. 

21. 11 peut se présenter (lorsque Vaxe de l'involutioji 
coupe le cycle) que deux tangíanles conjuguées se con-
fondent en une seule, nommée tangente douhle. Cela 
posé, on déduit facilement du théorème du n" l o : 

TJenveloppe des tangentes doubles de tous les sj s-
tènies de tangentes en involution, déterminés par un 
faisceau de cycles et par un cycle mobile, qui reste CL 
des distances tangentielles constantes de deux, et par 
conséquent de tous les cycles du faisceau, est composée 
de deux cycles d u faisceau, 

22. Remarquons, en dernier lieu, l'analogie entre la 
transformation par rayons vecteurs réciproques et l'in-
version tangentielle, et celle entre les proj^riétés dé-
duites à l'aide desdeux transformations. Cetteanalogieest 
complète ; en eifet, les théorèmes démontrés ci-dessus ont 
leurs correspondants et l'on n'a, pour les trouver, plus 
rien à faire qu à remplacer dans les énoncés donnés les 
tangentes d'un cycle par les points^ le rapport dUuie 

Ann. de Mathémat., 5« série, t. VIL (Mars i888.) lO 
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semi-clroiLe ^diV la puissance d'un point, la longueur 
d.^'une tangente par la grandeur d'un angle, Vaxe et 
le centre radical par le centre et Vaxe de similitude 
(et réciproquement), les groupes de cycles h centre et à 
axe de similitude par les groupes ci axe et à centre 
radical. 

On peut poursuivre plus loin cette analogie en cher-
ehant : i" la relation (a) entre les rayons vecteurs d'un 
point origine aux points d'une circonférence : la re-
lation ( ¡3) entre les angles entre un axe iîxe et la tangente 
d'un cycle, pour qu'une circonférence et un cycle aient 
pour ligures transformées une autre circonférence et un 
autre cycle. 

En désignant par A la distance du point origine au 
centre, par 11 le rayon de la circonférence, par x le 
rayon vecteur, par celui de la figure transformée, on 
trouve 

.77 A2--U2 Co 

Cl et C2 étant des constantes arbitraires qui définissent 
la circonférence transformée. 

De même, en désignant par a la distance de l'axe fixe 
au centre, par r le rayon du cycle, par cp et y les angles 
entre l'axe fixe et deux tangentes inverses, on trouve 

— a cos o Â i— A-.2 cos '/ 
sino sin y 

relation qui, en= posant tang^cp = .r, tang l y de-
vient 

(¡3) -f-
Jb J 

Les relations (a) et (¡î) sont identiques pour 
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c'est-à-clire les transformations (a) et(| î) sont corres-
pondantes deux à deux, et l'on déduit l'une de l'autre 
en remplaçant la distance de deux points par la tangente 
de la moitié de l'angle entre deux semi-droites, et la puis-
sance d'un point par le rapport d'une semi-droite relati-
vement à un cvcle. 

OIESTION DE (iÉOMÉTIUE INTRINSEQIIE; 

P A R J\I. E R N E S T G K S A R O . 

La question dont il s'agit a été rolìjet d'une Commu-
nication de M. Pellet à l'Académie des Sciences, le 
3i mai 18S7. ^ ŷ̂ iii- porté sur les iiormales à une ligne 
(M), inclinées de a sur les normales principales, des 
longueurs iMMi — étudions la ligne (i\L) en prenant 
pour axes mobiles la tangente, la binormale (ît la nor-
male principale à (M ), en AL Les coordonnées de Mj sont 

./• — o, V = / sin a, z = l cosa, 

et leurs dérivées par rapport à s sont nulles. On a donc 

ox Z cosa oy /cosa oz /sin a 

{/s ^ p ' ds r ' ds r 

Il en résulte que le rapport des carrés des vitesses des 
points Ml, M est 

/ /cosa\- /-

ce qui permet de poser 

/cosa / . 
( ô) I = K COS a, — K sin u, 

p ' /• 



( '48 ) 

Il etani l'angle des tangentes aux deux lignes, en M et 
M, . Des lors, les cosinus directeurs de là tangente à 
(M, ), en M,, sont, d'après (i), 

« — c o s w , b = — c o s a sin ii, c = sin a sin 

On remarquera que h sin a + c cosa == o. La ligne (Mj) 
rencontre donc orlliogonalement les droites MMi. Que 
l'aut-il pour que ces droites soient les normales prin-
cipales de (M,)? Telle est la questioiî posée par M. Pel-
let, et que nous allons résoudre parles méthodes intrin-
sèques. 

Pour que MM, soit la normale principale de(Mi), en 
M,, il faut et il suiiit, en vertu des formules de Frenet, 
que oa soit nul. Mais 

oa da c idii sina\ . 
— — — H r ^ ds ds p \((s p / 

et l'on peut écarter riiypothèse sinz^ — o, (jui nous con-

duirait au cas de deux lignes planes^ parallèles. Consé-

quemment 

M ) 
. rds 

Il ~ — Sina / — . 
, / p . 

D'autre part, les formules (3) nous donnent 

/ 
p p — /cosa 

On obtient donc, par élimination de u, une des équa-
tions intrinsèques de'(M), r autre équation restant arbi-
traire. 

Supposons connues les équations intrinsèques de (M), 
et tachons d'en déduire celles de (M^). Connaissant p 
et /' en fonction de on connaitra K par ( 2 ), et i/ par (4 ) 
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ou par (5). Cela étant, on a immédiatement 

(6) Si = Kds. 

Pour avoir la flexion de (M^) remarquons que 

I _ I _ cosacos?/. sin 
sin a ds ~ cosa ds ~ p r 

Le dernier membre représente done Par suite 

^ . K cosacos?/. sin7.¿ 
(7) 7 == r - ' pi p 1 

ou bien, en vertu de (3), 

l cos lí 
(8) . 
^ ' pi K 

Quant à la torsion, remarquons d'abord que les cosi-

nus directeurs de la binormale à (MÍ), en MÍ, sont 

A —sin//, B —cosacos//, G=—sin a cos//. 

Conséquemment, en tenant compte de (4), on a oA = o, 
et 

1 _ I oG _ cosa sin u ^ cos/¿ 
sin a ds cosa ds p r 

On en déduit 

^ ^ K cosa sin// eos// 
(q) — = h , 
^̂ ^ /'I p r 

OU bien, en vertu de (o), 

l sin u 
( l o ) 

'1 ~ K 

L'élimination de 5, entre (6), (8), (lo), conduit aux 

équations intrinsèques de (M)). 
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Remarquons, en passant, que (8) et ( lo) se déduisent 

des égalités (3) par le changement de K en ^̂̂  et de a 

(;n T:. Tleniaiijuons encore que la combinaison de (to) 
av(îe (3) donne lieu aux relations 

dont la première a été signalée par M. Pellet. 

Soient o et cp, les angles de (M) et (iMi) avec les géné-
ratrices de leurs développables rectifiantes. Si Ton divis(i 
(y) par (9), on obtient sans peine la formule 

tan^^fç-i— fv ) = cosa tango, 

qui va nous serv ir à clierclier, avec M. Pellet, quelle 
doit être (M) pour que (Mi) soit une droite D. Il faut 
éviclemment que l'on ait cp, = o et, ])ar suite, 

r 
tan g // = - cosa ; 

puis, par comparaison avec (5), 

(1 I ) p sin - if = l co.̂ a. 

Cela étant, la ibrmule (4) donne 

A- sin a — — J p du ~ l cosa col u : 

d ' o u, s ne c e s s i V e m e n t, 

(I >. ) .V LANGA Unii: -- /, /'sin-//^ 
s laniia 

II sullit, maintenant, d'éliminer u entre (11) et (12) 

pour avoir les équations intrinsèques de (M). On obtient 

. .ç-sin-a 
p / cosa -Ì—-, 7 

/(•osa 
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La seconde équalion nous dit qUe (M) est géodésique 
sur un certain cône, dont le sommet est évidemment le 
point de rencontre du plan rectifiant avec la droite D. 
Remarquons que cette droite est toujours perpendicu-
laire à MM,, et, par suite, le point M reste à la distance 
l de D. Autrement dit, la ligne (M) est tracée sur un 
cylindre de révolution dont D est l'axe et / le rayon. 
Quelle est la transformée de (M) lorsqii'on déploie le 
cylindre sur un plan ? Rappelons que, si l'on enroule sur 
un cylindre de révolution, de rayon /, le plan d'une ligne, 
la nouvelle valeur de la flexion est donnée par la for-
mule 

I I cos^O 
(i3) 

PG • 

Q étant l'angle des tangentes avec les droites du plan, qui 
se transforment en cercles. Si la ligne plane est une chai-
nette de paramètre /r, de sorte que 

jjQ _ A -r- — , 

on a 
pocoŝ o — /v, 

pourvu qu'on enroule la directrice suivant un cercle. La 

formule (i3) donne 

D'ailleurs 5 o = Donc 

Cette équation coïncidera avec la première équation 
intrinsèque de (M), si l'on prend A" = / cota. On obtient 
donc la ligne (M) en enroulant sur un cylindre de révo-



( ) 
lution, de rayon /, une eliaînette de paramètre / cota, (;n 

ayant soin de diriger l'axe de la eourbe suivant les géné-

l atrices du cylindre. La directrice se transforme alors en 

une circonférence, ayant pour centre le sommet du cône 

rcîctiliant de la courbe considérée. 

SIR LA C O U R B I R E DES CONIQUES; 

]>AII M. E. GESARO. 

1. Soient, par rapport à la tangente et à la normale en 
un point M d'une ligne quelconque, a et les coordon-
nées d'un point fixe O, centre d'une conique oscula-
trice, en M, à la ligne considérée. L'équation de la 
conique est de la forme 

( 1 ) A (,T -ocy-^ 2 G (.r — a) (7 — 3) -I- B ( y — p )2 i, 

et l'immobilité de O est exprimée par les égalités 

• - ê-TL? _ _ ? 
tù p ds p 

Dilférentions (i) deux fois de suite5 puis, pour expri-

mer l'osculation avec la ligne fondamentale, supposons 

, // I .r = o. y — o, y = o, 7 = - • 

On détermine ainsi les coeilicients A, B, C, et l'on voit 
que l'équation delà conique osculatrice est 

(3) • (3^ — ^ j k ) - ^ - - - — 

Pour chqxcher Tenveloppe de cette conique, diifé-
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rciitions rcqualion (3) en supposant 

dx _ r — p dy __ T 
ds ~ p ' ds ^ p ' 

et en tenant compte de (2). 11 vient 

(4) 

Si 

ds ^ 

l'équation (4) est vériiiée identiquement, et, par suite, 
la ligne fondamentale coïncide avec la conique oscula-
trice. Il en résulte que l'équation (5) caractérise les 
coniques. Elle nous dit que, pour avoir le deuxième 
centre de courbure, N, en un point M d'une conique, il 
faut d'abord clierclier le point P, où le diamètre OM ren-
contre la normale à la développée. Cela étant, le segment 
Pis est partagé par le premier centre de courbure dans 
le rapport de i à 3. 

3. La dernière propriété nous présente les coniques 
comme appartenant à une classe, très étendue, de courbes. 
Il suffit de se demander quelles sont les lignes, pour les-
quelles le deuxième centre de courbure se construit 
comme précédemment, sauf que le segment PN doit être 
partagé par le premier centre de courbure dans le rapport 
de I à m. On doit écrire, au lieu de (5), 

ds = ' " r 

puis; en vertu de (2), 

dp mo df!j 
ds ' p ds 
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d'où l'on déduit 

])cs lors, une des équations (2) devient, pour m^ 

_ A ^ _ d k 
ds m — 1 ds [d'/i-i 

D'autre part, les mêmes équations donnent 

doc . d'^ 
ds ^ ds 

d'où, par intégration, 

(8) = k'. 
^ m — i ^ 

Par élimination de a, p entre les équations (6), (7), 

(8), et par substitution de 5, ^, à p, respectivement, 

on voit que les développées premières des courbes dont 
il s'agit sont représentées par l'équation intrinsèque géné-
rale 

p ms\/ Xs'" -f- ns —r. 

En particulier, pour j/i ~ — 1, on obtient les lignes cy-

cloïdales. 

Le cas où o, ce qui entraine A = o, est fort 

important : on obtient alors les spirales sinusoïdes, dont 

nous parlerons dans un prochain article. Le paramètre 

tn suiîit, en général, pour caractériser une famille de 

courbes^ niais il convient de remarquer qu'il y a des 

exceptions, en nombre restreint. Une épicycloïde répond 

aux valeurs 77̂  = — i et m = — y Cela s'explique par 

la possibilité de l'existence de deux points différents, 

jouant le rôle du point O. C'est ainsi que la parabole 
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admet, comme toute couique, le paramètre 3, lorsque le 

point O est à l'infini, sur l'axe ; mais elle admet égale-

ment le paramètre — 3 , lorsque le point O est le foyer. 

4. Pour les coniques, la détermination de h et h' se 
fait aisément en fonction des longueurs a et b des demi-
axes. En effet, lorsque la normale passe par le centre, elle 
coïncide avec un axe, et, par suite, si a ==: o, on doit avoir 

a ou '¡J = b. Si Ton porte ces hypothèses dans la rela-
tion (8), en supposant 7?i = 3, on obtient 

(9) k^a'^-lf-, = a2-h 

Donc, en tenant compte d(» ( j ) et de (8), on voit que 
les longueurs des axes de la conique osculatrice à une 
ligne quelconque sont données par les équations 

(10) aP-h-̂ ^ psp, 324, 

Il est clair que celles-ci ne cessent de subsister lorsque 
le point O est mobile dans le plan. Les dernières équa-
tions peuvent donc servira résoudre toute question con-
cernant les séries de coniques, qui osculent une ligne 
quelconque en tous ses points. Quant aux équations (2), 
elles subsistent seulement dans le cas particulier où les 
coniques considérées ont même centre. Dans d'autres cas 
particuliers, on doit chercher, avant tout, les relations 
qu'il faut substituer aux équations (2). Ainsi, par 
exemple, si l'on veut considérer une série de coniques 
égales, on doit différentier les équations (10), en y sup-
posant a et h constants, et en tenant compte de (5). 

o. On interprète aisément les équations (10). La 
première donne lieu à tous les théorèmes connus sur la 
courbure des coniques. La seconde nous dit que, si du 
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milieu (lu rayon de courbure, comme cenli e, on décrit 
la circoniérence qui passe par le symétrique du centre 
d(i la courbe, relativement à la tangente, on détermine 
sur cette droite un segment constant. Ce segment est nul 
poui' les hyperboles équilatères. Une propriété semblable 
appartient à toutes les courbes définies par l'équation 
(6). En eiiet, l'équation (8) prend, en vertu de (7), la 
forme 

k\ 

0. En particulier, pour m — — i, on voit que la cir-
conférence ayant pour centre le milieu d'un rayon de 
courbure d'une ligne cycloïdale, et passant par le centre 
du cercle directeur, découpe sur la tangente une corde de 
longueur constante. On peut ajouter que cette corde est 
égale au diamètre du cercle directeur. En effet, la déter-
mination des constantes A, A' se iait aisément en obser-
vant que l'on a a — II, [î =: o, aux points de rebrousse-
ment, et a = o, p = R -f- 2/', aux sommets de la courbe : 
R et /• sont les rayons du cercle directeur (it du cercle 
roulant. On trouve ainsi, au lieu de (8), 

Cela prouve que, aux ycmx d'un mobile parcourant 
une ligne cycloïdale, le centre du cercle directeur semble 
se mouvoir sur une ellipse. Cela étant, l'équation (7) 
donne 

et l'on en déduit, en vertu de la première des équa-

tions (2 V 

-ir(U-i-r) 
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puis, par substitution dans (i i), 

( Il -f- 27' p2 4- ir- == ï 6 ,-2 ( K )2, 

C'est l'équation intrinsèque de la ligne eyeloïdale. 

7. Revenons aux coniques. Si l'on porte les valeurs 
(9) dans l'égalité (8), en supposant m = 3, on obtient 

(I4) 

C'est l'équation de la courbe (jue le centre semble dé-
crire, aux yeux d'un mobile 2)arcourant la conique 
Cette équation permet d'écrire 

32 ~ lA = tang cp, __ ^ î̂B col o, 

et l'on reconnaît sans peine que cp représente l'inclinaison 
de la tangente sur le grand axe. On trouve aussi 

2 y.'^ = c-sin :.>o, A2 — __ = c'-^ cos -lo, 

OÙ 2c représente la distance focale. En tenant compte de 
(2), ces équations montrent que, si l'on pose, pour abré-
ger, 

on a 
da , , d/j , , a = kccos2o, 0 — Kc'sin-o, 
ds ' ds 

de do I K . 
— z= K c< » s •> o, - = s 1 n 2 . 
ds ' ds p 6' 

8. On peut appliquer ces formules à la recherche des 
lignes décrites par les foyers. Les coordonnées d'un foyer 

(') On suppose, bien enlenclu, que le mobile se rende compte de 

la courbure delà trajectoire, ce qui, en réalité, n'arrive pas. On peut 

dire aussi que l'équation considérée représente le lieu des centres des 

coniques égales, touchant une droite donnée en un point donné. 
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soul 

X — a c cosG, 

el roil trouve, par les moyens habituels, que leurs varia-
tions absolues dans le plan sont données parles formules 

o.r _ 
^ - r=: KCOS'̂ , 
(h 

= — k sincs. 
(h 

J)one la tangente au lieu d'un foyer et le grand axe 

sont également inclinés sur la tangente à la courbe. On 

voit aussi que le rapport des arcs élémentaires des deux 

<H)urbes est précisément la lonction K, déiinie [)ar 

dt; sorte qut; 

Eniin, le rayon de courbure est donné par 

Pu \\;j 

l̂ es équations (16) et (17) conduisent, dans chaque (;as 
particulier, à ré(piation intrinsèque du lieu des foyers. 
On a une application simple de ces formules en consi-
déi ant les coniques osculatrices à une ligne cycloïdale, 
et concentriques au cercle directeur. Il faut employer, 
dans ce cas, les formules (12) et 

Nous avons vu que le rayon de courbure d'une 
conique est donné parla formule 

1^'éliniination de a, [j, entre cette équation et les équa-

l\oi\s ), V V 4 ), do\\v\v̂  

/ a P \ 
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L'équation intrinsèque d'une développée de eoniqut 
est doue 

En p arti cul ier, on a 

as \ 

pour la développée d'une hyperbole équilalère, er 

pour la développée d'une parabole. 

10. La méthode précédente est facilement applicables 

à rétudiî de la courbure d'une ligne quelconqu(î. Ou 

généralise, par exemple, les résultats qui précèdent, en 

étudiant les lignes représentées, en coordonnées carté-

siennes, par l'équation 
m m 

2 B)"" = 1 . 

On trouve que la courbure vaiie en raison directe de 
la [ v i — puissance de la distance de l'origine à la 

normale, et de la (tn -h ly^""^ puissancede la distance de 
l'origine à la tangente. Des résultats d'une plus grande 
généralité peuvent être obtenus, en considérant une 
équation cartésienne quelconque, renfermant trois arl)i-
traires. 
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(|IJESTI0\S PROPOSÉES. 

iriSi. lillant donne un quadrilalèrc conri])lel, dont les six som-
mets opposés sont«, b, b ,̂ c, c^, on peut former les quatre 
I r ¡angles 

abiC'i, bcidi, ca-ibi, abc. 

Si l'on prend trois points en lign<; droite 

A, C, les quatre coniques 

( ]>C a ¿>1 Cl ), ( hC b Cl (I, ), ( nCc ai bi ), ( U C abc ) 

passent j)ar un même point Ai ; 

( ex a biCi ), ( C A b c j a i), ( C A c((ibi). ( C A abc ) 

passent par un mènie point Bj ; 

( AI > a ¿ 1 c 1 ), ( A I ) b c 1 a i ), ( A Wcaibi), ( .V B a bc ) 

passent par un même })oint Gp 
Les j)oints A, l>i, Gi sont en li^rie droite; Gi, Ai aussi; 

G, Al , Gi aussi, et les huit eûtes des deux quadrilatères, dont les 
sommets <>j)p()sés sont c/, c(i, b, bi, c, Cj et A, Ai , B, Bi, G, Gi, 
touclient une' même conique. 

(II. ScilIlOETER.) 

iri(Si2. ].cs eouicpies semblablement situées qui ont même 
eer< le directeui' sont inscrites au nuMue carré. Démontrer aussi 
(pie, si deux telK^s coniques se coupcmt cri M, les tangentes au 
))oinl M font des angles égaux aNee un côté du carré. 

( . Genî SE.) 
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m n SUR L'INTÉGRALE £ J\œ)G{œ)dx', 

PAR M. T . -J . S T I E L T J E S . 

L'objet de cette Note est la démonstration de la pro-
position suivante : 

Soit f { x ) une fonction non décroissante entre les 
limites X = a et X = h {ac^b). Alors il est toujours 
possible de déterminer n constcmtes ¿Co, . . 

a < < < . . . < Xn-\ < Xn < h, 

et n i constantes a,, «o, . . ., «/z, qui sont com-
prises respectivement dans les n -t- i intervalles formés 
par les n 1 quantités 

f{a\ f(x,), f { x , \ /{Xn-l), /{X,\ f i b l 

de telle façon q u on ait 

jT f{x)G,^(x)dx 

^ a i j T Qfia{x)dxa^ 

I G2n(x) dx -h aa-^-1 I G2,I{x)dx, 

Cï2/^ étant un poly nôme quelconque en x du degré 
2 n au plus, 

1. La détermination des constantes a^ est évi-
demment un problème déterminé, car les conditions 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VII (Avril 1888). u 
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imposées fournissent 2 / 2 + 1 relations entre ces incon-

nues. Pour les écrire, nous pouvons prendre 

en faisant 
/i = o, I, 2, . . . , 2/¿. 

Il vient ainsi 

b 
i A- 4-1 ) ̂  {x — a f f { x ) d x 1 

— 1 — an){Xn — a 1 -+- 1 (/>> — a 1 

Remplaçons dans cette relation A par A-f- i et retran-
chons les deux équations, après avoir multiplié la pre-
mière par b — a ; on aura 

f [(¿_a)(/.--t-i-) j 

— {/c-+- 'A){x — a)]{x — aY'fix) dx I 

~ — {a^— a^)(b — x^){xi — a ) (A- = o, 1,2 , 2 ^ — 1). 

— (<23 — «2 )( — — « 

— ( — an){ b — -̂/i— a 

Pour simplifier, nous posons 

( 3 ) ( — a/, )( b — X.Ta- — a ) = A/, ( A = i, 2, . . . , / ? ) . 

et nous remarquons que 

Ç[{b - i ) — (A '>:}{x - — a/'/(:?•) dx 
(7; — .r )(.r — /(x)— f(b — x)ix — c/.r. 

Les relations (2) peuvent donc s'écrire 

(b — x){x-'ay^-^^f'{x)dx ] 
> (k— o, 1, 2 , . . 2 n —T 

A, ( .rI — <7 -f- A 2 (.r2 — ... -h A „ ( .r„ — aM' 
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et il est clair par là qu'on aura 

i r ' 
/ {b - X){X - a)fXx)G,n-i{on)dx 

(4) { Ja 

étant un polynôme quelconque en x du de-
gré m — I au plus. On reconnaît maintenant que la 
détermination de Xî , Xg, Xn-, A^, Ao, 

revient à la solution d'un problèMne bien connu. On sait 
que Xi, ' » •'i Xii sont les racines de l'équation 

(5) VrÂx) = . O, 

P,i(.r) étant le dénominateur du degré ii d'une des ré-
duites de la fraction continue 

X — ^ 

Xo 

.r — a2 — , 

Ces racines sont réelles, inégales et comprises dans l'in-
tervalle (a, et nous pouvons supposer 

a<:xi<x2<,..<xn< b. 

On connaît aussi l'expression des constantes A a qui sont 
positives. En posant 

i \ b - z X z - a )/( ^ ) ÎJii^ LzJVy 
^a X — z 

est une des réduites de la fraction continue, et 

l'on a 

' " 

On peut encore se servir de U formule suivante qui 
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n'exige pas la connaissance du numérateur Q,/(jt:), 

, . A )m) X2 . . . 

Les constantes Aŷ , a/̂  qui ligurent dans la fraction con-

tinue et les polynômes se calculent de proche en 

pioche par les relations 

P o - i , 
Pi = a; — ao, 

{ 

I I [h ~z){z~a)/'(z)dz 

(9> f (b-zHz~a)f(z)[PA-(z}y^dz 

f f (b~z)(z - dz 
'Kl 

r' i (b ~ z){z — a}f(z) z[P/,{z}Y dz 

(lO) CÎ,,=Z — ^ = ). 

Ç (b~z){z — a )f( z) [ l^A- )] - dz 
• a 

2. 11 reste à trouver les inconnues a .̂, a^, . . 

On connaît d'abord, parles relations (3) , les diffé-

rences 

^ " > - = ( ï ^ i ^ B f : ^ : ^ ) (A- = 

l^our achever la détermination des «A, il faut recourir 

à l'une des équations ( i) . En choisissant, pour plus de 

simplicité, la première (A = o), on a 

' r ^ 
i / x \ dx ~ {b — a )an-^\ 

j _ _Ai A2 _ _ A,^ ^ 
\ b — X[ b — Xi ' ' b — Xfi 
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Celte équation fera connaître , et l'on ironve ensuite 
tous les ah à Taicle de (i i). 

Des combinaisons et jéductions faciles fournissent, 
du reste, les formules suivantes : 

I (6 -a)\a,-f{a)\ 

{b — 

= - {x-a)f'{x)dx 
d a 

Al A2 Afc 

Au 
Xi — a 

(14) b — Xi b — X2 ' b — x/c ) ( /i = 1, 2, .. ., /I ), 
b 

H- £ (b-x)f'{x)llx 

A/,--+5 A „ 

( i 5 ) 

\ a/,+1—a a/,+2—« 

J /c/ V / b — XI b — x-i b — XN 

I ( 6 _ « ) [ / ( .r/,)-«/,] 

= f \x~a)f\x) 
a 

A, A , 
(16) 

dx 

A,,--, 
b — Xx b — x^ ' b — ¿r/,-1 / ( A = i, 2, .. ., n). 

b 
- f (b-x)/Xx)dx 

Aa-4-1 , , An 
-'Xk 

AA-

Xk—a x/c^i—a 

3. Le problème proposé est ainsi résolu complète-
ment; il nous reste seulement à démontrer que les 
constantes • • - 5 sont comprises respective 
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ment dans les intervalles formés par 

/(«), /(^l). .... f{b}, 

Remarquons d'abord qu'on a évidemment (i i) 

«1 < «2 < «3 < . . . < Ctn < Ctn + l. 

Ensuite nous observons que l'équation qui nous a servi 

de point de départ peut s'écrire 

« i l • rt 

(în désignant par '^(x) une fonction discontinue, non 

décroissante, déiinie de la manière suivante : 

o{x) — «1 pour a < 57 < a:-], 
* 

• o{x) r=r 

(17) 
o{X):=an u Xn-l<X <Xriy 

o{x) = an-^i » Xn<x < b. 

On a, par consécpient, 

r ' 
I \ f{x) — o{x)\x^dx = o ( A- = o, I, 2, . . 2/1). 

• iï 

On en conclut que la différence 

doit changer de signe au moins m fois dans l'inter-
valle (<7, h). 

En elïet, si l'on suppose que le nombre l des change-
ments de signe soit inférieur à 2 7z-+- i , donc 

l'^in^ 

et que ces changements de signe se produisent pour 

.r = Xi. .r = X2 x — 
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il est clair qu'en posant 

G(:R) (O- _ - XS ) . . " X/), 

la fonction 

aurait un signe constant dans l'intervalle (a , h). Or, 
G(a:) étant un polynôme de degré 2/z au plus, on doit 
avoir 

[/(x) — G(^) dx = o, r 
ce qui est impossible. La supposition l ^ i n est donc 
inadmissible et 

doit changer de signe au moins 2// -f- 1 fois dans Tin-

tervalle (a, b). Or, si l'on construit les lignes 

r 

et qu'on se rappelle qnt; f { o c ) est non décroissant, on 

voit immédiatement qu(^ / ne peut pas être supérieur 

a I et qu'on a, par conséquent, / = - h i*, e n -

suite, il est clair qu'on a nécessairement 

( o{b)<f{b), 

z étant une quantité positive suffisamment petite. Or 
ces inégalités expriment précisément la propriété qu'il 
s'agissait de démontrer. 

4. D'après ce qu'on vient de voir, les premiers 

membres des formules (i3), (i4), (i5) et (16) sont posi-

tifs. On peut démontrer aussi directement que les se-
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couds membres sont positifs. C'est là une conséquence 
immédiate des inégalités 

f \x-a)f\x)dx 
a 

A , , A ^ , > 
(i 'j) ' 

b — Xi b — x^ 

^.rk 
j (x~a)/'(x)dx 

< b — Xi b — X2 

f \ b - x ) f ' ( x ) d x 
.b 

( 

< A/. 

h — Xk-i 

b - xj, ] 

A,, 

( 
Xk—a Xk^x — a 

Jl (b — x)f\x)dx 
J'k 

Xn — a 

> A A. 

{k = 1 , 2 , / 1 - 4 - 1 ) , 

(A- = 1, 2, /i); 

{k= 1,2, ...,/i), 

« a Xa— 

(On doit prendre Xo = a, = h clans ces formules). 

On peut les établir de la manière suivante. Soit 

(21) jni,x) = {x — a)f\x)dx. 

ni{x) sera une fonction non décroissante et m{a) = o. 

Délinissons ensuite une seconde fonction discontinue et 

non décroissante, ainsi qu'il suit : 

^{x) — o lorsque a < i x < ^ x i , 

(22) 

Al A2 uL(:r) r=z i h J ^ 
^ b—Xi b~x^i 

)) Xx<X<X<i. 

» x^cix 

Al A«-i 

b — Xi ' b—Xn-i 

\ ^^ ^ ù — Xi b — x„ 
» Xn<X<b. 
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Par une intégration par parties, on trouve 

( • 2 3 ) 
J {b — xy'm{x) dx 

a 

^ J \ b - a)f\x) dx, 

et, d'après la définition même de la fonction [^(.r), on 
trouve 

[ f {b — ix{x) dx 

4) 
= Y^^ - K^ib — ..-hAn{b - XafV 

En faisant attention à la formule (4), on en conclut 

Jl {m{x) — \k{x)\{b — x)^ dx = o ( A = 0 , 1 , 2 , a / i — i ) ; 

a 

d'où il suit que la différence 

doit changer de signe au moins m fois dans l'inter-
valle (a, h). Mais, d'après la nature de la fonction 
¡^(.r), on voit facilement que le nombre des chan^c-

ments de signe doit être exactement égal à 2/2 et qu'on 

a, en outre, 

LX m{xk)< Z) (k = i, n), 

ix{b)<m{b). 

Or ce sont là précisément les inégalités (19). 
Pour démontrer les inégalités (20), nous posons 

(25) n(x)= / (b—x)/'{x)dx 
n 
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lit 

AL A«) A» ^ 
= ^ h . . . H lorsque <2 < a? < ar,, 

Xi—a x^—a Xfi—a ^ 

A2 A„ 
x.2—n XN—a ^ " 

(26j/ 
* 7 

—— » Xn-\<X<^Xn, 
x,i — a 

, v O ) o » Xii<ix <ib. 

Les deux fondions sont non croissantes et 

n{h) = 'J(IJ) = o. 

Ensuite; on trouve facilement 

( 27 ) 

et 

Î u 
{X — ay'n{ x) dx 

I / (x-ay^Hb-x)/'(x)dx 
il 

l ( .{x~aY-^^(x)dx 
(28) J ^̂ a 

On voit par là qu'on a 

r ' j [ Jl (x) — V (.r)] (x — aY' dx = o (k = o, 1, 2, . . . . 2 n — 1 ) ; 

d'où il suit que la différence 

n{x) — X ) 

doit changer de signe au moins VLTI fois dans l'inter-

valle (a, b). Mais, comme tout à l'heure, il est facile de 

voir que le nombre des changements de signe doit être 
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exactement égal à 2/î, et qu on a nécessairement 

v(a)< n(a), 

ce qui équivaut aux inégalités (20). 

s m DEUX C L A S S E S R E M A R O I A B L E S DE L I G N E S P L A N E S ; 
PAR M . E . C E S A R O . 

1. A ous allons étudier les courbes planes douées d'un 
pôle tel, que le deuxième rayon de courbure soit par-
tagé dans un rapport constant avec le rayon vecteur. 
Soient O le pôle, a et j3 ses coordonnées par rapport à la 
tangente et à la normale à la ligne (M), au pointM.On 
sait que les dérivck's de a et [i, par rapport à l'arc de (M), 
son t 

(I 7-

P P 

En coordonnées polaires, ces équations deviennent 
, , I s ino j 

('2) u — COSW, iú — 1 
9 u. 

Supposons que le premier centre de courbure partage 
dans le rapport constant de n — 1 à n -f-1 le segment 
intercepté par OM sur la normale à la développée de (M), 
à partir du deuxième centre de courbure. Cela s'exprime 
en écrivant 

n — i y. 

si l'on observe que la longueur du deuxième rayon de 
courbure est pp̂  Or, en vertu |de (i) et (2), on peut 
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écrire 

(4) 
Cela étaiiL, les égalités (3) et (4) iious donnent 

^ ^ n-hi 

puis, en intégrant, 

( 5 ) = 

pourvu que n soit fini et différent de — i . 

2. L'égalité (5) exprime une remarquable propriété 
de nos lignes. Appelons cercle directeur le cercle de 
rayon R, dont le centre est au pôle. A cause de (5), la 
polaire de M par rapport à ce cercle a pour équation 

OLT ^y = {n -h- i) pp. 

Elle détaclie donc de la normale un segment [n + i)p. 
Conséquemment, le rayon de courbure, en tout point 
M, est proportionnel au segment de normale compris 
entre M et la polaire de ce point, par rapport au cercle 
directeur. Cette propriété nous indique immédiatement, 
parmi toutes les lignes que nous considérons, deux classes 
remarquables, caractérisées par leur cercle directeur. 
Lorsque celui-ci devient une droite, on a les lignes 
dont le rayon de courbure est proportionnel au segment 
de normale, intercepté par une droite fixe. Ces lignes 
ont été étudiées par MM. Mannheim, Ribaucour, Du-
bois Lorsque le cercle directeur se réduit à un point, 
la polaire de M n'est autre que la perpendiculaire à OM, 
élevée par O. On a donc les courbes jouissant de la pro-

(') Nouvelle correspondance mathématique, t. VI, p. i58 et 224. 
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priété suivante : La projection du centre de courbure sur 
le rayon vecteur partage celui-ci dans un rapport con-
stant. Ce sont les courbes appelées spirales sinusoïdes 
par M. Ha ton de la Goupillière ). 

3. Divisons (4) par (5). Il vient 

uu' _ I p' 
u^ ~ K2 ~ TTiT P ' 

d'où 

pourvu que rî, diiïérent de zéro et de — i , soit fini. Puis, 
par substitution dans (5), 

On peut donc écrire, en vertu de (6) et de (7 ), 

n-i-l 

2±i 
n—\ 

Dès lors, l'intégration de (3) nous donne immédiate-
ment 

Telle est Véquation intrinsèque générale de nos lignes. 

( ' ) Nouvelles Annales, 187G. Lisez, au sujet de ces courbes, les ren-

seignements bibliographiques fournis par M M . Bassani et Brocard 

dans le Journal de Battaglini, 1886, et dans les Nouvelles Annales, 
m ê m e année. 
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4. La discussion des égalités (6) et (7) conduit aisé-

ment à quelques remarques intéressantes. En laissant 
de côté le cas d'un pôle situé à l'infini, que Ton exami-
nera à part, on voit que, si Vindice n est différent de 
l'unité, en valeur absolue, la courbe ne peut rencontrer 
sa directrice circulcdre sans injlexion ou rebroussenient. 
Dans tousles cas, la rencontre est nécessairenieni ortho-
gonale, On peut affirmer, en outre, que : i" les courbes 
dont Vindice est inférieur ci — i ne rencontrent pas leur 
directrice; a" les courbes dont Vindice est supérieur à 
Vunité nont pas de rebroussement, mais elles peuvent 
avoir des points d'inflexion, nécessairement distribués 
sur la circonférence directrice; S"" les courbes dont Vin-
dice est, en valeur absolue, une fraction propre, n ont 
pas d'inflexion : elles ne peuvent subir de rebroussement 
ailleurs que sur la dii ectrice. En particulier, les spi-
rales sinusoïdes, dont l'indice est inférieur à — i , ne con-
tiennent pas le pôle. Les spirales, dont l'indice est supé-
rieur h — I, peuvent passer par le pôle, à la condition 
d'y subir un rebroussement ou une inflexion, suivant 
que la valeur absolue de l'indice est ou n'est pas une frac-
tion propre. Dans tous les cas, de telles singularités ne 
peuvent se présenter ailleurs qu'au pôle. 

O. Chaque valeur de l'indice sert à définir une famille 
de courbes, qui renferme toujours une ligne de Ribau-
cour et une spirale sinusoïde. Pour 72= — 2, la défini-
tion même de nos courbes se confond avec la construc-
tion donnée par Maclaurin pour obtenir le deuxième 
centre de courbure d'une conique. La construction de 
Maclaurin nous dit, en outre, que le pôle est ici le 
centre de la courbe. C'est ce qui résulte, d'ailleurs, de 
notre article Sur la courbure des coniques. Ainsi, l'in-
dice — 2 définit la famille des coniques, et l'on peut être 



( «75 ) 
curieux de connaître quels sont, dans cette famille, les 
repre'sentants des deux classes que nous étudions. Dans 
ce but, remarquons d'abord que a s'annule et ^ devient 
égal à l'un des demi-axes, a ou lorsque la normale 
passe par le centre. L'équation (6) devient alors 

a ^ - R 2 a 2 - 4 - c ^ = o , R^ c^ = o, 

d'où l'on déduit 

(9) R2=a2_^¿>2, c^^ab, 

La directrice circulaire d'une conique est donc la cir-
conférence circonscrite au rectangle des tangentes aux 
sommets. C'est le lieu du sommet d'un angle droit cir-
conscrit à la conique. Elle devient une droite, lorsque 
le centre s'éloigne à l'iniini : la conique est alors une 
parabole. Par conséquent, la ligne de llibaucoui\ d'in-
dice — est une parabole. On rencontre encore cette 
courbe hors de la famille des coniques, avec l'indice — \ ^ 
mais alors elle admet le pôle pour foyer. Pour que R soit 
nul, il faut que b = asj— i , d'où il suit que la spirale 
sinusoïde y d'indice — 2, est une hyperbole ¿(juila! ère. 
Sil'on porte dans (8) les i'ésultats(9), enfaisant/¿ = — 2, 
on trouve que Véijualioti intrinsèque des coniques est 

(10) 

m -

6. Une famille bien simple est déiinie par l'indice i . 
L'équa tion ( 7 ) nous di t qu'il s'agit d'une famille de cercles. 
D'après cela, une circonférence de cercle peut toujours 
être considérée comme appartenant à une classe quel-
conque, suivant la position qu'elle occupe par rapport 
au pèle. Soient a la distance de son centré au pôle et b son 
rayon. Nous pouvons prendre, sur la circonférence, un 
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point tel que l'on ait a = a, ^ — b : l'équation (5) nous 
donne alors W — a ^ — b - , La circonférence directrice 
coupe donc orthogonalement la circonférence donnée. 
C'est le seul cas où une pareille rencontre puisse avoir 
lieu sans inflexion ni rebroussement. On peut consi-
dérer une circonférence comme une spirale sinusoïde, 
lorsqu'elle passe par le pôle, et comme une ligne de Ri-
baucour, lorsque le pôle est à l'infini : dans ce cas la 
directrice est un diamètre quelconque de la circonfé-
rence. 

7. Certes, la plus intéressante famille répond à l'in-
dice o. Elle se compose de toutes les courbes jouissant 
de cette curieuse propriété : Le centre de courbure, en 
un point M, est à Vintersection de la normale avec la 
polaire de M, par rapport à un cercle invariable, Nous 
avons rencontré ces courbes dès nos premiers essais de 
géométrie intrinsèque On ne peut leur appliquer la 
formule (6), parce que le choix même de la constante a 
été fait de manière qu'elle cesse d'être arbitraire pour 
/z = o. Pour rétablir la généralité des résultats, il faut 
afl'ecter d'un facteur constant, arbitraire, un membre de 
(6), et l'on trouve alors une équation de la forme 

p2 — '2 hs C, 

qui représente, pour a << — i , une hjpocjcloïde; pour 
a = — I, une cycloïde; pour — i < ¿z < o, une épicj-
cloïde} pour a — o, une développante de cercle ; pour 
^ > o, deux autres familles de lignes, qui se distinguent 
par le signe de Z>'- — ac. Lorsque b- — ac = o, on a une 
spirale logarithmique. Le rayon du cercle directeur, réel 

C) Mathesis, p. 25; 1887, 



( '77 ) 
OU imaginaire, est 

Il est infini pour a=z — i, nul pour è- — ac = o. Donc 
la ligne de Rihaucour d^indice o est une cycloïde, 
La spirale sinusoïde d^indice o est une spirale loga-
rithmique. Il est vrai qu'on rencontre encore une épi-
cycloïde parmi les spirales sinusoïdes : c'est le limaçon 
de Pascal. Mais cette courbe se présente alors avec l'in-
dice et le pôle est au point de rebroussement de la 
courbe. La parabole du second degré et le limaçon de 
Pascal sont les seules courbes susceptibles de deux in-
dices différents. Le cercle et la droite ont une infinité de 
pôles, et appartiennent, par conséquent, à toutes les 
classes-, mais leurs indices sont constamment i et — i . 

8. La circonférence décrite sur le segment de normale, 
compris entre M et la polaire de ce point par rapport à 
la circonférence directrice, doit, par une propriété 
connue, rencontrer ortliogonalement la directrice. Du 
reste, si l'on observe que l'équation du cercle considéré 
est 

on en déduit sans peine le résultat énoncé. Dérivant la 
dernière équation, on obtient 

, n — \ 
9 r — .r. 
^ -H I 

A cause de (3), cette équation est vérifiée par les coor-
données du pôle. Donc, la circonférence considérée 
touche son enveloppe aux extrémités d'une corde con-
tenant le pôle. D'autre part, il suffit de remarquer que 
les tangentes à la circonférence, aux extrémités dont il 
s'agit, sont également inclinées sur la corde, pour pou-
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voir aíTirmer que la circonférence considérée est enve-
loppée par deux courbes inverses. Limitons-nous, par 
exemple, aux cas des lignes cycloïdales et des coniques, 
et signalons le rapprochement inattendu que les proprié-
tés précédentes établissent entre ces deux importantes 
familles. Pour n = o, on trouve que les circonférences 
décrites sur les rayons de courbure dhine ligne eyeloï-
dale, pris comme diamètres, rencontrent orthogonale-
ment le cercle directeur. Elles enveloppent une se-
conde ligne inverse de la ligne donnée. Cette dernière 
propriété a été remarquée par M. Mennesson De 
même, pour n = — 2, nous voyons c]ue les symétriques., 
par rapport aux tangentes, des circonférences décrites 
sur les rayons de courbure d'une conique, pris comme 
diamètres, rencontrent orthogonalement le cercle di-
recteur et enveloppent une inverse de conique. Ajou-
tons que, pour les coniques, le centre de courbure, en 
un poinl M, (istsymétrique, par rapporta M, dupointde 
rencontre de la normale avec la polaire de M, relative-
ment au cercle directeur. C'est encore une analogie avec 
les lignes cycloïdales. 

y. Lignes de Ribaucour. — En faisant tendre c vers 
zéro ou vers l'infini, suivant la valeur de /z, on peut faire 

2n 

en sorte (pie augmente indéfiniment, en même temps 
que R^ mais le rapport de ces quantités sera la quantité 

iinie et déterminée si l'on pose 

'1±} 
/ Q \n-\ 

(') \iatticsis, question iiil ; tNS5. 
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L'equa Lio 11 (8ì devient alors 

( M ) 

Telle est Vécjuation intrinsèque des lignes de Rihau-
cour, 

iO. Il convient de remarquer que l'on peut bien sub-
stituer, pour ces lignes, la directrice à la polaire de M, 
par rapport au cercle directeur. C'est, en eiïet, cette der-
nière droite qui doit intercepter sur la normale un seg-
ment proportionnel à p ; mais il est clair qu'il en est de 
même delà directrice, puisque celle-ci est située à moi-
tié distance entre le point M et la limite de sa polaire. 
Du reste, q étant le segment de normale intercepté par 
la perpendiculaire à OM, située à la distance u — R dti 
M (et qui touche, par conséquent, la circonférence di-
rectrice et tend à se confondre avec elle lorsque R croît 
indéfiniment), on a 

u — R — ¿7 sinto, lim — i. 
n ' 

Par suite, la formule (5) devient 

puis, pour R infini, 
71 -+- I 

ce qui est la définition habituelle des lignes de Ribau-
cour. Remarquons encore que la formule (7) donne, 
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pour R infini, 

//sinoj u .. Rsincu | . p /i-i — i„Tf| — _ _ — lini - hm — a sin eu, 

(l'on 

p = a ( sinw) lim( z/,--R) a (sinto)»-i-i. 

De là on déduit sans peine que : i" les lignes de Ri-
haucour ne peuvent rencontrer leur directrice que sous 
un angle droit, etcì la condition d*y subir une inflexion 
ou un rebroussement, ce qui ne saurait arriver ailleurs 
que sur la directrice; il y a rebroussement y et pas 
d'inflexion, pour les lignes a indice moindre que Vu-
nitéy en valeur absolue : inflexion, et pas de rebrousse-
ment., pour les lignes dont Vindice surpasse l'unité ; 
3" les lignes dont V indice est inférieur ci — i ne ren-
contrent pas la directrice, et/par suite, elles ne souffrent 
jii rebroussement ni inflexion. On vérifie aisément ces 
eireonstanees sur les courbes particulières que nous allons 
obtenir. 

11. INI. Ribaucour a rencontré ces lignes dans ses re-
cherches sur les élassoïdes ( ' ). Pour les valeurs entières 

de ' ildistinguequatre genres \ cycloïdal, circulaire^ 

jyaraholique, caténoïdique. Ces gcjires répondentaux va-

leurs de qui sont, respeclivement, positives et 

paires, positiveset impaires,négatives et paires, négatives 
et impaires. Pour // = 1, nous savons déjà que l'on doit 
avoir un cercle. Pour n ~ o, Téquation (i i) devient 

p'-i -f- .v2 — a- : 

( ' ) Voyez, dans les .}[énioires couronnés de l'Académie de Belgique, 
t. XLIV, VÉtude des dassoïdcs, pnr M . Uibauconr. 
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elle représenle une cycloïde; ce qui devrail elre. Pour 
J i ~ — 3, la même équation devient 

p = a -f- — : 
a 

elle représente une chaînette. Enfin, pour n = — on 
obtient 

do 1 r 

'J \/(Sf-
On sait déjà que celte équation doit représenter une 
parabole. Pour n infini, on obtiendrait l'équation 

a i t -'ÎA 
p -ye'^ e " 

qui représente une chaînette d'égale résistance-, mais on 
se tromperait si l'on croyait que cette courbe appartient 
à la classe des lignes de Ribaucour. Il ne faut pas oublier, 
en eifet, que l'équation (i i) a été obtenue en supposant 
n fini. Il conviendrait d'étudier à part les lignes dont 
l'indice est infini : leur courbure varie comme la dis-
lance du pôle à la tangente. Leur équation intrinsèque 
cesse d'avoir la forme (8) : il s'y introduit, sous le signe 
d'intégration, une fonction logarithmique de p. 

12. Pour == 3 et pour /z ~ — 5 , on obtient les 
courbes 

d? 

Il est remarquable que ces équations, par le simple 
changement de .v en | ^ et2i, respectivement, deviennent 
les équations de la lemniscate de Bernoulli et de l'hy-
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perbole équilalèrc. Faisons, pour iinir, n — — L ' é q u a -
tion (i i) ne prend pas une iorme très siniplt̂ ^ niais nous 
trouverons, parmi les parallèles à la courbe demandée, 
une courbe connue. Rappelons, d'abord, que les coor-
données intrinsèques, p et .s, d'une parallèle à une courbe 
donnée, sont 

p —A, s — hj^^^, 

h étant la distance des deux courbes. 11 en résulte que. 

est l'ëquation (l'une courJjo, l'cquation des lignes paral-
lèles est 

(12) 

En particulier, les courbes parallèles à celle que nous 
considérons sont représentées par l'équation intrin-
sèque 

- P^P -
v/( A -f- p ) ( a — A — p ) 

Pour h — - > il vient 
2 

p2 452^ __ . 

Cette équation représente une hjpocycloïde ¿1 quatre 
/ ebroussements, engendrée par un point d'une circonfé-

rence, de rayon roulant sans glisser à l'intérieur 

d'une circonférence quadruple. La ligne de Ribaucour 
d'indice — \ est donc parallèle à une certaine bjpocj-
cloïde. 

13. Spirales sinusoïdes. — 11 suffit de faire R = o, 
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dans (8), pour di\o\r Y équation intrinsèque des spirales 
sinusoides : 

On peut établir direeteineut les propriétés de ces li-
gnes, en partant de la propriété fondamentale, qui se 
traduit par Tégalité 

([4 ) - f -1) p sin w. 

Soit 0 l'angle du rayon vecteur avec une direction lixe, 
de sorte que 

/ . A-

A cause de (i4)î formules (2) et (i j ) deviennent 

n i , , . 1 1 
(1(3) w == , iy = ; 

/ i -+• i p n -h i p 

d'où, par comparaison, on déduit 

(17) tu = Tlô, 

pourvu qu'on choisisse convenablement la direction fixe. 
La propriété (17) justifie la dénomination de lignes à 
inflexion proportionnelle, employéepar M. Laquière(^). 

14. Si l'on divise par (i4) la première des équations 
(2), en tenant compte de (16), on obtient 

u' tu' 
— = — COttu, 
u n 

d'où 

(18) a'̂ sintu. 

(> ) Nouvelles Annales, i883. 
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L'équation polaire des spirales sinusoïdes est donc, à 
cause de (17), 

it'i = a« sin/iO. 

En vertu de (i8), l'équation (i4) donne 
I a" 

(19) P -

(•20) 

n -4- I W^-1 

De même, la première des équations (2) donne, par 
intégration, 

/
a" d(i 

Enfin, l'élimination de u nous reconduit à l'équation 
( i3), abstraction faite delà valeur du paramètre a. 

15. Si Jl — o, la première des équations (16) prouve 
que Ton a une spirale logarithmique, de pôle O. On 
voit de même que, poui' n = i et pour n = — i, on a un 
cercle et une droite. Si 11 — — 2 , l'équation (i3) de-
vient 

et l'on sait qu'elle représente une hyperbole équilatere, 
de centre O. Si /z — — on obtient, au signe près, 

c'est l'équation d'une parabole, dont O est le foyer. 
Pour /z = I, l'équation (i3) devient 

9 p--i- s- •= 

Elle représente un limaçon de Pascal, engendré par 
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le roulement d'une circonférence, de rayon ^ , sur une 

4 
circonférence égale. Pour n= 2, on a 

. = 3 
I 

a / 

C'est l'équation d'une lemniscate de Bernoulli. Enfin, 
pour n — I, on trouve une parallèle aux courbes repré-
sentées par l'équation 

r _ fi 

Si A = - , il vient 
'X 

c'est une épicy cloïde CL deux rebroussements, engendrée 

par le roulement d'une circonférence, de rayon sur 

une circonférence double. La spirale sinusoïde, d'indice 
I, est donc parallèle à une certaine épicycloïde. 

16. Les spirales sinusoïdes se déduisent les unes des 
autres par l'opération qui engendre les podaires. On sait 
que les coordonnées intrinsèques, s et p, de la podaire 
d'une courbe, par rapport à un pôle O, sont 

f 'u ds 
p ' lu — p sinoj 

Dans le cas actuel, ces expressions deviennent 

u^^ du , r du. n - h I -T- I ) / — , u. 

On trouve ensuite, par élimination de une équation 
que l'on peut déduire de (i3) par le changement de n en 

^̂  ^ ^ • Donc, la podaire d\me spirale d'indice n est une 
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spirale fVindice En parliculier, si l'on applique ce 

théorème aux courbes considérées précédemment, on voi t 
que : la podaire d'une spirale logarillimique, par rap-
port au pole, est une spirale logarithmique ^ la podaire 
d'une parabole, par rapport au foyer, est une droite; 

la podaire d'un cercle, par rapport à l'un de ses points, 

(îst un limaçon de Pascal; podaire d'une hyper-

bole équilatère, par rapport au centre, est une lemnis-

cate de Bernoulli -, la podaire d'un limaçon de Pascal, 

par rapport à son point de rebroussement, est parallèle 

à une épicycloïde à deux rebroussements. Plus généra-

lement, si n est un nombre entier, la spirale d'indice 

est la (fi — i)''"»^ podaire d'un cercle, par rapport à l'un 

de ses points; et la spirale d'indice est la 

daire d'une hyperbole équilatère, par rapport à son 

centre. 

17. Mais il y a une transformation très simple, qui 
permet de déduire l'une de l'autre deux spirales sinu-
soïdes quelconques. Cette transformation, proposée par 
Chasles, a été étudiée par MM. Roberts, Faure, d'O-
cagne La transformation d'indice v fait corres-
pondre, au point dont l'allixeest le point dont Taffixe 
est lié à r: par l'égalité 

Le résultat que nous allons obtenir est d'une extrême 
évidence, si l'on fait attention à l'équation polaire des 
spirales; mais nous voulons, ici, nous servir exclusive-

( ' ) Voyez, dans le Journal de Teixeira, i885, l'cLudc de M, d'O-
cagne Sur une transformation polaire des courbes planes. 
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ment des métiiodes intrinsèques. Les coordonnées du 
transformé de M, par rapport à la tangente et à la nor-
male à (M), en M, sont 

X — Zí cos OJ — cos [ to — ( '' — 1 ) Q ] 1 

y = u sin w — sin [ w — ( v — i ) 0 J. 

Ou en déduit, pour exprimer leurs variations abso-
lues dans le plan. 

On voit donc que l'angle des tangentes aux deux lignes 
est t: — (v — J ) 0, d'où il suit que les tangentes en deux 
points correspondants concourent sur la circonférence 
déterminée par ces points et par le pôle. Elevant au 
carré et ajoutant les égalités (2 i), on trouve, pour expri-
mer l'arc de la transformée, 

av-i — v ju^-^ ds. 

Pour avoii' le rayon de courbure, les mêmes égalités 
donnent, après une nouvelle dérivation, 

V uy p av-ip,^ 
-f- (v — 1) p sinco 

Dans le cas particulier des spirales sinusoïdes, ces for-
mules deviennent, en vertu de (19) et (20), 

, r 

J sjci^'^ — 

u^'^du va 
. ¿¿2/d Ai-f-v 

puis, par élimination de /z, on arrive à la proposition 
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évidente : La transformée rVindice v d'une spirale d^in-
dice n est une spirale d^indice En particulier, la po-

daire d'une spirale d'indice n peut se déduire de cette 

courbe par une transformation d'indice 72 -j- i . 

18. Remarquons que la transformation d'indice — i 
ne diffère pas essentiellement de la transformation par 
rayons vecteurs réciproques. Donc, deux spirales sinu-
soïdes, aux indices égaux et désignés contraires, sont 
deux courbes inverses. Exemples : i'' deux spirales lo-
garitlimiques ; droite et cercle; 3" parabole et lima-
çon de Pascal ; 4" hyperbole équilatère et lemniscatede 
Ikrnoulli. Une autre transformation particulière, re-
marquée par Chasles, est celle d'indice 2. On voit immé-
diatement que la transformée d'une droite est une para-
bole, la transformée d'un cercle est un limaçon de Pas-
cal, etc. Ce dernier théorème, du à Chasles, a été retrouvé 
et précisé par M. d'Ocagne, dans la Note citée. On voit 
encore que, par une transformation d'indice 45 on sau-
rait déduire une parabole d'une hyperbole équilatère, un 
limaçon de Pascal d'une lemniscate de Bernoulli; etc. 
Pour finir, nous remarquerons que toutes ces courbes 
se déduisent aisément du cercle, en prenant comme pôle 
un point de la circonférence, et la tangente en ce point 
comme axe polaire. En effet, toute spirale d'indice n 

dérive du cercle par une transformation d'indice 

19. Les géomètres ont déjà remarqué que les spirales 
sinusoïdes peuvent être parcourues par un mobile, attiré 
vers le pôle en raison inverse de la (2/2 + puis-
sance de la distance, n étant l'indice de la courbe. Soit 

l'intensité de l'accélération totale, de sorte que, v» 
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étant la vitesse, les accélérations tangentielle et centri-
pète soient 

Divisant membre à membre, on a 

d'où 

A H 
HP 

A-

D'après cela, les égalités donnent 

Or, si l'on observe la relation (4)? l'égalité (^S) prend 
la forme 

CM) [-) = 

d'où l'on déduit, en particulier, 

pourvu que diifère de — i . Dès lors, l'égalité (23) 
devient 

ifi 
Sp = — ^ — ? d'où // = (7? -4- j) p sinto : 

/i-f-i 

c'est l'égalité (14)7 suffit pour définir les spirales si-

nusoïdes, d'indice n. 

20. Evidemment, ce ne sont là que des cas fort par-
ticuliers de toutes les trajectoires possibles. Ainsi, en 
nous bornant au cas de 7z = — 2, nous obtenons seule-
ment l'hyperbole équilatère^ mais nous retrouvons toute 
la famille des cojnques si, dans l'intégration de (24), 
nous n'égalons plus à zéro la constant(; arbitraire. 11 
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vient alors, an lien de (25), 

et Ton détermine les valeurs des constantes Ti et c, en 
i'onction des axes de la courbe, en observant que, pour 
a = o, la valeur commune de u et ^ est a ou ¿>. Il en 
résulte 

Conséquemment, 

^ ^ ab 

~ V a^-^-ÎÂ-ir- ' ' ^ - • 

Puis, en vertu de (^3), 

(a^-i- b 

En éliminant ii, nous retrouvons l'équation (lo), qui 
représ(;nte toutes les coniques. On arrive au meme résul-
tat, lorsque /i — — Dans ce cas, le point O n'est plus 
K; centre, mais bien \\n foyer de laconique. On obtient 
d'abord 

_ ^ Ë - . / Z ^ . 
y/̂  a u — // — b^- \ — ^t ' 

puis 

{ ' ) . a u ( \ / laii—U' J 

? ^ ---ah ' = - j Y ^ a u - u ^ - b ^ • 

I^niin, l'élimination de u nous reconduit à l'équation 
intrinsèque (lo), et l'on peut démontrer qu'il n'y a pas 
d'autres valeurs d(; n pour lesquelles ce fait soit possible. 

E R R A T A . 

Mrme Ionio, p. .")() cl .•)'), mcffre lini devant - ia^-i- a^-i-. . ). 
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SUR QUELQIES IXTÉGRAIES REMARQUABLES; 

P A R M . E T I E N N E P O M E Y . 

On lit, dans le Cours d'Analyse de VÉcole Poly-
ieclinicjue., par INI. Cli. Hermite, le passage suivant qui 
termine le Chapitre relatif à l'intégration par parties 
( p . 2 6 0 ) : 

K Tels sont donc jusqu'ici les divers types de fonc-
tions pour lesquels on possède une méthode siire d'inté-
gration sous forme finie explicite. Bien d'autres, nous 
devons le dire, ne rentrent point dans ces méthodes; 
ainsi, par exemple, en [)osant 

u — X sin X -f- f'()s.r, r — sin x — x (-os.r, 

on n'a aucun procédé pour trouver directement 

' X - dx r r x'-dx r 

, / u- //' 
r X- dx u 

,1 v- r ' 
r h dx f( 

J {au hv )- au /m' 

» iSous pourrions encore citer, en désignant loujours 
par a et h des constantes, celt(; intégrale 

/ adx t n n n r 

, f I a ( a X -T̂  h ) I a x | ^ a ( a x - r- b ) ta n ¡j; x 

dont on ne [)eut vériiier la valeur (jue par la diiférentia-
tion. » 

Je nu; propose de démontrei' dans cette j\ot(î ijue le 
[)ro(édé d'intégialion pai* pai lies, joint à l'emploi de 
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substitutions 1res simples, suffit pour obtenir ia valeur 
îles quatre intégrales précédentes. Je désignerai ces in-
tégrales respectivement par A, B, C, D et je négligerai 
d'écrire les constantes arbitraires introduites par l'inté-
gral ion. 

I. La diiïérentiatio7i de l'équation 

11 = X sin̂ r -f- cos 
donne 

X Qo^x dx = du 
et, par suite, 

J COS.7- u- J cos.r \u ! 

ou, en intégrant par parties, 

A = - - ^ . ^ f l j ^ ) . 
iivo>x J u. \cos.r/ 

Or on a 

\vosx/ cos2.r-

d'où, par conséquent. 

^ _ .r p dx X ^ r 
/Acos./- , / cos'-.r if COS./.- ' ' ^̂  ' 

IL De meme on trouve, par un calcul analogue au 
précédent, 

/ sm./' V- J sni.r \ v ' 

= — - ^ - ^ f U ^ ) 

csiii.?' J r \sin.r/ 
X r dx X u 

t>siu./- ' J sin-ĵ  c sin.2:' v 

111. Pour calculer C, posons nu^bv^t, l i en ré-
sulte 

a du — t) dv ~ x{ a cos.r -h b sin .r \ dx = df. 
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et, par suite, 

C _ r bx __ 

J acosx-^bsinx \i / 

ou, en intégrant par parties, 

bx 
{a cosx -h b sin 

. ^ f L r l i 
inx)t J t \a cosxb s\nx/ 

Cette dernière intégrale se réduit aisément à 

f ^ 
/ (a cosx 

bdx 
J {a cosx b sinx)^ 

pour laquelle les méthodes usuelles conduisent à la 

valeur 

a cosx -i- sin a: 

Jl en résulte 

bx cosx 
C= — 

( a cosX b sin x)t a cos ¿r H- ̂  si ii x 
u II 
t au bv 

On démontrerait de même la formule 

ax'^ dx _ V 
au bv f aii-\- bv II 

IV. Enfin, en ce qui concerne l'intégrale D, nous 

l'écrirons d'abord, pour la simplicité des calculs, sous la 

formi; 

/
a cos'^x dx 

[a cosx -h (ax H- b ) sin^?]^ 

Posant alors 

a cosx -4- (ax -i- b) sinx = 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VU ( Avril i88H). i3 
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on a 
{ax b) Qosx dx = dz 

et, par suiU;, 

^^ racosr acosa-
J ax -i- b z^ J ax-h b \z / 

ou, en intégrant par parties, 

r acosx ri -/«COS 
^ ̂  / 7 7T- -^H .7 (ax^ù)z J z \ax b 

La dernière intégrale se réduit aisément à 

r — a dx 
J {ax b 

dont la valeur est 

a X -f- () 
Il en résulte 

„ «cosâ -- i tallita? 
{ax-^b)z ax-\- b a-f-(«a? H-) tang:r 

SUR L ' I N T É G R A T I O N DE L'ÉQUATION D I F F É R E N T I E L L E 
D E S CONIQUES H O M O F O C A L E S ; 

P A R M. E T I E N N E P O M E Y . 

L'é(juation différentielle des coniques, rapportées à 
deux axes de coordonnées rectangulaires et ayant pour 
loyers F et F̂  situés sur O x de part et d'autre de l'origine 
à la distance c de ce point, est 

/ d r y ; > , 
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Pour intégrer cette équation,M. Jordan {Coursd'Ana-

lyse, t. Ilf , p. 4o) la ramène à une équation de Clai-
raut par la substitution x - = u^y' = Mais on peut 
aussi l'intégrer directement parla méthode suivante, qui 
repose sur quelques transformations simples qu'on peut 
lui faire subir, de façon à la ramener à la forme 
du dv = d'où résulte la solution v = const. 

L'équation (i) peut, en effet, s'écrire successivement 

(7,) xy dy^x^ dx dy — y^ dx dy — c^dx dy — xy dx^ = o, 

(3) X dy{y dy -f- x dx) — y dx(y dy -f- x dx) = c^ dx dy, 

( 4 ) (x dy — y dx){y dyX dx) ~ c^dx dy. 

On voit donc que, si l'on pose, pour abréger, 

X dy —y dx = m, y dy-\- x dx = 

c dx — p, c dy = q. 

l'équation (4)peut s'écrire 

m p 
q ~ n 

d'où l'on tire 

( j) ^̂  r=r \/{ 7n g Y^ (p ^ 'hl) 
m — q' p-n — ^^ru—qf-v-^p — nf 

Or on a 

( m -}- q y- -h (p -h n )2 = -h-c)^y'- J ( dx'- -4- dy''- ), 

( m — q {p — /i)-= \{x — dy-), 

p n = {x -i- c) dx y ay, 

p — 11 — {x — c) dx y dy, 

et par suite, d'après ( 5 

{x -r- c) dx y dy {x — c) dx y dy __ 
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Chacune des deux iraclions figurant dans cette équa-

tion est la demi-différentielle de son dénominateur. On 
a donc, en intégrant et désignant par a une constante 
arbitraire, 

\J{x -h f̂: fi^x — c)2 -HJK̂  = 2a, 

équation qui représente toutes les ellipses et hyperboles 
ayant pour foyers les points F et F'. 

SUR m T H E O R E M E G E N E R A L DE C O N V E R G E N C E ; 
P A R M . . I . - L . - W . - V . J I Î N S E N . 

Des recherches que j'ai entreprises en vue d'une géné-
ralisation de la théorie de convergence d'une série à 
termes positifs ont en même temps donné une simplifi-
cation imprévue de la présente théorie. Les critères de 
Cauchy, de Duhamel et Raabe, de Bertrand, etc., peuvent 
dès lors être exposés en quelques lignes comme simples 
corollaires d'un théorème général, comme nous le ver-
rons immédiatement. 

T H É O R Î ^ M E . — La série ci ternies positifs sera 
convergente, si, à partir d'une certaine valeur du 
nombre entier et positif n, 

( l) f f n — an-v-\> 

an étant une fonction positive de n et une constante 
positive. 

De l'inégalité ( i ) en découle une autre 

< - {an U,i — Ctn-^\ Un^x ). 
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d'où il suit 

Un+\ -t- -H . . . H-- < - (ctn U,i — a,i-[-ni Un^m) < " «/t. «/i-

Le théorème est donc démontré. 

En posant <2,̂  = 1, on a le critère de convergence de 

Cauchy 

— I > {Jl ou -iiii- ;> I jx̂  

et le reste de la série à partir du terme Un sera plus petit 
I 

que — . 

Si, au contraire, 

cl'où 

u,i est croissant avec et la série sera divergente. 

En posant an = n.̂  on a le critère de Duhamel 

Un ^ / Un \ ^ 
n M — I > [JL ou Al I > I -f-

Un+\ \ Uii^i j 

et le reste sera plus petit que ^̂ min-

Si, au contraire. 

i ) < 1 , d'où nun<.(n 

nu,i est croissant avec /z, et la série sera divergente. 
Pour an = n logn, n log/i loglog/2, . . . , nous aurons 

les critères de M. Bertrand. 

Étant donnée une série quelconque à termes positifs 
il n'y a aucune difficuhé à démontrer que l'on 

peut toujours trouver un a,i satisfaisant à l'inégalité ( i ) 
et que l'on peut même choisir an d'une telle manière 

q u e ^ ~ soit divergente. Le théorème en question est 
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donc général dans le domaine des séries à termes positifs, 

aussi bien que le suivant : 

T H É O R È M E . — La série à termes positifs ^Un sera 

^d^vergente | ' ^^^ ^ partir d'une certaine valeur de /i, 

Un > ¡J. 

< O 

an et [Jl étant positifs et la série ^ — divergente. 

Dans le second cas, qui seul reste à démontrer, on a 
pour n^n'^ 

UN > A , , ' UN - OU UN > — UN' UN'. C. Q. F . D. 
an 

En général, nous pouvons prendre a,2 -—^̂ ^ . ? si 

/\fi reste fini, tandis que h^ 

grandit sans cesse et infini-
ment avec Jl. 

P R O B L È M E ; 
PAR M. A. AU RI G, 

Élève ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Soient n aiguilles tournant autour du meme axe, dans 
le meme sens, avec des vitesses p fois plus grandes l'une 
que Taiitre. 

Nous voulons détermi ner une position de ces n aiguilles, 
telle qu'il soit possible de les permuter circulairement. 

Adoptons le système de numération de base p ^ la posi-
tion des aiguilles est complètcmentdéterminée j)ar la frac-
tion de circonférence décrite par l'aigiiille qui tourne le 
plus lentement. 
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Considérons la fraction périodique 

où , «2 , . . . , ôm̂  • • •, sont des entiers tous plus petits 
que la base p. 

Je dis que, pour cette position des aiguilles, on pourra 
les permuter circulairement. 

En etfet, la aiguille, par exemple, a décrit un arc 
exprimé en circonférences par 

autrement dit, cette aiguille a fait un nombre entier de 

tours, plus la fraction de circonférence 

o, cc„i, . .a,¿ai a2. . . .a;jaia2.. . . . 

Cette expression montre que l'on pourra permuter cir-
culairement toutes les aiguilles, car elle est indépendante 
de P aiguille que Ton considère. 

Nous aurons donc autant de positions qu'il y a de 

nombres d'au plus n chiffres dans le système de numé-

ration P J soit p". 
En particulier, si â  = a2 = . . . = a/ẑ la fraction de cir-

conférence décrite sera la même pour toutes les aiguilles ; 
autrement dit, elles sont toutes confondues. 

Considérons l'aiguille des heures et celle des minutes 
d'une montre ordinaire : ici /7= 12, et toutes les positions 
données par la fraction 

représentent des positions que l'on peut intervertir ; a et 

¡i sont plus petits que 12 et sont exprimés : a en heures 

et p en 5"̂ . 
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SUR L E S S É R I E S O R D O M É E S S U I V A N T L E S P U I S S A N C E S 
C R O I S S A N T E S D'UNE V A R I A B L E ; 

P A R M . C H . B I E H L E R . 

On sait que, si une série 

( i ) a o - h a i a ? - I - a 2 i p 2 H - . . . H - . . , 

ordonnée suivant les puissances d'une variable x , est 
convergente pour une valeur de x dont le module est R, 
elle est convergente pour toute valeur de x dont le mo-
dule est moindre que R-, elle représente, pour toutes ces 
valeurs de la variable, une fonction continue de x. Cette 
propriété subsiste en conséquence pour toute valeur de 
X représentée par un point du plan situé dans l'intérieur 
d'un cercle d'un certain rayon R', désigné sous le nom 
de cercle de convergence» Si l'on prend les dérivées des 
termes de la série ( i) supposée convergente dans le cercle 
de rayon R', on obtient une nouvelle série 

convergente pour toute valeur de la variable située dans 
l'intérieur de ce cercle. Remarquons, en outre, que, 
pour toutes ces valeurs, les séries formées par les mo-
dules des termes des séries (i) et (2), à savoir 

ao-f- a, + 
a i - h 2 a 2 7' - h 3 « 3 + . . . - h / e a^ï H - . . . , 

où ajj, désigne le module de â ^ sont convergentes. 
Nous allons donner, dans ce qui suit, une démonstra-

tion simple d'une propriété connue, mais importante, de 
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ces séries, à savoir : Ja série (2) représente une fonction 
qui est la dérivée de la fonction représentée par la pre-
mière, pour toute valeur de la variable située dans Tin-
térieur du cercle de convergence. 

Soit 

F ( ¿ F ) = « o - h - t - « 2 3 7 2 - h a , ¿ a : « , 

et soit le polynôme de degré 

soit R/^(cr) la somme de tous les termes qui suivent le 

(n -f- dans la série (i). 

On aura 

en désignant par x -t- A une valeur de la variable repré-
sentée également par un point situé dans l'intérieur du 
cercle de convergence, on aura aussi 

à ) = 4 - k ) - i - k ) ; 

d'où 
/i) — F(x) 

= ^ k ) - Fn(x) -h k) -
et 

h 

" h ' /i ' 

lorsque h tend vers zéro, —^ ^ ^̂ — a pour li-

mite la dérivée du polynôme Fn{x)j soit F^^(x), 

Considérons la seconde partie, —̂ ^ j ; on 



( 202 ) 

peut écrire 

= \(x h)̂ -̂ ^ — -1- [(CC H- h)̂ -̂ ^ — r̂'î+S] -I- . . . , 

car + A) et sont des séries convergentes. 
Mais 

(37+ — = h[(x + (x -h . .-Ha;«], 

et de même pour les autres termes ; on pourra donc poser 

- Rn(^) = h), 

où h) est une fonction entière. 
Nous allons clierclier une limite du module de la fonc-

tion 7¿). Soit p le plus grand des modules des 
quantités x h et x , on aura 

mocl [{x -i- /z )« -h (x -h h Y'-'^ x-h. . X" ] < ( p« ; 

par suite, 

moil /i ) < (n 

La série 

a j - h 2 a 2 p - H 3 a . 2 p 2 - r - . . . - i - p « - i - i - — p ' ' - ^ ^ - r - . . . 

étant convergente, on peut trouver une valeur de n finie, 
telle que 

( Tl-H I ) OLn-̂ i p« 4- ( 71 4- 2 ) OLn+2 -+-... 

soit inférieur à un nombre donné e; par suite, en dé-
signant par Sfi mie quantité aussi petite que Ton voudra, 
on aura pour toute valeur de h satisfaisant à la condition 
que X H- h soit dans l'intérieur du cercle de convergence, 

h~ 

D'autre part, on peut trouver une valeur de h assez 



petite pour que 

h 

ne diffère de que d'une quantité aussi petite 

qu on voudra ; — ^^ pourra donc s ecrire 

Mais la série 

Fi(^) = ai-4- la^x -h . na ^x^^-"^ . .. 

est convergente; on peut donc prendre n assez grand 

pour que F^ (x) ne diffère de F^^(x) que d'une quantité 

aussi petite que Ton voudra, 

par suite, 

h ~ ' 1 (ẑ ) + n̂ — r̂ n -T-

Lorsque h tend vers zéro, le premier membre a pour li-
mite la dérivée de la fonction F ( x ) . On voit que cette 
limite existe et est F ( x ) . Il ne saurait y avoir en effet de 
différence entre cette limite e t F j {x) ; car, si Ton supposait 
qu'il en existe une finie, quelque petite qu'on la suppose, 
ce qui précède montre qu'on peut trouver un nombre/z, 

tel que Ja diilereiice entre —̂  ^ soit plus pe-

tite que la différence assignée; la fonction F ( x ) a donc 

bien pour dérivée F4(x) . 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

Extrait d^une Lettre de M. Halphen et M, Rouché. — Voici 
des résultats bien curieux, qui me paraissent pouvoir être mis 
dans vos Nouvelles Annales, sous la forme que vous voudrez, 
comme problèmes, par exemple. 

Il s'agit des polynômes A« qui se déduisent les uns des autres 
par la loi 

A „ = 2 A«_2 — ( 271 — 1 ) ,, 

et qui fournissent la solution de l'équation de Riccati 

d^y 
nin -f- i) 

y dx^' 

par la formule 

Ce sont 

= —I, 

A 2 = 3, As = .'273—6572 4 - 1 — i5, 

Soient a, ¿>,... les racines de A«. 
1° Le discriminant a la valeur suivante : 

11 (a — 6)2 = ( - - 32«-3. 52^ -̂5. 72;t-7 . .. ( 2 — 3 (2 /I — 1 ). 

2'' La fonction symétrique II (a -i- 6) s'exprime ainsi : 

r i(aH- = 3. 52. 7 3 . . . (271 — 3 ) « - 2 ( 2 / I — 

3® \ n a une seule racine réelle ou n'en a point, suivant la 
parité de n. 

J'en passe et des meilleurs, etc. 
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B I B L I O G R A P H I E . 

Couns D ' A S T R O N O M I E P R A T I Q U E : application à la Géo-
graphie et à la Navigation; par M. E. Caspari, ingénieur 
hydrographe de la marine. F® Partie : Coordonnées 
vraies et apparentes. Théorie des instruments, Paris, 
Gauthier-Villars et Fils, 1888. 

L'imprimerie de MM. Gauthier-Villars est vraiment dans une 
période heureuse; elle nous a donné, dans un laps de temps 
fort restreint, la Thermodynamique de M. Bertrand, la Théo-
rie des surfaces de M. Darboux, le Cours d^Analyse de 
M. Jordan, les Fonctions elliptiques de M. Halphen, . . . , c'est-
à-dire une série d'Ouvrages qui font époque et dont tout mathé-
maticien voudra orner sa bibliothèque. 

Ce n'est pas assurément le Livre de M. Gaspari qui rompra 
la veine ; quoique s'adressant à un public un peu plus particulier, 
ce nouvel Ouvrage nous semble appelé à un succès rapide et, 
disons-le bien vite et très haut, fort justement acquis. 

L'un des mérites de M. Caspari est d'avoir su se borner: son 
sujet est nettement circonscrit; il s'agit, comme le sous-titre 
du livre l'indique, non d'un traité complet d'Astronomie pra-
tique, mais de l'application de l'Astronomie à la Géographie et 
à la Navigation. Ce que l'auteur se propose, c'est de fournir 
aux voyageurs, aux marins comme aux explorateurs des conti-
nents, les moyens les plus commodes et les plus sûrs pour fixer 
leur position sur notre globe et pour y tracer leur route. 

Certes il serait malaisé d'inventer beaucoup sur des ques-
tions abordées déjà par Ulysse et par les Phéniciens et si diver-
sement résolues depuis Copernic et Tycho Brahé. Mais, si le 
sujet n'est pas neuf, il a peut-être plus qu'un autre besoin 
d'être rajeuni. Il y a, sans nul doute, une place à prendre à côté 
du charmant volume de M. Faye, que les gens du métier trou-
vent trop exclusivement théorique. Nous ne voulons pas dire, 
on le pense bien, qu'il faut se priver des ressources de la Géo-
métrie et de TAnalyse; à notre sens, au contraire, le praticien 
digne de ce nom doit posséder parfaitement toutes les connais-
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sances propres à faciliter sa besogne et il doit manier le calcul 
et les formules avec la même dextérité que le théodolite ou le 
sextant. Le véritable objectif est une étude approfondie des 
instruments et des méthodes, une critique sévère qui montre 
rétendue et les limites de leur emploi, et qui apprenne à en 
tirer le meilleur parti dans les circonstances si diverses où 
l'observateur peut être placé. 

L'examen attentif du livre de M. Caspari permet d'affirmer, 
à en juger par ce premier Volume, que l'auteur a rempli ce pro-
gramme avec autant de conscience que de talent. 

C'est la théorie des instruments qui nous a le plus séduit. 
Un Chapitre est consacré aux instruments pour la mesure des 
angles, lunette astronomique, cercles divisés, cercle méridien, 
théodolite, instruments à réflexion. Un autre est relatif aux 
chronomètres et contient le résumé des travaux de MM. Phil-
lips, Lieussou, Daussy, Vineendon, Mouchez, Villarceau, etc. 
On trouve dans ces deux Chapitres, outre une exposition claire 
et précise, des remarques intéressantes, des détails ingénieux 
qui révèlent, chez l'auteur, la double expérience des voyages 
et de l'enseignement. Non seulement M. Caspari connaît à fond 
tous les secrets du métier, mais il les dévoile avec l'art et la 
mesure d'un professeur qui sait instruire sans fatiguer. Cette 
partie, qui forme les deux derniers tiers du Volume, sera certai-
nement fort appréciée, aussi bien par les personnes compétentes 
que par les lecteurs qui n'auraient aucune connaissance anté-
rieure du sujet. 

La première Partie du Volume n'est en quelque sorte qu'une 
introduction à la Science des voyages. On y passe en revue : 
d'abord la Trigonométrie sphérique, les développements en 
série, les formules d'interpolation; puis, les divers systèmes de 
coordonnées célestes, leur transformation, la mesure du temps, 
la variation des plans fondamentaux, l'aberration, l'usage de 
la Connaissance des Temps et des Catalogues d'étoiles; enfin, 
les coordonnées géographiques, les formules relatives à l'ellip-
soïde terrestre, a la parallaxe, à la réfraction et à la dépression 
de l'horizon. C'est un résumé fort simple et bien coordonné 
des notions d'Analyse et d'Astronomie indispensables pour la 
navigation. 

Peut-ctre, dans les développements en série, eût-on pu, sans 
grande peine, sinon sans profit, indiquer l'expression du reste; 
et, dans la méthode des approximations successives, il eût été 
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important d'observer qu'après la substitution d'une valeur ap-
prochée, il faut supprimer les termes de l'ordre supérieur à 
celui que l'on considère. 

Les formules relatives à l'ellipsoïde terrestre pourraient être 
obtenues plus simplement. Ainsi, la relation entre la colati-
tude géographique et la colatitude astronomique s'obtient 
immédiatement en exprimant la dépendance si connue entre 
les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués; et nul 
besoin n'est de transformer cette relation pour développer en 
série la différence des deux colatitudes, puisqu'on a appris 
antérieurement à développer la différence de deux arcs dont 
les tangentes ont un rapport assigné. 

Enfin, nous aurions désiré voir dans ce premier Volume la 
théorie des erreurs, qui, d'après la Préface, ne figurera qu'à la 
fin du second. On eût trouvé, à propos des instruments, mainte 
occasion d'appliquer cette théorie, qui n'exige d'ailleurs qu'une 
bien petite place si l'on se borne, comme M. Gaspari semble 
l'annoncer, à la marche à suivre pour établir les équations de 
condition et pour évaluer la précision d'une observation. Le 
principe de la méthode des moindres carrés résulte en effet 
immédiatement de la loi donnée par Gauss pour la facilité des 
erreurs; et cette loi elle-même, comme Ta récemment indiqué 
M. Bertrand, n'est qu'une conséquence fort simple de ce fait 
que la fonction doit être impaire et qu'on néglige les puissances 
supérieures de l'erreur; cette expression devient par cela 
même proportionnelle au binôme qui forme les deux premiers 
termes du développement de l'exponentielle de Gauss, laquelle 
représente donc, au même degré d'approximation, la fonction 
cherchée. 

M. Caspari ne peut nous savoir mauvais gré de ces quelques 
observations. Si ce sont des ombres, elles sont bien légères et 
uniquement destinées à faire mieux ressortir le fini des détails 
et la belle ordonnance du tableau. E. R. 
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R E M A R Q U E S SUR LA THÉORIE D E S R O U L E T T E S ; 

P A R M . E . G E S A R O . 

1. Nous nous proposons de montrer comment les 
principes fondamentaux de la Géométrie intrinsèque 
conduisent par une voie facile aux résultats, connus, 
de la théorie des roulettes. Certes, ces résultats peuvent 
être obtenus avec plus de simplicité et d'élégance par 
des considérations géométriques ou cinématiques, mais 
celles-ci n'ont pas le caractère d'uniformité analytique 
qui distingue les méthodes intrinsèques et les rend 
extrêmement propres aux recherches de Géométrie infi-
nitésimale. Aussi nous garderons-nous parfois de propo-
ser les nouveaux procédés au point de vue de l'exposition 
didactique, mais nous ne cesserons jamais de les recom-
mander comme constituant une puissante méthode d'in-

2. Considérons d'abord, dans un plan, une ligne (Mi) 
roulant, sans glisser, sur la ligne (Mo). Soit M le point 
de contact des deux lignes, et prenons pour axes (mo-
biles) la tangente et la normale à ces lignes, en M. 
Soient X et j les coordonnées d'un point P, solidaire 
avec (Mi), entraîné par cette ligne dans le mouvement. 
Pour exprimer que P est fixe dans le plan de (Mi), on 
doit écrire 

(,) dx ^ y —Pi ^ 
^ dsi Pi ' dsi Pi 

D ' a u t r e p a r t , les v a r i a t i o n s a b s o l u e s de x et j) , dans 

Ann. de Malhémat.. 3' série, t. Vif. (^iai i888.) i/j 
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le plan fixe, sont données par les équations 

(-y) i i ^ fL^ _ ^zpo^ ^ £:. 

CISQ C/SQ Po ' d s o dso Po 

Du reste, dŝ  ; conséquemment, si l'on pose 
1 I I 

H ~ ii fo' 

les fornniles (2) deviennent, eu vertu de( i ) , 

(3) ox __ y __ ^ 

r/̂ o R 

3. Les égalités (3) , divisées membre à membre, nous 
disent que la normale à (P), en P, passe par M. Elevées 
au carré et additionnées, elles nous donnent le rapport 
de la vitesse de P à celle de M, 

(h u 

U étant la distance i\JP. On a donc 

^ . , r II ds, 

4. iiCS cosinus directeuis de la tangente à (P), en P, 

sont 
. _ J ^ — _ 

K ' u 

rl l'on a, en vertu de (i), 

— r-. iT / z J . V l ) . 
r/si //\7/- Pi / r/si // \ p i / 

J.es iormules générales 

oÂ _ CIA ji. _ di^ A 
^ ' r/.Vi, ~ Po' Ẑ o "" dso ' po 
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deviennent donc 

dso H / ' dso u V R / ' 

Enlevant au carré et ajoutant, il vient, en tenant compte 

de (4), 

p-u u^ 

Les formules (5) et (7) conduisent, par des élimina-
tions convenables, à une relation entre p et .ç, qui est 
réquation intrinsèque de la roulette (P). 

5. Si, dans (7), on égale à zéio le second membre, 
on obtient Téqtiation 

(8) R y = o, 

représentant le lieu des points P, qui marquent des in-
flexions sur les trajectoires correspondantes, à l'instant 
considéré. On parvient ainsi à la notion du cercle des 
inflexions. Le point H, diamétralement opposé à M, 
sur ce cercle, est le centre instantané géométrique du 
second ordre, point de concours des tangentes aux tra-
jectoires, en leurs points d'inflexion. 

6. Lorsque (Mo) est une droite, on a po = cc , R ~ p j, 
et les formules (5), (7) deviennent 

r u d s i I I p , y 
(9) / — - — 

J pt p u u^ 

Ces égalités ont une grande analogie avec les formules 
relatives aux podaires. On sait, en effet, que les coor-
données intrinsèques de la podaire de (M,), par rapport 



( ) 
à P, soiil (loiniées par les équations 

J ?l P̂ '̂ u lû 

Par comparaison avcc (()), on obtient 

I ï I ( I o ) 
u 

La première de ces égalités nous dit que tout arc de 
roulette, à base rectiligne, est égal à l'arc correspondant 
de la podaire de la courbe génératrice, par rapport au 
point décrivant. Ce théorème est dû à Steiner. La se-
conde formule (10) nous dit que, dans le roulement 
de la podaire de (Mi), par rapport à P, sur (P), le 
diamètre du cercle des inflexions est égal à ¿̂. D'ail-
leurs, il est presque évident que, relativement à la po-
daire roulante, les coordonnées de P sont 

: y yiO) = Zl . 

Par substitution dans le second membre de (7), on 

trouve un résultat nul. Conséquemment, si, dans le 

roulement d'une courbe ( sur une droite, un point P, 

fixe dans le plan de (ÎNL), décrit la courbe (P) , la po-

daire de (Mi) par rapport à P, en roulant sur (P), fera 

décrire à P une droite. Ce théorème est dû à M. Ha-

bich(M. 

7. Plus généralement, si p o " nip^^ on a 

/n — i m — i m m -f- Î 

C) Mathesis, p. i^S; i88i>. 
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11 y a donc proportionnalité entre Tare de la roulette 

et celui de sa podaire. En particidier, pour m = — i , 

Par suite, si une courbe roule sur une courbe égale et 

opposée, la trajectoire de tout point du plan de la pre-

mière courbe est semblable à la podaire de cette courbe 

par rapport au point décrivant. Il faut, bien entendu, 

que les deux courbes soient symétriquement placées, à 

l'origine du mouvement, par rapport A la tangente 

commune. Elles resteront alors constamment symé-

triques, et la propriété énoncée devient évidente. 

8. Lorsque le point P n'est plus fixe dans le plan 
de (M| ), il faut connaître avant tout la trajectoire qu'il 
décrit dans le plan mobile et la position qu'il v occupe 
h chaque instant. Il suffit de se donner, dans ce but, le 
rayon de courbure o' de la trajectoire et le rapport h de 
la vitesse de P à celle de M : ces deux quantités peu-
vent être considérées comme des fonctions connues 
de s .̂ Nous nous bornerons à examiner le cas très 
simple où la trajectoire de P, dans le plan mobile, ren-
contre orthogonalement les rayons INIP. Soient M', P̂  
les nouvelles positions de iVI, P, après un mouvement 
infinitésimal, de sorte que 

dsu kds,. 

Les droites MP, M'P' concourent au centre de cour-
bure de la trajectoire de P, dans le plan de (M,) : les 
arcs P F et la projection de MINL sur la perpendicidaiie 
à MP, élevée par M, sont interceptés par les côtés du 
même angle au centre sur deux circonférences, dont les 
rayons sont p' et ii — p'. On en déduit 

/r I i 
( I I ) 

r u-p a 
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9. Cela posé, nous ne pouvons plus nous servir des 

formules (i) qui ont été obtenues en supposant hx = o, 
tandis que, dans le eas aetuel, nous avons 

ox _ ky oy _ kx 

dsi u dsi u 

Par suite, au lieu de (i), 

dx y— Pi ky dy x kx 
(12) — rrr ^ , 1 ; 

dsx Pi u dS\ Pi u 

puis, au lieu de (3 ), 

ox _ y k y oy x kx 

ds^ u dsç^ R u 

A la formule (4) on doit donc substituer 

Entin les expressions de \ et ¡JL restent les mêmes^ 

mais on a, en vertu de ( la) , 

ds^ pi / ds^ u- \u pi J 

puis, les formules (6) deviennent 

- ^ / z _ if ^ /A i h _ z / z _ if . /A 

d'où Ton déduit, en tenant compte de (i3), 

( ,4) 
^ ^ ^ p w U ^ U - k W ) 

C'est la généralisation de la formule (7), qui répond à 

l'hypothèse k = o. 
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10. Si Ton tient compte de (li)? on peut mettre la 

rejation (i4) sous la forme suivante : 

( i 5 ) 
u - p' u — p \ \ y 

C'est \di formule de Savary. Soient C et CMes centres 
de courbure des trajectoires de P dans le plan fixe et 
dans le plan mobile. La formule (i5) nous dit que les 
perpendiculaires à la tangente et à MP, menées par C 
et M respectivement, concourent sur H C , ce qui permet 
de déterminer C, connaissant C^ Si l'on ne veut pas se 
servir du point H, on doit remarquer que les droites CCQ 
et C'Ci concourent sur la perpendiculaire à MP, élevée 
par M(^). 

H . Il est clair qu'une ligne quelconque, fixe dans le 
plan de (M, ), et représentée par l'équation 

(i6) = 

touche son enveloppe aux points qu'elle a en commun 
avec la ligne 

âf ex Ôf oy ^ 

dx dso ôy dso 

En vertu de (3), la dernière égalité devient 

Conséquemment, la ligne considérée touche son en-
veloppe aux pieds des perpendiculaires qu'on lui abaisse 
de M. Cette enveloppe est donc une trajectoire orthogo-
nale des rayons MP, et, par suite, les résultats des trois 
derniers paragraphes lui sont applicables. Conséquem-

(') Voir, dans les Nouvelles Annales, les ihéorèmes de Cincrna-
tiqae de MM. Habich et Dcwuif (1882, p. ^58; i883, p. 297). 
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ment, une fois qu'on aura déterminé, au moyen des 
équations (i6) et (17), les coordonnées x ^ y des points 
de contact, on obtiendra les coordonnées intrinsèques 
de l'enveloppe en appliquant à ces points les formules 
( .3) a ( .5) . 

12. Soit une droite D, fixe dans le plan mobile. Elle 
touche son enveloppe au point P, projection de M. 
A cause de (i i) et de 00 , les formules ( i3) et ( i5) 
donnent 

(.8) 

Nous voyons, par la seconde formule, que le symé-
trique du cercle des inflexions, par rapport à la tangente, 
est le lieu des points de rebroussement que les enve-
loppes des droites du plan mobile présentent à un in-
stant donné : c'est le cercle des rehroiissements, Lorsque 
D vient à toucher son enveloppe en un point de rebrous-
sement, elle contient le symétrique de H par rapport 

à M. 

13. La première formule (18) donne lieu à une re-
marque intéressante. Après un roulement quelconque, 
projetons sur D l'arc de courbe roulante, qui a subi le 
contact de la ligne fixe. Soit l la longueur de cette pro-
jection. Lorsque la ligne fixe est droite, l'arc enveloppé 
par J) est, d'après (18), 

Si la courbe (Mo) est telle que l'on ait, en chaque 
point, p o = '̂«pi? on a aussi, en vertu de (18), 

_ . //c — 1 u dsi 
s — l • 
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Donc 

?ns — {m — I )cj = /. 

Cc tlicorèine est susceptible d'utiles applications; iious 

ne nous y arrêterons pas. 

14. Etudions le roulement d'une conique sur une 

droite. Si l'on pose, pour abréger. 

de sorte que a}cj- -h h-p- — c®, on a ( ' ) 

CL les formules (y) deviennent 

([QÌ r i ' i p d p + <ldq~) I I 

J piip'-^r-) ? " ^p - y ) • 

Dans chaque cas particulier, on exprimera p et q en 

fonction de u et les relations (19) donneront ensuite, 

par élimination de M, l'équation intrinsèque de la rou-

lette cherchée. 

15. On sait que les coordonnées du centre sont 

pqa a 
X — / ^ , y — 

et l'on en déduit 

qa-s/ii^—b-. pb — sj a-— a-. 

( ' ) Voir notre précédent Article Sur deux classes de lignes 
planes. 
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Les équations (19) deviennent 

¿¿2 du 

• " • ' i l 

1 2 ¿,2 
p W 

En partieulier, pour l'hyperbole équilatère, 

s = a- I — - î p = . 

La dernière égalité nous dit que la roulette cherchée 

n'est autre que la ligne de Ribaucour, d'indice 3. Du 

reste, l'élimination de 11 conduit à l'équation intrin-

sèque 
dp 

s = •}. 

/ 

analogue à celle de la lemniscate de Bernoulli. 

16. Les abscisses des foyers sont 

pa{i -f- g ) __ pa{\~q ) 

v/1 -f- -+-/»-

et les ordonnées 

On a donc u — a ( i ± q), et, par suite, 

ztqa — ii — a, zt pb = f a'^ e^{u — a^, 

où e représente rexcentricité. Les formules (19) de-
viennent 

(-zo) s = ab f ^^ 
J (2a — u) — {u — a) 

ï _ i 1 
p ~ a u 
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De la dernière égalité on déduit, presque immédiate-
ment, que ces courbes sont les méridiennes des surfaces 
de révolution à courbure moyenne constante. Ce théo-
rème est dû à Delaunay L'élimination de u entre 
les égalités (20) nous donne 

s^^abC ; 

J ( p — 2 a ) (p — af- — a"' 

d'où, en eifectuant l'intégration, 
sin2 -

, , e s a 
(21) — p = e — cos — h a ' a s 

e — cos -
a 

Telle est l'équation intrinsèque des courbes de De-
launay. Si la conique est une parabole, de paramètre 
2a, on pose a(i — e) = a, et l'on fait tendre e vers 
l'unité, dans (21). 11 vient 

équation d'une chaînette. C'est pourquoi M. Lindelof 
appelle (-) chaînettes toutes les courbes de Delaunay^ 
en distinguant les chaînettes elliptiques des chaînettes 
hyperboliques, suivant la nature de la conique généra-
trice. En tournant autour de leur base, ces roulettes 
engendrent les remarquables surfaces appelées ondu-
loïde^ catenoide, nodoïde par IM. Plateau. 

17. Les parallèles aux courbes de Delaunay sont re-

(') Journal de LiouvUle, p. Sog; I84Î. 
Théorie des surfaces de révolution à courbure moyenne con-

stante ( Mémoires de la Société des Sciences de Finlande, i 8 6 3 ) . 
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présentées par l'équation 

pdp 
• =z ab h ( p -h h)( p -h h — 'la) \/e^{p -h h ay — a^ 

Or, si Toii fait h — ' 2 a , on retrouve l'équation 
(Chaque courbe de Delaunay jouit donc de la propriété 
tVé/j'e parallèle ci une courbe égale. Le cercle, qui est 
évidemuient doué de cette propriété, est, après tout, 
une courbe de Delaunay. Pour h = on trouve que les 
courbes de Delaunay sont parallèles aux courbes repré-
sentées par l'équation intrinsèque 

Chacune de ces lignes est à égale distance de deux 
courbes de Delaunay, engendrées par deux foyers, de 
noms contraires, dedeux coniques égales, roulant sur une 
droite, et se maintenant symétriques par rapport à cette 
droite. Celle-ci rencontre la courbe médiane sur les 
normales communes d'inflexion. La démonstration géo-
métrique de ces propriétés est extrêmement simple. 

18. On sait qu'une ligne cycloïdale est représen • 
par une équation de la forme 

a-p'l H- _ a^b-, 

et que les coordonnées du centre du cercle directeur 
sont 

^ - J l l l V -

de sorte que 
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J.es formules (c)) donnent 

a u- du 

puis, par élimination de 

^ = 3 / 2 1 r 1 
4 / h'i/a'i—b'̂  \1j 
V A ab-̂  n \ L̂  ab̂^ n J 

C'est l'équation d'une conique ayant les axes propor-
tionnels à a et et le paramètre égal au rayon du 
cercle directeur. 

19. Si Ton veut déterminer (Mo) de manière que (P) 
soit une droite, il faut satisfaire à (8) avec les coor-
données de P. Les coordonnées intrinsèques de (Mo) 
seront donc 

(23) 5o — 
U'- • pir 

Supposons, par exemple, que (M^) soit un cercle de 
rayon et que le point P, fixe dans le plan du cercle, 
soit à la distance ae du centre. Il est évident que 

X — — ae sm — i 
a 

y ^a — e COS -
a 

Par substitution dans (28) et élimination de on est 
reconduit à l'équation (21). On parvient ainsi au tliéo-
rème suivant, dû à M. Habich : La courbe sur laquelle 
il faut faire rouler un cercle, pour qu un point de 
son plan décrive une droite, est une courbe de Delau-
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nay ). Celle-ci s'obtient en faisant rouler sur une 
droite une conique concentrique au cercle, et admet-
tant pour foyer le point donné. Cette proposition a été 
déduite, par M. Habich, du théorème démontré au 
iV G : il suffit d'observer, à cet effet, que la podaire 
d'une conique, par rapport à un foyer, est la circonfé-
rence décrite sur le grand axe comme diamètre. 11 est 
presque superflu d'ajouter que la circonférence est en-
veloppée dans son mouvement par deux courbes de 
Delaunay, égales, et que la trajectoire de son centre est 
représentée par l'équation (22). 

20. Rappelons-nous que l'équation 

N -T- I 5 — 

représente une spirale sinusoïde, d'indice n, ou une 
ligne de Rihaucour.^ d'indiix» /z, suivant que l'on attribue 
à m Tune ou l'autre des valeurs 

n 
'1 — 

Cela étant, faisons rouler une spirale sinusoïde sur 
une droite. A cause de la ¡propriété fondamentale des 
spirales sinusoïdes, les coordonnées du pôle satisfont à 
l'égalité 

et, par suite, la seconde équation (9) devient 

n -h I P u. 

') Mathesis, p. io3: T886. 
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Le rayon de courbure de la trajectoire du pôle est donc 
proportionnel au segment de normale compris entre la 
roulette et sa base. Cette propriété caractérise les lignes 
de Ribaucour, dont l'indice v est lié à n par Tégalité 

2 /Z -î-I -, , 71 —\ 
= J a OU V == 

V -h I n /I -f-1 

Conséquemment, si une spirale sinusoïde, dHndice 
roule sur une droite, son pôle décrit une ligne de Ri-
baucour, d'indice ^ | (<). Ce théorème parait du à 

M. O. Bonnet. Pour en faire quelques apj^lications, rap-
pelons quelles sont les principales lignes appartenant 
aux deux classes dont il s'agit ici : 

n. Spirales sinusoïdes. Lignes de Ribaucour. 

^ point point 

- I droite droite 
1 cercle cercle 
o spirale logarithmique cycloïde 

- hyperbole équilatère parabole 
'X lemniscate 

- \ parabole 

2 cardioïde 
- 3 chaînette 

(parallèle à une hypocycloïde ) 

3 (parallèle à une épicycloïde) 

Cela posé, si l'on fait successivement 72 = 1,0, — 
on retrouve les théorèmes connus : i'' si une circonfé-
rence roule sur une droite, chacun de ses points décrit 
une cycloïde ; a"" si une spirale logarithmique roule sur 
une droite, son pôle parcourt une droite; 3® si une pa-
rabole roule sur une droite, son foyer décrit une chaî-

(') Étude sur les élassoïdes, par M. Ribaucour (p. i58). 
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nelle; 4" si une cardioïde roule sur une droite, son 
point d(; rebroussement se meut parallèlement à une 
liypoeyeloïde. 

Clierclions la courbe sur laquelle il faut faire 
rouler une spirale sinusoïde pour que son pôle décrive 
une droite. Il faut satisfaire à (8), et, en même temps, 
l'équation (24) doit être vérifiée. La comparaison donne 

R — (/¿-I-i)pi, d'oii pi = 
i ' 

J)onc, si 

est l'équation de la ligne donnée, celle de la ligne in-
connue sera 

n / » dpo 

Or cette équation représente une ligne de Ribaucour, 
dont l'indice v est lié par l'égalité 

— — — î d'où V in — I. 
V — I n — I 

Conséquemment, la ligne sur lac/uelle il faut faire 
rouler une spirale sinusoïde^ d'indice n^pour que son 
pôle décrive une droite, est une ligne de Ribaucour., 
d'indice in — i. Ajoutons que les deux courbes doivent 
opposer leurs convexités lorsque n est compris entre o 
et — I . On démontrerait, tout aussi facilement, que, 
SI Von renverse la courbe fixe, lepóle décrit une ligne 

de Ribaucour, d'indice 
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22. La première proposition est une conséquence 

évidente du tliéorème de M. Halûeli, démontré au 
n'' 6. 11 suffit de remarquer qu'une spirale d'indice n 
admet pour podaire, par rapport au pôle, une spirale 

d'indice 13'après cela, le théorème du n^ 7 nous 

dit immédiatement que, si une spirale d'indice n roule 
sur une spirale égale, opposée, son pôle décrit une 

spirale d'indice ^̂  ^ ^ • Cette remarque a été déjà faite 

par M. Bassani On démontre aussi que, si une 
ligne de Ribaucour, d^indice TZ, roule sur une ligne 
égale, sa directrice enveloppe une ligne de Ribaucour, 

d* indice —-— 

23. Si une ligne de Ribaucour roule sur une droite, 
sa directrice, qui intercepte sur la normale un segment 

^̂  ^ ' pi, touche son enveloppe au pied de la perpendi-

culaire qu'on lui abaisse de M. Les coordonnées de 

cette projection satisfont donc à la relation 

-Í- I 

Cjui, substituée dans la seconde équation (nS), donne 

/i-f-3 
P — u. 

/ i H - I 

Conséquemment, l'enveloppe est une autre ligne de 
Ribaucour, dont l'indice v est lié à n par l'égalité 

/ I - H 3 J , , /?. — T 
d ou V = • 

V I ^ H - I il -r- 3 

(') Journal de Battaglini; i886. 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VII. (Mai i888.) 
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Ainsi, lorsijuiine ligne de llibaucour, d'indice zz, 
roule sur une droite, sa directrice enveloppe une Iv^ne 

de Ribaucour, d'indice ^ > ( e x e m p l e , pour 

/i = I, o, — 2, — 3, on trouve que : i" lorsqu'une cir-
conférence roule sur une droite, chacun de ses dia-
mètres enveloppe une cycloïde; 2'' lorsqu'une cycloïde 
roule sur une droite, renveloppe de sa hase est parallèle 
à une hypocycloïde ^ 3" lorsqu'une parabole roule sur 
une droite, sa directrice enveloppe une chaînette; 

lorsqu'une chaînette roule sur une droite, sa direc-
trice passe par un point fixe. 

24. Pour généraliser la dernière propriété, cherchons 
la courbe sur laquelle il faut faire rouler une ligne de 
Ribaucour, pour que sa directrice contienne un point 
(ixe. Les coordonnées de la projection de M sur la direc-
trice doivent satisfaire à (^5), et, en même temps, à 
l'équation du cercle des rebroussenients. H résulte de la 
comparaison 

3 

est l'équation de la ligne donnée, celle de la ligne in-
connue sera 

3 r dz 0 

C ) Sur une famille de courbes cycloïdales, par AI. E. Dubois 

(IVouv. Corr. math., p. 159; 18S0). 



( ) 
Or cette équation représente une spirale sinusoïde dont 
l'indice v est lié à n par l'égalité 

Ainsi, la courbe sur laquelle il faut faire rouler une 
ligne de Ribaucour, d'indice /z, pour que sa direc-
trice pivote autour d'un point fixe, est une spirale 

sinusoïde, d'indice ^^ ^ » Pour les valeurs de n. coni-

prises entre — i et — 3 , les deux courbes doivent op-
poser leurs convexités. On démontre en outre que, si 
Von renverse la courbe fixe, la directjice de la courbe 
mobile enveloppe une ligne de Ribaucour, d'indice 

25. On pouvait s'attendre à l'avant-dernier théo-
rème; car, si les courbes génératrices échangent leurs 
rôles, les cercles des inflexions et des rebroussements 
en font autant. Dès lors, le centre H, qui, dans le rou-
lement de (M|) sur (Mo), est le point de concours des 
tangentes aux points d'inflexion, est également, dans ]c 
roulement de (Mo) sur (Mi), le point de concours des 
tangentes aux points de rebroussement. Or, si le point P 
décrit une droite D, lorsque (M, ) roule sur (Mo), il est 
nécessaire queD passe par H, et, par suite, dans le rou-
lement de (Mo) sur (M^), la droite D, passant par H, 
devra pivoter autour du point P. Par exemple, si une 
courbe de Delaunay roule sur un cercle convenablement 
choisi, sa base enveloppe un point. 

26. De même, les théorèmes des n'" 21 et 24 nous 
disent que : lorsqu'une droite roule sur une chaînette, 
un point de son plan décrit une droite-, clans le roule-
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ment inverse, la directrice de la chaînette passe par un 
point fixe; s'' si une cardioïde roule sur une cycloïde, 
convenablement choisie, son point de rebroussement 
parcourt la base de la cycloïde-, dans le roulement in-
verse, la base de la cycloïde enveloppe un point; 3" la 
cour])e sur laquelle il faut faire rouler la seconde po-
daire d'un cercle, par rapport à l'un de ses points, pour 
que ce point décrive une droite, est parallèle à une hy-
pocycloïde; inversement, etc.; 4° si deux paraboles 
égales, qui se touchent aux sommets en opposant leurs 
convexités, roulent l'une sur l'autre, le foyer de chaque 
parabole restera constamment sur la directrice d(? 
l'autre. Ce dernier théorème se déduit aussi de la re-
marque faite au n" 7, et l'on peut même afiirmer plus 
généralement que, dans le roulement d'une conique sur 
une conique égale, les foyers de la conique roulante 
déci ivent des circonférences. 

Plus généralement encore, F' et étant les foyers 
d'une conique roulant sur (Mo), soit F le symétrique 
(Ui V̂ ' par rapport à la tangente commune x'x. Il est clair 
(|ue F est le foyer d'uncî conique égale à la première, 
roulant avec celle-ci sur (Mo). En d'autres termes, les 
deux coniques roulent l'une sur l'autre, de maniènî que 
le point de contact se déplace sur (Mo). L'angle F ^ M J ? 

est égal à chacun des angles FM^r, F'M.r', qui sont donc 
égaux entre eux. Donc M (\st sur Fl '^ De plus, 

F M -F M F - M F ' - F - M F ' R ^ 

En conséquence, les trajectoires (F) et (F^) sont paral-
lèles et leur distance esl égale au grand axe des co-
niques. En particulier, si l'on iixe une des coniques, 
(F') se réduit à un point, ( F ) est une circonférence 
de ravon ><?. 
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27. La dënioiislration géoniélrique des lliëorètnes 

précédents ne présente aucune difficulté. Soient C\ 
et C les centres de courbure de la spirale, roulant sur 
une droite, et de la trajectoire du pôle P. En vertu de la 
construction de Savary, la droite PCi passe par le point 
de rencontre Q des perpendiculaires à la base et à MP, 
menées respectivement par C et M. Soit N la projection 
de C, sur MP. On a, par la définition des spirales si-
nusoïdes, d'indice /z, 

" ^ \M ~ "" MC' 
d'où 

/I V -h I . /I I 
PG n -T-1 /? - i - 1 

ce qui suffit pour définir une ligne de Ribaucour, d'in-
dice V. De meme, si une ligne de Ribaucour roule sur 
une droite, le centre de courbure de l'enveloppe de la 
directrice s'obtient en projetant le point Co, symétrique 
de Ci , par rappoj t à M, sur la perpendiculaire à la di-
rectrice, passant par M. Soient P la projection de M sur 
la directrice, et Q le ])oint où c(;lle-ci rencontre la nor-
male. On a, par définition, 

/¿-T-l _ ^ _ ra 
"" MG. ~ MC/ 

d'où 
Pi \ l /i - f - I V -T- I . n — 1 

l̂ C /i-{-3 2 /¿-H 3* 

On démontrerait de même les autres théorèmes. 
11 faudra observer que, si (M, ) entraîne un point dé-

crivant une droite D, ou une droite D̂  pivotant autour 
d'un point, D et D' contiennent respectivement II ct le 
symétrique de ce point par rapport à M. 
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28. Tous CCS tliéorènies nous indiquent des modes de 
génération pour quelques courbes, dont nous ne con-
naissons, jusqu'à présent, que l'équation intrinsèque. 
Ainsi, dans un précédent article, nous avons rencontré 
les lignes de Ribaucour, aux indices 3 et — 5, respecti-
vement représentées par les équations 

(h n dz 

(jui ont une si grande analogie avec les équations de la 
IcMuniscate et de l'hyperbole équilatère 

Maintenant nous pouvons dire, grâce aux théorèmes 
([ui précèdent, que la première courbe est le lieu du 
centre d'une hyperbole équilatère roulant sur une 
droite. Elle est aussi la courbe sur laquelle doit rouler 
une lemniscate, pour que son point double reste sur 
une droite. C'est encore l'enveloppe de la directrice 
d'une chaînette, roulant à l'extérieur d'une chainette 
égale. De même, la seconde équation représente la 
courbe sur laquelle on doit faire rouler une hyperbole 
équilatère, pour que son centre décrive une droite. In-
versement, lorsque les deux courbes considérées roulent 
respectivement sur une lemniscate et une hyperbole 
équilatère, convenablement choisies, leurs directrices 
pivotent autour de deux points fixes. 
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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIOIIES S P E C I A L E S 
P R O P O S É E Al] C O X C O I R S G É N É R A L DE 1 8 8 8 . 

Soient C la courbe lieu géométrique des sommets des 
angles de grandeur constante circonscrits à une ellipse 
donnée E ei D une droite également donnée : 

1® Démontrer qu'il y a trois coniques tangentes à la 
droite D et touchant en quatre points la courbe C. 
Déterminer la nature de ces trois coniques. 

Soient a , , a ,̂ as, ar, les points oii la droite D ren-
contre la courbe C; par deux de ces points ai, a^, par 
exemple, on fait passer une série de cercles coupant 
la courbe C en deux nouveaux points variables m, m! 
et Von demande de trouver la courbe enveloppe des 
droites mm!. 

S"" On suppose la droite D tangente à Vellipse E et, 
par les points a,, a ,̂ ag, a.,, où cette tangente rencontre 
la courbe C, on mène et Vellipse des tangentes autres 
(pie la tangente D ^ trouver le lieu décrit pai' les som-
mets du quadrilatère formé par ces quatre tangentes, 
quand la droite D roule sur Vellipse E. 

On trouve sans difficulté, pour l'équation de la 
courbe C, 

(G) + 

OÙ k-= ——r—7 a et b étant les axes de l 'ellipse E , et tansf̂ co A ' <j) 

l'angle donné. 
On sait qu'une courbe ayant pour équation 

B 2 = A, 

où A et B sont des polynômes entiers en r et o , peut 
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être considérée comme l'enveloppe des courbes ayant 
pour éijuation 

À 2 „ 2 l i X - f - A = o . 

où A est un paramètre variable. La courbe C peut donc 
être considérée comme l'enveloppe des coniques 

( V ) 

ce qui conduit, en introduisant un paramètre arbitraire, 
à écrire ainsi son équation : 

Sous cette l'orme, on voit que les coniques (Y) sont tan-
gentes h la courbe C en leurs (jucitre points de ren-
contre avec le cercle variable 

- f - y - — ri^- - h - — À = o 

concentrique à l'idlipse E. 

I"' Soit 
u x -r- vy — 1 

l'équation de la droite 1). Formons l'équation du fais-
ceau des droites qui vont de l'origine aux points de ren-
contre de la droite D avec l'une des coniques (V) : 

[ X- 2 A {a- -h ) — \ {ux -i- s^yj-

¿>^ 
et écrivons que ce faisceau est composé d'un rayon 
double : 

(2 ) r . / A - . / k ' 

L'équation précédente détermine les valeurs de 1 pour 
lesquelles la conique (V) correspondante est tangente à 
la droite D; or cette équation est du troisième degré: 
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elle fait donc connaître trois coniques tangentes à cette 
droite et touchant en quatre points la courbe C. 

La nature d'une conique (V) dépendant du signe de 
l'expression 

on est conduit à substituer à A, dans l'équation (2), les 
valeurs 

— cc, o, -, — , -Hoc, 

qui iournissent les résultats suivants : 

Si la droite D coupe l'ellipse E en deux points réels, 
l'expression 1 — a- u - — est négative ; l'équation (2) 
a trois racines réelles et distinctes et les trois coniques 
sont deux ellipses et une hyperbole. Les deux ellipses 
seront réelles si les valeurs de A correspondantes ren-
dent négative l'expression 

et c'est ce qui résulte de ce qu'elles sont racines de l'é-
quation (2) et rendent positives les deux expressions 

»•(r:-M 
Si la droite D est tangente à l'ellipse E, l'expression 

I — a - u - — h-v- est nulle; l'équation (2) a une racine 
nulle et ses deux autres racines sont celles de l'équation 

7-1 -

Cette équation ayant une racine négative, on en con-

clut que c'est la racine positive de lequalion (2) , infé-

rieure à qiii est devenue nulle. 

La droite D devenant extérieure à l'ellipse E, l'expres-
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sion I — a-ii'— ¿-V- devient positive et la racine nulle 
de réquation (2) devient négative. Les trois coniques 
sont toujours deux ellipses réelles et une hyperbole. 

Enfin, si les deux racines négatives se rejoignent, puis 
deviennent imaginaires, les ellipses correspondantes se 
confondent, puis deviennent imaginaires. La troisième 
conique est toujours une hyperbole. 

2̂  Le premier membre de l'équation (i), lorsqu'on y 
remplace \ par une racine de l'équation (2), devient le 
carré parfait d'une certaine fonction linéaire u'x 
de sorte qu'on a identiquement 

Remplaçons, dans Téquation (c) , le paramètre arbi-

traire \ par )/, puis, dans le second membre, substi-

tuons à — "H A" ^ ^ - f - s a valeur tirée 

de cette identité, l'équation de la courbe C deviendra 

I = ( H - — [ X'2 2 X'(A2 H - ¿>2 ) _ X-2 ] [( ^ )2 _ , ] . 

Les points de rencontre de la droite D et de la 
courbe C sont dóneles points de rencontre de la droite!) 
et de la courbe 

— a- — b-— X')2 = {u'x 4- t̂ 'jK)'̂  

qui se compose de deux cercles 

( ;> ) ^ ^ A ^ ^ = 

Un cercle quelconque passant par les points de ren-
contre a, et 7-2 de la droite D et du premier cercle a 
pour équation 

JK- — ÍÍ-— b- — X' — (u'x -4- v'y) — ix(uT i '/ — 0 = 0? 

¡J. désignant un 2>aramètre arbitraire. 
liCS points de rencontre de ce cercle et de la courbe (C)' 
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sont les points de rencontre de ce cercle et de la courbe 

[( i(!X -4- y) -f- (jl( UX H- vy — i)]2 
= {u!x -f- — [X'2-i- ¿̂ 2) _ A:2] [{ux -H v y Y — i l 

ou, en développant, 

\i^{ux vy — I)2-i- 2 i±( ux -i- vy ~ \){u'x v'y ) 

qui se compose des deux droites 

ux -h vy — I = o, 

'^'^{ux -\-vy— 1)4-2 \x{u'X -h v'y) 

La première est la droite D ; la seconde est donc la 

droite mjn\ dont on a immédiatement l'enveloppe 

ou, eu égard à Tidentité (3), 

( V X'2 - 2 + «2 _ ¿2 ) g - I ) = o. 

Cette enveloppe est donc celle des trois coniques ( V ) 

tangentes à la courbe C et à la droite D qui correspond 

à la racine )/ choisie. Si, aux cercles (4) qui passent 

par ai et ao, on substitue les cercles (5) qui passent par 

ag et a^, l'enveloppe des nouvelles droites mm' est la 

meme conique ( V / . 

Les quatre points de rencontre ai, as, ag, â , de la 

droite D et de la courbe C sont susceptibles de trois 

groupements deux à deux, et ces trois groupements cor-

respondent aux trois racines de Féquation (2). 

3® Supposons la droite D tangente à Tellipse E. Les 

points ai , ao, a3, a., s'obtiendront en menant à l'ellipse 

deux tangentes parallèles inclinées dans un sens de 

l'angle oj sur la droite D, et deux autres tangentes pa-

rallèles inclinées du meme angle en sens contraire. Le 

quadrilatère formé par ces quatre tangentes sera un pa-

rallélogramme, et, de deux de ses sommets, on verra Tel-
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I ipse sous un angle 2 0j, des deux autres, sous l'angle 
supplénienlaire. L'écjuation du lieu clierclié est donc 

CH. B. 
t a n ; ; t u 

SOLUTION DE LA O I E S T I O N P R O P O S É E 
AU C O N C O U R S D ' A G R É G A T I O N EN 1 8 8 7 ; 

P A R M . H E N R I F E R V A L , 

Élève à l'École Normale supérieure. 

1" Démontrer que le lieu des points, tels que les tan-
gentes menées de chacun d'eux à une conique S soient 
conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes 
menées à une autre conique S', est une troisième co-
nique ^ cjui passe par les points de contact , 
c', d'des tangentes communes aux deux coniques S et S^ 

2° La conique S étant une ellipse donnée, et la conique 
ï un cercle donné, trouver Véquation de la conique S'. 

3" Démontrer quil existe quatre circonférences de 
cercles réelles passant chacune par deux foyers de la 
conique S et deux foyers de la conique S^ 

Soient a et a' les points de contact de S et S' avec 
l[une de leurs tangentes communes. Démontrer que si 
a' est la projection du centre de la conique S sur la 
tangente commune, les normales à S' aux points 
c', d'se coupent en un point M qui reste fixe, quand S 
varie de façon à passer constamment en a et a'. 

i" Pour axes de coordonnées, nous prendrons les axes 
de S; les équations de S et S' seront 

(S ) — 1 = O, 

( S' ) A u- -f- 2 B r -T < \ v - 1 1 ) u n- '1K V H- F — o. 
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Soit nn point 
ux-^ vy — 1 o; 

les points à l'infini, situés sur les tangentes menées de 

ee point aux deux coniques, satisfont aux relations 

( a2 — ) u- — 2 x y uv ( /v- — ) v^- = o, 

( A - f - 2 D . r - h F . r 2 ) - u 2 ( n - f - Dy - f - E x F xy ) uv 

~ ( C -!- 2Ey H- Fjk2) = o. 

En écrivant que ces poinis forment une division har-
monique, on trouve, pour l'équation dii lieu, 

— 2 xy [B -r-Dy-^Ex-{-¥ xy ] 
= (h — ) (A -4- 2 D ^ F ) + («2 _ ) (C -i- Ey -t- F y'-), 

ou, en réduisant. 

( F ¿>2 _ c ) -H 2 V>xy-\- ( F «2 — A 
- 4 - 2 D ù - x H - 2 E ^ a - y - - A b ^ - ^ C a ^ o . 

Montrons que la conique ÜC passe aux huit points de 
contact des tangentes communes à S et S'. 

Les coordonnées de la tangente à S au point (x , 7 ) 
sont : 

_ X _ y. 

exprimons qu'elles vérifient (S'), et nous obtenons la 

condition 

A . 7 - l U x y C y ^ - i D x ^ 2 E 7 p — ^ 

T2 y2 y2 
Remplaçons, dans cette relation, — par i — P *̂' 

/ -1/2 \ 

I — P̂ ^̂  ir̂  îious retrouvons l'équa-

tion de S; la conique passe donc au point ). 

Elle passe de même aux sept autres points de contact 
des tangentes communes à S et S'. 

De cette propriété, il résulte que le triangle aulopo-
laire de S et S' est conjugué par rapport à 
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Idenlifions X avec le cercle 

X- H- y - - 'X m x •>. n y H - p = o, 

cL nous obtenons les relations 

j> _ o ^ _ ^ _ _ _ A^^-f-C^/^ 
' I i m Jl p ^ 

d'où nous tirons 

~ c'2 ' " ~ p ^ c- a-^ 

/? -f- C^ /> -T- c^ 

et l'équation de Ŝ  est alors 

C') u- b'^ {p — 

2 ma- u H- 2 îib- e -f- p -H -f- ¿>2 _ o. 

D'après ce qui a été dit dans la première Partie, cette 
conique admet pour triangle conjugué le triangle auto-
polaire de S et du cercle donné. 

3® Les quatre cercles que nous devons trouver ont 
pour centres les quatre points d'intersection des axes de S 
avec ceux de S'. 

Soit un cercle contenant les deux foyers imaginaires 
de S, 

(G) . r ^ H - a X ^ r - h c2 — o. 

Pour qu'un point {x^y) soit un foyer de S', il faut que 
les points à l'infini situés sur les tangentes menées de ce 
point à S' soient confondus avec les ombilics, c'est-
à-dire que l'on ait 

( 0 

Vxy Dy ~ o, 

OU 

— X') — i D x i F y — ¥ C'— o. 
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Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au 

centre de S'^ le cercle a pour nouvelle équation 

] E D2 E2 ^ , 1 ) 

et les hyperboles focales (i) deviennent 

i DE 
f pT 

F2 F2 

La combinaison par homogénéité des deux équations (2) 
nous donne l'équation aux axes de (S^), 

(3) 
DE^ , , , /D2 E2 \ . 

L'ax(i de S', qui passe au centre du cercle considéré, 
a pour coefficient angulaire 

E 
F 

D . ' 

l'axe perpendiculaire sera 

F 

Écrivons que cet axe coupe le cercle ( C ) et la seconde 
hyperbole (2) aux mêmes points : nous trouvons la con-
dition 

D2 E2 ^ . 
- -FT:; 
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OU 

( 4 ) 
1 

Celte condition est vérifiée, puisqu'elle exprime que la 
E 

droite — = j j - — est une direction d'axes de l'ellipse S'. 
pH-X 

Aux deux valeurs de X, tirées de l'équation (4), cor-
respondent donc deux cercles passant aux foyers imagi-
naires de S et contenant l'un les foyers réels, Pautre les 
foyers imaginaires de S'. 

Les deux racines de l'équation (4) sont manifestement 
réelles; mais,' pour que les deux cercles correspondants 
soient réels, il faut que leurs rayons soient réels, en 
d'autres termes, que l'on ait 

X - — €-• > O . 

Substituons c et — c dans nous obtenons 

()(e ) = „ + e ( „ + _ + _ 

D \ 2 E 2 -

F ) ^ F ^ 

D\2 Tin ^ 

Ces résultats montrent qu'il y a toujours une racine de 
l'équation (4) comprise entre -f- c et — c, et une autre 
extérieure à -f- c et — c . 

La première racine donne un cercle imaginaire, c'est 
celui qui renferme les quatre foyers imaginaires des 
deux coniques, et l'autre donne un cercle réel. 

On verra de la même façon qu'il y a un troisième 
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cercle passant aux deux foyers réels de S, aux deux 
foyers imaginaires de S', et ce cercle est réel ; un qua-
trième cercle passant aux deux foyers imaginaires de S, 
aux deux foĵ êrs léels de S\ et ce cercle est réel. 

Ainsi, les quatre cercles dont il est parlé dans l'énoncé 
ne sont pas tous réels; il y en a un qui est imaginaire. 

Remarcjae. — La propriété que nous venons de dé-
montrer résulte immédiatement de ce fait que S est un 
cercle. En eifet, puisque les tangentes menées de chaque 
point cyclique à S et S' forment un faisceau harmo-
nique, les deux faisceaux de quatre tangentes issues des 
deux points cycliques sont homographiques, et les points 
d'intersection de leurs droites homologues appartien-
nent à une conique passant aux points cycliques, c'est-
à-dire à un cercle. Comme on peut combiner les droites 
des deux faisceaux de quatre manières diilérentes, il y a 
quatre cercles passant par deux foyers de S et deux foyers 
de S'. 

Les centres de ces quatre cercles étant réels, trois 
d'entre eux, qui contiennent des foyers réels, sont né-
cessairement réels. 

4" Pour démontrer plus commodément la quatrième 
l^artie, au lieu de rapporter S à ses axes, nous prendrons 
la tangente a!a pour axe des x , la normale à S' pour axe 
des J', et nous poserons a!n ~ d, 

La conique S, qui est tangente à a'x au point a et a 
son centre sur a' y e s t déiinie par l'équation 

( S ) ku^ — duv lEv = o, 

et la conique S', tangente en â  k a ' x , a pour équation 

( S ' ) l E ' v -f- o, 

ou, en coordonnées ponctuelles, 

(S ' ) A ' F ' ) j r - — i A ' E ' j r o. 

Ann. de Mathémat., 3' série, t. VIT. (\Ii>i 1888.) iG 
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Eu nous servant des équations tangentielles des deux 

coniques S et S\ comme nous Tavons fait dans la pre-

mière Partie, nous trouvons pour équation de la co-

jiique S 

(AF'-h- FA')jr"^-+-2E(D'-i- — 
-+- '2 EE'dx -h 2(A E'-f- E A ' -i-D'Ed)j = o. 

On voit bien qu'elle passe en a et a!, Pour qu'elle soit 

un cercle, il faut que l'on ait 

i AF'h- F A ' = — 2EE', 

I D'+ F'd = o; 

cette dernière condition exprime que le centre de S' se 

trouve sur la normale en a à la conique S. L'équation 

du cercle (S) devient alors 

AE'^EX'-hD'Ed 
( 1 ) -h y2 _ JK — O-

Ecrivons les équations (S') et comme il suit : 

.r(E'2.r — D'E'r) = —y[( B'^—X' F') y— B'E'x — ¿\' E' ], 

- d ) = - y ( r - ), 

et combinons-les par division, nous obtiendrons une 

conique (H) passant en b', rf', et ne contenant plus le 

point a , 

E ̂ r — D'E'j^ ( D 2_ A/F')y —D'E x — 2Â Ê  

Ëî^ 

Les coeliicients de x- et j - étant égaux et de signes 
contraires dans cette équation, lï est une hyperbole 
équilatère. Les directions asymptotiques sont définies 
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pai' réquatioii 

qui montre (ju'elles sont parallèles aux axes de S'. 

Les normales en c', d̂  concourront en un point M, 

si cette hyperbole équilatère H passe au centre de S^ 

car, sous cette condition, elle peut toujours être identiiiée 

avec une hyperbole aux pieds des normales. Or, les 
E' 

coordonnées du centre de S', d et annulent les 

deux termes du premier membre de (H); il en résulte, 
comme il vient d'être dit, que les normales en //, c\ (P 
se rencontrent en M. 

Pour avoir la position du point M, nous couperons l'hy-
perbole H par la droite Jc = i d , qui est la normale à S' 

au point i/, rfj, symétrique de a' par rapport à 

son centre (̂ î/, l̂ cs l acines de Téquation aux or-

données des points d'intersection ayant pour produit 

A E' , 

les coordonnées du point M sont 2d et On voit 

qu'elles ne dépendent pas du cercle S, maïs seulement 
de la conique donnée S. 

RemcuYjue. — Nous avons vu, par la condition 

que le centre de & se projette sur na au point les 
deux coniques S et S' sont donc, l'une par rapport à 
l'autre, dans les mêmes conditions, et le cercle H est, 
pour S, un cercle de Joachimstahl, comme il l'est pour S'. 

Note. — La m ê m e question a été résolue d'une manière analogue 

par M]\i. Loye et Sentou, par M . le capitaine E. Barisien. el par 

Paul Dauvin, professeur au collège de Beauvais. 
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SOLUTION DE LA QUESTION P R O P O S É E P O U R L'ADMISSION 
A L 'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E EN 1 8 8 7 ( M ; 

PAR M . E . B A R I S I E N . 

I® Soient a et h les coordonnées du point co par rap-
port aux axes O x et Oy, L'équation de la droite AtoB 
est de la forme 

(i) y — b=zm{cc — a). 

Celle de la droite perpendiculaire wCD est 

(•X) y — h^ — ~(cr — a). 

L'équation générale des coniques tangentes aux points 

d'intersection de la droite AB avec le système des deux 

droites O x et O y est de la forme 

[y — b — m(cr — — i^xy — o 

ou, en développant, 

y - - i - m^x'^ — 'i{m -t- )xy -f- '¿{y — 7?ix) ( ma — b) 
- ^ ( m a — ¿>)2 = o. 

Exprimons que cette conique est une parabole : nous 

aurons entre X et ni la relation 

d'où 
X = — im. 

C ) Nouvelles Annales, S'' série, t. VI, p. 325. 
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L'équatioli de la parabole tangente en B et A aux axes 
Ox et Oj est donc en fonction du seul paramètre m, 

(3) {y mx)"^ -i- i{y — mx){ma — b) -h (ma — b)^ = o. 

L'équation de l'axe de cette parabole P est de la forme 

y 4- r?ix -4- ^ = o, 

et celle de la tangente au sommet de la forme 

my — a? - h V = 0 , 

de telle sorte que l'on peut écrire l'équation de la para-
bole de la façon suivante 

(4) {y-\- mx-i- {x)2 = 2p(/?ix — v), 

les quantités [Ji, p, v restant à déterminer par l'identifi-
cation des équations (3) et (4). Cette ideutification 
fournit les trois relations 

¡1 — mp = ma — b, 
lj.m-i-p= — m(ma~b), 
jU2 — 2 pv = ( /?ia — ¿> 

d'où Ton déduit sans difficulté 

jj, = ( ma — b } 

P = -
i7n{ma — b) 

I - I -

_ m{ ma — b) 

I - h m '̂  

L'équation de Taxe de la parabole (3) est donc 

(5 ) r -+- mx -+- ( ma — b ) = o. 
^ ^ ^ 1 - h m ^ 

Quant à la directrice, comme elle est perpendiculaire 
à Taxe et (ju'elle passe par le point O, puisque les tau-
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gcîiliis issues de ce point sont rectangulaires, son équa-

tion est 

( (} ) //ly — ^ = o. 

Kn changeant dans les équations (5) et (6) m en — — ^ 

on obtiendra les équations de l'axe et de la directrice de 

la seconde parabole V . Ces équations sont par suite 

, 1 — //?-
( 7 ) //t y — .r -f- ( //ih -i- a ) — o 

I - r - //t -

pour l'axe, et 

( 8 ) y -f- ¡/f.T — o 

pour la directrice. 

Le lieu du point de concours des droites (5) et 
(6), qui sera évidemment le même que le lieu du point 
de concours de (7) et (8), s'obtiendra en éliminant m 
entre (5) et (6), par exemple. La valeur de m tirée de 
(6) et portée dans (5) conduit à l'équation 

(,,.2 yi yi )(ax — bj). 

C'est une courbe du quatrième degré, fermée, ayant 

\ui poinl triple à l'origine, et pour tangentes en ce point 

les bissectrices de l'angle des axes et la droite 

a 
y= 

o" Pour avoir le lieu du point de concours des axes, 
il faut éliminer m entre les équations (o) et (7). 

Pour cela, résolvons d'abord ces équations par rap-
[)()rt à X et y^ elles deviennent 

' — I / ) 1 ,r -j= -2 fil h -f- <-/ ( i — /n ' ) . 
( i - 1 - ' ^ 

1 ni- . , ^ . 
1 -- - /> { 1 //(- ) — :> /iia . ( i - T- ' ^ 
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On en déduit les relations 

qui montrent que l'on a 

x"- y"-=:.ax ^ hy, 

ce qui indique que le lieu demandé est le cercle décrit 
sur Oo) comme diamètre. 

Il est à remarquer que l'énoncé parle à tort d'un 
second cercle, comme lieu du point de concours des 
axes. 

Déterminons les coordonnées du foyer [)ar cette 
condition qu'il est le pôle de la directrice. 

L'équation de la polaire d'un point ( x , , y^ ) de la pa-
rabole (3) est 

X [ fniyi -H jnxi ) — fn ( /na — (j )J 
-f-jK [yi -H fnxi -+- nia — b] 

{ ma — h ){yx — /?i jt̂  ) -h ( ma — b )- = o. 

identifions cette équation avec l'équation ((>) de la di-

rectrice : nous avons alors 

jKi — mxi -h ma ~ h ~ o. 

m\yi mx^— ma b \ _ mx^ -f- ma — b 

— I ~ m 

Ces deux relations peuvent s'écrire 

jK, — mxi — b — ma, 
— I 

jKi -r- mxi ~ [ma — b ) 
m- -h 1 

d'où l'on déduit 

ni{nia — b ) ma — b 
' ~ m --h i ' > 1 — , 
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Telles sont les coordonnées du foyer de la parabole P. 
On trouverait de même, poui- celles du foyer de la pa-

rabole P', 
a H- mh m{ a-\- mh ) 

Par suite, on a pour la distance D des deux foyers 

D2 )- (Jl - J2 f = - 4 -

ce (jui indiipie que cette distance est constante et égale 
à Oo). 

QUELQUES R E M A R Q U E S G É O M É T R I Q U E S A P R O P O S 
DE LA QUESTION P R É C É D E N T E ; 

L\\II UN A N C I E N E L È V E DE MATHÉMATIQUES S P É C I A L E S . 

Le pied F {fig- i) de la perpendiculaire abaissée de 
O sur AB est le foyer de la parabole P. De même F' est 
le foyer de la parabole P'. Cette construction des foyers 
montre que les foyers F , F̂  des paraholesV P', lorsque 
AB tourne autour de o), appartiennent ci la circonfé-
rence I décrite sur O (o comme diamètre; la distajiceFF' 
de ces foyers est égale ci Ow, c^est-ci-dire constante. 

Prenons les milieux E, E' des segments AB, CD : la 
droite OE est un diamètre de P et OE', un diamètre de 
P'. Les droites OE, OE' sont à angle droit. L'axe de P 
est la parallèle FG à OE et l'axe de P' est la parallèle 
F'G à OE'. On voit tout de suite que les axes des pa-
raboles P, P' sont à angle droit; le point de rencontre 
G de ces axes appartient ¿i la circonférence L 

Les directrices des paraboles passent par le point O, 
qui est le sommet d'angles droits circonscrits à ces 
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courbes. La direclrice de P est OE' perpendiculaire à 
Taxe FG et la directrice de P' est OE perpendiculaire à 
Taxe F 'G. Les points de rencontre des directrices avec 
les axes sont alors les projections H, H' de O sur les axes 
FG, F'G; donc : le lieu des points de rencontre des axes 

Fig. K 

/ 

/ ' 1/ 

/! A 

f < 1 / 1 / ' ' 
o \ \ v/ yk B 

et des directrices est la podaire de O par rapport et l'en-
veloppe des axes de V et de V. 

Occupons-nous de cette enveloppe. L'axe FG et la 
droite FB sont également inclinés sur OJT, de même pour 
F G et F D , 

La courbe enveloppe des axes est donc Tenveloppe de 
droites partant des extrémités de cordes de i , issues de 
co, et qui fout avec O x d e s augles respectivement égaux 
aux augles de ces cordes avec cette droite. 
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Si Ton fait tourner coF d'un certain angle autour de 
oj, la droite FG tourne d'un angle égal. La mesure de ce 
dernier angle est la moitié de l'arc parcouru par G 
diminué de la moitié de l'arc parcouru par F. L angle 
(|ue décrit la corde toF a pour mesure la moitié de l'arc 
j)arcouru par F. En égalant ces deux mesures, on voit que 
Varc parcouru parG est double de l'arc parcouru par F. 

Par suite, V enveloppe des axes des paraboles est une 
hjpocycloïde à trois rebroussements circonscrite à la 
circonférence L 

Lorsque, en vertu du déplacement de l'axe FG, les 
])oints F et G sont venus se confondre en L, Tare GL est 
égal à deux fois l'arc FL 5 de même poui- i/, l'arc GOL' 
csl égal à 2FIV. 

Ilelativement à l'axe F'G, que l'on déplace de façon 
qu(i F' et G viennent se confondre, on a 1/ tel que l'arc 
(jM/est égal à aF'lV' et aussi le point L' tel que l'arc 
G ( o L ' e s t é g a l à 2 F U . 

11 est donc facile de construire les points L, 17,1/qui 
sont, comme nous allons le voir, les points de contact de 
r hypocycloïde avec 1 

Appelons M le point où FG touche son enveloppe et 
dz> l'angle infiniment petit dont tourne toF autour de (o. 
Elevons en M la perpendiculaire à MF^ cette droite ren-
contre en^^ ety ies rayons GI, FI de la circonférence 1. 

L'arc parcouru par G, pour un déplacement infiniment 
petit de FG, est égala Ĝ /̂icp ; de même l'arc parcouru par 
F est égal à F/<i'f. Mais le premier de ces arcs est double 
de l'autre : donc G^ = 2 F/. 

Les triangles ^ M G, /̂ M F étant semblables, on a alors 

On détermine aussi L,L', L en partageant en trois parties égales 
les arcs sous-tendus par les cordes OR. OT perpendiculaires à Occ, 
0 r . 
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aussi MG 2 MF. Cela montre que l'on obtient le point 
M oii FG touche son enveloppe en prolongeant GF de sa 
propre longueur, 

D'kprès cela, lorsque la corde FG devient la tangente 
en L àlle point L est le point de contact de Vhypo-
cjcloïde avecl. De meme pourL' ei lJ', La construction 
cleL,L'',L'' montre facilement que ces points sont les 
sommets d'un triangle équilatéral ( ̂  ). 

Si la droite telle que AB menée par o> fait avec les 
axesnn triangle isoscèle, la perpendiculaire abaissée sur 
cette droite est Taxe de la parabole correspondante. Cet 
axe, bissectrice de l'angle o^oj, est l'une des tangentes 
menées de l'origine à l'hypocycloïde. L'autre bissectrice 
(le l'angle xoy est une autre tangente à cette courbe, i.a 
troisième tangente est la droite symétrique, par rapport 
aux axes, de la droite Oo). 

La perpendiculaire élevée du point O à cette dernière 
droite est tangente en O à la podaire de ce point par 
rapport à riiypocycloïde. Les deux autres tangentes en O 
à cette courbe sont aussi les bissectrices des angles des 
axes. 

Puisque le lieu des points, tels que G, point de ren-
contre des axes FG, F 'G, est la circonférence I, on peut 
dire : la circonférencel est le lieu des sommets d'angles 
droits circonscrits à Vhypocycloïde à trois rebrousse-
nients. 

On peut ajouter, en s'appuyant sur la construction du 
point M, que les cordes de contact de ces angles droits 
ont leurs points milieux sur la circonférence I. 

La tangente en M à l'hypocycloïde rencontre I de fa-

(*) Les points L, L', L" répondent à cette question : déterminer un 
point L tel que la corde w f. et la tangente en^. à 1 soient éga-
lement inclinées sur Ox. 
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œn que FM = GF, et cela cou s ta minent lorsqu'on dé-
place FG^ de là résulte que le centre de courbure de 
l'hypocycloïde ci trois rebroussements s obtient en pro-
longeant gf de sa propre longueur, 

Ou encore, puisque ĝ M est double de M / : ce centre 
de courbure s^obtient en prolongeant M f d e trois jois 
sa longueur. 

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE EN PHILOSOPHIE 

AU CONCOURS GÉNÉRAL DE 188^; 

P A U M . G A S T O N - H E N R I N I E W E N G L O W S K I , 

Élève de Philosophie au lycée Louis-le-Grand 
(classe de M. Lignières). 

Étant donnés un triangle ABC {fig* i) et une droite 
L (jui 11 est pas située dans le plan du triangle, on 

joint aux points B, C un point quelconque 1) de la 
droite L, de manière à former un quadrilatere 
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dont les côtés ne sont pas nécessairement dans un même 
plan : 

I " Démontrer que le quadrilatère qui a pour sommets 
les ndlieux des côtés du quadrilatère DBAC esl un pa-
rallélogramme ; 

/étudier les variations de la surface de ce parai-
lélogJYimme ; 

3° Trouver la position que le point D doit occuper 
sur la droite L pour que le parallélogramme soit un 
rectangle ou un losange ; 

Examiner si le parallélogramme peut devenir un 
carré. 

Soient M, N, P, Q les milieux des côtés; les 
droites MN et P Q étant toutes deux parallèles à BC et 
égales à la moitié de BC, le quadrilatère MJNPQ est un 
parallélogramme. 

Si nous prenons MN pour base, en abaissant PH 
perpendiculaire sur MN, l'expression de la surface sera 

S = MN X P I I . 

La longueur de la droite PH variant seule avec la posi-
tion du point D sur L, les variations de la surface sont 
proportionnelles à celles de PH. Par le point A menons 
la parallèle R à BC, et abaissons DI perpendiculaire 
sur R. Les deux triangles PMH et DAI rectangles en H 
et en L et ayant leurs angles aigus en M et en A égaux 
(côtés parallèles et dirigés dans le même sens) sont sem-
blables et donnent 

P U _ P M _ 2 

D1 " D Â ~ 2 ' 

ce qui montre que les variations de PH, et par suite de 
S, sont proportionnelles aux variations de DI. 

II est facile de voir que la surface S n'a pas de maxi-
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VA\e sera niaxiiiiuni qiiaiid D1 sera perpeiidiculaiie à 

la fois sur et sur 11. Dans le eas où la droite L est pa-

rallèle au plan du triangle ABC, la perpendiculaire 

commune est aussi perpendiculaire au plan du triangle 

ABC. 
Dans le cas où L est parallèle à R, D1 est constant et 

la surface est aussi constante, quelle que soit la position 
du point 1); dans ce cas, le parallélogramme s'allonge 
indéfiniment. 

Eniin, lorsque la droite L se confond avec la droite]!, 
il est facile de voir que les quatre points M, N, P, Q 

sont en ligne droite et S prend alors une valeur nidle 

( / f g . -A). 
11 en est de même quand, la droite L coupant la droite 

îi, le point D prend la position de leur intersection. 
3" Le parallélogramme MNPQ sera un rectangle 

quand il aura un de ses angles droit, PMN par exemple. 
.Mais alors Pli se confondra avec PM, et par suite DI se 
confondra aussi avecDx\. La position du point D sera 
donc donnée par l'intersection de la droite L et du plan 
mené par A [)erpendiculairement cà 11. 

Le parallélogiamine MNPQ sera un losange quand 
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les diagonales DA, BC du quadrilatère primitif seront 
égales. Pour avoir la position du point D, on décrira du 
point A comme centre avec AD = BC une sphère qui 
coupera L en D et D' ou en D, ou ne la coupera pas. 
Selon que le rayon AD ou BC sera supérieur, égal ou 
inférieur à la longueur de la perpendiculaire A K abais-
sée du point A sur L, on aura 2, i ou o solutions. 

Pour que le parallélogramme M J N P Q soit un carré, 
il faut qu'il soit à la fois un losange et un rectangle. 
Le point D devra donc être : 

1" Sur la droite L et sur le plan mené par A perpen-
diculairement à L-, 

2« Être tel que DA BC. 
Sa position sera donc donnée par le point de rencon-

tre de la droite L et du cercle décrit dans le plan mené 
par A perpendiculairement à L, du point A comme 
centre et avec un rayon AD = BC. Selon que la droite 
L coupera, touchera ou ne rencontrera pas le cercle 
AD, il y aura 2, i ou o positions du point D répondant 
à la question. 

CONCOURS GENERAL DE 1887. 

Philosophie. 

1. On donne trois points A, G en ligne droite, le point G 
sur le prolongement de AB. Par les deux points A et B on fait 
passer un cercle quelconque, auquel on mène du point G deux 
tangentes, qui le touchent aux points M et N. On demande le 
lieu du milieu de la corde MN quand on fait varier le rayon du 
cercle qui passe par les points A et B. 

On donne une demi-circonférence décrite sur AB comme 
diamètre. Une perpendiculaire au diamètre AB rencontre ce 
diamètre en G et la demi-circonférence en D; sur celte per-
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pendiculaire, on prend, à partir du point C, dans le sens CD, 
une longueur CE é̂ âle à AG, ct on joint les points D et E 
au j)oinL A ct au point Ĵ . On demande de déterminer la posi-
tion du point G, de façon que le rapport du volume engendré 
par le quadrilatère ADBE, en tournant autour de AB, à la somme 
des volumes de deux sphères, qui ont pour diamètres l'une xVG, 
l'autre GB, soit égal à un nombre donné X. Discuter, 

Seconde. 

1. Dans deux plans parallèles P et Q, on trace deux droi-
tes AB ct GD non parallèles, et on considère le tétraèdre qui 
a pour sommets les extrémités de ces droites. Démontrer que, 
si les droites AB et GD se déplacent dans les plans P et Q en 
conservant une direction et une longueur invariables, le volume 
du tétraèdre demeure constant. 

2. Une [)yramide régulière a pour base un carre; la somme 
de l'apothème de cette pyramide ct du coté de sa base est 
égale à a , enfin sa surface totale est égale à nx"-. Trouver le 
coté de la base, la hauteur ct le volume de cette pyramide. 
Discussion. 

On appliquera les formules au cas où a = 5'" ct m — 4'". 

Troisième. 

1. Soit un quadrilatère ABGD rectangle au point B ct dont 
les trois sommets A, B, G sont invariables; le quatrième som-
met D est assujetti à la seule condition que l'angle BDG soîl 
toujours égal à un angle donné de grandeur a. Pour chacune des 
positions que peut occuper le point D dansle plan du quadrilatère, 
on divise le côté correspondant AD dans un rapport déterminé, 
3 1 » ^ 1. , , . AM 3 
- par exemple, c est-a-dire de telle sorte qu'on ait --pr = - » 
7 M u 7 
ct, sur AM, on construit un triangle équilatéral. On propose 
de trouver le lieu du centre du cercle circonscrit à chacun des 
triangles équilatéraux ainsi obtenus, et de construire. 

2. Galculer, à un demi-centimètre près, le coté d'un carré 
ayant même surface qu'un octogone régulier inscrit dans un 
cercle de 35'" de ravon. 
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SUR LA POTENTIELLE TRIANGULAIRE; 

M. E. GESARO. 

Soient A , , Ao, A3 les sommets d'un triangle, dans 
l'ordre où ils sont rencontrés par un mobile ,̂ qui par-
court le périmètre en laissant le triangle à sa gauche. 
Soient ¡̂ -3 l̂ ŝ coordonnées barycentriques d'un 

point P. Si Xi^Ji sont les coordonnées de A,, par rapporta 
deux axes orthogonaux, issus de P, on a par délinition 

(1) > <j.i.ri=o. 

('2) 

les sommes devant être étendues aux indices i, 3. Le 
double de Taire du triangle étant 

on déduit de (1) et (2) 

/ • _ _ _ ' 

'^'•ij'-.i - '^'-ij-^ — -^'ij'-î -^'ij'l a-' 

représentent donc les rapports des aii'es des 
triangles PAo A3, PA3 A,, P A , A^, à Taire de A, Ao A3. 
Rappelons, enfin, que Télément linéaire, en coordonnées 
barycentriques, estdonnépar la formule 

( ) j ds~ = a-( cot Al r/aj -f- cot Ao ¿¿¡xl -r- cot A3 r/a| ). 

Supposons que les coordonnées barycenti iques de P 
dépendent d'un paramètre n. Lorsque celui-ci varie, le 
point considéré décrit une ligne ( P). Si Ton prend comme 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VU (Juin 1888). 17 
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axes la tangente et la normale à (P), en P, les dérivées 
des coordonnées de A,-, par rapport à l'arc s, sont 

(6) 

Cela posé, remarquons que Pou a 

(7) — o , 

et différenlions les égalités (i) et (2), en tenant compte 
de (6). 11 vient 

(8) ^¡x'^Xi^i, 

( 9 ) 

puis, par une nouvelle dérivation, 

2 f̂ / (10) 

( n ) 

Posons 

11 est évident, à cause de (7), que 

(19.) A = f̂ ', la'i — ia'3 ¡x", = {̂ '3 — iJ.\ ¡il = ¡il — ia'2 iJ.'[. 

Cela étant, les formules (i) et (10) donnent, en ayant 
égard à (8), 

•î̂ l 
i4 

1̂ 3 1̂ 3 

( i3) 
¡̂ 2 — ;J-2 — I-̂ l ¡J-l [̂ 2 — IM ^ 

De même, les égalités (2) et (9) donnent, en ayant 



( ) 
('•i>ar(l à ( 1 I ), o 

„ 4 , ^ = — 
2 ¡J-3 — 2 { ¡-̂  1 — 1 î^ 1 2 — l 

i.es i'orniules (12), (i4)foiit connaitre les mi-

neurs de A : elles nous disent que le réciproque de 
déterminant est, en vertu de (3), 

I 

A A V i pA 

A .roA p-̂  

A ,r,A 

On sait, d'autre part, que le réciproque en question est 

éiial à A-. Donc 

(1:)) 

dlM 
dn 

r/fJL.2 d - [JL o 

dn'^ 
d^ |JL3 

7hï dn-^ 

a - p A — I . 

iNous avons là une relation entre p, n' 5 car, si l'on pose 

il est évident que 

D'autre part, si l'on fait, pour abréger, 

on a, d'après (5), 

(18) 

puis, par substitutions successives dans (16) et ( î5), 

(nj) o ( n ) 
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Ell ouLrt', riiuégratioii de(i8) nous donne 

( 20 ) s — a j {71 ) cl/i. 

L'élimination de n entre (if)) et (20) conduit à l'équa-
tion intrinsèque de (P). 

Lorsque les coordonnées baryeentriques de P sont 
proportionnelles aux puissances des côtés corres-
pondants, la ligne (P) prend le nom de potentielle trian-
gulaire. Cette courbe a été étudiée par MM. Faure, Le-
moine, Brocard, de Longchamps. Nous allons Téttidier 
à notre tour, en établissant par la géométrie intrin-
sèque quelques propriétés connues et beaucoup d'autres 
nouvelles. 

l^^videmment, la courbe dont il s'agit n'a pas de points 
hors du triangle, tant que n est réel. Elle contient tou-
jours le barycentre du triangle, le centre du cercle in-
scrit, le point de Lemoine, les sommets opposés au plus 
grand et au plus petit côté, etc. A ces points corres-
pondent respectivement, pour 7i, les valeurs 0,1 , 2, 00, 
— CO, etc. C'est ce que l'on vériiie sans peine en obser-
vant que, dans le cas actuel, 

_ __ I 
' ~ " ~ ^ V ' ' (. 1 2 a c J — 6 -r- 6 3 

Ci étant la longueur du côté opposé à A,. 
Si Ton pose, pour abréger^ 

a V c f , l o g e , Y I o g 2 c , , 

on a 
/ / ( f I 

r/71 



Par suite, 

d'où 

(2.0 

( ) 

I a log Cl—ß (a log C l — ¡ ^ T 
I a log Co—ß ( a l o g - C 2 — ß 2 _ a Y 
i alog^s—ß ( a l o g C 3 — ß ^ — a Y 

o ( ) — À 

pourvu que l'ou pose 

De uiùine, si 

£1= log'- '̂. 

I I LOG C'I I O G - C L 

À I LOGC.2 LOG-CO 

l0gC3 

S., — loi: 
Cl 

1 

et 

( 25 ) 1 I ̂  CO C, - £3 R 3 " COT A 1, 

la relation (17) douiu* 

(26) 
a-

Cela étant, les i'orniules (19) et (20) deviennent, en 
vertu de (24) et (26), 

(5̂ 7) 

(28) •=z a [Cir.f'ti)" H du 

L'élimination de n entre (27 ) et (28) donnerait l'équa-
tion intrinsèque de la potentielle triangulaire. Si 

la potentielle s'étend dej^uis A3 jusqu'à A^, 
à l'intérieur du triangle, lorsque n varie de — cc à -f- 00. 
Pour voir comment se comporte la courbe aux environs 
de ses extréinités, il suffit de voir ce que devient (27) 
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pour des valeurs de iiidéiiiiinient grandes en valeur 
absolue. On remarquera d'abord que ac;'̂  croît toujours 

à l'infini, asymptoliquement à ou à , suivant 

(jue n est positif ou négatif. La discussion de H, au 
moyeu de (2.5), montre ensuite que le second membre 
de (2'-) tend à prendre une des formes 

ka^ \Cic-J — — — lim 
A a-

suivant que 72 estpositifon négatif, c'est-à-dire suivant 
(pie le point P tend vers ou vers A3. Soient r et Pi les 
valeurs de p en ces points. Si Ci C3, on a, d'après (29), 
r z=r o. Il :=: CC. Si >> Ci C3, OU a /' = CO, Il = O. Il y a 
donc deux classes de triangles, bien distinctes au point 
de vue de leurs potentielles. Ces classes sont nettement 
séparées par les triangles dont les côtés sont en progres-
sion géométrique, et qu'on appelle triangles moyens. En 
effet, pour cl = CiĈ ß, les expressions (29) deviennent 

La'^ Aa-

En outre, dans le cas actuel, 

1 -2 

Par suite, les forniules (3o) donnent, aux signes près. 

Ainsi, dans tout triangle moyen, les courbures de la 
potentielle, aux extiémités du côté moyen, sont propor-
tionnelles aux cubes des côtés opposés. On ])eul encore 
écrire 

//, étant la hauteur issue de A .̂ Gela donne lieu à une 
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constructioii fort, simple. On remarquera que la moyenne 
géométrique des diamètres des cercles osculateurs, aux 
extrémités de côté moyen, est égale à la distance de ce 
côté à Fortliocentre. 

Afin de connaitre la direction de la courbe, en chacun 

de ses points, il convient de reprendre les formules (i4)? 

qui deviennent, en vertu de ( i 5 ) et (i8), 

Dans le cas de la potentielle, ces formules donnent, aux 

signes près, 

^ ^ ZyC^ Z.Cl" Z-^C^" H 

pourvu que l'on ait égard aux formules ( 21 ), (22), (26). 
Si n croît indéfiniment, en valeur absolue, on a, en vertu 
des considérations asymptotiques indiquées précédem-
ment, 

Yi hm ( — ou Yc — hm ( — , 
£3^3 Vil ^ ^iC'i \Ci/ 

suivant que Ji est positif ou négatif. Il en résulte 

y2 = o, en A , ; 

7 2 = 0 , — en A3. 

La potentielle touche donc les côtés extrêmes du tri-

angle aux extrénjités du côté moyen. Elle se dirige paral-

lèlement à ce côté lorsque } I c'est-à-dire d'après 

(3i), pour 

En particulier, pour les triangles moyens, n=:Oy ce 

qui définit le barycentre. 
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Ou doit être curieux de couuaitre la uature de la po-
tentielle daus les triangles moyens. Dans ce but, remar-
quons que l'on a identiquement 

^£l l0gCi=0j d'où Ĉ ji I . 

Par suite, les formules (-21) donnent 

(32) = ï . 

rd le est ré(|uatiou barycentrique de la potentielle. 
Elle devient, pour les triangles moyens, ¡jt.'̂  ™ ui, 5x3. 
C'est une équation homogène, du second degré, qui re-
présente donc une conique. Bien entendu, la courbe doit 
être limitée à Tare intérieur au triangle^ mais nous ver-
rons que l'arc extérieur fait également partie du lieu, à 
la condition d'admettre pour n des valeurs imaginaires, 
convenablement choisies. 

Il V aurait une intéressante traiisformation à étudiei' 
dans le plan. Soit (ji la longueur du segment intercepté 
sur une droite D, a partir d'un poinl Q, parie côté opposé 
à A, . Déterminons Q de manière que 

La droite D se mouvant dans le plan, soit P le point 
où elle touclie son enveloppe. Par rapport à la tangente 
et à la normale à (P), en P, les coordonnées de Q sont 
faciles à calculer ; l'ordonnée est nulle, et l'abscisse est 
donnée par l'équation 

(pii est vériiiée par une seule valeur iinie de .r, à savoir 
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Les quantités p représentent les abscisses ci Vorigine 
(les c(3tés du triangle fixe. Connaissant les coordonnées 
de Q, il serait facile d'étudier, par les méthodes intrin-
sèques, la correspondance des lignes (P) et (Q). Ici nous 
nous bornons à faire observer que la potentielle triangu-
laire coïncide avec sa transformée. En effet, pour que, 
sur I), Q coïncide avec P, il faut que l'on ait 

( ) i l H - î i I l ^ o . 

Pï Pi 
D'ailleurs, 

A - [I-I a- tjLo (i~ U3 

et la dérivation des formules (4) donne, en vertu de (6), 

RT- IJI'I = y2 — KS, ¡J.'.) = K;} — y i , a- ix'.^ = Vi — y2, 

de sorte que 
d , 1 
-7- loiî a/ = — — • 
ds ^ ' ^ Pi 

Conséquemment, l'égalité (33) se change, par intégra-
tion, en (32), pour une valeur convenable de la con-
stante arbitraire. Pour les triangles moyens la relation 
(33) exprime que le segment intercepté par les côtés 
extrêmes, sur toute tangente à la potentielle, est par-
tagé liarmoniquement par le point de contact et par le 
point de rencontre avec le côté moyen. Cette propriété 
est évidente, si l'on rélléchit que la potentielle étant, 
dans le cas actuel, une conique, le côté moyen est la po-
laire du côté opposé. 

La potentielle peut se prolonger au dehors du tri-
angle pour des valeurs imaginaires de n. Changeons n 
en n-\~h\J — i, et voyons ce (ju'il faut pour que les coor-
données a restent réelles. Si /¿et to sont le module et 
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rarguinent de a, ou a, d'après (21), 

étant rarguineiiL de Jl en résulte que (ô  — to 

doit être un multiple de 7:. Soit co,— co = et, par 

suite, 
IJL/-— ( — I c';-, 

c'est-à-dire 

n4) 

_ _ [•«•3 
( — 1 C'f ~ ( — I cï ~ ( — 1 

On peut toujours supposer que tous les nombres îu 
soient pairs, ou qu'un seul d'entre eux soit impair. Dans 

le premier cas, on retombe sur les équations ( 2 1 ) : dans 

le second, on n'a qu'à changer, dans ces équations, le 

signe de [JLV, m^ étant impair. Le point Q , représenté par 

les équations (34), est alors dans une relation simple 

avec le point P, représenté par ( 2 1 ) . Ces points sont sur 

une droite issue de Aŷ  et ils divisent harmoniquement 

le segment de cette droite, intercepté, à partir du sommet, 

par le coté opposé. 11 nous reste à connaître la valeur de 

V. Remarquons, dans ce but, que CD, ne diffère pas de 

A loge/, et, par suite, 

Â-3, = t02— (O3 = (7?l2— ^3)1:, 

Il faut donc, avant tout, que les nombres £ aient entre 

eux des rapports commensurables. Si cela a lieu, on peut 

trouver trois nombres entiers, 7*,, /'o, r^^ premiers entre 

eux, tels que 

et l'on a 
/'l /'o TT 

/fi y—/i( — n f i fffi—niy A i 



( ) 
Un seul des nombres v est pair : c'est i\. Lorsque les 
rapports mutuels des nombres £ sont commensurables, 
il existe entre les côtés du triangle une relation de la 
forme 

( ' 3 5 ) — cr^-^' , ^ 

On a donc v = 2 lorsque et 7 3 sont impairs : v = 1, 
pour r, pair et 7-3 impair : v = 3, pour impair et r̂  
pair. Ainsi, l'indice v est connu, dès que la relation (35) 
est donnée. 

Lors donc que la détermination des nombres r est pos-
sible, la courbe admet des boucles ( Q ) , extérieures au 
triangle, qui se déduisent de la boucle intérieure (P) par 
une transformation bomologique harmonique, dont le 
pôle et l'axe sont respectivement le sommet Av et le côté 
opposé. Evidemment, pour v = 2, on obtient une boucle 
analogue à (P), tournée en sens inverse, et se raccordant 
avec (P) aux extrémités du côté moyen. Les deux boucles 
constituent ainsi une espèce d'ovale, qui devient une el-
lipse pour 7*1 = 7-3. La forme de la courbe est bien diffé-
rente lorsque v est égal à i ou à 3. Soit v = i , pour fixer 
les idées. La droite joignant les milieux de A, A ,̂ A| A3 
rencontre ( P) en un point O, dont le transformé est à l'in-
fini, sur OA, . Cela étant, l'arc OA3 se transforme en un 
arc hyperbolique, qui s'étend à l'infini, asymptotique-
ment à une droite D. Les deux branches se touchent 
en A3, et il y a rebroussement en ce point, sans que la 
courbure y soit nécessairement infinie. De même, l'arc 
OA, donne lieu à une autre branche hyperbolique, se 
raccordant avec (P) en A , , de manière qu'il y a inflexion 
en ce point, sans que la courbure y soit nécessairement 
nulle. Cette seconde branche s'étend aussi à l'iniini, 
asymptotiquement à D. La construction de D esl fort 
aisée. Celte droite est la transformée de la tangente à ( I?), 
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en O : elle rencontre donc celte tangente sur l'axe A3, 
et, d'autre part, elle est parallèle à OA i. 

En résumé, la potenlielle triangulaire afifecte trois 
formes différentes, en relation avec l'égalité (35). Si une 
telle égalité n'a pas lieu, la courbe s'arrête aux extré-
mités du côté moyen. Si l'égalité (35) a lieu, et que les 
n o m b r e s , / ^ soient impairs, la potentiel le est une courbe 
fermée. Eniin, lorsqu'un des nombres /'i, r3 est pair, 
la potenlielle est une courbe ouverte, ayant deux bran-
ches asymptotiques à une même droite, et présentant 
nue in flexion et un rebroussement. Transcendante dans 
le premier cas, la potentielle est algébrique, de degré 
pair ou de degré impair, dans les deux autres cas. 

QIELOIES PROPRIÉTÉS M L'ELLIPSE ( M ; L)ÉMATIO\, 

ÉCART NORMAL; 

P A U m. M A U R I C E I ) ' O G A G \ E , 

ln£;cnieiir des l'onls cl. Chaussées. 

1. Nous avons appelé déviation en un point d'une 
ellipse l'angle que la tangente à l'ellipse en ce point 
i'ait avec la tangente correspondante au cercle prin-
cipal. 

Cet aiiiîle est égal à l'angle que la normale MN fait 

( ' ) Cette étude fait suite à celles que nous avons publiées der-
nièrement et dont voici les titres : 

Étude géométrique sur Vellipse (Revue maritime et colo-
niale, p. 167; octobre 18S6 ). 

•1° Delà déviation dans l'ellipse (Xouv. Ann. de Math., 3'' série, 
t. V, p. 070 el : 1^86). 
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avec le diainetre correspondant OiM̂  du cercle principal 

{fis- 0- _ 
Les variations de cet ansie donnent une indication o 

intéressante sur la nature de l'ellipse considérée. .Nous 

Fis. 1. 

avons fait voir de quelle façon simple elles pouvaient 
être déduites de celles de \anomalie excentrique (M. 
On trouvera plus loin un autre mode de corrélation 
géométrique entre ces deux angles. 

Auparavant nous ferons observer que l'inclinaison de 
la normale sur le diamètre correspondant qui s'accuse 
plus ou moins, suivant que Tellipse considérée est plus 
ou moins diiférente du cercle, mérite aussi d'être envi-
sagée spécialement. Nous appellerons cet angle de la 
normale et du diamètre en un point de l'ellipse Vécart 
normal en ce point. 

Nous développerons plus loin une méthode fort 
simple qui permet de suivre avec la plus grande facilité 
les variations simultanées de la déviation et de Vécart 
normal lorsqu'on fait varier graduellemet Vanomalie 
excentrique. 

Mais nous commencerons par traiter le problème de 

(') Noiw. Anii. de Math,, s é r i e , l . V . p . o S ' J . 
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J écart normal comme nous avons fait du problème de 
la déviation. 

2. Si nous désignons par 

l'anomabe excentrique AOM'; 
0 la déviation OQN^ 
c l'écart normal OMN; 
(0 l'angle polaire AOM^ 

T l'angle MTO de la tangente avec le grand axe; 
V l'angle MlVT de la normale avec le grand axe, 

nous avons, par la considération du triangle GMT, 

T ( (0 -T- - ) ^̂̂  ^̂  ( to -1- . ) : 

l a n i i c o - i - t a n i i T 
rot s = lanii ( (o -1-t ) = ^̂̂  ^ 

i — t ani; (0 tangT 

Mais on a 

h 
tan«;T — — coto. a 

Par suite, 
h b 
- tanî c^H c o l o -
a ' a • lah cots — 

ou 

b ^ ) sin 9. Ci 
1 ISLÛ o - rot ' a 'a 

a^—b^ . 
(i) tan<is= T— sin2o. 

^ lab ' 

L'écart normal £ atteint évidemment son maximum £, 
pour la valeur de cp, telle que 

c'est-à-dire ^ 

= y-



( 27' ) 
Le point eorrespondant de l'ellipse se trouve 2) 

sur la diagonale OC du reetangle OABC eireonserit au 
quart d'ellipse, et comme la tangente en ce point est 
parallèle à AB, on voit que l'écart normal maximum est 

Fig. 2. 

donné par l'angle que fait la droite OC avec la direction 
perpendiculaire à AB. Ce résultat se vérifie bien aisé-
ment au moyen de la formule (i) où l'on a fait sin^cp 
égal à I. 

3. Après cet aperçu rapide sur l'étude directe des va-
riations de l'écart normal, nous allons aborder la mé-
thode dont nous avons parlé en commençant. 

Nous commencerons pour cela par résoudre le double 
problème que voici : 

Etant donnés une ellipse rapportée à ses axes et un 
point quelconque, trouver le lieu des points d'intersec-
tion des parallèles aux normales à l'ellipse menées 
par ce point : 

i® Avec les diamètres correspondants de l'ellipse; 
Avec les diamètres correspondants du cercle prin-

cipal de cette ellipse. 

La solution de ce problème est immédiate. 
Pour le point de l'ellipse dont l'anomalie excentrique 

est cp, l'équation du diamètre du cercle principal est 

(2j j = .rlang'^; 



( ) 
celle (lu (liaiiuUre de l'ellipse, 

h 
(i) r — .r - tani;'̂ . 

(t 

D'ailleurs ou a 

a 
tani(c = cotT = ^ tangcp. 

l/(i([ualioii de la parallèle à la normale menée par le 

point- donné (a, ¡i) est done 

(4 ) y — ^ == ^ tangcp(x — ol). 

Eliminant Pangle cp entre les é(juations (3 ) et (4), on 
a la solution de la première partie du problème, 

( 5 ) ( a~ — ) xy — a- ajK - i- ô-^x — o. 

E^liminant l'angle o entre les écjuations (p.) et (4), 
on a la solution de la seconde 

( () ) ( a — b ) xy — a 7,y b x = o. 

Arrêtons-nous cpielques instants à ces deux équa-
tions. 

Elles représentent toutes deux des b^q^erboles équi-
latèies ayant leurs asymptotes parallèles aux axes de 
l'ellipse, passant toutes deux par le centre de cette 
courbe (l'origine) et par le point (a, P). 

La première de ces hyperboles [éq. (5)], par suile 
même de sa déliuition, passe par les pieds des quatre 
normales que l'on pimt du point (a, ,3) mènera l'ellipse 
considérée; la seconde [éq. (6)], en vertu d'un théorème 
qui sera démontré plus loin (n" 12), passe par quatre 
des points d'intersection de ces normales et du cercle de 
rayon a -h b coui^entrique à l'ellipse. 



( 273 ) 
Le centre de la première hyperbole a pour coordon-

nées 

C' X — , y = — 

Nous retrouvons ainsi un point remarquable que nous 
avons déjà rencontré dans une autre recherche ^ 
c'est le centre de gravité des points de rencontre de la 
conique donnée et d'un cercle de rayon quelconque 
ayant pour centre le point (a, p). 

Nous avons déjà remarqué, loco citato, que ce point 
est à la rencontre de la droite qui joint les projections 
orthogonales du point (a, P) sur les axes de l'ellipse, 
avec le diamètre conjugué de celui qui est, par rap-
port à la bissectrice de Vangle des axes, symétrique 
de celui qui passe par le point (a, ¡3). 

Cela résulte d'ailleurs immédiatement de ce que, des 
formules précédentes, on déduit 

+ z ; _ , 

a + B 

x' a- a 

Le centre de la seconde hyperbole a pour coordon-

nées a a „ 
a —() a — b 

De ces iormules on tire 

y" 
a p 

x" a a 

(') Nouv. yinn, de Math,, 3« série, t. V, p. 398; i88.i. 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VIL (Juin 1888.) 
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Donc, le centre de la seconde hyperbole est à la 

rencontre de la droite qui joint les projections ortho-
gonales du point (oi^ ¡3) sur les axes de Vellipse et du 
diamètre symétrique par rapport à l'un ou Vautre des 
axes de celui qui correspond dans Vellipse au dia-
mètre du cercle principal passant par le point (a, . 

4. Lorsque le point (a, ¡J) vient se placer sur l'un 
(les axes de l'ellipse, chacune des deux hyperboles se 
réduit à cet axe et à une droite qui lui est perpendicu-
laire. 

Supposons, en particulier, le point (a, ¡3) situé sur 
l'axe des x . Alors ¡̂  = o, et les équations (5 ) et (6) de-
viennent 

(«2— b-) xy — a-oLy o, 

(a — b) xy — aajK = o. 

Supprimant dans chacune d'elles le facteur y qui 
correspond à l'axe des x', nous obtenons les équations 
des deux droites 

a"-y. 
( - ) X z=z C-

aa. 
a — b 

Ces deux droites sont parallèles à l'axe des y . Dési-
gnons-les par les notations A et A'. 

On voit immédiatement que : 

S i a < ^ a — b, les droites A et Â  coupent toutes deux 
l'ellipse en deux points réels ; 

Si 0L = a — la droite Â  se confond avec la tangente au 
sommet A ; 

Si a — b a la droite A seule coupe l'ellipse en 

deux points réels-, 
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S i a = — , la droite A se eoiifond avec la taiisfente au 

a ^ 

sommet A ^ 

Si ^ << a, les deux droites A et A' sont complètement 

extérieures à l'ellipse. 

Appelons n le point de l'axe des x dont l'abscisse est 

a — K celui dont l'abscisse est —> c'est-à-dire le a 
centre de courbure répondant au sommet A, et, d'une 
manière générale, par I le point de Taxe des.r dont l'ab-
scisse est a. 

Les cinq cas sus-énoncés correspondent aux liypo-
thèses : 

I situé entre le centre et le point 11 ; 
1 confondu avec le point H; 
1 situé entre le point H et le point K^ 
1 confondu avec le point K^ 
1 situé au delà du point K. 

Dans cette dernière hypothèse, il y a lieu de distin-
guer un cas particulièrement intéressant : c'est celui où 
le point 1 vient à coïncider avec le foyer F de l'ellipse. 
Dans ce cas, a = c, <ît l'on a, pour les équations (7) 
et (8) des droites A et Â , 

c 

ac 
X a — b 

Donc, la droite A se confond avec la directrice, ce 
qui était à prévoir, puisque la directrice passe par les 
points de contact de l'ellipse et du cercle bitangent qui 
a pour centre le foyer, c'est-à-dire par les pieds des 
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normales (antres que le grand axe) menées du foyer à 
l'ellipse. 

5. Ayant pris sur Taxe des x nn point I d'abscisse a, 
considérons les droites A et A' qui correspondent à ce 
point, en vertu des équations ( 7) et (8). 

Prenons un point M sur l ellipse. Le diamètre OM 
coupe la. droite A au point L { f g - 3), le diamètre cor-

Fig. B. 

respondant OM' coupe la droite M au point L'. D'après 
la propriété qui a servi h définir les droites A et A', la 
droite LU passe par le point I et est parallèle ci la nor-
male en M à V ellipse. 

Telle est la relation excessivement simple qui existe 
entre la direction de la normale MN et celles du dia-
mètre de l'ellipse OM et du diamètre du cercle prin-
cipal OM' correspondants. De l'une cjuelconque de ces 
trois directions, on déduit immédiatement les deux 
autres. 

6. Le problème qui se pose ici est le suivant : Étant 
donné le point I, construire géométriquement les 
droites A et M qui lui correspondent. 
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Une méthode se présente tout naturellement à l'esprit 

pour le résoudre : choisir dans l'ellipse un diamètre tel 
que la normale et le diamètre du cercle principal cor-
respondants soient immédiatement connus. Ce choix est 
d'ailleurs tout indiqué^ c'est celui du diamètre de l'el-
lipse qui passe par le point de rencontre C des tangentes 
aux sommets A et B {fig. 4). Le diamètre correspon-

dant du cercle principal est la diagonale O C du carré 
construit sur le demi grand axe OA. La normale cor-
respondante est perpendiculaire à la droite qui joint 
les sommets A et B. 

Les droites OC et OC étant tracées, il suffira, du 
point 1 choisi, d'abaisser sur AB U7ie perpendiculaire 
coupant OC en L et OC/ en V pour avoir, en menant 
par L et L' des perpendiculaires CL OA, les droites A et A'. 

Puisque, comme nous l'avons vu, on a pour droite A, 
en prenant pour point [ le foyer de T ellipse, la direc-
trice correspondante, on a ainsi un mode de liaison 
géométrique très simple entre le foyer et la directriec. 
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7. L'angle OLl {Jig* 3) est égala V écart normal aa 
point M ; l'angle Oh'l est égal à la déviation; Vangle 
AOL' est égal et Vanomalie excentrique. De là, la mé-
thode que nous avons annoncée en commençant. 

Faisant varier l'inclinaison de OL' sur OA de o à 
2 

on suit les variations correspondantes des angles OL'I 
et OLI qui tous deux partent de zéro pour atteindre 
chacun un maximum (ces maxima, on va le voir, ne 
sauraient être simultanés) et décroître ensuite jusqu'à 
zéro. 

8. La détermination des maxima revient au problème 
suivant : 

De quel point d'une droite \ ^voit-on sous un angle 
maximum un segment de droite 01 perpendiculaire et 
A et situé tout entier cVun même côté par rappoi t ci 
celte droite? 

On a {/ig. 5) 

O Ù JIL — JOL. 

fiiî. 5. 

Donc, en posant OJ = X , , IJ = Xo, JL — Y, 

tallii OLI 

_ 
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Annulons la dérivée prise par rapport à la variablej ; il 
vient 

Ainsi l'angle variable est maximum lorsque JL (îst 
moyenne géométrique entre JO et JL La position cor-
respondante L, du point L sera donc à la rencontre de 
la droite A et du cercle décrit sur OL pour diamètre, V 
étant le symétrique du point I par rapport à A. 

9. Nous allons appliquer ce résultat à la reclierclie du 
maximum de l'écart normal et de la déviation. 

Comme nous pouvons librement choisir le point I, 
faisons-le d'abord coïncider avec le centre de courbure K 
répondant au sommet A {/ig* 6), point qui s'obtient en 

Fi-. 6. 

menant CK perpendiculaire à AB. D'api ès ce que nous 

avons vu au n® 4, la droite A correspondante n'est autre 

que la tangente AC au sommet A. 

Or, puisque 

OA ^ a . AC=Ô, 

on a 

AC = A O . A K ; 

donc, d'après le lemme, l'écart normal maximum est 

donné par OCK. D'ailleurs le diamètre du point M cor-

respondant étant OC, on retrouve le résultat obtenu au 

n" ± 
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10. Faisons maintenant coïncider le point I avec le 
point H d'abscisse a — h, La droite bk se confond alors 
avec la tangente AC au sommet A (n^ 4). 

Si donc nous prenons A H ' = AH = è, et que le cercle 
décrit sur OH' comme diamètre coupe AC en L^, l'angle 

VIS. 7. 

OLl H est, en vertu du lemme précédent, égal à la dé-
viation maxima. 

L'angle AOLf donne l'anomalie excentrique corres-
pondante cp,, et Ton a 

AL, fb 

On retombe sur le résultat que nous avons déjà obtenti 
par une autre voie dans l'étude citée au début de cette 
Note. 

11 . Remarque. — L'anomalie excentrique corres-
pondant au maximum de la déviation étant égale à 

arc tang^^^? et l'anomalie excentrique correspondant 

au maximum de l'écart normal étant égale à ^ ? on voit 

que ces deux maxima ne coïncident qu'à la limite, lors-
que l'ellipse devient un cercle, c'est-à-dire lorsqu'à la 
vérité il n'y a plus ni déviation, ni écart normal. 

En somme, si Ton part du sommet du grand axe pour 
aller à celui du petit, on voit que le maximum de la dé-
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viatioli se produit avant celui de Técart normal et que 

ces deux maxima sont d'autant plus rapproches que Tel-

lipse considérée se rapproche davantage du cercle, c'est-

à-dire que le rapport de ses axes est plus voisin de Tunité. 

12. Nous allons maintenant démontrer le théorème 
auquel nous avons fait allusion au n° 3, et qui peut 
s'énoncer ainsi : 

Le lieu du poijit de rencontre de la normale à 
Vellipse et du diamètre correspondant du cercle prin-
cipal est le cercle de rayon a b concentrique h 
l'ellipse. 

L'équation de la normale i) est, en fonction 
de l'anomalie excentrique, 

b coscp (y — b sincp) = as ino(a7 — a coscp); 

celle du diamètre correspondant OM' du cercle prin-
cipal, 

y coscp = X sincp. 

Tirant coscp de la seconde équation pour porter sa 
valeur en fonction de sincp dans la première, on tire de 
celle-ci 

_ y . 

dès lors. 

smo — a-^b' 

X 
coscp = - , 

et l'équation du lieu du point cp est 

(<2 4-6)2 (a-f-6)2 

= (a 6)2. c. Q. r. i). 
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On déduit de là cette construction fort simple de la 
normale à l'ellipse : 

Prenant, sur le cercle principal le point M' corres-
pondant au point M, on prolonge le rayon OIVF d'une 
longueur M'Q égale au petit axe de l'ellipse, La 
droite QM est normale à l'ellipse en M. 

N O T A . — Dans un Mémoire que M. R. Guimaraes 

vient de publier à part sous le titre de Semelhança e 
rectificaçao dos arcos ellipticos, je remarque les élé-

gantes propriétés que voici des points définis par l'ano-

malie excentrique cp, telle que taug-cp = qui sont les 

points que j'ai appelés de déviation maxima : 

I. I^a dijférence des arcs déterminés sur un qua-
drant d'ellipse par le point de déviation maxima situé 
sur ce quadrant est égale à la différence des demi-
axes de l'ellipse, 

II. ZE point de déviation maxima sur un quadrant 
d'ellipse est le point de contact du cercle inscrit dans 
le triangle mixtiligne formé par ce quadrant et les 
tangentes en ces extrémités. 

Cette propriété se déduit immédiatement du théorème 
de Chasles sur la différence de deux arcs d'ellipse, tels 
que les taiigentes en leurs extrémités forment un qua-
drilatère circonscriptible au cercle. 

SIU LA SECTION DUNE SURFACE PAR M PLAN BITANGENT; 

PAR M . J U H E L - R É N O Y . 

THÉOIIÎ :ME I . — Soit une surface du quatrième de-
gré, symétrique par rapport à trois plans rectangu-
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laives et présentant un cône de directions asymptotiques 
double : cette surface est coupée par un plan bitangent 
suivant deux coniques. 

Soit, en eiFet, 

Féquation de la surface S par rapport aux plans de sy-
métrie. Désignons par a l'angle duplanxOj^et du plan 
tangent mené par le centre perpendiculairement au plan 
xOz, Nous aurons la relation 

H2( Acos2a -4- Gsin2a)2=r: ( Dcos2a -i- Fsin2)2. 

L'équation de la section de la surface par son plan bi-
tangent s'obtiendra en remplaçant dans l'équation de la 
surface x par x cos a et ^ par x sin a. Cette équation sera 

(Acos2a Gsin2a)^a72 
' ¿ [ ( A c o s ^ a - h G s i i i 2 a D c o s 2 a h - F s i n 2 a ] a 7 2 

Résolvons cette équation par rapport à .r-, en tenant 
compte de la relation qui donne la valeur de a, il vient 

('Acos2a -i- Gsin2a)2ir2 
-f-(Acos2a H- Gsin2a)Bjr2-l- Dcos2a -h Fsin2a =±: Kjr. 

La section se compose donc de deux coniques, ayant 
pour axe l'axe O r . 

T H É O R È M E IL — Toute quadrique bitangente à la 
surface S et présentant le même cône de directions 
asymptotiques coupe la surface S suivant deux coniques, 

Soient, en eifet, ¿z, a', b' les points d'intersection de 
la surface S avec l'axe 0.r et supposons que la quadrique 
passe par les points b et a', Son équation sera 

. ^ ^ / l l i i i i M L ' _ H = o . 
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Clierclions rinlersection de cette quadrique avec la 
surface S. Pour cela, remplaçons dans Téquation de la 
surface Ax^-f- par 

Il vient 

d'où 
( E - f - B I l ) 7 2 - h ( F - H o . 

C'est l'équation de deux plans perpendiculaires au 
plan z O j (ît bitangents à la surface S. 

Ce théorème permet de déterminer la nature des co-
niques C suivant lesquelles la surface S est coupée par 
son plan bitangent. Dans le cas où la surface S est de 
révolution, autour de l'axe des ^ par exemple, la déter-
mination du centre de la conique C et de la longueur de 
l'axe suivant Oj est facile. Supposons d'abord que la 
conique C soit une ellipse. Cette ellipse doit couper la 
trace du plan bitangent sur le plan zOx et elle doit 
couper l'axe O x à des distances de O égales à OZ» et Oa\ 
La longueur de son axe suivant Oy est donc ba' et son 
centre est à une distance de O égale à la moitié de ab. 
Si c représente le milieu de ab^ le demi-axe suivant Oj 
est égal au rayon moyen Oc de la surface et le centre 
est à une distance de O égale à ac. Si, au contraire, la co-
nique C est une hyperbole, son axe est égal à ab et son 
centre est à une distance de O égale à Oc. 

Conséquences, — Si la surface S est de révolution et 
si la courbe méridienne passe par les points cycliques 
du plan, les courbes C sont des cercles. Ainsi la section 
du tore par un plan bitangent ou par une sphère bitan-
gente se compose de deux cercles. • 
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La surface de révolution engendrée par la courbe S, 
lieu des points dont le produit des distances à deux points 
iixes est constant, tournant autour de son axe non focal, 
est coupée par un plan bitangent ou par une sphère bi-
tangente suivant deux cercles. 

Nous terminerons cette Note par la construction des 
tangentes au point double de la section de la surface 
S par un plan bitangent.^ au cas oii la surface S est de 
révolution. 

Soient (o', o) le centre de la surface, P'aP le plan bi-
tangent et (iif m) le point de contact. Supposons que la 
section se compose de deux ellipses et rabattons-la sur 
le plan vertical passant par l'axe. Le centre d'une des 
ellipses vient en un point tel que o'd = ac., sur la 
perpendiculaire en o h P'a, et son demi-axe est 

de = de' = o'c. 

Soit?7z'g-le rabattement de la tangente. On a la rela-
tion 

do'.dg — de''- ou ac.dg = o'c . 

Sura6, comme diamètre, décrivons un cercle; so i t/ le 
point de contact de la tangente menée de o' à ce cercle, 
et soit h le point de rencontre de o'o avec c/'; on a 

oc— ac.cfi. 

Donc 
dg — ch, d'où o'g = fh. 

La construction est donc la suivante : 
Sur ab comme diamètre, décrire un cercle; mener du 

point o' une tangente à ce cercle; tracer cf perpendicu-
laire à o'/, qui coupe le cercle en f et oo'en A, et prendre 
sur oo', à partir du point o, les longueurs on = op =fh' 
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Les tangentes au point double sont les droites mn et 

mp. 
Dans le cas du tore en particulier, la construction est 

des plus simples. Le point/ se confondant avec le point 

a ! A 

\ , 1 i 

\ ! / \ i / 

Fi 

il suffit de tracer cm' que coupe ao^ en A, de prendre 
à partir du point o sur oo' les longueurs on = op = néli 
et de joindre mn et /TZ/?, qui sont les tangentes au point 
double. Le problème de la construction des tangentes 
au point double de la section du tore par son plan tan-
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gciil a déjà été traité dans les Nouvelles Annales^ par 
M. Douce t, qui a donné une construction un peu plus 
compliquée que la précédente [Nouvelles Annales y 
septembre 1884). 

Nous avons supposé pour la construction que la sec-
tion se composait de deux ellipses. Si elle se composait 
de deux hyperboles, la construction serait la suivante : 

Sur ah comme diamètre, décrire un cercle; projeter 
en Jx sur ab le point de contacty\le la tangente menée 
de o' à ce cercle; prendre sur 00' à partir du point o les 
longueurs on z=op o'k et joindre nin et mp. 

SUR LES M M M I DE SOMMES DE TERMES POSITIFS 

DONT LE PRODUIT EST CONSTANT; 

PAR M . CH. B I O C I I E , 

Professeur au lycée de Douai. 

Le théorème sur le maximum d'un produit de facteurs 
positifs dont la somme est constante a une réciproque 
relative au minimum de la somme des termes positifs 
dont le produit est constant. Pour démontrer cette ré-
ciproque il y a, je crois, avantage à se servir de la re-
marque suivante. 

Le théorème sur le maximum d'un produit de n fac-
teurs positifs r , . . . , lorsque 

.V -h y z. .. — a, 

se traduit par l'inégalité 
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qu'on peut éei ire 

s ( i i . : ^ ) - , 

l'inégalité se transformant en égalité si x = y = z . . ,, 
Cette inégalité exprime à la fois : 

1® Que, si la somme est donnée, le produit a un 

maximum^ 

Que, si le produit est donné, la somme a un mini-

mum dans le cas de l'égalité des facteurs. 

On a de même 

OC y ^ \ ^ ^^^^ ^ ^̂ ^ ^ 

m-\- n-^ p j 

qui donne le minimum de x y z si x̂ ŷ̂ ẑP est 

constant, ce minimum ayant lieu lorsque 

f l ^ J ^ 
m Jl p 

NOTE SUR WM PROPRIÉTÉ DLL CERCLE DES NEUF POINTS; 

PAR M. F. FARJON. 

Soit ABC un triangle obtusangle en A-, on peut con-
sidérer les trois points A, B, C comme les points d'in-
tersection des diagonales et des cotés opposés d'une in-
finité de quadrilatères inscrits dans un cercle S ayant 
son centre au point de concours O des hauteurs et un 
rayon p tel que p '-= et a étant les deux segments 

que détermine le point O sur l'une quelconque des hau-
teurs. 

De ces quadrilatères, les uns sont réels, les autres 
imaginaires, mais certains éléments de ceux-ci sont ton-
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jours réels. Considérons une sécante BEF menée par le 

point B, elle détermine un quadrilatère EFGH inscrit 

dans S. Décrivons sur OB comme diamètre un cercle, ce 
cercle passe par les milieux M et N des côtés opposés 
E F et GH ; la droite MN, en vertu d'un théorème connu, 

Ann. de Mathémat., 3° série, t. Vif. (Juin 1888.) 1 9 
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passe par le milieu P de AC : le milieu de MN est le 
centre de gravité des quadrilatères. 

Lorsque la sécante issue du point B cesse de couper 
S, le quadrilatère est imaginaire; le point M' où elle 
rencontre le cercle OB est le milieu réel du côté corres-
pondant. Si l'on joint M'P, on rencontre le cercle OB en 
un second point N', milieu réel du côté opposé, et le 
centre de gravité est le milieu de M'N'. 

Tous les quadrilatères considérés, réels ou imagi-
naires, ont donc leurs centres de gravité réels. Le lieu 
de ces centres de gravité est le cercle 0 des neuf points 
du triangle ABC. 

Soient ¿>, c les pieds des trois hauteurs. L'arc hca 
du cercle S comprend les centres de gravité de tous les 
quadrilatères engendrés par une sécante tournant autour 
du point B, l'arc ahc ceux des quadrilatères engendrés 
par une sécante tournant autour du point C, l'arc 
ceux des quadrilatères (tous réels) engendrés par une 
sécante tournant autour du point A. L'arc hcy commun 
aux deux précédents, est le seul qui corresponde à des 
quadrilatères réels. 

Si le triangle ABC est acutangle, le cercle S est 
imaginaire, tous les quadrilatères définis ci-dessus sont 
imaginaires, mais la construction du centre de gra-
vité s'applique de la meme manière et donne tou-
jours un point réel dont le lieu est le cercle des neuf 
points. On peut, dans ce dernier cas, donner une inter-
prétation du cercle S en appliquant le procédé indiqué 
par Chasles {Géométrie supérieure, 790-795). Au 
point O de concours des hauteurs, élevons une per-
pendiculaire OS au plan égale à ^ — ¡Jia, quantité qui, 
dans rhjq)Othèse, est réelle. Le point S est le sommet 
d'un trièdre tri rectangle dont les arêtes passent par les 
souinuits A, B, C. Ce trièdre est assez intéressant à 
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étudier et permet de trouver certaines propriétés des 
triangles. 

Je n'en citerai qu'un exemple : 
Le théorème de Stewart est ainsi conçu : Le carré de 

la droite qui joint les points de concours des côtés op-
posés d'un quadrilatère inscrit au cercle est égal h la 
somme des carrés des tangentes menées de ces deux 
points de concours à la circoniérence du cercle. Dans 
le triangle obtusangle ABC, le théorème de Stewart ne 
concerne que le côté BC. Mais, si l'on considère que le 
carré de la tangente imaginaire menée au cercle par un 
point intérieur est égal au produit négatif des deux seg-
ments d'une des sécantes menées par ce point, on dé-
montrera sansdifliculté que le théorème s'applique tout 
aussi bien à chacun des côtés AB et AC. 

Si le triangle est acutangle, S devient imaginaire: on 
sait qu'alors le théorème du produit constant des deux 
segments des sécantes issues d'un meme point, pioduit 
toujours positif, cette fois, subsiste ( C H A S L E S , Géométrie 
supérieure, 790). En considérant ce produit comme 
égal au carré de la tangente, on reconnaît sans peine 
que le carré d'un côté du triangle est égal à la somme 
des carrés des tangentes menées au cercle S par ses deux 
extrémités. 

Le théorème de Stewart peut donc être mis sous cette 
forme l)eaucoup plus générale: Dans un triangle quel-
comjue, le carré de r un des côtés est égal à la somme 
des canes des deux tangentes menées de ses extréndlés 
au cercle S. 

Revenons au trièdre trirectangle S, pour le cas du 
triangle acutangle, et nous allons voir tous nos élé-
ments imaginaires disparaître et faire place à des élé-
ments réels. 

En eifet, dans ce cas, le carré de la tangente menée 
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du sommet A à S 

mais 

doue 
SA; 

de meme la tangente menée du sommet B 

t'=SB 

et, dans Je triangle SAB, on a 

CONIQUES POLAIRES D'UN POINT ET D'UNE DROITE; 

PAR M . E . F O N T A N E A U . 

Soient 

l'équation d'une conique C ct X, Y les coordonnées d'un 

point fixe P. La détermination des tangentes menées du 

point à la courbe résulte, couime on le sait, de l'équa-

tion 

combinée avec l'équation (i). 

11 est d'usage d'en déduire pour la polaire du point P 

cette équation 

mais on néglige d'indiquer à quelle courbe correspond 
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réquatîoii (2) quand on y considère x^ r comme les 
coordonnées courantes sans employer les coordonnées 
liomogènes. 

Or on voit immédiatement que cette courbe du second 
ordre résulte de l'intersection des rayons homologues 
des deux faisceaux définis par les relations 

—Y — m (cr ~X) — o, 

df df 
-,—v- m-^ - O. 
dx dx 

Dans le système des coordonnées cartésiennes, on 
obtient, par ce mode de génération, le lieu des milieux 
des cordes interceptées par la conique C sur les sécantes 
menées du point P. 

Si Ton interprète les mêmes équations dans le système 
plus général des coordonnées j)onctuelles de Chasles 
[Géométrie supérieure, Chap. XXIII), la courbe en 
question S résulte du tracé suivant : 

P̂ t̂ant donnée dans le plan de la conique C, outre le 
point P, une droite quelconque D, si par le point P on 
mène une transversale qui rencontre la conique C aux 
points a et ¿ et la droite D au point zz, puis qu'on dé-
termine le conjugué harmonique m du point zz par rap-
port aux points a et la courbe S sera le lieu des points 
zzzlorsque la transversale se déplace en tournant autour 
du point P. De là résultent les théorèmes suivants : 

T H É O R Î L M E I . — Deux droites déterminent par leurs 
pôles pris par rapport à une conique et par leurs points 
d'intersection avec elle les sommets d'un hexagone 
inscriptihle ci une courbe du second ordre. 

Si les deux droites se coupent sur la conique, il en 
résulte cette proposition : 

T H É O R È M E I I . — Lorsqu an triangle est inscrit dans 
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une conique y toute transversale menée par le pôle de 
V un des côtés est divisée harmoniquement par les deux 
autres côtés du triangle et par la conique, 

SI Tune des droites passe par le pôle de Taulre : 

T H É O R È M E I I I . — La polaire d'un point quelconque 
d^une droite donnée passe par le pôle de cette droite. 

T H É O R È M E I V . — Toute sécante menée par un point 
est divisée harmoniquement par le point, sa polaire et 
la conique. 

Du principe de dualité, ou de l'interprétation des équa-
tions (2) et (4) dans le système de coordonnées tangen-
tielles de Cliasles {Géométriesupérieure, Cliap. XXIV), 
on déduit les propositions suivantes ; 

T H É O R È M E V . — Deux droites quelconques déter-
minent, par elles-mêmes et par les tangentes aux 
points oit elles coupent une conique, les côtés d'un 
hexagone circonscriptible à une courbe du second 
ordre. 

T H É O R È M E \ I . — Lorsqu un triangle est circonscrit 
à une conique, tout point jn is sur la polaire d'un des 
sommets est le centre d'un faisceau harmonique que 
Von obtient en joignant ce point aux deux autres som-
mets du triangle et menant les deux tangentes à la 
coidque. 

T H É O R È M E \ 1 1 . — Z E pôle d\ine droite qui passe par 
un point est sur la polaire de ce point. 

T H É O R È M E V L L L . — Tout point pris sur une droite est 
le centre d'un faisceau harmonique composé de la 
droite donnée, de celle qui unit le point donné au 
pôle de la droite et des deux tangentes à la conique 
menées par le point donné. 

Cette méthode s'étend aux surfaces du second ordre 
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et pourrait donner lieu a d'autres conséquences sur les-
quelles je n'insiste pas pour ne pas allonger cette Note 
au delà de son importance. 

SOLUTION DE LV QUESTION PROPOSÉE POUR L'ADMISSION 

A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1887; 

PAR UN ABONNÉ. 

Soit P le point du cylindroïde dont les coordonnées 
sont a, ¡3, y. Les équations de la normale en ce point 
sont 

or — y. _ y — p _ ^ — y 

a Y — m OL ^ Y - H f^i ĉ"̂  - f -

et, comme cette normale passe par le point 

on a 

(0 ^ / - P ^ ^ - T . 
^ ^ «Y — /?ia PY -+-

Ces relations, dans lesquelles on peut supposer a, 

y coordonnées courantes, représente une courbe pas-

sant par les pieds des normales menées du point !M à la 

surface donnée. 

On a, en outre, en remarquant que le point P est sur 

la surface, 

(2) 

Les pieds des normales demandées s'obtiendraient 
donc en résolvant les équation (i) et (2) par rapport à a, 
¡3, y. Mais ces équations, vu leur forme compliquée, ne 
peuvent être résolues par les procédés élémentaires de 
l'Algèbre. 



{ ) 
Nous allons alors nous proposer de former : l'équa-

tion qui a pour racines les valeurs du rapport s"" l'é-

quation qui a pour racines les valeurs de y. 

Éijuation en^' — i" Les relations (i) donnent, en 

considérant les deux premiers rapports, 

ß y ^ r ' — a ß y - H — m a ß = a v j ' — m y - y ' — ^ ß y - i - j j i y . ^ 

ou 
• 2 m a ß — — ß-^?') = o . 

Divisant tous les termes par a et posant & ¡J., ii 

vient 

'1 m {xa — m {y 4- ixx')-\- v {y' — ixx')= o. 

D'autre part, la relation (2) donne 
Y(L-F- 7?2(L— JJ.2) 

OU 

l H- ¡J.2 / 

Remplaçant y par sa valeur dans l'égalité précédente 
et divisant tous les termes par /?/, il vient 

(/-H [xx')-^ ( t T ^ ) 

d'où 

ou, en simplifiant, 

~~ 1 -h- [X'^ 

Considérons maintenant le premier et le troisième 
rapport des relations (i) -, ils donnent 

ou, en divisant tous les termes par â  et remplaçant | 
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par 

= - ï ) 

Si, dans cette égalité, nous remplaçons les quantités a 
et y par leurs valeurs trouvées tout à riieure, nous 
aurons une équation qui ne contiendra plus que ¡x 
comme inconnue et qui ne sera autre cliose que l'équa-
tion demandée. On obtient ainsi 

(i ^yy^^x' — y)-{- 'ini\x\z'— m -i- //¿)] — o 

OU, en efïectuant les calculs et ordonnant par rapport 

à ¡X, 

Telle est l'équation du quatricMue degré qui donne les 

valeurs du rapport 

Equation en y. — Pour avoir l'équation en y, il n'y 
a qu'à remplacer dans Téquation précédente la quantité 
¡x par sa valeur en fonction de y. 

Or, de la relation y = inl- ^ ) , on tire 

y m-h y' 

on adone, en remplaçant [x par sa valeur dans l'équa-
tion (I), 

V m 4- Y / m -h Y V 

V: 
m 

/m - ï 
mY' 

Faisant passer les termes rationnels dans le second 
membre et les termes irrationnels dans le jircmier, il 
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vient 

( 

ou, en mettant (/n-j- y) ^y/—-, en faeteui- dans le pre-

mier membre, 

^''' ^ ^ ^ i / Ë ^ f I ( - t) ^ + 
H- y ) — im{z'— m)] = ^ni-fx'y', 

ou encore, en eirectuant entre crochets et divisant 
par 2?7i, 

A i ' - — ï ' y 

ou enfin, en élevant au carré ct ordonnant par rapport 

/ 4 m- y'» — 4 m ( - — y'2 H - m ) Y^ 

( I I ) + K . r _ y ' 2 2 4 - 4 oc'-^y"^ — 4 1Y^ 

C'est la seconde équation demandée. 
Si Ton savait résoudre les équations (I) et (11), on 

déduirait facilement des racines de ces équations les va-
leurs des coordonnées a, y. En elïet, si Ton connais-
sait [JL, par exemple, les coordonnées a, P, y seraient 
données par les formules 

^ 1 Ji.2 \ 1 -H JJL2 ] 

De même, si Ton connaissait y, on aurait p. par la 

formule 

et l'on en déduirait a et p. 
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Pour qucréquatioli (I) soit réciproque, il faut que 

les coefficients de deux ternies quelconques situés à 
égale distance des extrêmes soient égaux et de signes 
contraires, c'est-à-dire que l'on ait 

2 W ) - f - ¿ c ' 2 — j ' 2 2 m ( î l l ) = O 

OU 
— i m z ' ~ o, 

équation qui exprime que le point M doit se trouver sur 
un paraboloïde hyperbolique ayant pour plans princi-
paux le plan des xz et le plan des 

Supposons cette condition remplie et cherchons les 
coordonnées des pieds des normales menées du point M 
au cylindroïde. L'équation (I) prend la forme 

[JT.̂  x ' y -F-1 m- JJL̂  — '1111̂  [JL—xy = O, 

ou, en groupant les termes et mettant (ui-— i) en fac-
teur commun, 

( { x ' y im'̂ - [JL H- x 'y) — o, 

ce qui exige que l'on ait 

— 1 = 0 OU jjl2x'y -f- ni"- ¡JL -h x 'y — o. 

La première équation donne 

= I et |JL" — I , 

et la seconde 
_ — m- 4 - / / / i ^ — . r ' 2 jj. _ _ _ 

et 
JY — /?L2 — /TTI^ — J ' 2 !JL ; ^ • 

Connaissant les valeurs de [x, on trouve facilement 
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celles de a, p, y, qui sont 

•2 1 

rj!"^ ' ( — m- y//??̂  — ;/2 ) 

¡B'" — — .R' _ ^ _ ) 

2a/'2 
1)1 

'}. m-( 7?I2 -i- y/ X'-JK'- ) 

. _ y ( — ^ — \/tn''— ./''̂ .r'-) 

3" Supposons que l'équation (11) ait une racine double 
jale à Les r 

cines sont alors 
égale à Les relations entre les coeilicients et les ra-

„ , y^-^ 'Xin z = ' 

•>. Y ' Y " ( Y ' + f — ( — y" + 

Y Y - — ; 
4 

De la première et de la quatrièuK^, on tire 

„ — y'i 
= — 

Y Y = . 
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et, en portant ces valeurs dans la troisième, on a 

m iz ^ ^ ' 

OU, en chassant les dénominateurs et simplifiant, 

équation qui se décompose en 

La première équation représente les plans bissecteurs 
des angles dièdres xozy et xozj'y et la seconde une 
surface du troisième degré rencontrant chacun des plans 
z — o.^ z = 7ji et z =— m suivant deux droites situées 
dans les plans bissecteurs dont nous venons de parler. 

Supposons le point M situé sur l'une des deux sur-
faces précédentes. L'équation (II) admet alors la racine 
double z' et les deux autres racines satisfont aux rela-
tions 

^ et Y ï = — ^VT^ 

Pour que ces racines soient réelles, il faut que Ton 

ait 

> 

condition qui est toujours satisfaite, puisque le premier 
membre est une somme de deux carrés. 

Pour savoir ce que représente Téquation (II) 
quand on y regarde y comme une constante et j S z' 
comme les coordonnées d'un point variable, nous n'a-
vons qu'à ordonner cette équation par rapport à 

(x'^-y'^-^ •imz ) 
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et à résotidre l'équation du second degré obtentie. Oii a 
ainsi 

(Y- — m^) 2 771 z'y-

— 4 f̂ iT ( T̂  — ) ( — y - ) 
4 y2 (y2 _ ,n2 ) -h 4 ^ o ; 

d'op 

, 2 m Y ( Y^ — 77î^)±:-9.yar' y' /Y^ — 
Y —̂ ^̂  

ou, en séparant les racines et simplifiant, 

2r7i{z'— Y ) - == o, 
y/ Y'̂  — 7/z'' 

é(|uatious qui représentent deux pavaholoïdes hjpci-
holLifUCS. 

T.ii mcnic question a été résolue, d'une manière analogue, par 

M. Clapier, étudiant à la l 'acuité des Sciences de Montpellier, ct par 

M. Harisicn. 

CORRESPONDANCE. 

K.i t7\iit rl'iuic Letii'c ad7'essée ci M. B7nsse pa7^ U7i Ahoiiiic. 

r\irmetlez-mc)i de vous sij:;naler une erreur qui s'est glissée 
dans la lédaction d'un arti(de dù à M. J. Collin, « Sur le théo-
rème de Rolle », paru dans les Nouvelles Annales du mois de 
juin iSiSj. 

i.a deuxième partie du théorème II donné par M. Collin, à 
savoir « que pour .r = ih cc les polynômes f{x,y) et /V soient 
de signes contraii-(>s l'un de l'autre », me })araît inexacte. 

Si l'on applique, en elTet, ce théorème à l'équation complète 
(lu troisième degré x^ q x -f- r = o, on arrive à ce fait 
que. cette équation ne peut avoir ses trois racines réelles si p 
est différent de o; ce qui, énoncé sous une autic forme, mou-
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trerait que l'équation du troisième degré ne peut jamais avoir 
ses trois racines réelles. 

Cette seconde partie est d'ailleurs contredite par la troisième 
du même théorème. En effet, et f'y sont généralement du 
meme degré; les racines de/',- devant être séparées par celles 
de il en résulte qu'il y a une racine de f ' ^ qui est ou bien 
inférieure à la plus petite racine de f'^y ou bien supérieure à la 
plus grande; par exemple, inférieure à la plus petite a'. Dès 
lors, pour x — a'— z et x — — cc, fy n'aura pas le même 
signe; il en est de même de /(ÎP, JV') s i / = O a toutes ses ra-
cines réelles. Donc, puisque pour x — a'— e t f { x , y ) o x \ l 
le même signe, ces polynômes auront encore le même signe 
pour x = — cc. Ce qui montre la fausseté de la deuxième par-
tie du théorème en question. 

Si l'on veut appliquer ce théorème II, le plus simple, je crois, 
sera de vérifier s'il y a une racine de fi^x) — o comprise entre 
— oc et la plus petite racine de et une autre entre la plus 

grande de f '^ et -H x;. 
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Sur quelques propriétés des surfaces coniques; Sur les lignes de 
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rendus de l'Académie des Sciences, t. CV et CVI; 1887 et 1888. 

Sur les coui-bes cycliques de direction; par M. G. HUMBERT. Ex-
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Théoì-ì'me du carré de l'hypoténuse; par M. A. MARRE. Extrait 
du BuUettino de Boncompagni, t. XX; 1887. 

E R R A T A . 

Page lor), ligne 2, au lieu de forment une involution, lisez déter-
niinent une involulion à rayons doubles rectangulaires. 

Même page, dernier alinéa^ au lieu de forment un faisceau en 
involution, lisez dclermincnt un faisceau en involution à rayons 
doubles rectangulaires. 

A V I S . 

j / j y . les Auteurs qui ont des Articles contenant des 
figures sont pries de faire, sur papier lisse, des épures 
exactes de leurs figures, et échelle aussi grande que 
possible, de telle sorte qu'on puisse les reproduire par la 
photogravure. 
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SOLUTION DE LA OUESTION PROPOSÉE Al CONCOLUS 

D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECIINIOllE EN 1888. 

On donne un quadrilatère plan OACB et deux séries 
de paraboles : les unes tangentes en A et AC et ayant 
pour diamètre OK., les autres tangentes en B et BC et 
avant pour dieimètre OB. On eiemeinde : 

Le lieu du point ele conteict JM eVune peireihole de 
la prendé ¡'e séi'ie eivec une de lei seconde série; 

2® Indiquent en laissant le triangle OAB inveiriable, 
dans quelle région du plein eloit être pleicé le point C 
pour que le lieu soit une ellipse ou pour qiiil soit une 
hyperbole : 

Démontrer, dans Vhypothèse oii OACB est un 
parallélogramme, que lei teingente commune en INI aux 
eleux paraboles pivote autour élu point de concours K 
eles médianes élu triangle ABC*, 

4'' Trouver y dans la même hypothèse, le lieu du point 
eVintersection P de la teingente en M eiux deux peirei-
boles avec Veiutre tangente commune El) ejue Von peut 
mener et ces deux courbes. 

Prenons OA pour axe des x rX OB pour ax(; des y . 

Soient 

a ' a ' b' ^ l) 

les équations des droites AC et BC; les coordonnées a 
et ¡5 du point C ont pour valeurs 

I I I I 

1) a! a I)' 
- -

I I ' I L 

ab a'b' ab à b' 
Ann. de Mathémat., 3« s é r i e , t . V I I . ( J u i l I c L i 8 8 S . ) 
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i" Soient 

X 

les équations des deux séries de paraboles, \ et ¡JL dési-

gnant des paramètres variables. Les coordonnées x et y 
d'un point M du lieu, substituées dans les équations (i) 

et (2), feront connaître les valeurs correspondantes de X 

et de |JL, et ces valeurs devront vérifier l'équation 

/ X 

obtenue en égalant les coeificients angulaires des tan-
gent(îs aux deux courbes en ce point. En écrivant qu'il 
en est ainsi, on tiouve qu'un point du lieu satisfait à 
l'une ou à l'autre des équations 

Xf = O, 

• >, X / X y \ 

1) \a Ci J 
(4) 

( 1') 

L'axe des x correspond à l'iiypotlièse — o, qui réduit 
la parabole (i) au double axe des x , et l'axe des j à 
riiypotlièse [j. = o, qui réduit la parabole au double 
axe des y . L'équation (40 représente une courbe du 
second ordre. On voit immédiatement sur l'équation (4) 
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que celle courbe passe par les poinls de rencontre de 

la droite AC avec l'axe des x et avec la droite 

ou, en remplaçant, dans cette équation, ^ par sa valeur 

tirée de l'équation de AC, avec la droite 

c'est-à-dire 
X — 'X a = o. 

On verrait de meme que cette courbe passe par les 
points de rencontre de la droite BC avec Taxe des et 
avec la droite 

y — 2 fi = o. 

En faisant alternativement j = o et x = o dans Féqua-
tion (4)? î fi trouve (jue cette courbe coupe l'axe des x 
en un second point dont l'abscisse est ' iV et l'axe desj^ 
en un second point dont Fordonnée est , On en con-
naît donc six points; elle est amplement déterminée. 

Le genre de la eoniqut; (4) dépend du signe de 
l'expression 

' 3 1 
(iha'b' \ah a! h' 

ou, en remplaçant ^ et par leurs valeurs en a et [J, 

^ _ {^"x^ a^ — ah) {h aS^ — ah) 
0 _ — . ^ a2//2a2ß2 ~ 

La droite AB et l'hyperbole 

( 5 ) 8 a ß ^ a - h a ß — =z o 

séparent donc le plan en régions, telles que, si le point C 

est pris sur celles qui sont couvertes de hachures, la 
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conique est du genre ellipse, si le point C est pris en 

dehors des hachures, la courbe est du genre hyperbole, 

si le point C est pris sur la droite AB ou sur l'hyper-
bole (5), la courbe est du genre parabole. 
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L'espèce d(î Ja coni(jiie (4) dépend du signe de Fex-

pression 

^ i^aa' bb^ (a¿> a' b^ ' 

OU, en remplaçant ^ et par leurs valeurs en a et P, 

_ i -xb ai a^ — ab){b y. a^ — ab ) 

La droite A'IV, la droite AB et les deux axes O x et O j 
séparent donc les régions précédentes en portions telles 

que, eu égard au signe du coefiicient de x - , 

^̂  _ —p) 
ab' ~ aba. ' 

toutes les régions hachurées correspondent à des ellipses 

réelles, et les autres à des hyperboles. Les poinis situés 

sur AMy donnent des sécantes réelles, à l'exception du 

point D qui donne les deux parallèles 

X y _ X y 1 _ 
a b ~ ' a b 3 "" ' 

Les points situés sur AB donnent deux parallèles indé-

pendantes de la position qu'ils occupent, 

X y X r ^ ^ i = o, ~ —'1 — o, 
a b a b 

excepté les points A et B pour lesquels la conique (4) 
est indéterminée. Les points situés sur O x donnent les 
deux droites 

^ = ¿ + 
les points situés sur Oj donnent les deux droites 

X y 

et enfin l'origine donne les deux axes. 
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Si roii forme l'expression 

0 A -4- C - - 2 U cosO 

sin20 

X a 2 2 a ß c o s 0 - + - ß 2 — a a — 6 ß — ^ ^ ^ ( b öl a'^ — ab ) 

ab s i r i ^ O . a ^ - h — a b ) 

et si l'on construit le cercle 

a24- saß cosO -h ß^— aoc~b^ — aß — ab) ^ o, 

qui passe par les points A et B et par les milieux des 
distances au point O des projections de cliaeun de ces 
points sur l'axe qui ne le contient pas, la région hyper-
bolique est partagée à son tour en portions telles que 
celles qui sont couvertes d'un semis correspondent à des 
hyperboles situées dans l'angle aigu de leurs asymptotes, 
et les portions blanches à des hyperboles situées dans 
l'angle obtus. Les points situés sur le cercle correspon-
dent à des hyperboles équilatères, sauf ceux qui sont en 
meme temps sur A'IV ou sur les axes, qui correspondent 
à des droites rectangulaires, et les points A et B déjà 
examinés. 

Pour que le quadrilatère devienne un parallélo-
gramme, il suilit de supposer a' et U infinis. En dési-
gnant par X et y les coordonnées d'un point du lieu, 
l'équation (4), qu'elles vérifient, devient 

3 4 4 —jxy X — y y ^ — o 
ab a b-^ 

OU 
{'^x ~ \ a){Zy — !\b) = ^ab, 

de sorte qu'on peut exprimer les coordonnées du point M 
à l'aide d'un paramètre variable t par les deux é(pia-
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lions 

•ih 
(6) Sy — \ h ^at, 3a? — 4a — — • 

En substituant ces valeurs de x et dej^ dans les équa-

tions (i) et (2), o ù o c , on a 

. •> b-\-'iat 
k= -at(2b -{-ai), [X = - b , 

de sorte que les équations des deux paraboles variables 

sont 

(7) yz^^ati'ib-^ at) = 

(8) .T^^-'b 
4 -i- •>. at 

3 f' i - ' H -

A l'aide de l'une ou de l'autre de ces équations, formons 

l'équation de la tangente au point M, dont les coor-

données sont données par les formules (())*, on obtient 

, . ib ( ia\ 

La tangente commune en M passe donc par le point 
indiqué, et, de plus, le paramètre f, choisi pour fixer les 
deux paraboles, se trouve etre le coeificient angulaire de 
cette tangente commune. 

4® Les coordonnées d'un point P de la tangente en M 
peuvent, d'après l'équation (9), s'exprimer à l'aide d'un 
paramètre variable 0, par les formules 

/ 2 A ^ ^ A (10) 57- — =6, 

Une droite quelconque issue de ce point, m désignant 

son coefficient angulaire, aura pour équation 

(M) Y li) =iin\x ^ — 0 1 . 
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Tirons (1(; cclU; éfjuatiori la val(;ur de x et portons-la 
dansFéqualion nous aurons une équation du second 
degré en j , et, en écrivant qu'elle a ses racines égales, 
nous aurons, poui' déterminer les coefficients angu-
lainîs des tangentes issues du point P à la première pa-
rabole, l'équation 

( a -- 3 f) ) m^ H- ( -f- 3 M) ) — i ( '2¿> -i- al ) = o. 

qui doit admettnî la racine t. En divisant le premier 
membre par jti — on obtient, pour déterminer le 
coeiricient angulaiie de la seconde tangente, l'équation 

(11) ( a - - 3 0 ) ni -i- { 'ib ^ at) — 

En tirant de l'écpiation (i i) la valeur de en la portant 
dans l'équation (8) et en opérant comme précédem-
ment, on a, pour déterminer les coefficients angulaires 
des tangentes issues du point P à la seconde parabole, 
ré(] nation 

[b-v- ¿-̂ {'¿a -+- 3 0 j m — r-{b — ;U0) o, 

qui doit admettie la racine t. En divisant le premier 
membre par ni — /, on obtient, pour déterminer le coef-
iicient angulaire de la seconde tangente, l'équation 

( 13 ) ( ¿> -f- -jt at ) m ~ K b — = o. 

Si Ton exprime que les équations (12) et ( l o ) ont la 

même racine, on aura, pour déterminer 6, l'équation 

/(/> — 3/0)(« — 30) — (¿̂  2at.){'ib-^at) o 
ou 

3{b at)tO --- '2(b a t f = o, 

qui fera connaître deux valeurs de () correspondant : 
Tufie au poiîit M, l'autie au point P. C(;tle équation 
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résolue donue 

La première valeur, substituée dans les équations ( lo), 
donne les coordonnées (G) du point M ; la seconde fait 
donc connaitre les coordonnées du point P, 

h - - at b — al 

En éliminant t entre ces deux dernières équations, on a 

récjuation du lieu décrit 

Zxy — bx — a y = o. 

C'est une li^^perbole dont les asymptotes, parallèles aux 
axes, passent par le poiiit de concours des médianes du 
triangle; AOB^ elle admet pour tangente à l'origine une 
parallèbi à Al)^ elle est donc amplement déterminée. 

En substituant la valeur trouvée poiu* 0 dans l'une ou 
l'autre des équations ( 1 2 ) et ( i3) , on obtient 

2 0-4- at 
m = — t -J , 

(ît, en remplaçant I?L et 0 par ces valeurs dans l'équa-

tion (11), on a l'équation de la tangente commune DE 

ù i{ '2b al) X -T- 3{ b -T- 1 at )y { b — ai— o. 

En l'ordonnant par rapport à t. 

a{?>x ^A'òb X 3ay — ab)t -1- b{'òy -h b) = o, 

on voit qu'elle enveloppe la courbe 

(ùbx-\-3ay~ abf'— ab{Zx-\- a)(3y b) = o 

ou 
b-X- -h ab xy -i- a^y'^ — ab^x — a^by = o. 
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Ces i une ellipse eireonscrite au triangle AOB, ayant 
pour tangente à l'origine une parallèle à AB, et dont le 
centre est au point de concours des médianes du 
triangle AOB5 elle est donc amplement déterminées. 

C H . B . 

SOLUTION DE LA QUESTION D'ALGÈBRE PROPOSÉE 

POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1888. 

Un polynôme f { x ) de degré n vérifie Videritilé 

n f ( x ) a ) f { x ) + bf'ix). 

r' Chercher les coefficients de / ( x ) , ordonné sui-
vant les puissances de (x — a) ; 

a"" Chercher les conditions de réalité des racines ; 
Prouver (jue, si h^ est la valeur absolue de les 

racines de f { x ) sont comprises entre 

-, /nin — I ) , , / ni n — i ) , 
^ - Y ¡ 

Le développement de ordonné suivant les 
puissances de o: — a, est 

J\x) + + .. 

Les coeiFicients à clierclier sont donc f {a).̂  

De l'identité 

( I} n f (.T) — { X — a )/'(X ) -I- h f"( .r ), 
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on lire, par des dérivations successives, les identités 

(2) 
{n-p + i)fP-'{x) = (a? - a)fP{x) A- b/f+^ix), 

= (a?— + 

d'où, eu remplaçant x par 

nj\a)=bf\a), 

O n a donc 

{n —p + l)/''-'(«) = bfP+'^{a), 

fn-\{^a) — o. 

z. 4 

cl 

\x — a)'^ h^x — ay-'^ h"- {x 
l l \ 2 ( /Z — 2 ) ! '2 . 4 ( / i — 4 )• 

Jil— 
M . 6 (/i —C)! 

2® Si Z> est positif et si n est pair, tous les termes de 
f { x ) sont de meme signe, quelle que soit la valeur 
réelle attribuée à x , et l'équation /'(x) — o a toutes 
ses racines imaginaires. 

Si h est positif et si n esl impair, il suiîit de supprimer 
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le facLeur x — eoinniuii à tous les termes àa f \ x ) , 
pour être ramené au cas précédent. L'équation f { x ) o 
n'a donc (ju nnc racine réelle a. 

Si h est nul, l'équation / ( x ) = o a toutes ses racines 
réelles et égales à a. 

Si h est négatif, les identités (i) et (2) montrent que 
la suite d(; Sturm, relative à est complète et se 
compose des polynômes 

f(x), f'{.T), f { x ) , 

dont les premiers coeiricients sont tous de même signe. 
L'é(|uation f { x ) = o a donc toutes ses racines réelles 
et distinctes. 

Quand l'équation f { x ) ~ o n'a qu'une racine 
réelle cette racine est évidemment comprise entre les 
nombres indiqués ; ces nombres se réduisent d'ailleurs 
à a (juand Pétpiatioii a toutes ses racines égales à a \ il 
sullit donc d'examiner le cas où toutes les racines sont 
réelles et distinctes. 

En groupant les termes deux par deux, à partir du pre-
mier, et en remplaçant h par — ¿0, l'équation peut s'écrire 

{x — a^) bo 
-'2)1 lin — i)n 

'2.4 {n — 6)\ 
bh (x — 

M T o ^ (/¿—1(7)1" 

ào 
G 

n̂ — — 8) 10 

Le premier crochet sera positif si la fraction ^ 
^ ^ (/I —1)/¿ 

est supérieure à mais alors tous les autres crochets 

le seront aussi, car le premier terme de chaque crochet 

est supérieur à eomme ayant un dénominateur 

plus petit, et le second terme est inférieur à ^ comme 



( 3 .7 ) 
ayant un dénominateur plus grand. Les puissances de 
[x — a) qui précèdent chaque crochet, et le terme qui 
l este seul, si les termes àa f { x ) sont en nombre impair, 
sont de même parité. Toute vakair de x qui satisfait à 
l'inégalité 

{11 —i)n % 

rend donc tous les ternu's de j \ x ) de même signe, et, 
par suite, ne peut être racine^ il en résulte que les ra-
cines de /'(.r) sont comprises entre celles d(; l'équation 

{x — ay _ 

( /̂  — \ ) a x ' 

c'est-à-dire entre les noml)res indiqués. Cn. B. 

SOLUTIOX GÉOIIÉTIUOIE DE LV QIESTIOX PROPOSÉE 

Al tOXCOURS (ÎÉXÉRAL M 1X83; 

P A R M . E R N E S T MALO, 

Capilairic du Génie à Besançon. 

Par le centre (Vune surface du second ordre, on 
mène deux demi-diamètres rectangulaires OM, OJN : 
on propose de démontrer que l'ensemble des droites 
MN qui passent par un point fixe 1 forme un cône du 
second ordre et de trouver sous quelles conditions ce 
cône sera de révolution. On propose, en second lieu, de 
démontrer que toutes les droites MiN qui sont dans un 
même plan FI sont tangentes à une même section conique 
et de troui^er comment doit être choisi ce plan pour 
que cette conique soit une parabole ou un cercle. 

Je m'appuierai sur ce théorème connu : 

La somme des inverses des carrés de deux demi-
diamètres rectangulaires 0:M, OiN est constante. 
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Comme, dans nn triangle rectangle, la somme des 

inverses des carrés des côtés est égale à l'inverse du 
carré de la hauteur relative à l'hypoténuse, la droite MN 
enveloppe un cercle ayant son centre en O et un rayon 

1 , ah 
égal a 

Réciproquement, si, entre les inverses des carrés de 
deux rayons, OM, OiN̂ , rectangulaires ou dirigés sui-
vant la même droite, on a la relation 

p̂  p'̂  lï' 

et si M décrit une conique ayant O pour centre, il en 
sera de même de N, (;t les deux coniques auront memes 
directions d'axes. 

Cela rappelé, considérons un plan passant par la 
droite 01 : ce plan coupera la surface du second ordre 
suivant une section conique à laquelle correspondra un 

Fî . I. 

cercle enveloppe des droites MN de ce plan; par consé-

quent, il y aura deux de ces droites qui passeront par I 

et qui seront également inclinées sur 01, et, d'après ce 

(|ui précède, en désignant par OG le diamètre dirigé 

suivant OI et par OH le diamètre perpendiculaire, la 

relation 
\ \ \ \ 

or O K " O G " o n 
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où 01 et OG sont constants, oblige le point K à décrire 
une section conique ayant même centre et mêmes di-
rections d'axes que la conique décrite par H lorsque le 
plan tourne autour de 01. Les droites MN menées p a r i 
sont donc sur un cône du second ordre, et, pour que ce 
cone soit de révolution, il faut que le rayon OP soit 

soit constant, et. constant, c'est-à-dire que — ^ H-- — ~ 
OG o n " 

comme OG est constant, que OH soit aussi constant. 
En d'autres termes, il faut que le point I ait été choisi 
sur l'axe de l'un des systèmes de plans de sections cir-
culaires. 

Si, au lieu de considérer les droites MN qui passent 
par un point, on considère celles qui sont dans un plan, 
il est clair qu'elles enveloppent une section conique, 
car, considérant un point I dans ce plan, on peut de ce 
point mener deux tangentes et deux seulement à l'enve-
loppe, puisque, d'après ce qui précède, le point I est le 
sommet d'un cône du second ordre qui sera coupé par 
le plan suivant deux génératrices et seulement deux. 
Je suppose maintenant que I soit sur la droite à l'infini 

Fig. 2. 

Qi 

du plan. Le cône dégénère en un cylindre et la sec-
tion droite de ce cylindre s'obtiendra en menant d'abord 
les trois diamètres rectangulaires : OG, dirigé suivant 
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01; OE, perpendiculaire à 01 el parallèle au plan 
donné; 011, perpendiculaire à ce plan ; puis les droiles 
EG el HG, enfin les perpendiculaires OP et OQ que 
Ton rabattra en O P Î , OQ^ suivant OE et 011; P̂  et Q^ 
seront deux points de la section droite cherchée dont 
on connaît déjà le centre et les directions axiales, qui 
sont les mêmes que celles de la section EOH, de sorte 
fju'elle est complètement déterminée. La trace du plan 
sur le plan EOlï est une di oile MM' parallèle à OE, et, 
si r<înveloppc; des droites MiN est une parabole, un des 
points d'intersection M, M' de la droite MM' avec la sec-
lion droite du cylindre 01 est à l'infini, puisque l'on ne 
peut mener à une parabole qu'un(; tangente parallèle 
à une direction donnée. OP̂  est donc une asymj)tole de 
la section droite du cylindre, c'esl-à-dire que le segment 
OQ, est iniini : cela exige (jue les segments OE et OG 
soient de même intinis, c'est-à-dire (jue le j)lan GOE 
coupe le cônc asyni|)tote de la surface suivant deux gé-
nératricxîs rectangulaires. On a donc l'énoncé suivant : 

Les cordes d'une surface du second ordre, vues du 
centre sous un angle droit et situées dans un niênie 
plan, enveloppent une parabole lorsque la coniijue 
d'inierseclion du plan et de la surface est une liyper-
bole écjuilaLcre. 

Je cherche maintenant à quelles conditions l'enve-
loppe des cordes MN situées dans un même plan 11 sera 
un cercle. Une condition suffi saute est évidemment, 
comme on l'a remarqué de prime abord, que le plan 
passe par le centre ; mais cette condition n'est pas né-
cessaire. Les tangentes menées d'un point I du plan à 
l'enveloppe des cordes MN de ce plan sont, comme on 
l'a observé, les génératrices suivant lesquelles le c(jne 
des droites MN qui passent par X est coupé par le plan n, 
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el ces génératrices rorment une conique évanouissante 

semblable à la conique de dimensions finies suivant 

laquelle le cône I est coupé par un plan parallèle à II. 

Si donc celle-ci est un (cercle, l'autre sera un point-

cercle doublement tangent à l'enveloppe des cordes MN 

du plan n, c'est-à-dire un des quatre foyers de cette 

enveloppe, qui sera un cercle si les foyers coïncident. 

Or il est facile de voir que, lorsque le point I se déplace 

sur une droite passant par l'origine OJ, les directions 

des plans de sections circulaires du cône (I, MN) ne 

cliangent pas. 

En elîet, soient OG le diamètre passant par I, OH et 

OE les axes de la conique intersection de la surface 

avec le plan diamétral perpendiculaire à 01 : le cône I 

coupera ce plan suivant une conique dont les axes OHi, 

Fis. 0. 

OE, seront dirigés suivant OH et OE, comme on a vu, 
et s'obtiendront en décrivant les cercles de centre O et 
de rayons OP, O Q tangents à GH et à GE, puis en 
menant de I les tangentes à ces cercles. Les sections 
circulaires du cône I s'obtiendront ensuite en décrivant 
une sphère de centre O et de rayon O P ; soit R un des 
points où cette sphère coupe IE, et soit J la projection 
de P sur 01*, PJll est un plan de section circulaire et 
l'angle de JR avec OEj est manifestement égal à l'angle 
Q O R . Le cosinus de cet angle étant mesuré par le rap-

Ann. de Mathémat., "h"- série, t. VIT. (Juillet i888.) i 
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port qui est constant, la direction de JR est inva-

riable, comme on Favait annoncé. De là résulte la pro-

position suivante : 

Si y du centre de la surface y on fait sur un plan 
{juelconque la perspective des coniques, enveloppes des 
droites MN, dans les plans parallèles au plan choisi, 
on obtient un système de coniques homofocales. 

En particulier, sur un plan de section circulaire les 
foyers réels du système seront le centre de la section 
et la projection du centre de la surface sur le plan. On 
voit aussi, et c'est ce qu'il importe surtout de remar-
ijuer, que si l'enveloppe des droites MN d'un plan IT 
est un cercle, il en sera de meme pour tous les plans 
parallèles. 11 suffit donc de trouver une seule position 
convenable pour FI. Or il est évident que, si l'on en a 
trouvé une, si un plan 1Í est situé convenablement par 
rappoi t à la surface donnée S, en construisant la figure 
à une éclielle diiférente, on aura un plan II' homologue 
de II, qui sera également placé comme on le demande 
à l'égard de la surface S' homologue de S; mais tout 
plan II parallèle à 11'est aussi convenablement situé par 
rapport à : on peut donc considérer, pour déterminer 
les conditions du problème, n'importe quelle surface 
homothétique à S, en particulier son cône asymptote. 
Mais, à l'égard de celui-ci, les plans qui le coupent sui-
vant des génératrices rectangulaires enveloppent un cône 
du second ordre F dont il s'agit seulement de trouver 
les plans de sections circulaires, et c'est à quoi l'on par-
viendra sans difficulté de la même façon que ci-dessus. 

En écrivant Féquation de la surface donnée sous la 
forme 

I, 
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les équations des plans centraux appartenant aux sys-

tèmes eliercliés seront 

( A2 _ ( C2 _ o, 

( B2 — A 2 -I- ( Ci - A2 ) ^̂  = o, 

( A 2 — O . 

Si, comme on le suppose ordinairement, A, B, C sont 

rangés par ordre de grandeur croissante, les dt;ux der-

niers systèmes sont imaginaires. 

On peut aussi, pour déterminer les systèmes de 

plans n , se servir de la métliode suivante, qui m'a 

été indiquée par M. le lieutenant-colonel du Génie 

Percin. 

Deux points M et N, vus de l'origine sous un angle 

droit, sont conjugués par rapport à la splière évanouis-

sante ayant pour centre l'origine, et si la droite MN 

doit rester dans un plan II, ces points M et N seront, 

en particulier, conjugués par rapport au cercle imagi-

naire suivant le(]uel ce plan II coupe la splière, cercle 

qui a pour centre la projection O^ de O sur le plan II et 

pour rayon 0 0 , y/—i . Ainsi, le problème de trouver 

renveloppe des droites MN vues du centre sous un angle 

droit et situées dans un plan II est un cas particulier de 

celui où l'on se propose de trouver l'enveloppe des 

droites divisées liarmoniquenient par deux coni(jues S 

et S'. Cette enveloppe est une conique, comme on le sait 

d'ailleurs; mais les considérations suivantes l'établissent 

également. En elFct, soit à trouver les dioites iMN qui 

passent par un point I de la conique S' : il suffit évi-

deinnient de prendre les points a et où la polaire 

de I par rapport à la conique S rencontre la conique S' 

et de les joindre au point I. Si tJi et p/ coïncident, 1 est 

un point de l'enveloppe cliercliée, et, comnie la droite 

a;/ enveloppe une conique, polaire récipro([ue de S' par 
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rapport à S, cela aura lieu quatre fois, puisque deux 
coniques aduK^tent quatre tangentes coniniunes. De 
tout cela résulte que renveloppe des droites MN ne 
peut être qu'une coniijue. Pour que cette conique soit 
nn cercle, il faut, à supposer que S' soit un cercle aussi, 

Fig. 4. 

que deux de leurs points d'intersection soient les points 
cir(;ulaires à l'infini : ainsi, dans cette hypothèse, les 
polaires des points circulaires, prises par rapport à la 
cofiique S, touchent le cercle donné S^ Or ces polaires 
sont connues : ce sont les droites qui joignent le centre 
de S aux points de contact des tangentes issues des 
points cii'culaires, c'est-à-dire aux deux points situés 
sur la directrice de part et d'autre du grand axe à la 

a et ¡3 désignant les demi-longueurs distance ± 

d'axes de la conique S. Puisque le cercle S' leur est tan-
gent, son centre est sur l'axe : on voit donc d'abord que 
les plans II cherchés sont parallèles à un axe principal 
de la surface donnée. En considérant ensuite la condi-
tion de distance, on trouve aisément que les plans n 
doivent faire, avec la direction du diamètre conjugué, 
un angle to défini par la relation 
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a et è étant les axes de la section faite dans la surlace 

par celui des plans II qui passe par le centre. O n trouve 

alors pour les équations des trois systèmes centraux 

' 1 \ , / ' ' 

comnie précédemment. 
La méthode qui vient d'être exposée est surtout com-

mode pour étudier les généralisations qu'on peut tenter 
de donner du problème; par exemple, pour étudier la 
surface décrite par les droites MN qui s'appuient sui; 
deux droites M^N', vues elles-mêmes du centre 

sous un angle droit, et les relations que cette surface, 
qui est du second ordre, a avec la surface doimée. 

Note. — Nous avons reçu aussi, de M . Al. Aubry, élève du lycée 

de Lille, une excellente solution analytique. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE LA QUESTION PROPOSÉE 

POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1887; 

P A R I\1. P A U L P A Y E T , 

Klève du Collège Stanislas. 

On considère toutes les coniques qui ont un foyer 
en un point donné F et qui passent par deux poinls 
donnés K et \\ : 

.^fontrer que ces coniques forment deux séries 
telles que pour toute conique d'une série la directrice 
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coricsponcinni au foyer F passe pai' un point fixe de 
la droite AB, situé entre K et B; tandis que, pour toute 
conique de V autre série, la directrice correspondant 
¿IU foyer F passe par un point fixe de la droile AB, 
non situé entre A et B. 

Trouver le lieu des centres de ces coniques et 
nionlrer qu'il se compose de deux coniques homo fo-
ca les. 

Prenant un point C sur le lieu précédent, recon-
naître, d^après la position qu'il occupe sur ce lieu, 
si la coni(¡ue considérée dont le point C est centre 
est telle que les poinis A et soient sur une même 
branche ou sur deux branches différentes de cette 
conique. 

4" Si le point C est tel que les ])oints A et B sont sur 
une même bi'anche de la conique considérée, recon-
naître, d'après la position du point C, si cette conique 
est du genre ellipse ou du genre hyperbole, et, dans ce 
dernier cas, si les points A B sont sur la branche 
voisine de F ou sur Vautre. 

Considérons le foyer F et les deux points A et B 
donnés; joignons FA et Fl> et menons les bissectrices 
des anghîs en F : Tune rencontre AB en M situé entre 
A cl B, et l'antre en N situé en dehors de AB. 

Or on sait que, si d'un point situé hors d'une co-
nique on mène les tangentes à cette courbe, le point où 
la directrice corrcsj)ondant à l'un des foyers rencontre 
la corde des contacts appartient à la bissectrice de l'angle 
sous lequel on voit du loyer la distance des points de 
contact, si ces points sont sur des branclies différentes, 
et à la bissectrice de l'angle extérieur si ces points sont 
sur une même branche. 

D'après cela, comme AB, FM et FN sont fixes, le 
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point M est un point iixe commun à toutes les direc-
trices correspondant au foyer F des coniques pour les-
quelles A et B sont sur des branches diiïérentes, et le 
point N est un point iixe commun à toutes les directrices 
des coniques pour lesquelles A et B sont sur une même 
branche. 

La première partie de rénoncé se trouve ainsi dé-
montrée. 

Pour construire un centre quelconque et trouver 
le lieu de ce point, on pourrait appliquer le théorème 
déjà cité; mais on peut arriver plus simplement au ré-
sultat en s'appuyant sur la propriété suivante : 

Dans une conique, le diamètre conjugué d'une di-
rection de cordes et la perpendiculaire abaissée d'un 
foyer sur ces cordes concourent sur la directrice cor-
respondajit au foyer considéré 

Considérons alors {fig. i ) une direction quelconque MH 

C ) En elFet, soient F M une corde et VC la perpendiculaire menée 
|)ar le foyer F. Ces deux droites étant rectangulaires ct passant par 

le foyer, l' C contient le pùle de F M . Ce pôle est aussi sur ie dianictre 

C 

\ 

\ M 

conjugué O C de F M ; il est enfin sur la directrice CD, car F M passe 

par le foyer F. 
Donc O C et FC concourent sur la directrice correspondant à F. 
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passant par M (A eL B sont sur des brandies difFérentes). 
Ĵ e centre se trouve d'abord sur l'axe FC mené par F 
perpendiculairement à la directrice, il se trouve ensuite 
sur le diamètre coiijuguè de AB. qu'on obtient en joi-
gnant, d'après la propriété citée, le milieu O de AB au 
])oint 11 où la directrice MU rencontre la perpendicu-

Im?:. 1. 

V 

7 

1' 4 
ii 0 M l 

laire F P à AB. Le centre est donc le point C. Or ce 
point se trouve constamment sur les droites FG et OC 
(jui |)ivotent autour des points iixes O et F . Ces droites 
Îorment deux faisceaux bomograpliiques, car à toute 
droite de l'un des faisceaux correspond une et une seule 
droite de l'autre, et réciprocjnement. 

Le lieu du centre des conicjues dont la directrice 
passe en M est donc une conique passant en F et O. De 
plus, si nous plaçons Mil suivant AB, le point C vient 
en P, et si Mil devient perpendiculaire à AB, C se con-
fond avec Q. La conique est donc circonscrite au rec-
tangle OPFQ, et son centre est le centre D du rectangle. 
Si Mil se place suivant MF, C vient en F , F C se place 
suivant FJN, seconde bissectrice, et F C , coupant la co-
nique en deux points confondus en F, est tangente en 
ce point; des raisons de symétrie nous donnent les tan-
gentes en O, P et Q. Cette conique est une ellipse-, car, 
pour qu'elle eiït des points cà l'inlini, il faudrait que FC 
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et OC pussent devenir parallèles ou OC devenir per-
pendiculaire à MH. Or P, M et O étant les pieds de 
la hauteur, de la bissectrice intérieure et delà médiane 
issues de F , M, pied de la bissectrice, se trouve entre M 
et O. Par suite, H étant toujours à l'extérieur du ceicle 
décrit sur MO comme diamètre, l'angle MHO n'est jamais 
droit, et la conique n'ayant pas de points à l'infini est 
une ellipse. 

On prouverait d'une manière identique que le lieu 
du centre des coniques dont la directrice passe en ]N est 
une conique circonscrite au rectangle O P F Q , sa tan-
gente en F est la première bissectrice F M ; la symétrie 
nous donne les trois autres tangentes. Les deux coniques 
composant le lieu des centres sont donc circonscrites 
au même rectangle et orthogonales aux sommets de ce 
rectangle, car les bissectrices FM et FN sont rectangu-
laires. Par suite, d'après une propriété connue, les deux 
coniques sont homofocales, et, Tune étant une ellipse, 
l'autre sera une hyperbole. 

Fii?. 2. 

/ > 7 
\ 

V / IV. ^ 
1 \ » \ 
V \ \ 

\ \ 

Nous pouvons d'ailleurs trouver directement les 

asymptotes de cette hyperbole. En effet, dans ce cas, le 
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point pied de Ja hauteur, est forcément entre O et ]N : 
l'angle OMN sera donc droit lorsque 11 viendra aux 
point 1 ct r où FP coupe le cercle décrit sur ON comme 
diamètre. Les directions asymptotiques sont alors Ol 
et 01', et, comme le centre est en D, nous avons les 
asymptotes en position. 

3" D'après la génération même du lieu, nous voyons 
que l'ellipse est le lieu des centres des coniques pour 
lesquelles A et B sont sur des branches dilïérentes, c'est 
donc un lieu de centres d'hyperboles. 

L'hyperbole est au contraire le lieu des centres des 
coiiiques pour lesquelles A et B sont sur une même 
branche; il peut y avoir des centres d'ellipses ou d'hy-
perboles : nous allons les séparer. 

Nous savons que, dans tout lieu de centres, les 
centres de paraboles séparent les centres d'ellipses 
des centres d'hyperboles. Or, dans notre question, il 
n'y a que deux paraboles, toutes deux véritables, ré-
pondant aux données, et il y en a une dans chaque série 
de coniques. Leurs centres se trouvent h l'iniini sur les 
branches de l'hyperbole; l'une des branches se compose 
donc de centres d'ellipses, l'autre de centres d'hyper-
boles, et, comme le point F est le centre de l'hyperbole 
réduite aux deux droites FA et FB, la branche de 
gauche est formée des centres d'ellipses, la branche de 
droite des centres d'hyperboles. 

Voyons maintenant dans quel cas, pour les centres 
d'hyperboles, A et B sont sur la branche voisine de F 
ou sur la branche opposée. 

Pour que A et B soient sur la branche opposée à F , 
il faut que la directrice issue de N laisse d'un côté le 
foyer F et de l'autre A et B; cette directrice sera donc 
comprise entre FN ei'NA, et l'axe qui lui est perpendi-
cidaire sera compris entre FM et FN. Donc les points 
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du lieu siluës entre F et P sont les centres pour lesquels 

et B sont sur la branche opposée à F. 

Fig. 3. 

La figure ci-dessus résume les résultats de la discus-

sion. 

Xote. — La m ô m e question a élé traitée analytiqucmenl par M . E. 

Barisien. 
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SOLUTION DES OUESTIONS PROPOSÉES 

All CONCOURS DMGRÉGATION DE 1883; 

P A R M . M O R E T - B L A N G . 

M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S . 

Trouver la hauteur AB et les hases AD, BC d'un 
trapeze rectangle ABCD, connaissant la longueur l du 
côté oblique CD, l'aire a- du trapèze et le volume 
^^rJ)'^ engendré par la révolution de la figure autour 
de CD. 

Discuter les formules trouvées et déterminer le mi-
nimum et le maximum de h^. On examinera les cas 
particuliers suivants : 

¿ = a, ¿ = 3a. 

Prolongeons AB et DC jusqu'il leur rencontre en E; 
abaissons CF perpendiculaire sur AD et AU perpendi-
culaire sur DE. 

Posons 

et soit J ^ 
Les triangles semblables A DE, CDF, A DU donnent 

D E __ A U _ J 

/ — 

d'où 

y - z l 

On a 

v o l . A D E i t : À l ï ' x D E = ^ t . — , 
,3 3 ¿ { f - z ) 

v o l . B C E = \ o \ . A D E x — 
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et 

vol. ABGD = vol. ADE - vol. BGE = 

vol. 

Cela posé, on a, d'après les données de la question, 

( I ) 

(9.) x{y-{-z) = 

( 3 ) I b ^ ; 

puis, par la combinaison de ces deux dernières équa-
tions, 

( 4 ) = 

On a la somme et le produit des deux quantités x - et 
( y — z)-, qui sont les racines de l'équation 

d'où 

2 

Le signe du radical se détermine en remarquant que, 

pour X ne saurait être nul, car alors L et b 

seraient aussi nuls, ainsi que a, et il n'y aurait plus de 

trapèze; on ne peut supposer nulles toutes les données. 

On a alors 

Q i i t i Z ^ 
( j — 5 ) 2 Ib^—'^a'* 

et, par suite, 

5t ( Ib-^ — 3 a* ) 
( y -4- z y ~ a * rr:^ . . . . ^ • 
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En extrayant les racines carrécîs des valeurs précédentes, 

on aura 
X, y z et y — 

et, par suite, j et 

Discussion. — i.a réalité des valeurs de x , j , 3 exige 
<pie l'on ait 

I.es équations (4) et (5) montrent que, pour que z 
soient positifs, il faut que l'on ait 

b̂  —r- et b^y- - J - ' 

Ĵ a valeur minimum de h'̂  est d o n c e t sa valeur 

maxinuini est la plus petite des deux limites -!—^ 

et ce sera la première si et la seconde si 

Pour / = a, on a le minimum h'̂  

X~y — z — a : 

le trapèze est un carré; et le maximum h'̂  

a 5 a v/ 2 a i/ >. 

Pour I = 3 ¿7, on a le minimum 
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le trapèze est un rectangle; et le maximum ĥ  = -—y 

•1 

le trapèze se réduit à un triangle. 

M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

D'un point donné P, on mène des normales à un 
ellipsoïde donné : 

i" Démontrer que par les pieds de ces six nornmles 
on peut faire passer une infinité de surfaces du second 
ordre S coiicentriques à Vellipsoïde ; 

Trouver le lieu que doit décrire le point P pour 
que les surfaces soient de révolution] 

3® Déterminer le cône^ lieu des axes de révolution 
des surfaces S ; 

4® Sur la section de ce cône par un plan perpendi-
culaire à Vaxe mineur de Vellipsoïde, indiquer les 
points par lesquels passe Vaxe de révolution quand la 
surface S est un ellipsoïde, un hyperboloïde à une ou a 
deux nappes y un cône, un cylindre ou un système de 
deux plans parallèles. 

~ H- ^ = I, équations de rellipsoïde, a , ^ b ^ c ; 

-̂ 'Oî.') Oi coordonnées du point P. 
En exprimant que la normale au point (x , de 

l'ellipsoïde passe par le point P, on a les équations 

— ^ yp—y ^ ^0— ^ 

.T y z ' 
62 ^ 
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Tirant de ces équations les valeurs de y , z et les 
reportant dans celle de Tellipsoïde, on a 

Z^z^Tf T^'^^k^y — I - o, 

équation du sixième degré en h. A chacune des valeurs 
de A correspond une normale : on peut donc, du point P, 
mener h rellipsoïde six normales réelles ou imagi-
naires. 

Les équations de condition peuvent s'écrire 

M ^ — = o, 

iN — ( c- — a-)zx a^-^o ^ — c- .T = o, 

P — ( a-^ ù- ) xy -î- b -j'o x ~ a-x^^y = o. 

l/équation générale des surfaces du second degré pas-
sant par les pieds des six normales est 

ou 

lyi Iz^ 

<(' b- c^ ^ ^ 

-f- p ( a'- — b-) xy 4- (pb'y^, — n c-z,, ) x 
-4- {me"-pa-x^^ )y -h ( ua-Xy^ — uib-y^^)z — / = (). 

Pour que cette surface soit concentrique à rellip-
soïde, il faut que les coeificients de x , ^ soient nuls, 
ce qui donne 

m u p 

a-x^ b-iyy) c-ZQ^ 

et l'équation générale des surfaces du second ordre S 
passant par les pieds des six normales issues du point P, 
et concentriques à Fellipsoïde, est 

S — 
Ix^ ly'- Iz'-

( -+-/>-( c- ~ a-) r,, zx c-( a^-— b-) Zo xv — l — o. 
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Comme on peut donner à L une infinité de valeurs, il y 
a une infinité de ces surfaces. 

On exprimera que la surface S est de révolution 
en écrivant qu'une surface du second ordre passant par 
son intersection avec la splière concentrique 

v = .2-2 - f - J ' 2 - h _ p2 — o 

peut se réduire au système de deux plans parallèles, ce 
qui exige que les trois plans du centre de la surface 

S - XS = o, 

I 2 — X^ ¿r-i- c 2 ( a 2 _ H- o, 

(A) — X ^ y c^)xoZ = o, 

a^)yi)X -4- 2 ^ ^ — X̂  ^ — o 

se confondent, et, par suite, que l'on ait les relations 

d'où 

"" c2 c2(a2—62)^0 

Ann. de Mathemat., 3- série, t. VII (Juillet i888). 
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et, en éliminant A et chassant les dénominateurs, 

/ /( - ) (a^ - h^ )7o - ^- i c > - ^y-i _ c^«^ - )" -5]« 
( Si ) l _ ^ ( _ ) ŷ ^ f _ ¿,2 >̂2 -2 __ (¿,2 _ )2 ^2 J ^ 

Ces trois relations se réduisent à deux distinctes. Si on 
les ajoute après les avoir divisées respectivement par 
n-Xo-, b Ĵo-) ^̂  "o) I î 'st éliminé et Ton obtient, en chas-
sant les dénominateurs, 

( ,̂2 ,̂2 ( ¿;2 _ e2 ) ( C2 - ) ̂ 2 ^2 ^ o, 

('(juation du lieu (jne doit décrire le point P pour que la 
surface S soit de révolution : c'est un cône du quatrième 
ordre, ayant son sommet au centre de rellipsoïde. 

Quand le point P décrit une génératrice de ce cône, 
.r,),j>'o? varient proportionnellement, ainsi que /, en 
vertu des relations (2), et la surface S reste la même. 
Ainsi, les pieds des normales, menées à l'ellipsoïde des 
différents points d'une génératrice du cône (3), sojit 
situés sur une même surface de révolution. 

3'̂  En remplaçant X par sa valein% l'équation du plan 
des centres des surfaces S — A(.r--f-j --f- z-— p-) = o, 
(pii (\st perpendiculaire à l'axe, peut s'écrire 

= o ; 

h\s équations de l'axe sont donc 

(4 ) c-)x\^x = ¿>2(e2— a^ jy^y — 

En éliminant entre ces équations et l'équa-
tion (3), on obtient celle du cône des axes 

( :") ) a~ ( — c-) T- ¿>2 ( 2̂ a2 ) j 2 (.2 ( <̂ 2 — b^) z- ~ o. 



( 339 ) 

4" Si l'on coupe cc cone par le pl^n la sec-

lion 

( 6 ) «2(62 __ ¿ , 2 ( c 2 _ c 2 ( a 2 — h^-) z \ = O 

est une hyperbole dont l'axe transverse se projette sur 
OjK ^̂  Taxe non transverse sur O x . 

Pour faire la distinction des points qui appartiennent 
aux axes des diverses surfaces de révolution, nous re-
marquerons que le cône est la limite entre les deux 
hyperboloïdes ; le système de deux plans parallèles est la 
limite entre riiyperboloïde de révolution à deux nappes 
et l'ellipsoïde de révolution aplati, et le cylindre entre 
riiyperboloïde de révolution à une nappe et l'idlipsoïde 
de révolution allongé. 11 suilit donc de chercher les 
points (|ui correspondent aux limites. 

Pour que la surface S soit un cône, il faut que / = o ; 
l'équation de la surface se réduit cà 

« 2 ( 6 2 — -H 6 2 ( c 2 — c ^ (a'^ — ¿ji) z^xy = o , 

et, pour que cette surface soit de révolution, il faut 

que l'on ait 

Les équations de l'axe deviennent alors 

it ~ ± y — ±: z, 

et, pour z — Zi, 

en tout quatre points. 

Si la conique S est le système de deux plans paral-
lèles, ses traces sur chacun des plans de coordonnées 
seront deux droites parallèles, et l'on aura 

2 / = ± «2 /̂ c ( 62 — c2 ) :z7o = 62 Cic {c^—a^) y o 
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les t'qualioiis de l'axe deviendront 

rr ax = h y TIZ cz, 

et, ponr 

On exprimera que la surface S est un cylindre en 

écrivant que les écpiations de l'axe vérifient les trois 

équations (A) des plans du centre. En r(;mplaçant, dans 

les résultats, ( ¿ — l ) , l ) , par 

leurs valeurs, (it ayant égard aux équations (2), on a 

a2 c2 -H i/,2 1)1 c l a l c-i 

a'^C^-h 

d'où, pour z — ẑ .̂  

y r̂  I - . 

6*2 ) -62 C'̂  

7.2( «2 _ 
- a2¿;2 

En résumé, les points appai tenant aux axes des sur-
faces de même espèce sont disposés symétriquement sur 
chacune des quatre demi-branches de l'hyperbole. En 
considérant celles dont les abscisses sont positives, ils se 
pi'ésentent dans l'ordre suivant : 

De .r == o à .r ~ - , ellipsoïdes de révolution aplatis ; 

X ~ système de deux plans parallèles; 

De x = h X hyperboloïdes à deux nappes; 

X Zf, cone ; 
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De x = a hyperbo-

loïdes à une nappe; 

^ \/ + de révolution ^ 

> \ / e l l i p s o ï d e s de révolution 

allongés. 

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE 

AU CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1884; 

P A R M . E . J A G G I . 

On donne une ellipse et une hyperbole situées res-
pectivement dans deux plans rectangulaires P Q, et 
pour chacune desquelles la droite d'intersection de 
ces deux plans est axe de sy métrie : 

1° On considère tous les plans R tangents à la fois CL 
Vellipse et à Vhyperbole., et l'on propose de démontrer 
quil existe une infinité de surfaces du second ordre S 
tangentes à la fois à tous les plans R ; 

Trouver le lieu des centres des surfaces S et dé-
terminer la nature de chacune de ces surfaces suivant 
la position occupée par son centre; 

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les surfaces S soient homofocales. 

Nous prendrons pour plans des xz et des yz les pians 
P et Q des deux coniques, et pour origine le milieu des 
deux centres. 
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Les t'ijualioiis des deux coniques seront 

¡ i ï ^ - h^ ' = 

En exprimant que le plan 

( ) ux -h vy w z — I — o 

a ses traces tangentes aux deux coniques, nous avons 

les deux relations suivantes 

f(u,w) = {wzo— ly — — Ii2 — Q 

w) = {wZo-h d'^w-— c2 — o, 

qui sont les équations des deux coniques en coordonnées 

tangentielles. 

î ' On voit immédiatement que les plans R sont tan-

gents aux surfaces du second degré dont l'équation gé-

nérale est 

F( Vj w) — \ w) H- (JL w) = o. 

2" Le lieu des centres est une droite, car on sait 
qu'en général le lieu des centres des quadriques tan-
gentes à huit plans est une droite. Ici, cette droite est 
l'axe des car, le système des plans étant symétrique 
par rapport h cet axe, les surfaces le sont aussi. L'ana-
lyse le donne aussi simplement : le centre étant le pôle 
du plan à l'iniini, on a, entre ses coordonnées, les rela-
tions 

^ __ y _ ^ _ ' 
W j ô ) ~ F > ) ~ F ^ " ' 

d'où l'on tire 

- „ — -
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Pour discuter la nature de la surface par rapport à la 

position de son centre, nous introduirons le ^ du centre 

dans l'équation en éliminant \ et ¡x. En appelant ^ ce 

nouveau paramètre, l'équation F s'écrit 

o ^2) ̂  _ ^̂ (¿,2 _ 2̂ _ 2̂ )] 

JNOUS poserons, pour abréger. 

Si Si — -Oî Ç variant de — oc à la sur-
face est un hyperboloïde ; pour , un paraboloïde hyper-
bolique; entre Çi et — ZQ? un hyperboloïde; 

pour — ĉ o, 
un cylindre; entre — Z q et z^, un hyperboloïde; pour 

un cylindre et au delà un hyperboloïde. 
Si ZQ<^b, de —00 à — Zô  la surface est un hyper-

boloïde; pour —2^0, un cylindre; entre ZQ et un 
ellipsoïde; pour Çj, un paraboloïde elliptique; au delà, 
un hyperboloïde, sauf pour ZQ^ pour laquelle la surface 
est un cylindre. 

Pour exprimer la condition que les surfaces sont 
homofocales, je remarque qu'il suffit d'écrire que la 
développable circonscrite à toutes les quadriques passe 
par le cercle imaginaire de l'infini ou (jue les plans lui 
sont tangents. 

11 suffit pour cela d'écrire que le plan 

a X -h vy -h i^z = o 

est tangent au cône 
.272-4-j2 ^2 — 

ce qui donne 
¿¿2-4- w2 o. 
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Cette équation, jointe aux deux suivantes, 

( w z o — l y — h'^W'— â u'̂ - = o, 

doit laisser w, w variables. En formant l'équation 
en w qui en résulte et écrivant qu'elle se réduit à une 
identité, on a les conditions 

Les deux coniques ont alors pour équations 

— Y- - f - I = O. «2 62— «2 

On voit que, pour que la seconde conique soit une 
hyperbole, il est nécessaire de supposer a-C^b- et 
qu'alors elle passe par les foyers de l'ellipse. 

SOLUTION DE lÀ QUESTION PROPOSÉE AU CONCOURS GÉNÉRAL 

EN 1883; 

F A U M . L É O N R O U S S E L , 

Elève du lycée de Bar-le-Duc. 

D'un point P pris sur la normale en un point A 
dUin paraboloïde elliptique, on peut mener à la sur-
face quatre autres normales ayant pour pieds B, C, 
D, E. i" On demande de trouver Véquation de la sphère 
S passant par les quatre points B, C, D, E-, de trou-
ver le lieu des centres I de la sphère S quand le point 
P se déplace sur la normale au point A, ainsi que la 
surface engendrée par la droite PI. 
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SoieiiL a, Y les coordonnées du point P ; les coor-
données des points A, B, C, D, E sont données par les 
équations 

— 1 y -
y2 

H == 

r ^ „ . ^ ^ d OU 1 on tire 

' / ? - H / ^ 4 - X 

1 étant racine de Téquation du cinquième degré 

obtenue en portant les valeurs de x , j , ^ dans l'équation 
du paraboloïde. Appelons XQ^J O, Ô ̂ ^̂  coordonnées du 
point A, \o la racine correspondante, de telle sorte 
qu'on a 

/> 3 g y 

Cela posé, soit 

x ' í ^ y ' í - ^ z ^ — ' i A x — i B y — .¿G^ -f- D = o 

l'équation d'une sphère que je suppose passer par les 
points B, C, D, E. Si j'exprime que cette sphère passe par 
l'un de ces points, dóneles coordonnées sont données 
par les équations (i), j'obtiens 

— 2 A ( a X) — 2 B — 2 G - H D = o. 

Cette équation en \ doit avoir, en commun avec l'équa-

tion ( 2 ) , les quatre racines de cette dernière, autres 

queX.o- Si doncjeiorme, avec les équations (:>.) et (4), 
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une eoni])inaison qui ne soit que du quatrième degré 
en le produit de cette nouvelle équation par X — lo 
devra être identique, à un facteur constant près, k 
l'équation (2). Or cette combinaison est facile à former : 
il suffit de multiplier (2) par "k et d'ajouter membre A 
membre avec (4). On trouve ainsi 

- h ( a - | - X ) ( a — X — 2 A ) - t - D = o . 

Multiplions donc cette équation rendue entière par 

X — et identifions avec l'équation (2), rendue aussi 

entière, en remarquant (jue le facteur constant d'identi-

lication est 2. On doit alors avoir 

2 ( X - X o ) [ ( a - i - X ) ( a - X - X ) 

+ D ( p - 4 - X ) ( r y + X ) 

(|U(d que soit Si je fais successivement \ = — 
= — j'obtiens 

2. 1> = ; ; = 7 
2(/>-r-Xo) J.p 

2G — ^ _ r/ 2X0) 

En égalant les termes du quatrième et du troisième 
degré en X, on trouve 

2A z=p q ^ 

— D = ( j d 4 - X o ) ( ( 7 - ^ X O ) . 

L'équation de la sphère est donc 

XYoi p-h-q'ilo) zzoip-h q-^ilo) X' V - - f - - — — 

'2p iq 

— x{p 4 - 7 + . r o ) o . 
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En mettant cette équation sous Ja forme 

+ + _ p ^ + ^ _ 

_ Xo + + y + X o ) = o, 

on voit qu'elle passe constamment par l'intersection 

d'une sphère fixe et d'un plan parallèle «à un plan fixe. 

Donc Je lieu du point I est la perpendiculaire abaissée 

du centre de la sphère fixe sur le plan. Les équations 

de cette droite sont 

ZX = p -r- (J Xq, 

ro -0 

La droite PI s'appuie déjà sur deux droites fixes, la 

normale en A et la droite lieu du point L D'ailleurs 

ses équations 

_ ¿iZt^i* 
^ - ( ^ O - X Q ) ^ ^ p 

: {Xç)—Ao; 

(J XQ 
z — Zi) 

Z O ( P - + - Q -4-2X0) _ _ Z N ( F / - H XQ) 

iq q 

montrent qu'elle reste parallèle au plan fixe 

y^x-^ipy __ z^x -t- iq z 

Donc elle engendre un paraboloïde hyperbolique. 
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SOLUTION « UNE QUESTION PROPOSÉE POUR L'ADMISSION 

A L'ÉCOLE NORMALE EN I88S; 

PAR m. F. FARJON, à Boulogne-sui-Mer. 

Du foyer V d'une ellipse comme centre on décrit un 
cercle: d'un point P, de ce cercle on mène la tcmgente 
P^ P2 f^d courbe, puis la tangente P2P3Î puis la tan-

gente P3P4, et il s'agit de déterminer le rayon du 
cercle de telle sorte que P4P, soit aussi tangente. 
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Abaissons les perpendiculaires F'Mo, F'Ma, 

F 'Mi , le fjuadrilalère M^ MgM.iM^ est un parallélo-
gramme, puisque ses sommets sont les milieux des côtés 
de P2P3P4. et il est inscriptible : c'est donc un rec-
tangle, d'où il suit que les diagonales du quadrilatère 
PiPçPsP/, sont rectangulaires et que le centre O est le 
milieu de M4 M3. 

On sait que, si un quadrilatère inscriptible a ses 
diagonales rectangulaires, la droite qui joint le milieu 
de l'un des côtés au point de concours des diagonales est 
perpendiculaire sur le côté opposé ). Il en résulte que, 
F désignant le point de concours des diagonales de 
P.P.PaP/o FM, est parallèle à FM3, et FM3 parallèle 
à F^M, ; F'M^FAL^ est donc un parallélogramme et le 
point F , symétrique de F' par rapport à O, est le second 
foyer de l'ellipse. 

Ainsi, tous les quadrilatères, à la fois inscrits dans le 
cercle F' et circonscrits à l'ellipse, ont leurs diagonales 
rectangulaires et se coupant au foyer F . Remarquons, 
en passant, que tous ces quadrilatères ont leur centre 
de gravité en O. 

Cela posé, considérons en particulier le ([uadrilatère 
qui a l'un de ses sommets au point D' où le grand axe 
prolongé rencontre le cercle, F étant le point de con-
cours des diagonales, le sommet opposé sera en D̂  à 
l'autre extrémité du diamètre D'F, et les deux autres 
sommets sur la perpendiculaire F E à ce diamètre. Me-
nons OE, et soit R le rayon clierclié on a 

C ) Ce théorème, d'après Cliasles, est dii au ^(^omètrc indien 

Brahnnegupta, qui vivait an vi" siècle de notre ère {Aperçu hist., 
Note XII). 
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l'angle circonscrit D^ED étant droit 

l'égalité précédente peut donc s'écrire 

d'où 

Note. — Solution idcnlique par M . Théodulè Caronnct; soluliori 

analyli(juc par M . Julicl-Rénoy. 

NOTE DE GÉOMÉTRIE; 

P A U M . G E N T Y . 

Soit une droite de longueur constante dont les extré-
mités Al et Ao se déplacent sur deux surfaces données 
(Si ) et (So), de telle manière que les normales à ces 
surfaces menées aux points Ai et Ao rtispectivement se 
rencontrent en un point N. La normale au lieu décrit 
par un point quelconque A de la droite A2 passe aussi 
par le point N. 

Soient { X i j j i j Zf)^ ^2) les coordonnées des 
extrémités de la droite mobile dans l'une de ses posi-
tions, et 

^^^ i Al dxiH-Bi dyi-i-Cl dzi = Q. 

\ A2 dx2 -4- B2 dy2 G2 djZ2 — o 

les équations dillerentielles des surfaces (S^) et (So). 
On aura 

— ( 7 1 — ( - 1 — - 2 ) 2 = const . ; 
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d'oii 

Cela posé, les normales aux points Ai et As auront 

pour équations 

Al Cl ' 

•Y — ^ Y —.72 ^ ^ — 
A2 B, G, 

La condition qui exprime que ces deux normales se ren-

contrent est 

en posant, pour abréger. 

Al A2 Al A2 
B, B2 1.2 = 72 Bi B2 

Zi Cl G2 -̂ 2 Cl G. 

Et, si l'on pose de même 

Xi ^2 AL Xi ^2 A2 

M , - JL J2 B, M 2 - JL J2 B, 

Zi -32 CL C, 

on voit sans peine que le point de rencontre IN des deux 

normales a ponr coordonnées 

M. , M, , 
X = Xi-{- — Al — X2-\- -7— A 2 , 

L2 

M2 ^ Ml ,, 

. , , ^2 p __ . Ml 
z — Zi —r- -r— I-JJ — -V2 -t" -z— V.J2' 1̂ 2 J-'l 

Soient maintenant 

/ r 1 - f - m .r-, _ l y i - \ - m y ^ 

i + m 
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I . 
les coordonnées du point A, — étant un rapport con-

stant. 
La relation à démontrer est 

OU 

^ { x — dxi-^- în dxi) = o, 

Ixy -f- mX2\ 

ou 

Ixi-h inx-i^ 
^ „ , + _ A , . - ) rf-.J = o , 

OU, en développant et tenant compte des équations (i). 

^^^/.ri dx\-\-mXi dxr 

OU enfin 

/ - f - m 

^ d x i - H X 2 d x ^ — X.2 d x i — .-r , d x - j ) = o , 

équation identique à la relation (2). 

RECTIFICATIONS. 

La question 152G, résolue par M . A. Droz, 3® série, t. VI, p. 58o, 

l'a été aussi par M M . Moret-Blanc, Pisani, Valeri et Juhel-Rénoy. 

Les questions proposées pour l'admission à l'École centrale en i885 

ont été résolues par M M . Lez, Barisien, H . Duclos et Geneix-Martin ; 

en iSSf), par M . Barisien; en 1887, par M M . Barisien et K . Troubine, 

à Perm (Russie). 

M ê m e Tome, page iS;, lignes 5 et 7, prolongez le radical sur — i ; 

page 171, ligne 9, au lieu de avec, lisez par; page 181, ligne i, au 
lieu de devrait, lisez devait; page 197, ligne 5 en remontant, après 
({uelconque, ajoutez convergente. 
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THÉORÈME RÉCIPROQUE D'UN THÉORÉME DE M. E. CESARO 

ET APPLICATION 

PAR M. A . M. 

On donne [fig- i) une courbe (M) el uiie circonfé-
rence (O) de centre O. Si la polaire LE d'un point 

Fi.r. K 

(0) 

(M) 

A E 

\ 

'0 

quelconque M de (M), prise par rapport ci (O), déter-
mine toujours sur les rayons de courbure, tels que M[JL 

C ) Voir à la page 171 de ce Volume. 

Ann, de Mathémat., série, t. VII. (Août T888.) 
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da (M), (fes scguLcnls EM, E|JL proportionnels, il en est 
de niénie des i'ayons vecteurs, tels que OM, relative-
nient aux ray ons de courbure de la développée de (M). 

Puisque LE est la polaire de M, par rapport à la eir-
coufcrcncc (O), Jeproduit de OMpar OL est constant. La 
courbe (Í.), lieu des points tels qucL, est dónela trans-
ibrniée par rayons vecteurs re'ciproques de (M); Ja nor-
male L1 à (L) et la normale Ml à (M) sont, par suite, 
égalemenl inclinées sur L^L Le point Í est alors le mi-
lieu de i'Ijypoténuse ME du triangle EML. La courbe 
(I), lieu des points tels quel, peut être considérée comme 

lieu des points également distants de (L) et de (M). 
I.a tangente en I à (Í) passe alors j)ar le point de ren-
(M)ntr(i (les tangentes en L et M à (L) et (M). Comme 
IL — JAÍ, celte tangente est la bissectrice de l'angle LLM 
rt par suite la normale cn I à (ï) est la parallèle lU à 

[.M. 
Appelons ui' le centre de courbure de la développée 

de (M) pour le point [JL de cette courbe. 

Par hypothèse ~ const. Appelons \ ce rapport, on 

a alors 
Mui . . [JLI 

^ — ' et aussi — 
i \ l l ^ ^ MIJL 2 X 

Quel que soit le point M, les courbes (1), (M) et la 
développée de cette dernière courbe déterminent sur ¡jil 
des segments proportionnels : on a alors (<) 

A U |JL\I . A'TJL 
= \ — = 2 A , d o u ixH 

[JLII MJ 2 A 

Prolongeons MO jusqu'à sa rencontre G avec [JL'JJL. 

( ' ) MANNHEIM, Cours de Géométrie descriptive, -r édition, p. 2()3 cl 
suivantes. 
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On a 
[j-U __ [i.1 
|JLG ~ îjlM' 

Nous avons écrÎL précédemment la valeur de ce dernier 
rapport,- on a alors 

ij. Il \ \ 
¡J.G 21 

Introduisant ici Ja valeur de uH trouvée plus Iiaut, on 
obtient 

^ = I . IJ.G 

Le théorème est alors démontré. 
Pour appliquer ce théorème à l'ellipse, nous allons 

d'abord démontrer géométriquement un théorème qui 

se trouve dans le travail de M. Gesaro ( ' ) . Nous conser-

vons fig. I, en supposant que (M) soit une ellipse 

dont les demi-axes sont a el b et que (O) ait pour rayon 

v / Ô M ^ . 

La polaire LE du point M de Vellipse (M), par rap-
port ¿i la circonférence (O) dont le rayon est égala 
y/a"-t- rencontre la normale ME à Vellipse en un 
point E tel que ME égale le rayon de courbure M;JI 

de r ellipse en M. 

Puisque le rayon de (O)est ^la--^ b-, il résuJte de cet 
énoncé que 

OMxOL = a2-f- bi: 

de là 

G M 

(') Voir page 17.5 de cc Volume. 
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Menons le diamètre OD perpendiculairement à M[JL, 

on a 
OD -HOM ¿»2. 

On peut donc écrire (OL — OM) ou ML = ^ ^ • 

Mais on sait que le rayon de courbure de Tellipse en M 

est égal à ^^ ; on a alors 

ML MP ML 

M{JL OM ME • 

donc ME = M[ji. Ce qu'il fallait démontrer. 

C E N T R E N E C O U R B U R E N E L A D É V E L O P P É E D E L ' E L L I P S E . 

— Pour avoir ce centre de courbure, il suffit d'applicjuer 
le théorème précédent à l'ellipse. On trouve ainsi C^VL on 
obtient le centre de courbure p.' de la développée de 
Vellipse (M) en prolongeant G^ de trois fois sa Ion-
gueur. Ce qui est la construction due à Maclaurin. 

RECHERCHE DES POINTS DOUBLES DAKS LES COURBES 

UMCURSALES; 

PAR M. X. A N T O M A R I , 

Professeur de .Mathématiques spéciales au lycée de Rennes. 

Soit une courbe unicursale définie par les deux équa-

tions 

dans lesquelles /"(f), tp(i) et sont des polynômes 
entiers en l. Pour trouver les points doubles de eette 
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courbe, ou cherche habîtuellenient les valeurs distinctes 

et données à f, et vérifiant les deux équations 

Dans la plupart des cas, la résolution de ces équations 
conduit à des calculs assez compliqués, à cause des 
solutions étrangères. La recherche des points doubles 
peut se faire par un procédé généralement plus simple, 
et qui n'introduit pas de solutions étrangères. L'expo-
sition de ce procédé fait robjet de la présente Note. 

Les équations de la courbe peuvent s'écrire 

(1) = 

(2) ^{t)y—o{t)=zo. 

Pour obtenir l'équation cartésienne de la courbe, il 
faudrait éliminer t entre les équations (i) et (2). Soient 
X et y les coordonnées d'un point de la courbe. Il 
résulte de la théorie des lieux géométriques que si, pour 
ce point, les équations (i) et (2) ont deux racines com-
munes en i, le point (x , y ) est un point double du lieu 
défini par ces deux équations (voir, à ce sujet, B O U R D O N , 

Applications de VyJlgèbre à la Géométrie, Notes de 
M . D A R B O U X ) . 

On conclut immédiatement de là que, pour trouver 
les points doubles de la courbe unicursale, il faut 
trouver les valeurs de x et àe y pour lesquelles les deux 
polynômes 

ont un diviseur commun du second degré en t. De 
même, pour obtenir les points triples, on cherchera les 
valeurs de x e t dej^ pour lesquelles les mêmes polynômes 
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ont un diviseur commun du troisième degré, ct ainsi de 

suite. 

E X E M P L E I. — Trouver les points doubles de la courbe 

déiinie par les deux équations 

r = ^̂ ^̂ ^ C). 
J ( f T W / ^ f 

Mettons ces équations sous forme entière 

f^-x — t — = o , 

Elles sont du second degré. Pour qu'elles admettent un 
diviseur cotnmun du second dtîgré, il faut qu'elles soient 
identiques. En identifiant, on obtient 

X 1 X 

y y — \ 2(7 — 1)' 

d'où l'on tire, sans calculs, 

= — 2, y — 2. 

E X E M P L E IL — Points doubles de la courbe : 

11 faut trouver les valeurs de x et de pour lesquelles 
les deux polynômes 

—2) 
et 

i ) ( ^ H - 2 ) — ( 2 ? — 5 ) 

ont un diviseur commun du second degré. Soit \ l -h ¡x 
un facteur indéterminé du premier degré; nous allons 

C ) P R U V O S T , Géom. analyt. 
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(léterinii)er ¡JL, x etj de manière à vériiier ridenlilé 

— — 

= (It ix)[y(t - l)(t 2) - 5)]. 

Exprimons, pour cela, que ces ceux expressions sont 
égales pour les quatre valeurs de if, t = —i, 
i = 2 et i = — 2. Nous obtiendrons, pour déterminer X, 
¡J., x e t J , les quatre équations 

= (ilX -i- JJL)(47 -4-0' 

4 = 9 ( f j . — 2 ) 0 , 

qui donnent bien facilement 

7 2 4 X 7 9 5 8 

2 7 ' 2 7 ' 5 X 2 7 5 

SUR l!i\E QUESTION DE GÉOMÉTRIE LIÉE A LA THEORIE 

DES NORMALES A UNE OUADRIftUE ; 

PAR M. DEL RE, à Naples. 

Je ne sais si Ton a jamais pensé à la question sui-
vante, mais elle peut être de quelque intérêt dans la 
théorie de la surface des centres d'une surface donnée 
du deuxième ordre. Soient S cette dernière surface, S,, sa 
surface des centres et P un point quelconque de l'espace. 
Si, du sommet P, on circonscrit à l̂ c le cône (P), il 
y aura, dans chaque plan tangent de ce cône, une seule 
normale à S : o/i se propose de chercher le lieu des 
pieds de toutes les normales ainsi obtenues. 

Par le point P menons un plan quelconque 3-, et, par 
son pôle S, pai rap[>()rt à menons la perpendiculaire s 
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à ce plan. Lorsqu'on fait varier a- autour de P, le 
point S et le point à l'infini de s décrivent deux sys-
tèmes plans réciproques à la gerbe décrite par o-, ct, 
conséquemment, collinéaires entre eux. Donc la droite 5 
et le plan T se coupent ( voir ma Note Nuova costru-
zione délia sup,del, ordine, etc., dans les Rendi-
contidelV Acc. di Napoli, 1886) dans un point M qui 
décrit une surface du cinquième ordre douée d'une 
courbe double du même ordre et ayant un point triple 
au point P. Nommons <E> cette surface. Elle est précisé-
ment celle que M. Darboux ) obtient en cliercliant le 
lieu des points de contact des plans tangents aux sur-
faces homofocales à S, conduits par P, et cette coïnci-
dence je l'ai démontrée dans ma Note citée. La surface <[> 
passe donc, comme il est d'ailleurs presque évident, par 
la conique (Fi), suivant laquelle S est coupée par le plan 
polaire II de P, par rapport à Ii; et ces deux surfaces S 
et ont ultérieurement en commun une courbe du 
huitième ordre C^. Je dis que cette courbe est le lieu 
cherché. 

En eifet, prenons un point quelconque M de la sur-
face et soient T et x le plan et la droite, construits 
comme précédemment, qui Font fourni. Si dans le plan 
T on conduit par M les tangentes à S-, les points de con-
tact de ces deux tangentes seront les pieds des deux 
normales à cette surface contenues en 1 ( -) . Donc on 
aura ces deux noi inales coïncidentes, c'est-à-dire que T 
sera un plant tangent de (P), si le point M est un point 
aussi bien de <ï> que de S, sans être un point de (n). 

C) Sur la surface du cinquième ordre, etc. {Bulletin des 
Sciences math, et astronom., p. 4o ; 1872). 

( ' ) Cette propriété, je l'ai démontrée dans ma Note Sulle normali 
alle sup - di 2° ordine, ai coni ed alle coniche sferiche (Naples, 
tipogr. Trani, iSS'i); mais elle est d'ailleurs presque évidente. 
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dans lequel cas T est tangent à S en M. Mais, lorsque cela 
arrive, le point M est même le pied de Tunique nor-
male dans le plan or-, donc la proposition est ainsi dé-
montrée. 

Une première conséquence qui suit de la définition 
de la courbe C^, c'est que par Le point P passent six 
co/'des à cette courbe, que celles-ci sont les arêtes d'un 
angle tétraèdre complet, et que enfin la courbe a 
quatre points sur le cercle à Vinfini. En eiîét, la sur-
face <ï> a six droites qui aboutissent au point P, formant 
les arêtes d'un angle tétraèdre complet, et passe par 
le cercle à l'infini. 

2. Si l'on voulait résoudre la même question par rap-
port à une surface S', homofocale à S, on arriverait à la 
même surface <ï>, grâce à la double définition de cette 
surface. Nous pouvons donc énoncer la propriété sui-
vante : 

Lorsqu^on circonscrit aux surfaces des centres de 
courbure d'une suite de surfaces homofocales du 
deuxième ordre (S) les cônes ayant tous un même 
sommet P, le lieu des pieds des normales à ces surfaces 
contenues dans les plans tangents aux cônes correspon-
dants est une su?face du cinquième ordre, laquelle est 
même le lieu des points de contact des plans tangents 
aux surjaces menés parV. 

3. La question que nous venons de résoudre peut 
être envisagée à un point de vue plus général. 

Soient S et S' deux surfaces données du deuxième 
ordre, et Q l'homographie résultant de la composition 
des polaires, par rapport à elles. Dans cette homogra-
phie, si Ton joint les points de S aux points correspon-
dants de la surface T-, transformée de S, on obtient un 
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système 6 du sixième ordre et delà deuxième classe 
dont soit Se la surface focale. Il s'agit de chercher le 
lieu des points de S tels que les rayons correspondants 
de 0 soient projetés d'un point P, donné arbitrairement, 
au moyen de plans tangents à la surface Se- H n'est pas 
difficile de s'assurer qu'au moyen de la surface du cin-
quième ordre, engendrée par les points de rencontre des 
plans de P avec les droites qui unissent les couples des 
pôles de ces plans par rapport à S, S', on arrive à des 
conclusions parfaitement analogues à celles que nous 
avons exposées dans les numéros précédents. 

m LE DÉVELOPPEMENT M SÉRIES DES FONCTIONS 

IMPLICITES; 

P A R M . W O R O N T Z O F . 

Soient 

deux équations entre les variables o:, et m; 

C ) Les droites du système B ne sont que les normales à la sur-
face S dans l'espace où Vabsoliicsl la surface i:'. 

Soit, par exemple 

/(a«) — c ' " — I , sin m, (m + c)'», 

a — m i — m 

c 4- wi ' I + ' ' 

on a respectivement 

( ~ log ( 1 ), arc sin , m" — c, 

a — cîu 1 — m 
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les racines des équations 

f{y) — m =0, /(y) = o, 

de sorte qti'on ait identiquement 

f[Mm)]=^m, / ( r ) = o; 

et F ( x ) une fonction qu'il faut développer en série or-

donnée suivant les puissances croissantes de 7?i. Si l'on 

donne 

on a alors 

En vertu des égalités 

'dW(7n) 
dm - fn=f(y) 

Dv 

1 

L / ' ( 7 ) J 

I 

Vny) n \J\y) 

n f { y ) l 

on obtient, en substituanty^(m) au lieu dej)'. 

— Dv L / ( r ) 

ou, en remplaçant ^ F [ / ' ( j ) ] par ^ ( j ), 
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ou, plus généralement, 

(0 ifi) 

Au uioyeu de la formule précédente et de la série de 
Maclaurin, prise avec le terme complémentaire (R,^) de 
Lagrange, on trouve 

) 2d 1 . 2 . A 
A = l 

I.2.3.../1 
D-

V f i - i 

in) 

{/c) 
FlMz)] 

F[<i>Uj] 

( 3 ) 

et aussi, pour ) ~ J ™ x , 

=n-l ; À=n-i 

A=1 

-1 iki 
¥{z) 

L/'(-') F « I . 2 . . . /I 

O Ù o Ô I . 

Exemple. — En posant successivement 

.r ^ i j ) = ê y, m = f { y ) = e^ï- h, 

- - l)V 
Kk) / e-cy \u-) 

Q[a~kc)y 
= a{a — c){a — 'ic)...[a — {k—\)c] ^^ ^ y 

y =z log( h -h ni Y, /' = log h^', 
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= a{a ~ c)(a — 2C).. .[a — (k — ì)c] 

et, par conséquent, d'après la formule (2), 

m , - - 1 a{a~c) /jiiY 
c 1.2 \ c / 

O U 

" 1.2.3...n \ c / \ ' h ] 

I.2.3.. .n \ c / \ h ) 

a{a — c),, .{a — {n — i)c\ (f^Yj-^-n] 
1.2.3... /I - r 

REMARQUES SUR L'INTÉGRATION PAR PARTIE ; 

PAR M. PU. GILBERT, à Louvain. 

Ĵ es cas dans lesquels l'intégration par partie-s'ap-
plique avantageusement, en ramenant l'intégrale pro-
posée à elle-même ou à une autre plus simple, sont 
moins généraux qu'on ne le croit d'ordinaire, et suppo-
sent entre les fonctions sous le signe f des relations 
très étroites. 
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Ainsi, soient iz, v deux fonctions de n un nombre 
entier, et posons 

J^ç dx — Vi^ Jvxdx — 

Ĵ a formule 

( I ) J^II" V dx = w" — n f>| du 

conduit, lorsqu'on a entre u et v la relation 

ç^du—^dx (a constant), 

à la formule de réduction assez employée 

( ) J^u" V dx — Vi — ^ ç dx. 

Mais la condition ci-dessus donne 

^ du _ V _ I dvi 

dx Vi dx 

d'où, étant une constante, 

C'est la forme la plus générale de qui se prête à la 
transformation (2), et elle est entièrement déterminée 
par celle de u. 

On peut généraliser la question et poser, dans (i). 

a, jî, p étant des constantes. On a alors, au lieu de la 
formule (i), celle-ci 

(3) a'^vdx = ^ / WPvdx. 
I -+- // 3 I -f- n 3 / 
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Mais on a aussi, pour déterminer et par suite r, 
l'égalité 

V _ 1 dvi _ iin-^ du 
~ dx ~ !x ^uP dx^ 

et eette équation intégrée donne, en négligeant une 
constante inutile, 

1 J ^ , 

v est done encore déterminé par L'équation (3) de-
vient donc 

V i / 

c(; qui est, au fond, la formule de réduction des diiîé-
rentielles binômes. 

L'intégration par partie donne immédiatement 

r du 

d '-u , 

^uv dx — uvi — ^ 1 ^ dx^ 

r du , du r 

Si l'on suppose entre u et la relation 

d'-u ~ ^̂  constant;, 

on aura 

J^UV dx — UVi V2 ^ 

d'où l'on tirera 
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Mais réquation de condition peut s'écrire 

I d'̂ u _ d̂ Vi 
u dx'^ ~ dx^ ' 

en sorte que, si Ton désigne paf* une fonction don-
née de X, et si Ton pose 

II 

dx^' 
on aura 

dx^ [J. ' ^ ^ 

L'intégration de ces équations fera connaître u el VGÌ 

par suite — ^¡^i' " ^̂  désignent deux 

intégrales quelconques de Véquation 

répondant à des valeurs différentes de la constante C, 
on pourra trouver sous forme finie V intégrale 

r , 

Si l'on pose 'f ( x ) ~ a'-\ = — ¡JL̂ -, on retrouvera les 
formules connues. Si l'on pose — u et 
seront déterminés par des équations de Riccati. La 
liaison de ce qui précède avec les propriétés des fonc-
tions sphériques et des fonctions de Bessel, dont on fait 
usage dans la théorie de la chaleur, est facile à aperce-
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SIR LA COIIRBIIRE DANS LES CONIOLES; 

VM\ M. CL. S E R V A I S , 

Rcpétilcur à rUnivcrsilc de Gand. 

1. Les propriétés dont nous nous occupons dans la 
présente Note se déduisent d'un cas particulier de la 
transformation de Hirst; la conique fondamentale est un 
cercle S et le pôle un point A de ce cercle. Désignons 
par S' le cercle décrit sur to A comme diamètre, w étant 
le centre de S; S'correspond à la droite à l'infini du 

ViQ. r. 

plan. La transformée d'une droite (D) est une conique 
(D') tangente à Ŝ  au point A. Ce sera une ellipse, une 
byperbole ou une parabole, suivant que la droite (D) 
rencontre S' en deux ^^oints imaginaires, réels ou coïn-
cidents. La droite (D) n'ayant qu'un point à l'infini, sa 
transformée (D^) n'aura avec Ŝ  qu'un seul point com-
mun K autre que A. Donc & est le cercle osculateur à 
la conique au point A, et la corde de courbure AK est 

Ann. de Malhemat,, 3« série, l. VIT. (Août i888.) 24 



( ) 
[)arallèl(; à fD). Il rcsiilt(^ de ce qui precede le théorème 
suivant : 

TIN':or.ÈME Í . — En nn point A d'une coni(¡ue on décrit 
un cercle tangent, dont le rayon est égal au diamètre 
du cercle osculateur en ce point, et Von mène d i f f é -
rentes sécantes rencontrant la conique et le cercle en 
des points P) et C. Le lieu du point J), tel que 

est une droite parallèle ci la corde de courbure. 
Considérons deux sécantes ABGD, AIVCD'; on a 

rABCD)-(AB'G'D')- —I. 

Le point A étant commun aux deux groupes de points, 
les droites P)B', C C , DD' sont concourantes. A la limite, 
on voit que les tangentes aux points B et C à la conique 
(ît au cercle se coupent sur la droite (D). 

Soient B et C les points d'intersection de (D') et 
de S ; P le pôle de BC par rapport à S ; et a les points 
de rencontre de la droite AP avec (D) et S; on a 

donc P est un point de ia conique. Les tangentes à S 
aux points A et a se coupant sur BC, il en sera de même 
des tangentes à la conique aux points A et P (n" 1)-, les 
droites AP et BC sont donc con juguées par rapport à la 
conique. De là : 

THF.OHÍIMI-: I L — Si, en un poifit ZV d'une conique, on 
décrit un cercle tangent dont le rayon soit égal au 
diamètre du cercle osculateur, le pôle P par rapport à 
ce cercle de la corde interceptée est situé sur la, 
coniipiej les deux droites AP BC.so/¿¿ conjuguées par 
rapport à la conique. 



( 371 ) 
3. PicprésLMitoiis par le point d'intersection des 

droites BC et Ac*), et par N son correspondant; ce point 
N sera le point où la normale au point A rencontre la 
conique. La polaire du point iN̂  par rapport à S, devant 
passer par les points P et N, PN est perpendiculaire sur 
AN. P étant le pôle de BC, Pco est perpendiculaire au 
point K sur la corde de courbuie AK. Donc : 

T H É O R Î ^ M E l lL — La cifconfcrence décrite sur 
comme diamètre rencoulre la conique en deux points 
N et K , dont l'un est l'extrémité de la normale et 
Vautre Vextrémité de la corde de courbure au point 
A : les deux droites PK et AN se coupent au point w, 
diamétralement opposé ci A sur le cercle de courbure 
Il la conique en ce point. 

Les droites PzV et BC étant conjuguées par rapport à 
la conique, le faisceau N (PABC) est harmonique; mai 
NP est perpendiculaire à N A : donc cette dernière droite 
est la hissectrice de l'angle BINC. 

4. Soit F le point de rencontre de PN et AK-, wF 
sera la troisième hauteur du triangle PAF et elle pas-
sera par E. Donc : 

T H É O R È M E I V . — Le pôle de VA, le point d'intersection 
des droites PN et AK et le point co, diamétralement 
opposé au point A sur le cercle de courbure en ce point^ 
sont sur une droite perpendiculaire à PA. 

Ces propriétés donnent une construction nouvelle du 
centre de courbure en un point A d'une conique. On 
détermine successivement les points N, P, E, to; le mi-
lieu de Aco est le point cherché. Si la conique est donnée 
par cinq points, la construetion est linéaire eu faisant 
usaî e du théorènie de Pascal. o 
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1). Supposons que ia droite (D) reneonlre le cerele 
S' en deux points (r el II; dans ce cas, la conique est une 
liyperhole. Les droites AG et Al i rencontrent le cercle 
S aux points Gj et H,. Menons les tangentes à S en ces 

Fig. 2. 

points et appelons L et M les points d'intersection de 
ces tangentes avec (B). Les parallèles LO et MO me-
nées de L et M respectivement à AG et AH sont les 
asymptotes de Thyperbole (n" 1), et O est le centre de 
la courbe. Les triangles AG^ H,, LOM, ayant leurs côtés 
j)arallèles deux à deux, les droites AO, Gi L, Hî M se 
coupent en un même point U. Soit R le pôle de GH par 
rapport à S'; les droites RU, G^, G, Ĥ  H se coupent en 
un même point A ; ou bien R est sur le diamètre OA. 
Donc : 

T H É O R È M E V. — Si pa?' un point A de Vhyperbole on 
mène des parallèles aux asymptotes, la corde interceptée 
dans le cercle de courbure est parallèle ci la corde de 
courbure ; son pôle par rapport au cercle de courbure 
est situé sur le diamètre de l'hyperbole correspondant 
au point A. 
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Ou peut remplacer le cercle de courbure par un 

cercle quelconque tangent à la conique au point A. 

6. Si la droite (D) passe par la normale en A est 
parallèle à une asymptote et (D) est perpendiculaire à 
l'autre; comme BC passe par TO, on a BC—SACL). 
Donc : 

T H É O R È M E V T . — Soit A le point d'une hyperbole oii 
la normale est parallèle à une asymptote ; si, par le 
point diamétralement opposé à A sur le cercle de cour-
bure en ce point, on mène une perpendiculaire ci Vautre 
asymptote, le segment intercepté par V hyperbole sur 
cette droite est double du diamètre du cercle oscula-
teur au point A. 

Ce théorème suppose que l'angle des asymptotes, qui 
contient les dianiètres imaginaires, soit obtus. 

7. Si (D) passe par le centre de S', l'hyperbole (D^) 
est équilatère, et la corde interceptée par le cercle de 
courbure sur le diamètre OA est double de OA. La 
puissance du centre O d'une hyperbole équilatère, par 
rapport au cei cle de courbure en un point A de cette 

courbe, est égale à 3AO . 
On voit aussi que la projection du centre de courbure 

sur le diamètre décrit une hyperbole équilatère homo-
thétique à l'hyperbole donnée, le rapport d'homothétie 
étant égal à 2. Or la projetante est la droite (D); donc 
l'enveloppe de la droite (FJ) est l'antipodaire d'une 
hyperbole équilatère par rapport à son centre. 

La corde de courbure au point A est perpendiculaire 
à OA \ soient V et V^ les points où elle rencontre 
les asymptotes', ces points sont les milieux de OM et 
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OL : (loue W , = GH et les droites HV^ et GV sont tan-
gentes à S'. Done : 

Fig. 3. 

TiïKOTiiiME V n . — Kn un point A d* une hyperbole éq ni-
latere.^ le segment intercepté par les asymptotes sur la 
corde de courbure est égal au diamètre du cercle os-
culateur ; les parallèles, menées par les extrémités de 
ce segment, au diamètre passant par A sont tangentes 
à ce cercle. 

Ce tlieorc'ine donne une construction simple du cercle 

de courbure en un point de l'hyperbole équilatère don 

née par ses asymptotes. 

SUR LES TRANSFORMATIONS DE LA SÉRIE DE LAMBERT; 

V\i\ M. E. CESARO. 

Si l'on donne aux deux séries convergentes 

l; — 1 -i- K., -i- -1- . . . , V ~ -4- C2 -r- i'3 H- • • -

il est tout naturel de dire que ia seconde converge 
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moins que la première lorsque le rapport de sou reste 

au reste a/̂  de la première série augmente indéfiniment 

avee n. Si le rapport eu question tend vers zéro, la pre-

mière série converge moins que la seconde. Si la pre-

mière série est termes positifs, et que le rapport de 

à Un tende vers une limite il existe, pour tout 

nombre s, arbitrairement petit, un nombre fini v, tel 

que, pour Ji > v , les rapports 

et, par suite, 

if fi+l . . • -h Un+p 

sont tous compris entre À s et A — £, quel que soit p. 

Donc, p croissant à l'infini, le rapport de p/̂  à a,̂  est 

compris entre A H-e et A — c pour toutes les valeurs 

de n supérieures à v. Autrement dit, 

( i) 
Un 

pourvu que le second membre existe. On peut donc 

comparer deux séries, au point de vue de leur conver-

gence, en étudiant le rapport de leurs termes généraux. 

Ainsi, par exemple, la série a, w,-h ao/¿g + • • • 

est plus convergente que la séi ie + Î/2-f-¿¿3-+-..., 

parce que lima/^= o. 

La série U étant donnée, on peut toujours construire 

une infinité d'autres séries, qui convergent moins. 11 

suffit de prendre 

= / ( Ihi -i- . . . ) — / ( Ufi+I • • . 

en supposant que /(.r) tende vers zéro avec .r, tandis 
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que sa dérivée croît à l'infini. On a, en eiîét, 

lim lim - Î ^ = l i m - cc . 

Ailleurs nous avons démontré une proposition ana-
logue pour les séries divergentes. Il est donc impossible 
de concevoir qu'on puisse eiîectivement séparer la classe 
des séries convergentes de celle des séries divergentes. 

Si, dans la série U, le rapport d'un terme au terme 
précédent tend vers une limite et que l'on prenne 
e,/ — dans la relation (i), on obtient 

d'où 

lim — ~ 
X 

En particulier. 
I — A 

H '^n I- '^ri 
m — — o ou lim — ~ yj. 

Un Un 

suivant que A = o ou 1 = i . Ceci nous explique pour-
quoi il est avantageux de transformer les séries de ma-
nière que, dans les transformées obtenues, le rapport 
d'un ternie au terme précédent ait zéro pour limite. 
Alors les nouveaux ternies finissent par décroître très 
rapidement^ et les erreurs, commises en s'arrètant à un 
terme quelconque, décroissent avec une rapidité infini-

plus grande. Si, au contraire, A = i , les termes 
finissent par décroître très lentement, et les erreurs 
commises décroissent avec une lenteur infiniment plus 
grande. 

(') Voir Rendiconti des Lincei; i88S. 
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Cela étant, considérons la série de Lambert 

( 2 ) U = 

C'est une série convergente, à termes positifs, si 
Le rapport d'un terme au terme précédent 

tend vers : la série ne converge donc pas assez rapide-
ment. Pour les valeurs de <7, très voisines de l'unité, 
Schlomilch a fait connaitre ( ̂  ) une transformée intéres-
sante : c'est une série semi-convergente de seconde es-
pèce (2). La série de Sclilomilcli a donc le défaut de ne 
pas etre convergente et, de plus, d'avoir tous les termes 
de même signe. Ce dernier défaut se rencontre encore 
dans la transformée de Clausen 

/ •> TT I 9 

mais celle-ci possède le caractère de rapide convergence 
indiqué plus haut, puisque la limite du rapport d'un 
terme au terme précédent est 

T fyfl » _4_ f/n 
lim- ^ 

1 -f- I — ^ 

Eniin, nous avons fait connaître ( '') une transformation 

assez avantageuse, à savoir 

7/1 , IHUllH 
( 4 ) ^ - - - 7 1 1 ^ - T Z T ^ a + T Z ^ - • • • ' 

Un étant le terme de la série proposée. Lors même 

(') Journal de Liouville, p. loi; i8f)3. 

Voir rimportante thèse de I\I. Stieltjes : Sur quelques séries 
semi-convergentes. Paris, 1886. 

{') Journal de C relie, HI^ Cahier, p. 

(/) Mathesis, p. i >6; 1886. 
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qu'on prendrait tous les ternies positivement, la limite 

du rapport d'un terme au terme précédent serait 

I — _ 
Jim 

La série (4) est donc absolument et rapidement con-
vergente : elle présente, en outre, le précieux avantage 
d'être à termes alternativement positifs et négatifs, ce 
qui permet d'assigner, à chaque instant, des limites de 
l'erreur commise. 

La transformation de Clausen prend sa source dans 
l'identité 

(5) 

En particulier, la somme 

y y . = y M p . 
Jmà ^ JUi — aq' j^i — bq' 

i,/ i^i 

se transforme en 

1 — 1 

11 suffit de faire a — b — i pour obtenir la transforma-
tion de Clausen. Disons, en passant, que l'identité (5) 
donne lieu à une foule d'autres transformations, plus 
ou moins intéressantes. Par exemple, si on l'applique à 
la série elliptique Q(g, rr) = I -4- '2(/.r -f- 2 - h 2 -r- . . ., on trouve 

- -h '2\q X'^qiq, q^x) q^^X^Qiq'*^ qlOj;^ 
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Du reste, il n'est pas difficile d'étendre l'identité (5) au 
cas de quantités à plusieurs indices. Ainsi, pour trois 
indices dont l'ordre est indifférent, on peut écrire 

i—n j — n 

y,A-= M - H 3 2 2 ) 

¿ — n j — n A- = n 

Soient respectivement a,.,, Y,̂  les restes de la série 

de Lambert et de ses transformées (3) et (4). Nous 

avons démontré, dans un de nos précédents articles (*), 

la formule 

-^lo 

0 étant une fraction proprement dite; mais nous vou-
lons donner ici une nouvelle expression de a,/, exempte 
de tout calcul logarithmique. Rappelons, dans ce but, 
([lû  la transformation (4) est un cas particulier de la 
rel ation 

UiX -h ¿¿3 ̂ ^ -1- . . . 
__ qx 

qu'on déduit, à son tour, d'une remarquable formule 

de Cauchy Du reste, le premier membre peut éga-

lement prendre la forme 

qx q^X q^x —i ^ L-—^ H . 

(') Nouvelles Annales, p. TO6; I886. 
(Comptes rendus, t. W i l , p. 5j(». 
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et, par suite, il devient égal à a/̂  pour Dès 
lors, la for 11) nie (6) donne 

~ 1 — q q'̂  ' ] — q̂  

Donc, si q est suflisanjnient petit, 

Pour calculiîr ¡î,/, appliquons l'identité (5) au cas de 

a i j ~ q ĵ. On trouve que les expressions 

¿_ (I H L^ / r/'S 
\ — g ^ gl i gi, i , _ gtl J- ' 

T -4- 7 — 9. q̂ ^ I H- r/2— | gti _ <y gn. ^ l^g 1 1 q^--. . .H 
Q ^ \ — Q - ^ I — QF' ^ 

sont identiques. Il en résulte 

n n 

V ^ /» V^ q^n^l gn'-^ri 
¿à \ — q^^^ " 1 — q ^ i — q'^ ~~ ' l — q'"' 

Sous une autre forme, 

a« — '^n Ih -H q-" ff -2 H- . _ ^^^ ^ 
d'où 

On en déduit, à cause de '/'"y? 

puis 

ce qui confirme la supériorité de la série de Clausen 

sur celle de Lambert. Enfin, il est clair que 

— • • 'Un-^i __ ^ lli U'2.. .11,1+2 . 



in +1] (n-^1) 

( 381 ) 

puis 

pourvu que n + i ne surpasse pas le rapport des loga-

rithmes de q et i — </. Soit, par exemple, q = de 

sorte que 

U == - -f- -1 -h - i - 0,122324213426 
9 99 999 

En employant la série (2), on ne peut eompter que 

sur n décimales exactes, tandis que la série (3) nous en 

donne n{n -h 2). Quant k la série (4), elle nous fournit 

décimales exactes, si n est inférieur à 20. Le 

dernier chiffre serait inexact si n surpassait 19, sans 
surpasser 4^? ^tc. Ainsi, par exemple, avec les cinq 
premiers termes de la série de Clausen, ou les sept pre-
miers termes de (4), on obtient trente-cinq décimales 
exactes. Pour avoir la meme approximation avec la série 
de Lambert, il faudrait prendre 35 

termes; mais, avec 

un pareil nombre de termes, la série (4) nous donne-

rait 664 décimales exactes, et la série de Clausen nous 

permettrait de pousser les calculs jusqu'à la 1295® déci-

male, inclusivement. 

Il est évident que surpasse En outre, si Ton 

observe que u,i surpasse on peut écrire 

On voit donc que les approximations signalées précé-
demment sont les plus grandes qu'on puisse obtenir 

dans chaque cas. Ainsi, pour <7 = on ne doit pas es-

pérer que l'emploi des n premiers termes de la série de 
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Lam])crt ou de la séi ie de Clausen conduise à plus de n 
ou /¿(M 'i) cliilïres exacts. 

D E \ I O X S T R A T I O . \ D T \ E FOIMILLE DE W A R L \ G ; 

PAU M. F. GOMES TEIXEIRA, 
Professeur à ri^colc PolyLcchniquc de Porto. 

Dans un intéressant article intitulé : Sur certaines 
fonctions symétriques ; application au calcul de la 
somme des puissances send)labiés des racijies d'une 
équation M. M. d'Ocagne calcule, au moyen de la 
tliéoriiî des fonctions symétriques, la fonction 

-h. -. -I-
{x — xiy^ ' {x — x.y^ 

où ,r2, . . . représentent les racines de l'équation 

U == Ay.r/' -h Al^/^-i-f-... -h .r -4- A^ == o ; 

et ensuite déduit, du résultat auquel il arrive, UUÎÎ for-
mule pour le calcul de la somme des puissances sembla-
bles des racines de cette équation, analogue à celle de 
Waring. Il part de l'identité 

u - Y — ^ 

qui, étant dérivée n — i iois par rapport à x , donne 

Le but de cette iNote est de faire voir qu'on peut, par 

(M Jonud (te Scie/icias nialhenHaicas (Coïmbra ). t. Vil, p. i33. 
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la mélhodo de M. JM. d'Ocagne, obtenir la iorninle de 

Waring en faisant usage pour le calcul de DJ logU d'une 

formule diiférente de celle qu'il a employée, à savoir 

i/' r 
n î —-- ( u Y-^i U)';^ . . . i II 

^ du^ _ • ; 
" ^ a ! 3 ! . . Ti î ( y r r v T T T i n i p ^ ' 

où ^ repi'ésente une somme qui se rapporte à toutes 

les solutions entières positives de l'éipiation 

A -J- 2 3 -T- . . . /> A — 71, 

et où 

/ — a - f - ¡3 - I - . . . - f - X. 

En effet,(X'tte formule donne 

oc -4- 2 p -I- . . . -f- /? X = 71, 

i = a - i - p H - . . . - f - X , 

parce que 

Nous avons donc 

et, en posant x = o, 

J L I J T J ^ D - A! FI! . . . À ! ( ^ ! ) I I ( 3 ! ) Ï T 7 . ( / ? ! ) X 

ou 

y _ L _ „ y , ) ' . 

(') Voir ]c Calcul différentiel de M. J. iîerlrand, p. 3o8, ou m o n 

Curso de Analyse infinitesimaL p. iS'i. 
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En appliquant maintenant eette formnl(î à l'équation 

-i- -I-... -T- A137 -f- Ao = o, 

dont les racines sont inverses des racines de l'équation 

proposée, on trouve la ibrmule de Waring 

où a, [j, . . \ sont les solutions entières positives de 

l'éipiation 
pk = n, 

et où 

SOLIÍTIOX (ÎÉOllÉTIlIOlE DE LA OIESTIO^ PKOPOSÉE 

POlill L'ADMISS10\ A L'ÉCOLE POLYTECIINIOllE EN 1888; 

PAR M. M. R O U X , 

Klèvc de riî̂ colc Polytecliniquc. 

Pour simplifier les figures, nous traiterons le pro-
blème dans le cas où les axes sont rectangulaires 5 pour 
obtenir les résultats dans le cas général, il nous suiïira 
de projííter sur un plan quelconque. 

Prvi-:,AiJÍ:nK PAiri IK. 

Soient {fig. i) deux paraboles tangentes au point M, 

MQR la tangente commune à ces deux paraboles; par 

le point M menons une parallèle MN à AG : elle ren-

contre O.r en un point N, et, d'après une propriété bien 

connue delà parabole, les deux segmentsQA et AN sont 



( 3 8 5 ) 

égaux. La droite joignant le point A au point I, milieu 

du segment MN, est done parallèle à MQR. 

Si par M nous menons MP parallèle à BC, la droite 

joignant le point B au milieu K de PM sera de même 

Fig. I. 

parallèle à MQR, et par suite les deux droites AI et BK 
sont parallèles. 

Etant donnée la direction de la tangente commune 
aux deux paraboles, la construction du point de contact 
correspondant se fera de la manière suivante. Menons 
AI parallèle à cette direction et construisons la droite 
AM, conjuguée harmonique de A x par rapport aux 
deux droites AI et AC. Construisons de la môme ma-
nière la droite BM, conjuguée harmonique de B j par 
rapport à BK et BC : le point de rencontre M des deux 
droites BM et AM est le point cherché. 

Inversement, étant donnée la direction AM, on con-
struira la direction AI et par suite les droites BK etBM. 

Ann. de Mathémat., série, t. VII ( Août 1888), 25 
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On voit qn'à nnc droite AAT correspond une direction 

nni(pi(î de la droite AI et une seule droite BM, et, réci-

proquement, à une droite BM correspond une seule 

droite AM. 

Les droites AM et BM sont donc deux rayons de fais-

ceaux liomograplïiques dont les points fixes sont les 

points A et 

Détermination de cette conique. — La conique passe 

par les dxmx points fixes A et B : pour déterminer la 

tangente? au point I), par exemple, il nous suffira de 

faire tourner le; rayon AM jnsfju'à ce qu'il coïncide 

avec AB (;t d(; clierclier la position correspondante de 
flVI. 

Points sur Oy. — Nous avons déjà un premier point 
I) situé sur Oy. Pour obtenir le second point, nous 
considérerons la parabole (B), infiniment aplatie sur 
O j , el nous construirons une parabole (A) tangente à 
ciitte droiu*. En désignant par E le point de rencontre 
(le AC et de O j , le point de contact clierclié F est tel 
que OKrz:: 2OE. 

On détermiiK^ra de la même façon le second point 
situé sur O x . 

Points sur AC. — Le second point D situé sur AC 
s'obtiendra en considérant la parabole (A) infiniment 
aplatie sur \C ci en menant une parabole (1)) tangente 
à <;ette droite. On voit facilement (jue cc point D est tel 
(piii les projections de BC et de CD sur O x sont égales. 

On déterminera de la même façon le second point 
situé sur BC. 

D E U X I È M E P A R T I E . 

Asymptotes et genre de la conique. — Pour déter-
miner les asymptotes de la conique, nous devons clier-
clier les droites AM et BM parallèles, puisque leur point 
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d'intersection sera rejeté à l'infini. Soit C P Q la direc-

tion commune des deux droites AM et BM {fig- En 

joignant le point P au point co, milieu de AC, et le 

point Q au point to ,̂ milieu de BC, nous obtenons deux 

iMg. 

droites (oP et to, Q qui sont parallèles à la tangente com-
mune aux deux paraboles. Le problème consiste donc à 
mener, par les deux points oj et deux droites paral-
lèles (oP et telles que la droite P Q passe par le 
point C, ou à mener par le point C des tangentes à la 
courbe enveloppe des droites PQ. 

Or l'enveloppe des dioites PQ est une hyperbole 
dont nous connaissons l'équation. Eu désignant par 

= 

b y 

les coordonnées de oj et de co,, cette équation est 

(YiPi-l- X j o — — = X ^ o ) ( r o 7 i — 

Nous exprimerons que la conique est une hyperbole 
en exprimant que le point C ( x , j ) est dans la meme 
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région, par rapport à cette hyperbole, que le centre. 

Cette condition est 

( ^y hx — ab){^xy ay h x — ab)y> o. 

T R O I S I È M E P A R T I E . 

On peut prévoir que, dans le cas particulier où les 
droites AC et BC sont parallèles aux axes, la tangente 
commune passe par un point fixe. 

Cherchons combien, d'un point donné M, on peut 
mener de droites MPQ, telles que les paraboles (A) et 
(B) soient tangentes à cette droite au même point. 
Soit îJL le point de contact des deux paraboles {Jig- 3). 
Les quatre directions A x , A C , Atti et A/? parailèh^ 

Fig. 3. 

à mM sont conjuguées harmoniques; à une direc-
tion 771 ¡NI correspond une seule direction A/?!, et réci-
proquement. Si la droite Mm varie, le lieu du point ai 
est le lieu d'intersection de deux rayons de faisceaux 
homographiques ayant ponr points fixes les points M 
et A. Ce lieu est donc une conique. On voit facilement 
que cette coni(jue est une hyperbole ayant ses asym-
ptotes parallèles à O x et à O j . En agissant de même 
pour le point B, on obtient une seconde hvperbole 
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ayant mêmes directions asymptotiques et passant par les 
points M et B. Les droites joignant le point M aux points 
d'intersection de ces deux hyperboles sont les tangentes 
cherchées. 

Ces deux coniques ayant trois points communs, deux 
à Pinfini dans les directions ( O x , O j ) et un en M, se 
coupent en un seul point. 

L'enveloppe, des tangentes communes, étant une 
courbe telle que d'un point on ne peut lui mener 
qu'une seule tangente, est un point. Les tangentes com-
munes passent donc toutes par un point fixe. 

Prenons comme direction de la tangente commune la 
droite OC : la construction de la première partie donne, 
pour le point de contact, un point de OC. Lorsque ce 
point de contact est confondu avec le point G, centre de 
gravité du triangle ABC, la même construction indique 
que les deux paraboles ont, en ce point, une même tan-
gente parallèle à AB. Le point G est donc le point fixe 
cherché. 

Autre démonstration. 

Soient MP la tangente qui rencontre BC e n l { f i g . 4)? 

et N le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur Ojc. 

On a 
O N 

et 

d'où 

el 

B I = 
2 

P A . = A N , 
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donc CI = CL la droite MP passe par le centre de 

gravité G du triangle ABC. 

01' 

Fig. 

Q U A T I I I I S M E P A R T I E . 

Transformons par polaires réciproques, en prenant 
comme conique fixe un cercle ayant son centre en O. 
Les deux paraboles se transforment en deux coniques 
passant par l'origine et ayant pour axes des parallèles 
à O x et à O j . Elles sont tangentes en un point I {^fig. 5), 
qui est situé sur la polaire du point G par rapport au 
cercle. Elles se coupent en un quatrième point H, qui 
est le pôle de la seconde tangente commune aux deux 
paraboles. La droite Ili est la polaire du point d'inter-
section de ces deux tangentes. 

Or les deux coniques ayant leurs axes parallèles, 
leurs droites d'intersection sont également inclinées 
sur les axes : IH et 10 sont donc également inclinées 
sur Oy. 

Revenons à la première figure. Le point I se trans-
forme en une droite passant par G et perpendiculaire 
à 01, la droite IH en un point M sur GM et sur la per-
pendiculaire abaissée de O sur IH. 
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Les deux droites GM et OM sont deux rayons de 

l'aisceaux bomograpliiques, et le lieu de leur intersec-

Fig. :>. 

tion est une hyperbole ayant pour centre le milieu de 

OG, passant par O et ayant pour asymptotes des paral-

lèles à O x et à O j , 

SOLUTION DE LA QUESTION D ' A N A L Y S E P R O P O S É E AU 
CONCOURS D ' A G R É G A T I O N DES S C I E N C E S MATHÉMATIQUES 
EN 1 8 8 8 ; 

P A R M . B . N I E W E N G L O W S K I . 

Trouver la surface minima réelle qui admet pour 

ligne géodésique la cycloïde définie en coordonnées 
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rectangulaires par les équations 

^ z = o^ 

(I) < X — a{ç — sinp), 
I y — a{i — cosç). 

Indiquer la forme de la surface : montrer que le 
plan des x j est un plan de sjniétrie^ et que les tan-
gentes (ï la cycloïde en ses points de rebroussement 
sont des axes de symétrie de cette surface. 

Montrer que la surface peut être coupée par une 
infinité de plans suivant des paraboles du second 
degré. 

Former l'équation différentielle des lignes de cour-
bure de la surface. Démontrer qu'un plan perpendi-
culaire à la base de la cycloïde et ci égale distance de 
deux points de rebroussement consécutifs de cette 
courbe coupe la surface suivant une ligne de courbure. 

PLLEÎ M I E I I E M E T H O D E . 

Les cosinus directeurs de la normale en un point 
d'une surface peuvent être représentes, en supposant 
les axes rectangulaires, par les nombres 

ftinOcosa, sin 0 sin a, cos 6. 

Nous poserons 

tangió = 
ai —a-|-íj3, ß i = a —iß. 

Au moyen de ces variables, dont le choix a été in-

diqué par M. O. Bonnet, les coordonnées d'un point 

quelconque d'une surface minima peuvent être repré-
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y 
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sentées par les formules suivantes ( * ) : 

La eyeloïde donnée devant être une ligne géodésique 
de la surfaee minima eliereliée, en tout point de cette 
cycloïde la normale sera la normale à la surface au 
même point, et, réciproquement, si la surface contient la 
cycloïde et si en chacun des points de la cycloïde la nor-
male à la surface est dans le plan de la cycloïde, cette 
dernière sera une ligne géodésique, et aussi une ligne 
de courbure. En tous les points de la cycloïde, on devra 
donc avoir 6 = 90", c'est-à-dire [3 = o, et par suite 
p . - a , . 

Pour déterminer les deux fonctions inconnues^ et/i , 
nous écrirons : que ^ = o, et que les éléments li-
néaires de la cycloïde et de la surface sont égaux lorsque 
ĵ i = a,, quelle que soit la valeur de a .̂ 

La normale au point (t̂ ) de la cycloïde fait avec l'axe 
des X un angle égal à tt— (en supposant a ^ o) ; la 
normale à la surface au même point faisant avec Taxe 
des X un angle égal à a, on doit avoir, puisque a = 
et que ces deux normales doivent coïncider. 

71 — 

Si dar représente la différentielle de l'arc de la cy-

cloïde, on a 

16a2 sin^ai i/af ; 

( 0 B. N I E W E N G L O W S K I , Exposition de la méthode de Riemann 
pour la détermination des surfaces minima de contour donné 
{Annales de l'École Normale; 1880, Paris, Gauthier-Villars). 
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d'autre part, l'élément linéaire ds de la surface est, 

comme on le reconnaît aisément, donné par la formuhî 

dsi = 4 cos-̂  /'( pi ) d^M . 

On doit donc avoir, si a^, 

U ) 

d'où 

ce qui exprime que z = o, et 

/'2(ai) = — 4 a^ sin^ai, 

pour exprimer, en tenant compte de 1 éijuation (5 ). 

que ds'̂  = d'j^. 

On tire de la dernière équation 

f'{oii) = ai sin OLl (s—±i), 

et par suite 
f{oii ) = — 2erti cosaj. 

Jl est, on le voit immédiatement, inutile d'ajotiter unt̂  
constante. 

De ce qui précède on tire 

/i(ai) = izai cosa, 

OU, ce qui revient au même. 

Les fonctions f elfi étant connues, substituons leurs 

expressions dans les formules (3). En remplaçant la va-

riable a par TU — o n trouve sans difficulté 

— s i n siili p-I-const., 

X =— az{v — sinp cos2iP) -+- const., 

y =— as{i — cosv cos2îp) -4- const.; 
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en prenant £ ~ — i et remplaçant les constantes arbi-

traires par zéro, on obtient 

z = ^a sin^t^ sin ¿̂'¡3, 

(6) rz? = « ( p — s i n p cos'2tp), 

y Z=1 a — cos V cos 2 ip ). 

En donnant à v et des valeurs réelles, on aura une 
surface réelle répondant à la question. 

S E C O N D E M É T H O D E . 

Nous suivrons exactement la même marche, mais en 
employant d'autres variables. 

Une surface minima est définie, en coordonnées rec-
tangulaires, par les formules ( ' ) 

z= J^u¥{u)du-{- J*ui¥i(ui) dui. 

La normale au point (¿¿, Ui) fait, avec Taxe des z, un 
, . UUI — I 

angle ayant pour cosinus ^̂ ^ ^ -

Pour tous les points de la cycloïde, on doit donc avoir 

I Ml s = o, 
ce qui donne 

(8) 

Posons ¿¿= pê  , — p e ^ . Pour tous les points 

C) G. DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, 
l. I, p. 289. Paris, Gauthier-Villars. 
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de la cycloïde on doit avoir uu^ = i , donc p = i. Les 

cosinus directeurs de la normale à la surface, ayant 

pour expressions, en un point Ui), 

Ui-hU i(Ui— II) UUi—I 
UUi-hl UUi-^i UUi-hl 

Ces valeurs deviennent 

t . t 
cos-> sin-, o. 

2 '2 

Or, au point {v) de la cycloïde, les cosinus directeurs 

de la normale à la courbe ont pour valeurs 

V . V 
COS-? — s i n - ? o. 

2 2 

Donc, en posant — p , la normale à la surface au 

(i'i i'iK 

C % e V coïncidera avec la normale au point {v) 
de la cycloïde, pourvu que la condition (8) soit remplie. 

En désignant, comme plus haut, par ds et i/ar les élé-
ments linéaires de la surface et de la cycloïde, on a 

(i-i- uuiy F (u) Fi{ui) du dui ; 

cette dernière formule devient, en supposant uu^ = i et 
tenant compte de Téquation (8), 

On doit donc vérifier l'équation 

cc qui donne 

F(u) = sai-
u^ 
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par suite (8), 

doue 

En remplaçant et F,(M,) par ces expressions dans 

les formules (7), intégrant et posant, afin que u et u^ 

soient imaginaires conjuguées. 

— np-^i. u — ç>e 

puis, prenant — i et déterminant convenablement 

les constantes arbitraires, on trouve sans difficulté 

(9) 

z = 2a( p ) sin -
V' p/ 2 

Ces formules coïncident avec les formules (6), si l'on 

pose p = e^. Si Ton donne à p la valeur particulière i , 

on obtient les formules (i), représentant la cycloïde 

donnée. 

Forme de la surface. — Si l'on remplace ^ par 

2A7: et p par ( — i ) ^ p , les expressions de j- et z ne 

changent pas; x augmente de ikr.a, La surface est donc 

périodique, elle se compose d'une infinité de nappes 

identiques à celle qu'on obtient en faisant varier de o 

à 

Si l'on change p en — p , z change de signe sans 

changer de valeur absolue, x el y gardent leurs valeurs; 

si l'on change ^ en — y consei ve sa valeur, mais x 

et z changent de signes en gardant les mêmes valeurs 

absolues; enfin, si Fon change en — y et ^ res-
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lent invariables, x se change en 'atui — x ; il résulte de 

là : i" que le plan des xy est un plan de symétrie (ce qui 

est d'ailleurs évident a priori)^ que la tangente en 

un point de rebroussement de la cycloïde est un axe de 

symétrie-, enfin que tout plan perpendiculaire à la 

base de la cycloïde et mené à égale distance de deux 

rebroussements consécutifs est un plan de symétrie. 

Courbes e = const. — Supposons qu(; Ton donne 

à V une valeur constante déterminée v'o, et cherchons 

les points correspondants de la surface. On a pour ces 

points (9) 

.r — ar,) y — a 
(10) 

sint̂ d cosc,) 

donc tous ces points sont dans un plan perpendiculaire 

au plan de la cycloïde. Considérons le cercle générateur 

de la cycloïde-, quand = le centre de ce cercle, qui 

roule sans glisser sur l'axe des x , est venu occuper une 

position déterminée (o, à laquelle correspond un point 

M de la cycloïde^ l'équation (10) montre que la trace 

du plan de la courbe = s.'̂  est précisément dirigée sui-

vant le rayon cOxM. On trouve, par un calcul très simple, 

que la section de la surface par le plan mené par la 

droite toM, et perpendiculaire au plan des x j , est une 

parabole du second degré, ayant pour sommet le point 

M, et pour axe la droite coM, la concavité de cette para-

bole étant dirigée de co vers M -, enfin le paramètre de 

cette parabole a pour valeur sin^ t̂̂ o- Si l'on fait 

varier v de o à le paramètre va en croissant depuis o 

jusqu'à ^a el reprend les mêmes valeurs en sens inverse 

quand varie de T: à 27:. Pour ^̂  = o, la parabole est 

iiiiiniment aplatie cl se réduit à ia partie négatwe de 

Taxe desj^, de sorte que la surface contient une infinité 

de demi-droites tangentes à la cycloïde en ses points de 
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rebroussement. La surface peut donc etre engendrée 
par la parabole mobile que nous venons de définir, et ce 
mode de génération indique nettement sa forme. 

Courbes p == const. — Ces courbes se projettent 
sur le plan des xy suivant des cycloïdes allongés et sur 
le plan des yz suivant des paraboles. Nous savons déjà 
(|ue la cycloïde donnée est la courbe p = i . 

Equation différentielle des lignes de courbure, — 
Les lignes de courbure d'une surface minima sont défi-
nies par l'équation différentielle 

(n) = o. 

Si Ton exprime que la surface a une ligne de cour-
bure plane, dont le plan est parallèle au plan des xy., 

cette équation devra être vérifiée quand Uk~ En 

introduisant cette hypothèse dans l'équation ( i i ) , on 

obtient 

c'est l'équation (8). 
Ptemplaçons F ( i i ) et Fi{ui) par leurs expressions 

trouvées plus haut : Péquatiou ( i i ) devient par cette 
substitution 

' w^ u\ ^ 

Si l'on suppose = TT, et par suite u — — ip, û  — i p, 

ce qui donne 
du^- = du\ 

et 
I — ¿¿2 _ I p2 I _ ¿¿I ^ p2 

iy^ u'I —içJ 

Téquation précédente est vérifiée; donc le plan perpen-
diculaire à la base de la cycloïde et à égale distance de 
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deux rebroussemenls consécutifs coupe la surface sui-

vant une ligne de courbure. Ce résultat est d'ailleurs 

évident a priori, puisque ce plan est un plan de symé-

trie. On voit encore que la section parabolique obtenue 

est une ligne géodésique, de sorte que la surface trouvée 

ne diifère pas de celle qui a été étudiée par M. E. Ca-

talan, et qui admet pour ligne géodésique une parabole 

du second degré. 

COKRESPO^DÂ 'CE. 

M . J. 71/oi^cAe/nous communique les deux intéressants théo-
rèmes suivants : 

TIIKORÈME I. — Lorsque, dans un déterminant de Vordre 
n, on retranche chaque ligne ou chaque colonne de la 
somme de toutes les autres, on obtient un nouveau déter-
minant qui est égal au premier multiplié par 

T H É O R K M E I I . — Si, dans un déterminant de Vordre n, on 
retranche, de chaque ligne ou de chaque colonne, la somme 
de toutes les autres, on obtient un nouveau déterminant 
qui est égal au déterminant primitif multiplié par 

— {n—'i ). 

O I E S T I O N P R O P O S É E . 

1583. On calcule une suite de fonctions, d'après la loi 

— I 
Ihi 

en supposant u^ — x. Démontrer la formule 

e^ — 1 — i i j -i- m Wo -f- Ui U2 U3 -r- . ... 

( E . G E S A R O . ) 
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U E M A R O I E S SUR DIVERS A R T I C L E S , C O N C E R N A N T LA THÉORIE 
D E S S É R I E S ; 

PAR M. E. GESARO. 

1. M. Matliyas Lercli a signalé des séries qui se 
prêtent à des considérations intéressantes. C'est spécia-
lement la série dont le terme général est 

V (v-(- n 
qf^-^^x ^^ (o < ry < I < X ), 

que M, Lereli a fait connaître dans le J ornai de 
Sciencias malhenialicas e aslrononiicas, vol. \ 11, p. 
On a représenté par v le nombre des chiffres de n. Le 

nombre ? généralement égal à (k devient lorsque 
Un 1 ^ 

Il en résulte que, si l'on fait parcourir à n 

la succession des puissances de lo, le rapport considéré 

finit par surpasser toute limite. Cependant la série est 

convergente, car '\lun tend vers <7 < i. M. Lercli dit, en 

outre, que x doit être inférieur à Curieux de savoir 

le pourquoi de cette condition inutile, j'ai été conduit à 
penser que M. Lercli, voulant se borner à faire con-
naître quelque exemple particulier de séries construites 
avec une grande généralité, a i nvolontairement échangé 
entre elles les conditions relatives à deux cas parti-
culiers différents. Soit fin) une fonction telle que 
f{n)—f\ji — i) augmente avec n au delà de toute 
limite. Si '^{ff) est la totalité des nombres entiers, non 
supérieurs à /z, qui jouissent d'une propriété 0, appar-
tenant à une infinité de nombres entiei s, ia série dont 

y\nn. de Mathémat.. > série, t. VIT. (Septembre 1888.) 'iO 
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le ternie général est 

fin = ^«.r/'ar^«-^' ( o < ^ < I < .T) 

est certainement convergente, si ^̂ ^̂ ^̂ ^ tend vers zéro, 

bien que le rapport ^^^ surpasse toute limite lorsque n 

parcourt la succession des nombres entiers doués de la 

propriété Q. La série est encore convergente lorsque 

t/X îZili! tend vers une limite finie autre que zéro; mais, 

dans ce cas, x ne peut être aussi grand qu'on le veut. 
En particulier, la série, dont le terme général est 

= (^o < ry Ci <:.T< 

est convergente, bien que le rapport surpasse toute 

limite lorsque n parcourt la succession des carrés par-
faits. C'est probablement cette série que M. Lercli avait 
en vue, ou plutôt la série qui a pour terme général 

Quoi qu'il en soit, il est certain que, si la propriété ù 
cessait d'être infiniment rare parmi les nombres entiers, 
la série perdrait sa convergence. 

2. J'ai donné dans le même Journal, vol. MI, p. 172, 

des exemples moins compliqués. Les voici : 

a-f- a3-f- ( o < a < p < i ). 

M. A. Gutzmer dit que ces exemples sont moins re-
marquables que celui de M. Lercli. Cette appréciation 
est inexacte. Voici pourquoi. Dans la série de ^L Lercb, 
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les valeurs de n. qui font croître au delà de toute 

limite, deviennent de plus en plus rares. Dans mes 

exemples, comme dans d'autres séries de M. Lerch, il 

est tout aussi probable de voir tendre vers l'infini 

que vers zéro. C'est justement sur cette observation que 
M. Gutzmer s'appuie pour dire que la série de M. Lercli 
est lapins remarquable de toutes. Or il me semble que 
la convergence d'une série est d\iutant plus surpre-
nante que les symptômes de divergence s'y manifestent 
plus fréquemment. On devrait plutôt s'attacher à mul-
tiplier ces symptômes autant que possible, en s'eiforçant 
d'obtenir, malgré cela, une série convergente. Il est 
certain qu'on peut construire des séries dans lesquelles 

surpasse toute limite pour des valeurs de 72, dont la 

fréquence parmi les nombres entiers est aussi considé-

rable qu'on le vent. Il suffit de prendre la série 

OÙ 
( V ' O <q\<qi<--'< qr 

Ici la convergence est manifeste. Cependant, la probabi-

lité de voir surpasser toute limite est i — - : elle 

est aussi voisine de l'unité qu'on le veut. Est-il pos-

sible de construire des séries convergentes dans les-

quelles les valeurs de qui ne font pas croître 

(L Vinfini, soient infiniment rares? 

3. Dans le Jornal de Sciencias^ vol. \'III, p. 33, 
M. Gutzmer a montré que les singularités de la série de 
M. Lerch peuvent être enlevées par un grouj^ement con-
venable des termes. Ce fait est vrai pour toutes les 
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séries convergentes. J'ai établi cela en faisant voir, par 
(les considérations analogues à celles dont on fait usage 
pour démontrer le théorème de Riemann, comment on 
doit s'y prendre430ur calquer, pour ainsi dire, une série 
convergente sur une progression géométrique donnée. 
Mais M. Ed. Weyr , dans le même Journal, vol. VIII, 
p. 97, vient d'arriver au même résultat par des considé-
rations beaucoup plus simples que les miennes. Je vais 
les reproduire en les modifiant quelque peu. Soit 

S — -h u.̂^ -f- u.̂  . . . 

S 
une série convergente à termes positifs. Le rapport 

croit à l'infini avec et, par suite, on peut toujours 

assigner une valeur de n à partir de laquelle on ait con-

stamment q étant positif. Cela est encore 

vrai, si l'on considère la série à partir de l'un quel-

conque de ses termes. Il en résulte qu'on peut grouper 

les ternies de la série u^ -h zîo^- ii- i 4- . . . , en les laissant 

dans l'ordre où ils se trouvent, de manière à former une 

nouvelle série c, - f - v-y-h i ^ a - f - . . . , dont les termes satis-

Ibnt à l'inégalité On 

voit que sera constamment inférieur au nombre 

positifs/, arbitrairement petit. Plus généralement, ayant 

pris des nombres quelconques, positifs et finis, la re-

marque de M. Weyr conduit à affirmer qu'il existe une 

suite de nombre positifs q^, </;}, . . . non supérieurs 

aux nombres donnés, et tels que l'on puisse écrire 

• qi)' qn) 

Au moyen de cette égalité, nous pouvons faire en sorte 

que V allure de la série donnée se modèle, autant que 

possible, sur celle d'une autre série. 
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4. On a reproduit daus le même Journal^ vol. VIII, 

p. II6, quelques-unes de mes précédentes remarques 

{Nouvelles Annales, p. 5o^ 1880). A propos de Tune 

d'elles, je signalerai une généralisation assez intéres-

sante. Si la fonction a^ croît sans cesse et indéfiniment, 

on sait, d'après Caucliy, que l'on a 

l i m ~ ^ ^ — S.2-y-. . . - f - ( — Ì S . , ^̂  

Un 

ou bien 

lim ( s . -- ^ ^ _ 

\ ! 
d'où 

,. ax u^ -4- a^ u^ -4-. .. -î- a,t- \ u,i lini =—-—= = o. 

a,i 

D'autre part, en vertu du même théorème de Caindiv, 

ax i(\ -f- ( a^y — <7.j ) n^ ( a,, — n„-\ Ì /f,i lini ^ ^̂  - - o ; 

a n 

car lim?/,/ — o. Doiu' 

, . -i- a.^ If y -f- (If, (l„ Il m = — — - - o. Voici une curieuse conséquence de cette égalité. Si la 

série ——|—^—|—'—f- . . . n'est pas moins divergente 
ai a=i a^ ^ ^ 

que la série harmonique, on peut substituer jî au déno-
minateur Un. Si l'on prend ensuite a,i = di i , on arrive 
à cette conclusion : jyoui' que la série 

-- -L _L -t:... 
«1 " a-i «3 " 

soit convergente, il faut que les signes — s y prèseli t en t 

aussi fréquemment que les signes -f-. Cela généralise 

une proposition énoncée précédemment {iXouvelles jin' 

nalesy p. 57^ 1 S 8 8 ) . 
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h. 11 vient de paraître dans les Nouvelles Annales^ 

p. 19^), 1888, un théorème de convergence que son au-

teur, M. J. -L . -W.-\ . Jensen, croit nouveau. On a Tlia-

bitude d'énoncer la première partie du théorème de 

Rummer comme il suit : Soit a,i une fonction positive 

de n, La série ¿¿, -h ¿¿o -H 4- • • • 5 ^ termes positifs, est 

cons^ergente si tend, pour n ijifini, vei's 

une limite positive. Cet énoncé a le défaut d'être plus 
restrictif que ne Texige la démonstration-, car, dans 
celle-ci, on commence par admettre l'existence d'une 

limite positive \ pour dans le seul but 
M/i-H 1 

d'en conclure que cette expression iinit par surpasser 

tout nombre positif k iwîév'mvw à A. M. Jensen a donc 

raison d'énoncer le théorème de Kummer comme il le 

iait, mais on ne saurait accorder à son article des Nou-

velles Annales d'autre valeur que celle d'une utile re-

marque. Voici comment je démontre dans mon Cours, 

depuis deux ans, le théorème en question. L'inégalité 

anU/i— «/i-Hi W/iH-1 > kun^i, 

(pri a lieu à partir d'une valeur de montre d'abord que 

la fonction positive a^Un iinit par décroître. Donc anU,i 

admet une limite linie, et, par suite, la série 

( « 1 U y — a=i u-i) - h ( a . 2 í ¿ 2 — " 3 ) { a - i U ^ — a ^ ¿¿4) - h . . . 

est convergente. La série donnée converge donc aussi, 

puisque ses termes, multipliés par ia constante finis-

sent par être inférieurs aux termes correspondants d'une 

série convergente à termes positifs. Quant à la seconde 

partie du théorème, j'observe que, si l'expression consi-

dérée devient négative à partir d'une certaine valeur 

de 7¿, la fonction a,jU,i croit au-dessus de quelque 

nombre positif k. Il en résulte que la série donnée est 
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divergente, puisque ses termes finissent par surpasser 

les termes correspondants de la série — A A. — , ^ ai a, «3 
qu'on suppose divergente. 

SUR LE P L U S G R A N D COMMUN DIVISEUR DE DEUX P O L Y N O M E S 
E N T I E R S ; 

P A R M . E T I E N N E P O M E Y . 

Je me propose, dans ce travail, de clierclier les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que les polynômes 
entiers 

f = a.Q-^ a^x a^x^-r-. .. am^"^^ 
g h^x h^x'^ ... H- hnX'^, 

m étant supérieur ou égal à aient un plus grand 

commun diviseur de degré et de former ce plus grand 

commun diviseur. 

L E M M E L — L'expression générale des polynômes 

entiers ZÎ, v satisfaisant à l'identité 

(i) uf-\-vg = o 

est donnée par les formules 

(•2) 

( 3 ) I ^ ^ - Z I A , 

oii\ désigne un polynôme entier quelconijue et etg^ 
les quotients de f et g par leur plus grand coninmn 
diviseur 0. 

En efï'et, Fidentité (i) peut s'écrire 

(4; r^iO ^ o . 
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Si f et g sont premiers entre eux., on peut supposer 

fj r= I J] g^ = g . S'ils ne sont pas piemiers entre 

eux, ÎJ n'est pas identiquement nul. Dans les deux eas, 

on peut doue diviser l'identité (4) par 9, ce qui donne 

(5) ^¿/i-f-p^i = o. 

On voit ainsi que gi divise uji ; mais ¿»"i est premier 

a v e c d o n c il divise u, et l'on a 

('2) U^giX, 

A étant un polynôme entier. Alors l'identité (5) peut 

s'écrire 

ou, puisque gi n'est pas identiquement nul, 

Ainsi, pour que u et v puissent satisfaire à la rela-

tion ( i) , il faut qu'ils rentrent dans les formules ('à) 

et (3) ; d'ailleurs les polynomes donnés par ces formules 

satisfont à l'identité ( i), quel que soit le polynôme A . 
Le tliéorème est donc démontré. 

L K M M I - : I L — Lorsque le plus grand commun divi-

seur 0 de / et g est de degré p, il existe^ quelle que 

soit la valeur de (/, prise parmi les nombres i, 

3, . . d e u x polynômes u, v de degrés respectifs n—r/, 

m — y, satisfaisant à Videntité uf -h vg = o. 

En eifet, 9 étant, par hypothèse, de degré les po-

lynômes/', et quotients de f et g divisés par 9, ?ont 

des degrés n — p et ni — alors, si dans les formules 

(2) et (3) du lemme I, qui définissent tous les couples 

de polynômes v satisfaisant à ¿{/"-f- ^g = o, on prend 

pour A un polynôme arbitraire de degré p — <7, en dé-

signant par q l'un des nombres i , . .. , p. les poly-
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nôines z£, correspondants fournis par ces forniules ont 

respectivement pour degrés n — q et m — q, 

L E M M E I I L — Lorsque le plus grand commun divi-
seur 9 de f et g est de degré il existe un couple de 
polynômes z/, v respectivement de degré n—p et m—p^ 
satisfaisant à Videntité uf vg ^o. Il n^en existe 
qu'un seul, abstraction faite d\in facteur constant 
arbitraire. 

En eifet, (i étant de degré f^ et g^ sont de degré 

n — p et 77?—p. Alors, d'après les formules (2) et (3) 

du lemme I, tous les couples de polynômes u, r, de 

(̂ legré 71 — p et m — satisfaisant à uf 4- ^g ^ o, s'ob-

tiendront en jnultipliant g^ et — p a r une même con-

stante A, arbitraire d'ailleurs. 

L E M M E I V . — Lorsqu^il existe un couple de poly-
nômes déterminés à un facteur constcmt arbitraire 
prés^ respectivement de degrés n — p et m — tels 
que uf-\- vg soit identiquement nul, le plus grand 
commun diviseur Q de f et g est de degré p. 

En effet, l'expression générale des polynômes /¿, v 
satisfaisant à l'identité uf vg = 0 est donnée par les 
formules (2) et (3) du lemme I. Pour que ces poly-
nômes u, V soient déterminés, à un facteur arbitraire 
près, il faut que le polynôme A se réduise à une con-
stante; alors, pour que u et v aient pour degrés n—p 
et 771—p, il faut que g^ et f^ soient eux-mêmes de 
degrés n — p et m —p-.^ or ces derniers polynômes sont 
les quotients de g cl f par 9; il faut donc que 6 soit de 
degré p. 

Ces lemmes préliminaires établis, on peut rattacher 

les conditions d'existence d'un plus grand commun di-
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viseur de degré soit au résultant d'Euler-Bézout-

Sylvester, soit à celui de Bézout-Cauchy. C'est ce que 

je ferai successivement dans la première et dans la 

seconde Partie de ce travail. 

PREMIÈRE PARTIE. 

R É S U L T A N T D ' E U L E R - B É Z O U T - S Y L V E S T E R . 

Noiations. — Dans ce qui suit, nous désignerons 

par Ro le déterminant suivant, d'ordre m -f- n 

Ùo «0 
. bi ai ao 

bn 

bo 
h, 

bn 

bn 

ao 

«1 

dans lequel les m premières colonnes contiennent uni-
quenuîut les coeificients de g-, les n dernières uniquement 
les coeilicients de /', et où l'on considère comme nuls 
tous les éléments non écrits situés en dehors des deux 
parallélogrammes recouverts par les a et par les b. Sauf 
une légère modiiication d'arrangement, ce déterminant 
est le résultant d'Eulcr-Bézout-Sylvester relatif aux po-
lynomes f el g. 

iNoui» désignerons par R / le déterminant qui se déduit 
de Ro par la suppression des i rangées quadrangulaires 
extrêmes, c'est-à-dire par la suppression des i premières 
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et des i dernières lignes, ainsi que des i premières el des 

i dernières colonnes. 

Nous appellerons R/y le déterminanloblenu au moyen 

de R/ en substituant cà sa première ligne les éléments 

correspondants de l a l i g n e de RQ. 

En désignant par q l 'un quelconque des nombres i , 

2, . . . , / ; -4- I et posant 

/i Ê  ao -4- ai .r 4- «2 -}-.. . -f- oL̂ -q r̂«-«/, 

-h So-^'M-...-^ '^„t-qOC"^-^, 

nous appellerons S^ le système d'équations obtenu en 

égalant à zéro les coeHicients du polynôme uf vg^ ce 

sylème étant écrit sous la forme spéciale suivante : 

^oPo-H ao = o, 
p o « 1 

. . . -1- H- ha 3o Un sco -f- an~i a, . . , = o, 

. . --^br/^m-n f/,,, ao-f- -f-. . . o, 

. . b -r- «/„ai-J-... ~ ^ i 

^/i^ni—q ^/n'^n—q — 

Nous appellerons enfin S ,̂̂  le système qu'on déduit 

de S^en y supprimant les h premières équations, et S^ 

le système obtenu en remplaçant la première équa-

tion par la équation de S^. 

De ces définitions résultent les remarques suivantes : 

Première remarque préliminaire, — Si l'on consi-

dère le système composé de mn—iq i 

équations linéaires et homogènes par rapport aux 

m -i-n — iq '2 quantités ^m-q, i^m-q-i, • • . , a«, 

ai , . . les coeiEcients de ces quantités dans ce 

système forment un tableau carré, dont le déterminant 

est R^ .1, d'après la définition de R/. 
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Deuxième remarque préliminaire. — D'après ce 

qu'oïl vient de voir, le déterminant des coefficients des 
¡i et des a dans est Alors, si l'on supprime 

la première équation du système ce qui donne 

le système et que dans ce dernier ou supprime les 
termes en on voit que les coefficients des ^ et des a 
restants rorment un tableau carré, dont le déterminant 
se déduit de en supprimant sa première ligne et 

sa première colonne. Comme le noinbre p désigne, dans 
v.e ti avail, le degré du plus grand commun diviseur, il 
est au plus égal à /2, et par suite le déterminant consi-
déré (iSt 

bp c 

A = 

ip-i 

bn . 

an 

bn 

Jl présente m — p colonnes formées avec les iu)efïi-
cients />, et n — p i colonnes formées avec les coeili-
cients a. 

En le développant par rapport aux éléments de la 
dernière ligne, on a 

. í)¡, a,, . 

A = ANJ. 

h. 
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le détenninaiit qui multiplie cijn présentant m — p co-
lonnes formées avec les et n — p formées avec les a. 
Ce déterminant est donc R^, et l'on a 

A A,„R; 

Troisième remarque préliminaire, — Lorsque dans 

on remplace la première équation parla /¿''""^équa-

tion de S^, h étant l'un quelconque des nombres i , 

2, . . . , <7 — I, les coefficients des ¡î et des a dans le 

système obtenu forment un tableau carré, dont 

le déterminant est d'après la définition de 

R/̂ y donnée précédemment. Ainsi le déterminant de 

(y = I ? 2, . . . , p — i) est et le détermi-

nant de S^Vi,/, (y • — 0 

T H É O R È M E L — Pour que le plus grand commun 
diviseur Q de f et g soit de degré p, il faut et il suffit 
que Von ait 

R o = R i R , = . . . r r : r = O O l R / , > O . 

En eifet, si 6 est de degré il existe (lemme II), 
quelle que soit la valeur de q cboisie parmi les nom-
bres 1, 2, . . . , deux polynômes 

= ao -}- a i . r -4- . . - - x ' ^ - i , 

P - So-f- n̂i-qOP'''-'̂ . 

OÙ et ^m-q sont différents de zéro, qui rendent 
identiquement nul le polynôme uf-{- vg., c'est-à-dire 
dont les coefficients vérifient le système S^ et, par suite, 
aussi le système 11 en résulte que ce dernier 

système admet pour les ¡̂  et les a une solution où ces 
quantités ne sont pas toutes nulles, puisque ^m-q et 
aL,j_g en particulier, qui figurent dans la dernière équa-
tion avec les coefficients hn̂  (ijn essentiellement diffé-
rents de zéro, ont, dans cette solution, des valeurs non 
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nulles. Par conséquent, enfin, le déterminant de ce 

système, qui est d'après la première remarque 

préliminaire, est nul; et, comme q désigne l'un quel-

conque des nombres i , 2, . /;> choisi arbitrairement, 

on a 

En outre, d'après le lemme III, le système S^ fournit 
pour les p et les a une solution déterminée, à un fac-
teur constant arbitraire près, dans laquelle a,/ et 
ont des valeurs différentes de zéro. Or, si l'on attribue 
à l'une quelconque des inconnues ^̂ n-pi ^m p̂ iiue va-
leur arbitraire non nulle, la dernière équation fournit 
pour l'autre inconnue une valeur finie non nulle. Le sys-
tème composé de m-H/z — 2/>-l-i équations linéai-
res et non homogènes par rapport aux m n — 
inconnues iJ/n-p-K-, • « Hô  • • ^-n-pi admet alors 
pour celles-ci une solution finie unique en fonction 
de \Jm--p' Il résulte que le déterminant foi iué par les 
coeilicients des p et des a autr(;s que ^m-p dans ce sys-
tème est différent de zéro. Or on a vu (deuxième le-
marque préliminaire) que ce déterminant A a pour 
valeur (i,n\\p\ mais ¿i,n est essentiellenuînt différent d(; 
zéro; pai' conséquent, R ,̂ est lui-même différent de 
zéro. 

Les conditions énoncées sont donc nécessaiies. 

Réciproquement, ces conditions sont suffisantes ; car, 
en les supposant remplies, 0 ne peut être de degré infé-
rieur à puis-que cela exigerait que l'un des détermi-
nants Ro, Ri , . . R/,_i fut différent de zéro; il ne peut 
pas non plus être de degré supérieur à /?, attendu que 
cela exigerait la condition R ^ = o. Dans les deux cas, 
le résultat serait en contradiction avec les hypothèses. 
Donc 8 est de degré /?. 
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On peut démontrer un second théorème équivahîut 

au précédent, mais qui donne les conditions nécessaires 

et suffisantes au moyen de p -h i déterminants de même 

ordre que R^. 

THKORi,ME II. — Pour que le plus grand commun 
diviseur ^ de f et g soit de degré p, il faut et il suffit 
que Von ait 

Rp-1,1 — = • • . = == o et R 

En effet, si 0 est de degré il résulte du lemme III 
que le système Sp admet pour les ¡â et les a une solution 
unique (abstraction faite d'un facteur constant arbi-
traire), dans laquelle les valeurs de cin~p ^m-p ne 
sont pas nulles. 11 en est ainsi, en particulier, du sys-
tème 'àp^p-i et de chacun des p — i systèmes 
(y = 1, . ..^ /? — i). Donc les déterminants de ces sys-
tèmes homogènes, qui sont Rp_i,2 7 

d'après la troisième remarque préliminaire, 
sont nuls. 

Si, de plus, on attribue à ^^„i-p «ne valeur arbitraire 
non nulle, dans le système Sp^p, qui est linéaire et non 
homogène par rapport aux quantités . . . , ¡Ĵ , 

ao, . . c e système admettant une solution unique 
pour ces quantités, le déterminant de leurs coefficients 
dans Sp̂ p est différent de zéro. Or, d'après la deuxième 
remarque préliminaire, ce déterminant A a pour va-
leur am^pi comme a î est essentiellement différent 
de zéro, on a R »̂̂  o. Les conditions énoncées sont donc 
nécessaires. 

Elles sont suffisantes. En effet, en les supposant rem-
plies, le système Sp fournit, pour les ¡3 et les a, un seul 
svstème de valeurs, déterminées à un facteur constant 
près, où OL,i_.p et ^m p̂ sont différents de zéro. Il y a donc 
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un couple de pol ynomes r, de degrés n — p et m — 

tels que le poljnoiue vg soit identiquement nul, 

et il n'en existe qu'un, absliaction faite d'un facteur 

constant arbitraire. Par consé([uent (lemme 1\ ), le plus 

grand comnuin diviseur 0 est de degré p. 

Expression du plus grand conintun diviseur def et g. 

— En supposant que^'et g aient un plus grand commun 

diviseur 0 de degré proposons-nous de Ibrmer ce po-

lynôme. 

Si l'on peut trouver deux polynômes u, r déterminés, 
et un polynôme déterminé Q de degré /?, tels qu'on 
ait uf -\- vg ^ 0, ce polynôme 8 est le plus gi-and com-
mun diviseur de y et car, si cette relation existe, 
tout diviseur commun à J et g divise il en est ainsi, 
en particulier, du plus grand commun diviseur de/'ct ̂ ,̂ 
et, comnie il est de meme degré /? que 0, il lui est égal, à 
un factiiur constant près. 

De cette simple observation résulte immédiatement ia 
marche à suivre pour rechercher 0. 

Posons 
?¿ = ao - h ai .r . . . - i - a,^-^/ 

—= fi, pj .r H-. . . 
0 L- 7o -H Ti ^ • . .T/^-1 + 

et cherchons à déterminer q de façon que l'identité 
uf-h ait lieu pour des valeurs déterminées des a, 
des jâ et des y. 

L'identité vg~ 0 est équivalente à un système 
d'équations linéaires par rapport aux a, aux ^ et aux y ; 
ce système n'est pas homogène, puisque le coefficient 
de xt' dans 0 est l'unité. Pour qu'il fournisse une solu-
tion unique pour les a, les ¡3 et les y, il faut que le 
nombre d'équations soit égal à celui des inconnues. Or 
celles-ci sont en nombre (n — 7-f-1 ) 4- (//? — 1) H-p, 
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nombre qui surpasse le nombre p-f- 2 des termes de Q 

de la quantité [n — q)-{-[m — q), positive ou nulle. 

Il faut donc que le nombre des termes de vg sur-

passe d'autant d'unités le nombre p 4- 2. Or ce nombre 

de termes est supérieur d'une unité au degré ni — q 

de ce polynôme. On doit donc avoir 

m n — q ~ \ — {m n — iq) p 

c'est-à-dire 
q 

Pour que cette valeur de q soit admissible, il faut et 

il suifjt qu'elle ne rende pas négatif le nombre n — </, 

puisque celui-ci représente le degré de u, 11 faut donc 

et il suffit qu'on ait n — 0 ^ c'est-à-dire — i , 

ou enfin que p ne soit pas égal à /z, puisque, d'après sa 

définition, p ne peut surpasser 72. Or on peut exclure le 

cas où p serait égal à sans restreindre la généralité 

du raisonnement, puisque, dans ce cas, 9 est immédia-

tement connu et n'est autre cbose que le polynôme g 

l ui-méme. 

xidoptaut donc pour q la valeur /J) -f- i , le système qui 

détermine les a, les ¡3 et les y est 

bo — 7 0 = 0 . 

a o - f - a y _ i a i - H . . . — 7 / = o, 

-i- bp^i fio-f- «o-i- — — o, 

-^bp ^o-h — I — o. 

-V «p^-î^o-H. . . ~ o, 

i H- a„f = O 

Le groupe A des /> premières équations se déduit du 

groupe des p premières équations du système Sp^i en 

Afin, de Mathémat., 3® série, t. VIL (Septembre 1888.) 
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retranchant à Jeurs premiers membres respectivement 
Yo, , . . • Le second groupe B est le groupe 
où J on a simplement retranché l'unité au premier 
membre de la première équation. 

Pour avoir l'inconnue vy, j désignant l'un quelconque 
des nombres o, 1 , 2 , . . . , / ? — i, nous calculerons les a 
et les [ï au moyen du système B, et nous porterons leurs 
valeurs dans la ( 7 - f - i ) ' ' ^ équation du système A. Or 
on sait que le résultat final de cette substitution s'ob-
tient en égalant à zéro le déterminant complet D du sys-
tème formé par la réunion de la (jf -}- équation de 
A avec le système B. On a ainsi 

• • • h J aj . . . - Yy 
h,, dp — I 

hp bp^i aj, o 

D rrr 

hn 

bn rtm 

les deux premiers éléments de la dernière colonne de D 
étant — Y/ et — i , et tous les autres étant nuls. 

Or, le déterminant obtenu en supprimant dans D la 
dernière colonne et la première ligne est celui du sys-
tème c'est-cà-dire R^, d'après la première re-
marque préliuiinaire. Le déterminant obtenu en suppri-
mant la dernière colonne et la seconde ligne de D est 
celui du système : c'est donc R/;,y+i en vertu de 
la troisième remarque préliminaire. Il résulte de là que, 
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en développant D par rapport anx éléments de la der-
nière colonne, Féquation précédente peut s'écrire 

d'où 

On peut donc facilement énoncer le théorème sui-
vant : 

T H É O U I ^ M K IIL — Lorsque le plus grand commun 
diviseur 0 de f et g est de degj'é /;, l'expression de ce 
polynôme est donnée j)ar V identité 

SECONDE PARTIE. 

IIÉSULTAINT DE BÉZOL T - C AL C H Y . 

Notations. — Dans ce qui suit, nous poserons 

Coo ClO 

-{-...H-

X 

(i-ln) 

bn 



( ) 
Ce (léterininanl /'o est le résultant d'ordre m de 

Bézout-Caueliy. Les eoefiicients c/j y occupent la sur-
face d'un rectangle, dans lequel c/j est à l'intersection 
de la (i 4- i)™^ ligne et de la (j -f- ¡y-"̂ ^ colonne. Les 
eoefiicients Z> y occupent la surface d'un parallélo-
grainine. En dehors de ces deux surfaces, tous les élé-
ments sont nuls. 

Nous appellerons /v le déterminant formé au moyen 
de 7*0, en y supprimant les i premières lignes et les i pre-
mières colonnes, et r/j le déterminant qu'on déduit de 
7 /en substituant à sa première ligne les éléments cor-
respondants de la ligne de /'q-

Nous appellerons ŝ  le système d'équations suivant : 

X O - X H - . 1,0 = 0. 

'̂7-1,1 Ào-4- Al-;-. . . - h c a--1,1 = 0, 

'"V-L,// . Ca- À,A 

iÀo-1- C<j. m - . . -i- Cn~ 1 A,. -q -qba = 0 

Nous désignerons par ŝ /̂f le système qu'on déduit de 

cn y supprimant les A premières équations, et par 
Vy le systènuî obtenu en remplaçant la première équa-
tion de par la équation de s .̂ 

Cela posé, nous ferons quatre remarques prélimi-
naires importantes. 

Preînieve remarque préliminaire, — Si Ton consi-
dère le système composé de 7n — </ 4- i équations 
linéaires et homogènes par rapport aux m — q quan-
tités ÀQ, ÀJ , ' • * 1 ^̂m—q̂  le déterminant des coefficients 
de ce systèuKî est 7V;_i, d'après la définition de 77. 

Deuxième remarque préliminaire, -— D'après ce 
(ju'on vient de voir, le déterminant de est7'^, 
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Alors, si l'on supprime la première équation de 

ce qui donne Sp̂ p̂  el que dans ce dernier système on 

supprime les termes en Iq, le déterminant des coeiii-

cients restants se déduit de en supprimant sa pre-

mière ligne el sa première colonne : ce déterminant est 

donc rp. 

Troisième remarque préliminaire, — Lorsque dans 
"̂̂ q.q-K on remplace la première équation par la équa-

tion de h étant l'un quelconque des nombres i , 
2, . . . ,<7 — 1,1e déterminant du système obtenu 
est d'après la définition de / //. 

Ainsi, le déterminant S'̂ p̂ p̂ ^ { j = ^ ? • - • F — i) est 
et le déterminant de (7 = o, 1 ,2 , — i ) 

est r \ . 

Quatrième remarque préliminaire. — On peut mettre 

les polynômes u et 

a = ao ai -f- x'̂ -'i 
i q = \ . 'X, ...,/) I ) 

SOUS la f o r m e 

u ~ Ào gq-\ H- 1 g q -h \n-q g tl-\ , 

= i'-^o/v-I -f- I^l/y ~ • • V'n-qfn-\ 
-T- \n-q+\ • À, 

Xo et [JLo étant différents de zéro, si ces polynômes sont 
exactement de degrés n — <y et TTZ — q. 

En effet, pour cela, il faut et il suffit que les systèmes 
obtenus par identification donnent pour l(;s A et les p. 
des valeurs finies et déterminées, quels que soient les a 
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et les p. Or ces deux systèmes sont : 

¿»/iXo — '^n-qi 
ha-\ Ào-H ha Al = 

U 
Ào -f- . . . H- ¿̂ /i À/i-Y = '^ri-h > 

>̂<7X0-+- = «OJ 

a„i- -\ ¡i-o-l- a nt [i-i = 

m̂-̂ q ~}i ¡•'•0 ' . •''^v// 7 — m̂—ày 

\ I 

aq-\-rn amli-ti—tf ~ ^tn-n-) 

\ l'-̂ o ^ni - i -H \,fi—q — 

^ H- Ci/i = Po* 

Le déterminant des coeilicients des inconnues \ du 
système U est qui est diiïérent de zéro : ces 

inconnues ont donc des valeurs finies déterminées. 
Le déterminant des coefficients des inconnues |J. dans 

les n — //H-I premières équations du système V étant 
(«///)" est aussi diflérent de zéro, et ces inconnues u 
ont des valeurs finies déterminées. Enfin cliacune des 
m — / I dernières équations du système V ne contient 
qu'une inconnue qui est d'ailleurs aiïéctée d'un coef-
ficient égal à l'unité, en sorte que ces inconnues)., à 
leur tour, ont des valeurs finies déterminées. 

D'ailleurs la première équation de chacun des sys-
tèmes L, V montre que si u et v sont exactement de 
degrés /i — ( j et m — r/, ce qui suppose o, 
on a 

Ao 

i'n i:oiiÈME L — Pour que le plus grand commun divi-
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seur 9 dej et g soit de degré il faut et il suffit que 
l'on ait 

— T\ — = .. . — rp-i — o et r^ ̂  o. 

En eiFet, si 0 est de degré il existe (lemme II), 
quelle que soit la valeur de q prise par les nombres i , 
2, . . . , deux polynômes z/, v de degrés n — <7, m — q 
tels que le polynôme uf-\- vg soit identiquement nul. 
Egalons d'abord à zéro les eoeilieients des ternies des 
degrés /?/, /;/ -f-1, ^ m n — q. Or le coefficient de 
ĵ m+n-h^ Jl désignant l'un quelconque des entiers q, 
</ + - I , . . est 

^ni+q-h ̂ n-q "H • . • "f" «w-i "+" ^n-h 

OU, d'après les équations U, V delà quatrième remarque 

préliminaire, 

( Xo H- ¡J-o ) bn-h. . .-h a^n b,i-^q-fi ) 
-4- ( Xi -f- ai ) ( -f-. .. -f- a,n hn-\-q-h-\-\ ) 

En égalant à zéro les valeurs que prend cette expres-
sion, quand on y donne successivement à li les valeurs 

-f- I, . . ., 77, on aura des équations de la forme 

(Xo-H ==0, 

(Xo-i- (^1-f- \}-\)(^mbn ~ O, 

( I^-O ) ( ^n-q -f- \^tl-q ) «m b,, ^ o, 

H^, Uo, . . lI/i-^5 • • • étant des coefficients déterminés. 

Mais on a 

ee système exige done 

[j-o = — = = — '^-l- 'J-n-q——f^n-q-
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En tenant compte de ce premier résultat, le polynôme 

¿¿/"-f- vg devient 

+ ^liê^qf-fqg)-^'- • 

-h -Ar. . 

OU bien 

4- Ca-i.iX . . .) 

b^X . .-A- baX'^) 

-+- ( 4- hnX'n^'^ ). 

Il reste actuellement à égaler à zéro les coefficients 
de .r, . . ce c[ui donne le système dé-

signé précédemment par Ce système doit avoir par 
rapport aux \ une solution où Xo ait une valeur non 
nulle. Il en est de même du système i ])ar suite, le 
dét(;rminant de ce système, qui est d'après la pre-
mière remarque préliminaire, est nul. Et comme ceci a 
1 ieu en donnant à q successivement les valeurs 1 ,2, 
on a les conditions 

/ 0 = == /'o = . . . = — O . 

En outre, d'après le lemme III et en vertu de la qua-
trième remarque préliminaire, le système Sp̂ p admet 
pour les une solution où A,) n'est pas nul-, et, par 
suite, sil 'on donne à Ao une valeur arbitraire non nulle, 
il admet pour les autres A une solution linie unique, en 
sorte que le déterminant des coeilicients de ces inconnues 
esl diiîérent de zifro. Mais, d'après la deuxième remarque 
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préliminaire, ee déterminant est rp. On a donc 

rp ^ o. 

Les conditions énoncées sont, par conséquent, néces-
saires. 

Elles sont suffisantes^ car, si 6 était de degré inférieur 
à /;, le premier déterminant ;•/ non nul aurait un indice 
inférieur à et si 0 était de degré supérieur à p̂  le pre-
mier déterminant rt non nul aurait un indice supérieur 
à résultats contraires Tun et l'autre aux lu pothèses. 
Donc 0 est de degré p. 

T H É O R È M E IL — Pour (pie le degré du plus grand 
commun diviseur Ô de f et g soit p, il faut et il suffit 
(fue Von ait 

'>-1,1 == . '>-1= rp^o. 

Dans la démonstration du théorème précédent, on a 
déjà prouvé la nécessité des conditions = o et /'/>< o, 
au cas où (i est de degré p. Il faut en outre, d'après le 
lemme III, que chacun des systèmes 

ait une solution où les inconnues ne soient pas toutes 
nulles (puisque AQ est différent de zéro) : or cela exige 
que les déterminants de ces systèmes, qui, d'après la 
troisième remarque préliminaire, sont 

soient nuls. Les (conditions énoncées sont donc 
nécessaires. 

Elles sont suffisantes. En eiïet, en les supposant rem-
plies, il existe un couple et un seul de polynômes //, v 
de degrés n —]) et m—tels que uf ^^soit identi-
quement nul (en faisant abstraction d'un facteur con-
stant arbitraire pour u et î ), et, par suite (lemme IV ), 
0 est de degré p. 
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Expression du plus grand eommun diviseur 9 def 

et g. — On suppose remplies les eondîtions énoncées 

soit dans le théorème I, soit dans le théorème i l . Cela 

étant, on va chercher deux polynômes déterminés u et Vy 

tels que vg soit un polynôme de degré p : ce poly-

nôme sera le plus grand commun diviseur cherché 9. 

Dans les polynômes u et pris sous la forme spéciale 

qu'autorise la quatrième remarque préliminaire, adop-

tons pour (J la valeur /> 4- i , puis posons 

et identifions les polynômes uf-\- vg et 9. On obtient 
ainsi un système d'équations qu'on peut décomposer en 
deux groupes : le premier groupe A se déduit du groupe 
des p I premières équations du système iy^+i, en re-
tranchant respectivement à leurs premiers membres yô  
yi, . . -, le second groupe B est le groupe Sp̂ ^̂ p̂  

où l'on a simplement retranché l'unité au premier 
membre de la première é({uation. 

L'équation donnant yy, où j a pour valeur l'un quel-
conque des nombres o, i , 2, • . p — i , s'obtiendra en 
éliujinant les A entre la (7 -H i)' '"® équation du groupe A 
et les équations du système B. Le résultat de l'élimina-
tion s'obtient en égalant à zéro le déterminant complet d 
de ce système, ce cjui donue 

bj bj-, . Ty 

l'P bp-i . . . — I 

bp+i b„ . 0 

••• l,//i —1 

Or le déterminant obtenu en supprimant dans d la der-
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iiiùre colonne et la première ligne est celui du groupe 
Sp̂ K̂ p-i c'est-à-dire d'après la première remarque 
préliminaire. Le déterminant obtenu en supprimant la 
dernière colonne et la seconde ligne de d est celui du 
système (/ = i . • — c'est-à-dire 

en vertu de la troisième remarque préliminaire. En dé-
veloppant d par rapport aux éléments de la dernière 
colonne, l'équation d ~ o peut donc s'écrire 

d'où 

On peut donc enfin énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E IIL — Quand f et g ont un plus grand 

commun diviseur 6 de degré p.^ ce polynôme est donné 

par l'identité 

Fp^ ~ rp^'ix -f- • rp^pXP-'^^ FpXP. 

S I K l i \ E FORME DU DÉTERMINANT DE VANDERMONDE; 
PAR M. w e i l l . 

/, étant des quantités distinctes, la fraction 

; ^ peut se mettre sous la forme 

^ ^ a ' quantités A, B, . . . , L seront données par 

les équations 

/ A -f- B -f-... -i- L — o, 

AS? -{- BSÎ -+-... -i- LS( = o, 
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en désignant par S^ la somme des produits pk p àe toutes 

les quantités a,^ h, c,^ . . . /, sauf n, et ainsi des autres. 

Les équations (i) étant toujours possibles, leur dé-

terminant n'est pas nul ^ or ee déterminant, qui est 

1 = 

I I 
Sî Si 
SJ s5 

I 

Si 

s'annule quand deux quelconques des quantités a, ¿>, 

c, . . . deviennent égales, et il est, par rapport aux 

lettres, de même degré que le déterminant de Vander-

monde; doue il n'en diifère que par un facteur numé-

lique, qui est, comme on le voit facilement, (-f- i ) , si le 

nombre des quantités est pair, et ( — i ) si ce nombre est 

impair. On a, par exemple. 

I 1 L I I I 
a b c = — b -i- c c a a b 
a- b-^ bc ca cd> 

1 I 
A b 

I 
c 

1 
d 

c^ d-' 
c^ d' 

b c -A- d 
bc-^r- cd~db 

bcd 
cd 

d ^ a 
- da -i- ac 

cda 

d-^ a b a b -V- c 

dab abc 

En résolvant le système (i) par rapport à A, on en 
conclut qu'un déterminant tel que 

St Si 
Si ŝ : 

I 

Si 
Ŝ  



( 429 ) 

est indépendant de a\ il suffit, pour le voir, d'égaler 

entre elles les deux valeurs de A obtenues l'une direc-

tement, et l'autre, en résolvant ie système (i). 

A P P L I C A T I O N S D E S P R O P R I É T É S P R O J E C T I Y E S D E S C O N I Q U E S ; 

P A R M . W E I L L . 

L Deux coniques passent par A, B, C, D el touchent 

une droite en H et K ; une troisième conique passant 

par A, B, G, D rencontre la droite en deux points P 

et Q qui forment avec H e l K une division harmonique*, 

d'où l'on conclut : trois coniques étant inscrites à un 

quadrilatère, si en un point commun à deux d'entre 

elles on mène les tangentes à ces deux courbes, ces 

tangentes forment un faisceau harmonique avec les tan-

gentes menées de ce même point à la troisième. Prenant 

pour l'une des quatre tangentes la droite de l'infini, on 

a le résultat suivfint : 

Si, jyar le foyer d'une parabole tangente à trois 
droites, on fait passer les deux paraboles qui touchent 
ces trois di oites, elles se coupent à angle droit au 
point considéré. 

Soit donc M un point du cercle circonscrit au triangle 
formé par les trois droites : les deux paraboles qui pas-
sent en M et touchent les trois droites se coupent à 
angle droit au point M. On peut remarquer que les 
(rois autres points de rencontre des paraboles décrivent 
trois coniques distinctes quand M se meut sur le cercle, 
et que les points de rencontre des côtés opposés et le 
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point de rencontre d^s diagonales du quadrilatère qui a 

pour sommets les quatre points sont trais points fixes. 

II. Soit PCD un triangle conjugue par rapport à une 
conique. Inscrivons une conique to dans le triangle 
PCD; on sait qu'on peut alors incrire dans la première 
conique un triangle RST conjugué par rapport à la 
seconde-, prenons la droite CD pour droite de l'infini, 
710US aurons le résultat suivant : le foyer d'une parabole 
conjuguée à un triangle coïncide avec le centre d'une 
hyperbole équilatère circonscrite au triangle^ en d'autres 
termes, le lieu des foye/'s des paraboles conjuguées à 
un triangle est le cercle des neuf poinls du triangle. 
Ce lésultat a été énoncé par Painvin {Nouvelles yin-
naleSy p. 44^? année i86^). 

III. Faisons passer une conique par les sommets d'un 
triangle PCD conjugué par rapport à une deuxième co-
nique : on sait qu'on peut circonscrire à cette deuxième 
conique un triangle qui soit conjugué par rapport à la 
première-, considérons ce triangle comme fixe, et pre-
nons la droite CD pour droite de l'infini, nous aurons 
le résultat suivant : 

Le lieu des centres des hyperboles équilatères in-
scrites dans un triangle est le cercle cc 
tj'iangle. 

C(î tliéorème est bien connu. 
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DISCUSSION DE l ' É O l A T I O X EN S; 
P A U M . M A U C I I A N D . 

Soît F(.v)— o l'équation donnée 

F ( S ) = 

a 11 — 5 a 1-2 

«21 a 22 — 

n-nl a ni 

(l-ln 

Je trouve dans le Traité d''Analyse de M. Laurent 
(t. 1, p. 240) : 

(( Si F = o a une racine double, tous les mineurs 
de F sont nuls, et réciproquement d'ailleurs, car alors 
F'(.9) sera nul. 

» Je dis que, en général, si F(.9) a une racine d'ordre 
de multiplicité A, tous les mineurs d'ordre h. — i de 
F(.ç) sont nuls. » 

La réciproque est encore vraie : si tous les mineurs 
d'ordre l i — i sont nuls, sans que tous ctuix d'ordre h 
le soient, la racine est multiple d'ordre h. C'est ce que 
je me propose d'établir ici en développant les consé-
quences de la méthode de Sylvester. Je ne reviendrai 
pas d'ailleurs sur la partie connue de la démonstration, 
qui établit l'impossibilité de l'existence de racines ima-
ginaires. 

Le calcul repose sur ce que le produit F(.9) F(—s^ 
prend une forme très remarquable 

Al, 

A21 A 2 2 — _ 

Al . 

A2« 

A ,I 1 A 

A///, = a/, i a/,i -h a/i2 a/,2 -f - a/,na/,n. 
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Je (lis que le coefficient de ( — S')P sera la somme des 

carriis de tous les mineurs d'ordre p du déterminant 

A EEE 1^(0 ) = 
«11 <«12 

I 

En eiTet ce coefficient sera la somme de tous les mi-

neurs de 
Al, Al, . . . Ai„ 

( i ) 
! A/;J A//2 . . . 

obtenus en supprimant j) lignes quelconques et les ]) 
colonnes ayant respectivement les mêmes indices que 
ces p lignes. 

Considérons en particulier un de ces mineurs de (4 ) ^ 
ses éléments se déduiront de ceux que l'on obtiendrait 
en formant le produit complet des deux déterminants 

ail «12 

Uni 

« 1 1 « 1 

Cln I Un 

en laissant de côté les p lignes quelconques choisies, 
dans chacun des deux déterminants A qu'on combine-
rait ligne à ligne pour avoir le produit. D'après le 
théorème général de Binet et Cauchy, il restera un dé-
terminant égal à la somme des carrés des mineurs de A 
que l'on peut former après suppression des p lignes con-
sidérées. 

Si donc je désigne par A le déterminant ( 3), par Â  
un (puîlconcpie de ses mineurs du premier ordre, par A2 
un (|uelconque de ses mineurs du second ordre, etc., 
j'aurai 

( 5i 
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Le (léleriniiiant (i) est de meme forme que le déter-

minaut (3) ; ou a — S au lieu de ^n? • • • 

Alors, au lieu de (5), je puis éerire 

(6) F {s -h z) F (s-- A2— ĉ V _ 

Dans (6) A représente F(.ç), Ai uu mineur du premier 
ordi-e de F(.9 ), . . . . 

D'autre part, la formule de Taylor donne aussitôt 

r . X F^^rUs) 
^ \ .'>... ,p 

On obtient cette nouvelle idcMitité 

Identifiant bîs polyuômes (6) et ( 7 ) en s-, on a les 
résultats qu'il s'agissait d'obtenir 

2 F F . - F f ^ Af, 

La conclusion est dès lois évidente. 

Si 

— Fi rrz F.> — . . . — = O , Fp ^ O , 

il en résulte 

Pour une racine d'ordi e />, tous les mineurs jusqu'à 

l'ordre p — i inclusivement sont nuls; les mineurs 

d'ordre p ne sont pas tous nuls. 

Ann. de Mathémat., série, L VII. (Septembre 1888.) 
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Chaque hypothèse diiïèrente sur le degré de multi-

plicité de la racine de l'équation en s conduisant à des 
conclusions didéreiites, on peut dire réciproquement 
que, si tous les mineurs sont nuls jusqu'à l'ordre p exclu-
sivement, la racine est d'ordre p de multiplicité. 

Cas particulier, — Si l'on prend l'équation ordi-

naire 
V — W R ' : 

{\bis) \V A'—s B ' = o, 

I B ' B A ' ' - ^ : 

les relations (<S) se réduisent à deux égalités faciles à 

vérifier directement 

La première se déduit facilement de l'identité utilisée 
par M. Laurent (t. I, p. ^'^g) 

àF àF / âF \ 2 ^ / OF \ 
'/¿—s) \Oau/ (Jiaii — s ) (Jiaa— s) 0{aii—s) dian 

La deuxième ne diffère pas essentiellement de l'iden-
tité connue par laquelle on prouve qu'il est impossible 
que l'on ait simultanément 

A + IV - A " = o, A ' A — B 2 + A " A - B ' ^ + A A ^ — B''^ o. 

Dans le cas particulier, considéré ici, le théorème de 
Rolle est d'application facile 

F , — L , F , A - .Ç A ' — -I- A " — 

La dérivée seconde Fo admet donc la racine 

A-+-A'+A'' 
3 

Pour —cc et -f-oc la dérivée première a le signe — . 
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Coni me 

la racine de F., donnera le signe -h ponr F i , exceplé 
si 

N = B ' = B " A — S = A ' - S = A " - S = o, 

Donc, sauf dans le cas de la sphère, qui se Iraile 
comme on sait directement, on a 

La dérivée F, a donc deux racines 50 <C dilîérentes, 
sauf pour le cas de la sphère. 

Comm(î 
F F — 

on a 

F(.Ç2)< O, 
F ( . V : I ) > O. 

d'on 

Alors, d'après le théorème de l\olle, toutes les racines 

sont réelles, car on a 

F ( — ce), F O 2 ) , F{6-;), F ( - X ) . 

Le raisonnement n'est en défaut que si l'Aj' s'annule 
pour .92 ou pour .93. iMais alors F = F 4 = : o ; on a une 
racine double et Fou trouve les conditions générales suf-
iisantes et nécessaires pour qu'il en soit ainsi : S A; = o. 
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\OTE DE GEOMETRIE; 

P A R M . M A X . G E N T Y . 

T H É O R È M E . — Le produit du paramètre de disfrihu-
lion des plans tangents^ relatif à une génératrice d'un 
lijperholoïde par le carré de la. distance du centre de 
r hyperboloïde à cette génératrice est constant et égal 
au produit des demi-axes de la surf ace. 

Considérons un hyperboloïde de centre to. Du point to 
abaissons une perpendiculaire too sur Tune des géné-
ratrices d(î cet hyperboloïde. Prenons maintenant le 
point o pour origine des coordonnées, la génératrice 
considérée pour axe des la droite oto pour axe des x 
et une perpendiculaire menée par le point o au plan 
xoz pour axe des j . 

L'équation de la surface est alors, en désignant par D 
la distance oto, 

A -i- A B J - 4 - 2 B " xy — D ( A -h B"y )= o. 

L'expression d'une droite infiniment voisine de oz a 
pour équation 

X ~ a z -i- Xi. 

a et b étant des infiniment petits et x^^ji étant les 
coordonnées du point où cette droite perce le plan 
des x j . 

Exprimons que cette droite est sur l'hyperboloïde. Pour 
cela, formons l'équation aux r: des points d'intersection 
de la droite et de la surface et exprimons, en négligeant 
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les infiniment petits d'ordre supérieur au premier, que 

eette équation est indéterminée. 

Nous avons ainsi les trois conditions 

h o, B j i — D( Aa H- Wb ) = o, A.ri -i- \Vy\ = o. 

Les équations de la génératrice de l'hyperboloïde 

infiniment voisine de oz sont donc 

i X az x'i, 

\ y = 

avec les conditions 

( I} Kl — i )A a = o, A Xi -H = o. 

Ceci posé, l'angle o des deux génératrices infiniment 
voisines a pour valeur a aux infiniment petits du 
second ordre près- et la plus courte distance de ces 
deux droites est à la même a])proximation . 

Par conséquent, le paramètre de distribution p des 
plans tangents de l'hyperboloïde relatif à la génératrice 

oz a pour valeur*^? c'est-à-dire, en tenant compte des 

l'clations (i), 

Or soient Ẑ , c les demi-axes de la surface. Nous 

avons 

B étant le résultat de la substitution des coordonnées 

du centre de riiyperboloïde dans le premier membre de 

son équation, et A étant le discriminant de la partie ho-

mogène de cette équation. On a donc 

A — A B ^ H AD2. 
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cl, par suite, 

AD^ 

DA 

et, comuie nous avons vu que p = -j^ ? nous voyons que 

Je produit pD- est constant et égal à abc. 

DÉTERMINATION DU RAYON DE COURRURE DE LA COURRE 

INTÉGRALE; 

1>AU M. MAURICE D ' O G A G N E . 

Si un(î courbe K , rapportée à deux axes rectangu-
laires O x et Oj y a pour équation 

r = 

on appelle courbe intégrale de celle-ci une courbe 
ayant pour équation 

}• = J cp(.r) dx -h C, 

C étant une constante arbitraire. Appelons 1 cette 
courbe intégrale. On voit que sa propriété fondamentale 
consiste en ce que la différence entre deux quelcon-
ques de ses coordonnées est égale à Vaire comprise 
entre ces coordonnées^ la courbe X et Vaxe des x. 

Cette; courbe est d(î lapins haute importance au point 
de vue du calcul graphique ). 

( ' ) Cfuisultor à cet ĉ ^ard rinlcrcssant Ouvrage intitulé : Les in-

tégfifphes. La courl>e intégrale et ses applications (Paris, Gauthier-

\ illai's er Mis), j)ar .M. Abclank-Abakariowicz, inventeur cringénicux 

a])parcils ])erineltant de Irarcr mécaniquement la courbe intégrale 

(l'une courbe qiieb^onque dessinée sur un plan. 
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Si l'on mène par le point P de la courbe ¥s.{Jig. i) 

une parallèle à la tangente menée à la courbe ! par le 

point M correspondant, on voit que QS est, à l'écbelle 

Via. 1. 

de la iigui e, égale à l'unité. Nous désignerons cette lon-

gueur QS, égale à l'unité, par la lettre /. 

Soient, en outre : 

Y l'ordonnée MQ-, 
> l'ordonnée P Q ; 

CD l'angle de la tangente en M à la courbe I avec O x ; 

cis l'arc infiniment petit de la courbe I au point M; 

p le rayon de courbure Mco de la courbe I au même 

point. 

On a 

(i ) 
r/s 

7h ' 
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Or 
ds = dx ^-clT'-

^ fl-l^yl 

= / i + laiig^cp dx — dx, 

IJ'iUltre part, puisque 

? arc tan- , on a 
f dy 

d'O = , 

La formule (i) devient clone 

Wdy 
OU 

f^' dx 
M OJ = — ~ ? 

Q S -

ou encore, si P T est la tangente en P à la courbe K , 

P s ' QT 

Telle est l'expression du rayon de courbure clierclié 

en fonction des lignes données sur la figure. Cette for-

mule peut être grandement simplifiée en vue de la 

construction géométrique du centre de courbure to. En 
OS 

eifet, elle peut s'écrire, en remarquant que ^ =:coscp, 

OT 

Mwcos^o = PS 

ou, en tirant toV perpendiculaire à M Q et VU perpen-
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dieu 1 aire à Mo), 

QT 
MU = 

ou eucore, en abaissant de U la perpendieulaire UU' 
sur MQ, 

U l J ' = QT. 

Cette égalité montre cjue TU est perpendiculaire à O x . 
La construction par laquelle le centre de courbure de la 

courbe I se déduit de la tangente à la courbe K , con-
struction indiquée par les lignes pointillées, est donc la 
suivante : 

Par le point T oh la tangente à la courbe K coupe 
Vaxe Ox, élever une perpendiculaire CL cet axe jusquà 
sa rencontre y en U, avcc la normale à la courbe I ; par 
le point\} élever une perpendiculaire h la normale MU 
jusqu'il sa rencontre, en V, avec Vordonnée correspon-
dante ; enjin par le j)oint V élever à Vordonnée ]M\ 
une perpendiculaire qui, par sa rencontre avec la nor-
male MU, donne le centre de courbure co cherché. 

I.a construction se réduit donc au tracé des trois per-
pendiculaires TU à O x , UV à xMU, V w à MV. 

Examinons le cas où la courbe K est une droite 
{Jig* 2). La courbe intégrale I est al ois uiie parabobi 
ayant pour axe la perpendiculaire élevée à O x par le 
point T où cette droite rencontre la droite K. 

L'application de la règle précédente montreque : si\}est 
le point ou la normale en M à la parabole coupe Vaxe 
de cette courbe, le centre de courbure io répondant au 
point M s'obtient enélevant en U une perpendiculaire à 
la normcde^U] jusquci sa rencontra V avec le diamètre 
du point ÏM, et élevant cn \ à MV la perpendiculaire 
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V (.) (juL coupe la normale MU au centre de courbure to. 

C'est préeisérnent l'application au cas de la parabole, 

Fis. 

considérée comme une ellipse limite, de la construction 
du centre de courbure de cette dernière courbe donnée 
par M. Mannheim. 

SOLUTIONS DE LA OIESTIOX 1572; 

r p et T Q sont des tangentes à une parabole de 
Joyei' S; la droite TS rencontre le cercle T P Q en un 
j)oint L-, prouver, par la Géométrie pure, quel^S = SL. 

(R.-W. GEIN^ÈSE.) 

1. Solution de M. d'Ocagne. 

Considérons les cercles tangents en T , l'un à TP, 
l'autre à T Q , et passant respectivement par les points 
Q et P. En appelant S le point où se coupent ces deux 
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cercles, j'ai démontré dans une de mes Notes sur la 
syrnmédiane [Nouvelles Annales, p. 366*, i885) que la 
droite TS, symmédiane du triangle T P Q , coupe le cercle 
circonscrit à ce triangle en un point L, tel que TS ~ SL. 
Il suffit donc, pour que la proposition précédente soit 
démontrée, de faire voir que le point S est le foyer de 
la parabole tangente respectivement en P et en Q à T P 
et à T Q . A cet eifet, tirons la médiane TiM du triangle 
T P Q ; c'est un diamètre de la parabole. D'ailleurs, on a 

QTM == S TP; c'est la définition même de la symmédiane. 
Mais, dans le cercle TSQ, on voit que les angles STP 
c t S Q T s o n t égaux comme ayant même mesure. Donc 

Q m = r De même F T ^ ^ r S l ^ . Le point S est 

donc bien le foyer de la parabole. 

Solution de M. Ignacio Beyens, 
Capitaine du Génie à Cadix, 

Soient 

SX l'axe de la parabole ; 
P F , Q Q ^ e s parallèles à l'axe; 

q les milieux de TP, T Q . 

D'après les propriétés bien connues de la parabole, 
on aura 

angle T P S ^ H P P ' = I I T T ' S T Q 

et 
angle S T P T ' T Q Q/QK SQT. 

Donc les triangles STP = STQ sont semblables et 
les médianes S/>>, Sq divisent ces triangles en deux autres 
aussi semblables, et, par suite, nous aurons 

/7 S r/ rnz p ST TS q = q s o -f-79 S f ^ 
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jjiais 

c'L 

d'oii 

^SQ — SQT t: — S ^ Q — S T P 

= T.-SpV - TPS = T.-SpV — S T Q ; 

pS (J T Q S T p S —pT Q, 

p S q pT q — T q S -- T p S. 

Le (juadrilatèrc T p S q est donc inscriptible et le sera 

II 

P' 

aussi le quadi ilatère TPLQ, Îornié en menant par P, Q 
des parallèles à S/ ,̂ S</: mais alors SL = ST ; donc le 
cercle Tl^Q coupe la droite TS en un j)oint L tel que 
S L = S T . C . Q . F . D . 

o. Solution de M. J. Bernard, 
l'>lèvc de l'Ecole Normale supérieure. 

Le tliéorème de M. R.-W. Genèse peut être complété, 
et il fournit alors une intéressante proposition dont voici 
l'énoncé et la démonstration : 
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Étant (lonncn nnc parabole,, si Von prend deux 

points A et B {Jig. i) symétriques par rapport au 

Fis. 1. 

foyer F, ces deux points, ainsi que les quatre points de 
contact des tangentes menées de A et de B ¿L ICI para-
bole, sont sur un même cercle. 

Je transforme toute la figure par polaires réciproques, 
par rapport à un cercle de centre F et d(i rayon arbi-
traire. 11 suifit alors de démontrer le théorème sui-
vant : 

Étant donnés un cercle co, un point F dessus et deux 
droites (a) et (ß) paralleles, é(juidistantes de F , ces 
deux droites^ ainsi que les quatre tangentes au cercle' 
aux quatre points où (a) et C^j) le rencontrent, sont tan-
gentes CL une même conique de foyer F. 

Menons par F {fig. 2) la parallèle à (a) et {¡i) : elle 
détermine sur w un second point F'. Abaissons de M la 
perpendiculaire MP sur FF', puis projetons F et F' en 
Pi et Pi' sur la tangente en M. 
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(lis (jue 

= AU»'. 

Soil K 1(; point d'intersection de R?/ et de 

Fig. 2. 

jiy 

•M/-

R/;' 

VK /F ' 
I 

Les triangles semblables 

j K R F , ( K J V J 

Í K P M , ( K P M 

donnent 
1 1\ _ F J l ' _ K l -

ÂTP K M ' W ~ j ^ r 

Multipliant membie à membre, j'obtiens 

F R . l ' i \ ' = M P . 

En considérant la tangente en N, on aurait un résultat 
analogue. 

Done les droites (a) et (fi), les tangentes en M et en JN 
et, par raison de symétrie, les tangentes en M' et en N' 
enveloppent une conique de loyers F et . 

Le théorème se trouve done démontré. 

On en déduit immédiatement quelques conséquences 
intéressantes. 
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Ainsi, considérons une ellipse fixe et tous les cercles 

qui passent par les deux foyers F et F'. 
Menons les tangentes communes à Tcllipse et à un des 

cercles de la série. Les points de contact de ces tan-
gentes avec le cercle sont sur les tangentes à l'ellipse 
aux extrémités du petit axe. 

Ce théorème faisait partie du problème posé en i885 
aux candidats à l'École Polytechnique. 

On peut en déduire le théorènui suivant : 

Soient H et S deux cercles concentriques de rayons a, 
et c (<7 > c ) et un diamètre fixe OP. Prenons sur ce 
diamètre un point variable P et décrivons sur PA 

Fig. 3. 

/ 
I A / 5.V.„J„, 

y-'' / 

connue diamètre un cercle qui coupe le cercle cn I) 

et B'. Joignons PB et prenons le point R conjugué har-
monique de P par rapport ci A et A'. La distance de R 

à la droite PB est constante et égale h a- — c-. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

1584. Soient a j , «2, . . . des nombres qui tendent, en 
décroissant, vers zéro, et ¿>i, b ,̂ . . . des nombres positifs, 
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qui croissent toujours. iJémontrer que, si la série 

a, hi -f- — bx) b-^— b^) -h . . . 

est divergente, il en est de meme de la série 

<>1 — «2 ) -4- ( «2 — ) ( «3 — «4 ) -i-
( C L Î S A R O . ) 

458."). Soit Ui -h Z/2-+- • . • série divergente, dont les 
termes tendent, en décroissant, vers zéro. Démontrer que, si 
la série 

Ux C2 -4- Es -H . . . 

est convergente, la moyenne arithmétique des îi premiers 
noml)res s ne peut avoir d'autre limite que zéro, lorsque n 
croit à l'infini. (GKSARO.) 

158(). Démontrer que les droites joignant le sommet d'un 
cone auv centres des spliéres oseulatriees d'une trajectoire 
oblique des génératrices sont rencontrées et partagées dans 
un rapport constant par les rectifiantes de la trajectoire. 

( G E S A R O . ) 

lo87. On sait qiie le lieu des points (Toii l'on peut mener à 
une ellipse des tangentes faisant entre elles un angle donné 
est une courbe du quatrième degré. Démontrer que, si d'un 
point quelconque de cette courbe on abaisse les quatre noi'males 
à l'ollii^sc, réelles ou imaginaires, et si Nj, N2, N3, sont les 
distances du point aux |)ieds des normales, p ,̂ p2, ps, p4 les 
rayons de courbure correspondant aux pieds des normales, on 
a la rcdalion 

Si p0 p0 

{ K . B A n i S I E X . ) 

1588. Si, d'un poin! quelconque du plan d'une ellipse quel-
conque, on abaisse les quatre normales à l'ellipse, si Ni, 

Nv sout les distances du point aux pieds des normales, 
et pj, P2, p.v pv les rayons de courbure correspondant aux pieds 
(les normales, on a la relation 

P l — ^ l P 2 ~ ^ 2 ' p 3 — ' P 4 — 

(E. BAIUSIEX. ) 
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SOLITION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

PROPOSÉE AU CONCOURS GÉNÉRAL DE 1887 (M; 

PAR M . MAURICE D ' O G A G N E . 

i" Lorsiju'oii passe d'un earré au suivant dans la 
nuMue iile oblique, l'ordonnée augmente d'une unité, 
Tabseisse diminue d'une unité ; donc la somme x -f- ) est 
constante pour les carrés d'une nu';me file. D'ailleurs, si A 
est le rang de la file, 0!i a, pour le premier ĉ arré de cette 
liîe, 

par suite, 

( I ) . R - 1 - - /• - I 

Ivn outre, lorsqu'on passe ainsi d'un i^airé an suivant, 
le numéro ^ augmentant aussi d'une unité, la dil'ié-
reiK î̂ ^ — r est constante pour tous les carrés de la 
même iiK;. 

Appelons zj, le numéro du premier carré de la file 
nous aurons 

On a d'aillenr^ 'S 

-2 I , 

— -2 — 

= -1 ~ / — i , 

Nous ne reproduisons pas l'énonce, qui esl fort long, el que 

i on retrouvera à la ))age du T o m e ĵ récéileiit (Toirie VI de la 

3« série; 18S7). 

Ann. de Mathémat.. 3'= série, t. VII (Octol)ic iSS.S). '>.9 
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el, en additionnant, 

/•(/. — i) 

Donc 

Les formules (i) et (•>.) donnent immédiatement r: 

lorsqu'on connaît x et y . Ainsi, pour j? — 27, j) = 4 ^ ? 

on a 
/. = G-. 

Pour résoudre la question inverse, il faut déter-

miner A lorsque ^ est connu. Or, si le carré numéroté s 

est dans la file de rang A, on a nécessairement 

^ (A -i-i)/. 
I H ^ g < I -, 

•>. y. 

ou rncore 

/.(/.• — I ) ^ iH- — i ) < (/c i)/c. 

Or, les raciiKîs de l'équation 

/ - — Â — 9. ( > — I ) o 
étant 

i -:-y/T^ 8( - - 1) ^̂  1 — / i - f - 8 — i") 
•À 2 

la première inégalité exige que 

i — y/1 - t - 8 ( — i ) ^ ^ ^̂  î -f- y/1 8 ( — 1 ) 

De même, si nous prenons les racines de l'équation 

/>•- -T- / • — 'JA Z — I ) — o . 
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nous voyons que la seconde inégalité entraîne 

^ ^ - . - y / l - 4 - 8 ( ^ - 1 ) 

L'examen de ces quatre inégalités montre qu'il faut 
(|ue 

— I-T-Y/I-I- 8(^ — 1) ^ ^̂  ^ I-I-V/IH-8(^ —1)^ 

Il est bien clair, d'après cela, que si représente, 

suivant l'usage, le plus grand entier contenu dans la 
quantité w, on a 

( 3 ) , = 

Dès lors, quand on connaît les formules (i), ( 0 
et (3) donnent x etj) . 

Ainsi, soit ^ = 24H. On a, d'après (3), 

d'après (2), 

d'après (i ), 

2 2 X 2 1 

X ~ '23 — 17 = 

Nous avons vu que, pour tous les carrés de la 
îcine somme x j des coordonnées est égale à 

A -h I. Elle est donc paire pour toutes les files de rang 
impair. 

Cela posé, n étant le numéro du carré auquel on s'ar-
rête, la fornmle (3) (où l'on remplace ^ par n) fait con-
naître le rang /r de la file qui contient ce carré. 
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Soil — 1 le plus grand nombre impair inférieur 

et ] \ O ] \ É G A L à li . 

Les carrés pour lesquels x est pair sont en nomLi iî 
i clans la première file, 3 dans la troisième, . . ., ar — i 
dans la (iV ¡yemê  j'̂ Jĵ  IQ̂ Î  

I - f - 3 - h 5 - T - . . . - h — i ) = 

Si k est pair, c'est à cela que se borne le nombre 
cheiclié. Si k est impair, il faut ajouter le nombre de 
carrés de la file k jusqu'rà celui numéroté n inclusive-
ment, soit, avec les notations précédentes, 

71 -- Z/,- -h- 1 
on 

Tous les cas possibles seront donc contenus dans la 
IbrmuUî 

Par exemple, pour 7i = on a 

11 y a donc 8i carrés pour lesquels la somme x -{-j est 
paire parmi les premiers carrés. 

l^our 71 — i8o, k = 19, ^̂  =: g. Ici, le nombre clierclié 
est donc 

10 X T8 b J -I- 180 —̂ = 90. 

Considérons maintenant le produit xy des coor-
données de chaque carré. Si Tune des coordonnées est 
paire, le produit est pair. Il en résulte que, dans chaque 
bande horizontale ou verticale correspondant à une coor-
donnée paire, tous les carrés donnent un produit x j 
pair. Si Ton couvre ces bandes de hacliures, il saute aux 
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yeux que, pour uue file oblique de raug pair, tous les 
produits rjK sont pairs, et que, dans une file de rang 
impair 2 ¡j. -f- i , il y a carrés pour lesquels xy est pair. 
En outre, si est le numéro d'un carré appartenant à 
une file de rang impair, il y a évidemment, depuis le 
premier carré de cette file (celui qui s'appuie sur O X ) 
jusqu'au carré ^ inclusivement, autant de carrés à pro-
duit à xjr pair qu'il v a d'unités dans 

/•(/ -I) 

Cela posé, Ji étant le numéro du carré au{|u(;l on s'ar-
rête, on détermine par la formule (3) le rang A de la iilc 
à laquelle appartient ce carré. 

Supposons d'abord A pair. 

Les ¡Jl — I premières files de rang pair nous donnent 
d'abord 

•> + i () - f - . . . - f - ( 2 [JL •>. ) 

carrés à produit x j pair. Les a — i premières files de 

rang impair nous en donnent 

I -r- '2 ') -f- . . . ^ ( ; J. — I ). 

Cela fait en tout 
a ( jji — I ) 

2 

En outre, tous les carrés de la file A comportant des 

produits XJ pairs, il y a lieu d'ajouter encore 

/.(/.-1) _ 
•2 

carrés. 
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Ainsi, pour A = 2[J!., nous avons 

¡x( JJ. — i) / ( / . - I ) 

carrés répondant à la question. 

Maintenant, pour A = 2 tji-H ' , nous avons encore 

les ^ ^ — - premiers carrés. Nous avons en outre les 

2[X carrés de la iile 2[JL OU A — I et, d'après une re-
marque faite plus haut, et en représentant toujours 
par E(¿¿) la partie entière de 

carrés de la file de raug A. 

(]ela fait en tout 

a ( [Jl — I) , , , 

- I ) -

Les deux cas peuvent être fondus en une même for-
mule que voici : 

.. / A\ r . / A 

- i) 

A - I -i-

Pour n = iSy, A = 18. et Ton a 

X 9 X 8 ^ 18x17 
h I :)- ^ ¡1-2 

carrés à produit X} pair. 
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Pour « = 180, A —19, E 

donc 
X 9 X 8 -1 8 -H 4 = 13o 

~ 4 î a 

carrés à produit x y pair. 

4'' L'expression 

ax -h {a -h 2.)y — 2z 

peut, en vertu des formules (i) et (2), s'écrire 

Elle a donc la meme valeur pour tous les carrés d'une 
même file. Reste à trouver le rang de la iile pour la-
quelle elle a la plus grande valeur. A cet eiïet, écri-
vons-la 

— -j- ( a + 1 ) /t H-

Le maximum de ce trinôme du second degré a lieu, 

d'après une propriété bien connue, pour 

Si cette valeur est entière, elle répond à la question^ 
sinon, on essaye les deux nombres entiers consécutifs 
qui la comprennent, et l'on prend celui des deux qui, 
substitué dans le trinôme, donne le résultat le plus 
élevé. Ainsi, pour a = g, k = 5. 

Pour a = : lOj essayons A = 5 et /r = 6. Les substitu-
tions de ces deux valeurs donnent 

— li) -h (i I X 5) -1- 10 — 4o, 
— 36 ( II X 6) -f- 10 = ¡0. 

On peut donc indiiïéremment choisir l'une ou l'autre. 
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Pour essayons encore et A = 6\ jNous 
avons 

— 25 -f- ( Io, -3 X 5 ) -f- 9 , 5 = 3;, 

— 3 G - f - ( i o , 5 X 6 ) - f - 9 , 5 = 3 G , 5 . 

Ici, il faut doue prendre h = 
Remarque. — Les trois premières parties du pro-

blème peuvent être présentées sous cet énoncé : 

On considère un polynôme indéfini en a j3, ne 
contenant pas les puissances séparées des variables, et 
ordonné de la manière suivante : 

r' Etant donnés les exposants de a et ¡3 dans un 
terme y trouver le rang de ce terme ; 

Etant donné le rang, trouver les exposants; 
Combien y a-t-il de te? mes dont le degré total 

est pair y combien dont l'un des exposants est pair 
parmi les n premiers termes? 

DÉVELOPPEMENT DE L'ACCROISSEMENT D'UN POLYNOME 

ENTIER SUIVANT LES PUISSANCES DES ACCROISSEMENTS 

DES VARIARLES; 

P A R I\l. M A R C H A N D . 

Cette (juestion, d'un intérêt capital en Géométrie 
analytique, est placée dans les programmes de l'Ecole 
Polytechnique immédiatement après la formule du bi-
nôme, avant les séries et les dérivées. Il semble donc 
<pfil y ait lieu de chercher une démonstration qui reste 
simple, (pud (pie soit le nombre de variables, et qui 
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n'exige pas rétablissement préalable de la formule de 
Taylor généralisée. 

Parmi les différentes méthodes que Ton peut proposer 
dans ce but, il en est une qui me semble présenter un 
intérêt particulier dans Tétat actuel de la Science : elle 
consiste à appliquer déjà a ce problème la notation 
symbolique sur laquelle les savants allemands font re-
poser toute la lliéorie des invariants et covariants. L'ex-
position n'est guère pénible, même si l'on prend la 
précaution d'expliquer en détail l'esprit de la méthode. 

r' Notation symbolique, — Soit une forme binaire 
d'ordre n 

f i Xi X. ) = a^ x'I -f- x'{-1 . ... 

L(; eas particulier le plus simple est fourni par 

(pi'on peut écrire, d'une manière abrégée, 

K-

Si, dans une question particulière, on est conduit à 
une relation du premier degré par rapport aux coeffi-
cients 

( I ) Ào a o - t - X1 - f - . . . -4- À „ 

il est clair que Ton en déduit 

i 9. ) Xo H- Al » -i- . . . -4- In 

Comme, d'ailleurs, à deux relations de la forme (1) 
distinctes correspondent deux relations de la forme (2) 
distinctes, on peut inversement de la formule (2) sup-
posée seule connue conclure, sans ambiguïté, la foi -
nmle (i) qui lui a donné naissance. 



( 4 - > 8 ) 

Si donc il ne s'agit que de relations purement linéaires 
])ar rapport aux coefficientsde/(a:, ,X2),on peut prendre 

comme représentation symbolique de ce polynôme. 
On entend par là que l'on eifectueia les calculs avec 
l'expression simple H-¿2-^2)'' eomme si et h., 
étaient des nombres donnés, et que l'on remplacera 
dans le résultat 

b'I par 

par a . , 

b'}̂  par cia-

Dérivées d'un polynôme à une seule variable. 
— L(; développement de f \ x - \ - l i ) suivant les puis-
sances croissantes de h est évidemment linéaire ¡̂ ar 
rappoi taux coefiicients. Il s'obtiendra en prenant 

\bi{ X h) -+- b, ^{b^-^ hb, )n hb, ' 

H ^ ^^ ^ i 

Le coiiffîcient de que l'on appellera dérivée pre-
ììuére, est égal à 

~ b'^ ' hi xn-i b 'r ' b ^ - 4 - . . . ) 

= (n — i) ^ 

^ ni a — 1) 
-H {u — 1) ^ ao 

On tire de là la règle ordinaire pour passer d e / ( ^ ) 
i\ f \ x ) . Si le polynôme primitif est multiplié par une 
constante X, on a et ensuite la dérivée 

est aussi multipliée par A. 
Si donc est la dérivée première de ///., 

n[n — i ) b'^r' b'\ sera la dérivée première de nb^r^ b,. 
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Par conséquent, si l'on appelle dérivée seconde le 

coefiicient de ~ dans le développement, la dérivée 

seconde est la dérivée première de la dérivée pre-
mière, etc. 

Les différentielles s'obtiendraient avec une égale 
facilité. 

Dérivées partielles d'un polynôme à plusieurs 
variables. — Je désignerai par Xi, .r^, . . Xp les p va-
riables indépendantes, par j i, j s i • • --^Jp leurs accrois-
sements. Par exemple, pour deux variables indépen-
dantes (coniques), on fera Xj = x , .r̂  = i , 
y 1=2 h . y ^ — = o. 

Soit donc 

. «a/ii -K^'iorl . . . .r];. 

On posera symboliquement 

La dérivée partielle par rapport à l'une des va-
riables sera, d'après sa définition, . Si A est 
une constante, la dérivée de IẐ Ĵ sera Azz/?̂  

On vérifiera facilement l'identité 

ni a - = , • 
ôXy^Oxi^ ^ / a p X 

L'ordre des dérivations est donc indifférent. 
La différentielle totale prend une expression symbo-

lique très simple 

b-- ^ =: n b,. b'^ ^. 

On voit encore que, A étant une constante, on aura 

diXf) X df. 

Par suite, la différentielle seconde, c'est-à-dire la dif-
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férerilielle première de la diiîérentielle première, aura 
[)oiir expression 

la différentielle troisième, etc. 

4" Développement général. — Si l'on donne à a:,, 
.To, . . . , Xp les accroissements , j o? • • "¡Jp-i suppo-
sant si l'on veut 

on aura évidemment 

h, ( .rj -f- JKi ) -4- ¿>2 ( H- J2 ) -H . . . = by, 

V - ( -h - ¿>5 ^ ^ ¿'r-H.... 

D'après la définition des différentielles, ceci peut 
s'éeriie 

L'expression des coefficients en fonction des dérivées 
partielles est facile à obtenir. On a 

d-^f /i ( /I — 1 ) . . . ( /I — a H-I ) 6 ̂  . 

Soit . . un coefficient quelconque de il 
donnera dans iV^f 

/M /i ~ I).. .( // - a -f- i) . . . = G 

On retombe sur Texpression 

i) () \ a 

{Cours cVylnaljse de i\L Laurent, t. I, p. 
11 est d'ailleurs bon d'observer que la forme symbo-

lique h^h'l. ^ peut être conservée avec avantage en Géo-
métrie analMi(jue. Elle représente la polaire d'ordre a 
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du point y i j 2j3 relativement à la courbe = o et 
j)ermet de résoudre les problèmes les plus usuels de 
la Géométrie analytique. (Voir Zeçons sur/a Géomé-
trie, par A. Clebsch, recueillies par F. Lindemann, 
traduites par A. Benoit.) 

RNIIMW THÉORÈJME RELATIF AUX CIRCOPÉRENCES 
TANGENTES; 

PAR M . J O F F R O Y . 

Professeur au lycée de Nantes. 

1. Avec quatre cercles Ci , Co, C3, C/, pris trois à trois 
je forme quatre combinaisons de cercles et je trace les 
huit circonférences tangentes à chaque combinaison. 

J'appelle circonférences inverses deux circonférences 
telles que l'une enveloppe, en les touchant, les cercles 
que l'autre n'enveloppe pas en les touchant et récipro-
quement. 

On sait que, pour chaque combinaison de trois cer-
cles, les ligues des centres de deux circonférences di-
rectes passent par le centre radical des trois cercles. 
Les quatre combinaisons de cercles donnent donc lieu 
à seize lignes de centres formant quatie faisceaux d(î 
quatre droites. 

Mon théorème consiste en ce que ces quatre faisceaux 
en se croisant forment huit autres faisceaux de quatre 
droites. 

Pour faire connaitre clairement ces faisceaux, j'adopte 
la notation suivante : 

Je désigne par C,(C2C3) la circonférence ou le cen-
tre de la cicconférence qui touche les cercles C, , Co, C.̂  
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en enveloppant les cercles Co, C3 et je désigne par 

[ 0 , ( 0 , 0 3 ) 1 [ ( C 0 G , G 3 ] 

la ligne des centres de cette circonférence et de la cir-

conférence inverse (Cj ) CoCg. 

Forment un faisceau ou concourent en un même point 

les (piatï'c droites 

|GI(G,03)JL(00G,C3]. 

|G.(C,G0][(G0G,G,|, 

|C,(G3G;)][(Gi)G3G,1, 

|ÎC,C3G,)1[G,G3G4]. 

Concourent en un second point quatre droites que 

Ton désigne clairement en augmentant d'une unité les 

indices i , 2, 3 et remplaçant 4 par i dans la notation 

des quatre droites précédentes. 

Concourent en un troisième point quatre droites dé-

signées en faisant le même cliangement aux indices des 

(piatre dernières. 

Un nouveau cliangement d'indices donne les noms des 

(piatre droites d'un quatrième faisceau. 

ciiKjnième faisceau est le suivant : 

[AGIG,G3)1[(GI02G3)], 

UGiG3G,).|[G,G3G,1, 

KGIG.COJIQC.Q], 

|(GOG3G4)1 [0,0:3 0,]. 

A oici le sixième faisceau : 

[G,(0.,G3)] [(000,03 

[G,(0,03)] [(04)0,031, 
[ G , ( 0 , 0 , ) ] [ ( 0 , ) G I 0 , ] , 

[C3(OiOO][(G3)GIG,]. 

Une permutation circulaire donne le septième fais-

ceau et une seconde permutation donne le lniitième. 
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2. Cela posé, voici la déinonstratioii géométrique du 
théorème. 

Sur les quatre cercles C ^ Co, C3, C/,, qui sont dans le 
même plan, je décris des sphères. On fait voir aisément 
que les centres des sphères tangentes extérieurement à 
trois sphères Ci , Co, C3 sont dans un plan perpendicu-
laire au plan CiCoC;] vX dont la trace sur celui-ci passe 
par l'axe radical des cercles C , , Co, C3, par le centre de 
la circonférence tangente extérieurement à ces cercles et 
par le centre de la circonférence qui les touche en les 
enveloppant. Celte trace est donc la ligne des centres 
désignée par 

[(GIG2G3)][G,G2G3]. 

Soit maintenant une sphère tangente aux quatre 

sphères Ci , C2, C3, C4. 

Elle est tangente à chacune des combinaisons de cer-

cles suivantes : 

Cl, c , , Ci 

C'u C.i, Ci 

Cj , C;„ C;, 

donc son centre est sur quatre plans perpendiculaires 
au plan C, C2C3 C4. Ces plans se coupent donc suivant 
une normale à celui-ci et leurs traces sur celui-ci, c'esl-
cà-dire les quatre lignes des centres 

[(G,G2G3)][GiaG3], 
[(GiG2GO][GIG2G4], 
[(GIG3G4)][GIG3GV], 
[(G2G3G4)][GOG3G4], 

concourent en un même point et constituent le huitième 

faisceau. 
Pour trouver les trois autres faisceaux, j'imagine une 
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sphère langenle laissant une sphère sur les quatre ou 

deux sphères sur les quatre en dehors d'elle. Le centre 

de cette sphère tangente aux quatre proposées est sur 

quatre plans se coupant suivant une droite et coupant le 

plan CjCoCaC/, suivant quatre ligues de centres con-

courantes. 

C A L C U L DE S O U S - I N V A R I A N T S ; 

PAU M. I:. GESARO. 

M. d'Ocagne a observé que, si l'on considère 

comme fonction d'une variable fictive H, dont les déri-

vées successives seraient â .̂  a.̂ ^ fiw-, . . . , 1 expression 

, clP la,, 

est un sous-invariant de la forme binaire, rcpi'ésenté(î 
symboliquement par ( . t a y ) " . L'emploi de Talgo-
rithnie isobaiicpui 

s -

exprimant la somme de tous les produits analogues 
à . . . S/. , où /', -f- 7'2 -h . - . -h f'i— p en nombres 
entiers et positifs, pernuît d'obtenir aisément l'expres-
sion de Op, Eu effet, la formule générale pour la déri-
vation des fonctions de fonction, que nous avons 
donnée dans ce Journal (p. 4^, § 13; i885), devient, 
dans le cas actuel. 

L r 
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11 est facile de dénioiilrer le théorème de M. d'Ocagne 

en partant de la dernière expression et en utilisant la 

formule connue, presque évidente. 

On a d'abord 
/7-V 

_ - V f f l ( - . ) " < ' s c ^ ) 
/=i L /> —V 

t l'on voit que le coeilieient de ( — ' dans 

est 

àop ôop ^ dop Oop 
«0 H - 2 - T ^ -h 3 «2 / - I - . . . - h p a p - i -y'-

mi ôa^ àa-i r p ^ ^^^^ 

( s 
p-\ V = 1 1_ p — y—i 

Cette expression est identiquement nulle, à cause de 

la relation évidente 

/-I 

Donc 
p - I 

V = I 

V AV-1 = o . 

C'est ee qu'il fallait démontrer. Inversement, il est fa-

eile d'exprimer les nombres a au moyen des nombres cp. 

En introduisant la fonction symbolique c/'--̂  on peut 

écrire 

d'où l'on déduit 

Ann. de Mathémat.. 3° série, t. 
V i l . ( O c t o b r e i88S.) 3o 
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Donc 

a,, = ao 
dP e^ " 

dlv 

ou bien, cn vertu de la formule de dérivation invoquée 
plus haut. 

/ = i L p 

M. d'Ocagne s'est également préoccupé des relations 
(pii existent entre les sous-invariants Op et les sous-
invariants principaux définis, comme on sait, par les 
égalités symboliques 

Les relations dont il s'agit sont faciles à découvrir. 

Si l'on commence par limiter la recherche aux v à indiciî 

pair, cn supposant que les v à indice impair soient nuls, 

on a 

- ' 

()nis 
/ = -2 p 

î 2 S 

Or on a, évidemment. 

I t)̂ ' 9/-
ri 

Donc 

V 2y; ^ 
n 

P 
L('2r)!j 
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Oil trouve, de m è ni e, 

/ - 1 ( M 

Ce sont Jà les formules prévues par M. d'Ocagne 
dans les Annales de la Société scientifique de 
Bruxelles ( 11 an n ée, p. 317). 

SIR LE CRITÈRE DE GALOIS CONCERNAIT LA RÉSOLUBILITÉ 

DES EOLATIONS ALGÉBRIQLES PAR RADICAUX; 

P A R M . J . D O L B N I A , 

Ingénieur des Mines à Nijni-Novgorud. 

1. Il est bien connu que les racines de l'équation cu-
bique 

s'expriment par les formules 

1 .1. 

i 1 

f i 1 

où Ro sont les racines de l'équation 

t l ^ q i — à — rr: o. 

Abel, le premier, a remarqué que les racines de 
eliaque équation algébrique irréductible, résoluble par 

{') Œuvres complètes, t. II, p. 222; 1881. 
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radicaux, sont exprimables par des formules semblables 
à (i). Dans un des Mémoires posthumes Su/^ la résolu-
tion algébrique des équations, Abel a donné sans 
démonstration, le théorème suivant : 

Si Véquation de premier degré n est résoluble par 
radicaux, ses racines sont exprimables par les for-
mules 

n{R^ + R, -i-...-4-

I 
f ^ ' -

oil K^, Ro? • • - , sont les racines d'une équation 
du degré (/z — i) dont les coefficients sont des fonc-
tions rationnelles des coefficients de la proposée. 

La vérité de ces formules a été démontrée par Malm-
sten dans le Tome XXXIV du Journcd de Crelle (-). 

2. La connaissance plus exacte des propriétés des 
i 1 1 

fonctions 11", . . s'acquiert à l'aide des théo-
rèmes suivants : 

T H É O R Î - M E L — Si nous donnons à R ' , ' la forme de 
fonction rationnelle des racines Xo, x^, Xo, ..Xn-\, la 

( z k \ -i 
substitution ( I réduit cette fonction à a^R'^'. 

Démonstration. — Du système (2), on déduit 

1 
( 3 ) R'j = .ro -+- ¿Tl -h . . . -1- T.f^-^X/,. - h . . . -f- a Xn-\ -I-. . . . 

(') Œiwres completes, t. Il, p. 
( SKUPVEÏ, Cours cVAlgèbre supérieure, t. IT, p. G57 ; 188G. 
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z 
on a 

En appliquant à cette équation la substitution 

( 4 ) I S/, l K ) = + ./7.4-1 

où En multipliant les deux membres de 

(3) par a ,̂ on obtient 

/ 1 
(5) J a '̂R',̂  = a^-Xi)-h OL̂ ''-̂ X̂  -h X2-+-... 

( 4- X/, -1- a'i-i -4-... -4- Ĝŷ+i Xn-i -+-

En comparant (4) et (5), on trouve 

S / X R ^ ) = a^'R^' G. Q. F. D. 

3. Corollaire. — En désignant ' ^ = S, nous 

avons 

d'où il suit que, si nous appliquons les divers degrés 

de substitution circulaire S = ^^ * ^ à R ^ nous au-

rons la série 

1 i 1 1 
(6) R';, aR';, a'^-iR'Î, . . . . 

En général, les divers degrés de substitution S = 
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donnent à R" la série des valeurs suivantes : 

n i an^f, a ^ n ^ o^n-iixl 

4 . THÉÎ)II}^:ME I I . — Si nous appliquons la suhslilu-

lion — ^ ^ à nous aurons 

T Î K ^ j ^ u f , 

où i satisfait à la congruence 

Ai — I ( lïiod n). 

Démonstration. — En appliquant la substitution 

T = " ^ à la fonction 

1 
W'I =z .r,,-f- oi'i-^Ti-^ . . . -f- Xi^. . .-I- y.Xa-x-

nous aurons 

T \ M ' I J X , -T- ' . . . - f - o c n - u x / , , - - f - . . . -T- a _A. . 

Soit 
A i I ( iïk kI n ) ; 

alors 

'iki^-i. 

Par conséquent, 

/ .1 \ 

( 7 ) T \ ) = X o -+ - O i " ' ' X i - r - - h . . . - h Gi' . 

Mais, de l'équation (2), on déduit J 
(S) n'- = -h 7.'>-'x, — . . . 

En conipaianl (y) et (8), on obtient 

C . Q . F . D . 
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5. Corollaire. — Soit p la racine primitive du nombre 

premier n \ alors ~ i (mod/z), tous les autres degrés 
de p sont congrus avec les nombres 2, 3, . . •, — i • 
Posons 

= = (mod/i), 

où a, Z?, c, . . /r sont les divers termes de la suite 2, 

3, . . . , p — I, p + I, . . . , /i — 1. Posons T =:= ^ ^̂  ^ . 

En appliquant successivement tous les degrés de T , 
nous aurons 

t ( H 9 = IC 

où les indices a., b.̂  c., . . , , /i sont les résidus minimum 
de p̂ , p̂ , . . . , suivant le module n. 

De cette manière, nous verrons que les différents 
degrés de substitution T donnent la série 

n i . 

T 2 n i , 

T - I I r O ^ R ; . 

6. A l'aide des deux substitutions S L " ' ) et 
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T jî nous iornierons la Table suivante : 

(9) 

! , S. 

T, S T , S2T, 

S T ^ S2T2, 

Ĵ a table (9) constitue un système conjugué ( ' ) . Les 
substitutions de ce systèuie, étant appliquées successive-

ment à R'/, donnent à cette fonction les n(̂ n — 1) valeurs 
suivantes : 

1 1 1 1 
li^ aKÏ, a- iHÎ , 

( A ) i h;;, ^-iC oc^'^K, 

7. THÉOUÈME IIL — suhsiitutiojis (jui nWdtèrent 
1 

/^ri.ç la fonction R'[ constituent un système conjugué 
dont Vordre est 

M = 1, 2, 3, . . . , (/I —^ 2) ; 

ce systèi}ie se compose de toutes les substitutions (pu 
n^altèrent pas L^s deux racines : Xo et encore une cer-
taine racine Xf^, 

i 

Démonstration. — En appliquant à R'/ tous les de-

grés de substitution T = nous aurons les — 1) 

valeurs diiférentes de cette fonction qui sont renfermées 

C ) SERRET, Cours d'Algèbre supérieure, t. II, p. 268-271; 1886. 



( .473 ) 
clans la série 

(IO) H^ K1 n i . . . . 

Les substitutions i , T , T- , . . n'altèrent pas 

l'indice ^ =: o. D'autre part, si à l'équation 

1 1 i 
Hj -+- R,-^.. 

nous appliquons toutes les substitutions possibles des ra-

cines Xi , . . . , , la racine Xq n'est pas altérée par 

cette opération. D'où il suit que toutes les substitutions 

de racines x^^ • . J^/i-i donnent à R^ les (n — i) 
valeurs diiFérentes. Le nombre des substitutions des ra-
cines de , Xo, . . . , x,i_i est exprimable par le produit 
N — I, 2, 3, . . . , (il — i). Ces substitutions forment un 
système conjugué qu'on peut former de la manière sui-
vante. Du nombre général Ji des racines de l'équation 
proposée nous excluons Xq^ et encore une racine à vo-
lonté, par exemple ^ de toutes les autres (ji — 2) ra-
cines, 

( l l j O^n-l 

nous formons tous les arrangements possibles sem-
blables à (11). Le nombre de tels arrangements est égal 
au produit 

M = I , 2 , 3, . . . , (n — i). 

Nommons les substitutions à l'aide desquelles nous 
recevons tous les M arrangements par 

( 1 2 ) I , U I , U 2 , . . U M _ I . 

Les substitutions (12) constituent un système con-

jugué qui n'altère pas les deux indices o et i. Des deux 

systèmes conjugués ( i , T , T^, . . . , T'̂  -) et (12), for-
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« 

Table 

T. 

l'i, U . T , U , T 2 , 

U , , U ^ T , 

U M - „ U M _ , T , UM-IT2, . . UM->,T« 

Ce Tableau renferme les [ii — i) M substitutions parmi 
lesquelles ne peuvent etre deux substitutions égales, car 
l'équation 

entraîne l'égalité 

ee qui ne peut être, parce que le produit U^' Ua' trans-

forme au plus les {n — 2) indices, alors que la substi-

tution transforme tous les indices, excepté les 

zéros. D'où il suit que la Table (i3) renferme 

11, 3, .. { n — \)] 

substitutions diverses qui ne transforment pas Xq cl 

qui constituent un groupe dont l'ordre est 

N == I, 3, . . ( / i — 1). 

11 est facile de prouver que, dans chaque ligne horizon-

tale du Tableau (i3), il y a seulement une substitution 

qui n'altènî pas IV̂ '. En effet, admettons que dans la 
ligne 

Ua, f^aT, Uaï^ 

il y ait deux substitutions IJ^T^ et U^T^ qui n'altèrent 

pas R'/. Daus cette hypothèse, la substitution 
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J. 

n'altère pas R'/5 par eonséqiieiit, le produit 

1 
n'altère pas non plus R'̂ ,̂ ce qui ne peut être. De là 
suit qu'il existe 

M = I, 2, 3, . . (M — 2) 

1 
diverses substitutions qui n'altèrent pas Ces sub-
stitutions ont les formes 

UaTfi, 
où 

a l M —1, 

et évidemment constituent un système conjugué ( ' ) . 

D'après les tbéorèuKîs bien connus de MM. Bertrand 
et Serret nous connaissons que, si l'ordre de sys-
tème conjugué de ( / i ^ i ) lettres est égal au produit 
1 , 2 , 3 , . . . , (// — 2), le système se compose des substi-
tutions formées avec ( n — 2) lettres^ d'où il suit que le 

système conjugué qui n'altère pas R'/ se compose de 
toutes les substitutions qui n'altèrent pas XQ, et encore 
l'une des lettres Xi, ¿TO, c. Q. F. n. 

8. Remarque nécessaire. — Les diéorèmes de 
MM. Bertrand et Serret dont nous nous sommes servis 
admettent une exception quand 72 = 7. Dans ce cas, 
n — 1 = 6, et alors, outre le système qui renferme toutes 
les substitutions de cinq lettres, on peut encore former 
un système de même ordre qui contient les substitutions 
circulaires des ordres 4, 6. 11 est bien compréhensible 

(V) SEUUET, Cours d'Algèbre supérieure, t. II, p. 386; 1886. 
Ibid., t. II, p. 296. 
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(|ue ce dernier groupe ne peut satisfaire aux conditions 
du théorème IIL En eifet, le groupe d'ordre 120, qui fait 
exception aux théorèmes de MM. Bertrand et Serret, 
renferme la substitution circulaire 

= v̂, .7-2, .̂ 3, Xi,) (1). 

En remarquant que 3 est la racine primitive du nombre 
premier posons 

alors 
^ \ f X2, 574, a-c, Xi, x-i, ¿rs 

^Xi, Xç,, Xs, X;,, X•¿, Xa 
où 

Il est clair que 

par consé(|uent, le groupe qui renferme les substitutions 
circulaires des ordres ^ peut être identique au 
groupe du même ordre, dont toutes les substitutions 

n'altèrent pas 

9. Raisonnant comme ci-dessus, nous verrons que le 
groupe qui n'altère pas â R̂ŷ  se compose des M = : i , 
2, (fi — 2) substitutions qui ne transforment pas x̂ ,̂ 
et encore une certaine racine Xq. 

1 0 . T H K O H È M E I V . — Chaque fonction de la forme 
± 

a^R'/ est exprimable rationnellement par deux racines 
de Véquation proposée convenablement choisie. 

Démonstration. — Prenons l'une des fonctions 

(M SERRET, Cours d'Algèbre supérieure, t. IL p. on: 18G6. 
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données y/z^R .̂ Celte lonelion n'est pas altérée par 
toutes les substitutions possibles des racines 

XQ , . r , , . r / , , . r / , X n - u 

excepté XA et encore une; certaine racine par cousé-
.1 

cjuent, x^pT^P est une fonction (îutière, rationnelle et 
symétrique des racines de l'équation 

Í X ( X — Xi^i) (x — Ti+i). , .(x — = O. 

Si 

(i6) f { x ) = o 
± 

est l'équation proposée, la fonction â ^R '̂ est expri-
mable rationnellement par les coefficients de l'équation 

{X — X/,){X —X/) 

par conséquent, elle s'exprime rationnellement par XA 
et x¿. c. Q . F . D . 

1 1 . T H É O R I I M E V . — Chaque racine de Véquation 
proposée s'exprime rationnellement par chacune des 
jonctions (A) (/Ẑ ' 5), si les racines de Véquation binóme 
yii— I _ Q ^Qj^i rationnellement conmies. 

Démonstration. — Nous avons reproduit ici les rai-
sonnements avec lescpiels Galois a démontré l'un de 
ses théorèmes fondamentaux Nous savons qu(î le 
groupe des substitutions d'ordre N — 1 , 2 , — 1) 

± 
qui ne transforment pas .ro donnent à R.'/ les (/z— i) va-

( ' ) SERRKT, d'Algèbre supérieure, V. II, p. AŜ -SÇJS; 18GG 
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lii, l î i •••• i^i-,. 

Composons l'équation 

"7) ( : - K i ) ( ç - H i ) . . . ( ï - n l , ) = o. 

dont les coefBçients sont les fonctions symétriques des 
racines de l'équation 

— o ; 

par conséquent, on peut donner à l'équation (17) la 

forme 
F('C. .ro) ==0. 

L'équation proposée J\X) = o a une racine commune 
avec chacune des équations 

F ( n i 
1 

18 ) ( F\ R ,̂ o. 

Il est facihi de démontrer qu'aucune des équations (18) 

n'a d'autre racine commune avec l'équation proposée. 

C'est pourquoi nous disons que l'équation 

(M)) 

est satisfaite par* la substitution X j au lieu de x , c'est-

à-dire que nous avons identiquement 

( 2.0 ) fÎRI 
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L'équation 

(21) .ry) 

découle de (17) par la substitution circulaire 

par conséquent l'équation (21), dans la forme étendue, 

est 

(c - A / R Î ) - A V R O . . . (c - K - J = o. 

Il est évident qu'à cette dernière équation la racine 
1 

ne satisfait pas-, par conséquent, l'égalité (20) 
n'est pas admissible, par conséquent notre hypothèse est 
illusoire. 

D'où il suit que chaque équation (18) n'a qu'une 
seule racine commune avec l'équation proposée; par 
conséquent, le polynôme J\jo) a un plus grand commun 
diviseur avec chacun des polynômes (18), et ce com-
mun diviseur est un polynôme du premier degré en x . 
Nous chercherons ce diviseur parmi / ' (x) et x) 
ayant obtenu le reste du premier degré en x, nous éga-
lerons ce reste à zéro; par cela même, x se transfornu; 
en Xo, lequel s'exprime rationnellement par au lieu 
de Si uous pouvons substituer chacune des fonctions 

R", Ro, . . . , De la même manière, nous démon-
trerions que, en général, x^ s'exprime rationnellement 

par a^R^, a^^R ,̂ . . D'où il suit que cha-
cune des racines s'exprime rationnellement par chacune 
des fonctions (A), 5. c. o. F. D. 

12. Corollaire. — Il résulte des théorèmes précé-
dents que chacune des fonctions 

R ! , R L . 
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s'exprime rationnellement l'nne par l'autre. En effet, 
chacune de ces fonctions s'exprime rationnellement par 
les racines XQ, XI , . . . , Xn.-.\ ; chaque racine s'exprime 
rationnellement par l'une quelconque des fonctions (A), 

1 
n° S 5 par conséquent, une fonction quelconque RJ' s'ex-

prime rationnellement par R^, où l et k sont des entiers 

arbitraires. 

1 3 . T H É O R J : M E VI(Galois). — Si une équation irré-
ductible de degré prender n est résoluble par radi-
caux^ les racines sont toutes exprimables en jonction 
rationnelle de deux quelconques d ^entre elles. 

Démonstration, — Nous avons vu que chaque racine 
de l'équation proposée s'exprime rationncillement en 
chacune des fonctions (A), n̂  chacune de ces fonc-

i 
tions, par exemple R̂ /, s'exprime rationnellement en 
fonction de deux certaines racines ; par conséquent, nous 
aurons 

t 

En appliquant à eette équation toutes les su])stitutions 

de la forme J ^ V nous obtenons, pour le premier 

membre de l'équation, le Tableau suivant : 

(B) 

1 1 1 
K n:, . . . . 

1 1 t 
alV;, ccWl, 

i 1 i 1 

D'autr(i part, toutes les valeurs possibles de W sont ren-
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fermées dans la Table 

. . . . W{Xi,Xn-i}, 
•> 

^o), -^l) ^i'i'^fi-U Xn-2)' 

Exprimons x/f par Xi et Clierelions dans la Table 
(C) la fonction XJ); cette fonction sera égale à 
un des termes du Tableau (B), soit 

1 
Comme x^ s'exprime rationnellement par la 

racine xa s'exprimera rationnellement en ^'(.r/, x j ) et, 
par conséquent, en xj. c. o. F. n. 

1 4 . T H K O I U : M E V I L — La fonction 

R i = + - f - . . . - f - o i X n - 1 y 

est la racine d'une équation abélienne du degré {n — i ), 
dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 
celles de la proposée. 

Détermination. — Les quantités Ri, R j , . . 
sont les racines de l'équation 

(22) (C - Rl)(C - 1^2). . .(^ - R . - l ) = O. 

Démontrons, en premier lieu, (jue les coefficients de 
cette équation sont rationnellement connus. A cet 
effet, formons toutes les substitutions possibles de n ra-
cines Xo, Xi, . . . , ces substitutions forment un 
groupe de l'ordre ( i . 2. 3 . . ./z). Chaque substitution de 
ce groupe est équivalente au produit de quelques trans-

Ann. de Mathémat., 3« série, t. VII (Octobre i888). Si 
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positions; mais la transposition (x/, xy) remplace la 

suite 
A 1 .y 

par la suile 
1 1 1 

ay-Ri, oi^R'^, 

Mai? s 

7\lors la transposition (x/, xy) remplace dans la série 
terme parTautre; par conséquent, 

la fonction symétrique des quantités Ri, Ro, R3, , . 
lin-\ u'est altérée par aucune transposition. D'où il suit 
que chaque fonction symétrique des R, , Ro, . . 
sera ralioiuiellement connue; par conséquent, les coelii-
cients de l'équation (22) seront rationnellement con-
nus. 

Démontrons, en second lieu, que les racines de l'équa-
tion (22) sont toutes exprimables rationnellement par 
l'une quelconque d'entre elles. 

Nous avons 

R I == ( ^ 0 -H A«-2./;2 . . . ' X X ^ - I Y . 

Comme x,», x^, . . . . Xn-\ sont toutes exprimables ra-
tionnrîllement dans l'une quelconque des fonctions 

1 1 i 

R1, R.j. .. •, R/i-i 7 

la fonction R, peut être exprimée rationnellement, par 

exemple par IVi ; par conséquent, nous aurons 

o(R: 
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où <ï> cl (j sont des fonclioiis entières. En faisant dispa-
raître Ici dénominateur, nous aurons 

i 2 il // - 1 
( 94 ) = ^0-+- Ro -H R'2 -+-••• 5 

OÙ ao, ai^ a.2, sont des fonctions rationnelles 

dcRo, 

En appliquant à l'équation ( >.4) tous les degrés de sub-

stitution S = ^ nous aurons (tliéorème J), 

1 1 'J:-± 
R Î = ao-1- « 1 RG -H a^ R/I - H . . . + RT/I-I R 2 

.1- 1 'J.-} 
Ri = a-o -f- ai a2 Rj -1- «2 ^̂  R'2 -H • • • «/¿-i , 

X 2 n -1 
Hi = ao -i- a i a'̂  R 2 «2 a» R" -4- . . . -4- a „ _ i R 2 " , 

1 ÎL-A 

En ajoutant (-es égalités, nous tiouvons 

Ri = «0, 

par conséquent R, s'exprime rationnellement en Ro. 
D'où il résulte, comme Ta remarqué, pour la première 
fois, Kronecker ( ' ) , que l'équation (22) se rapporte à 
la catégorie des équations abéliennes (-). 

lo. THKOTiiv-ME v i n (Galois). — Si toutes les racines 
(Vune équation irréductible de degré premier n sont 
exprimables rationnellement en fonction de deux quel-
conques d'entre elles, V équation est résoluble par radi-
caux. 

( ' ) SERR?:T, Cours d'Algèbre supérieure, t. II, p. G54-66̂ | ; 1886. 
(2) N.-H. ABEL, Œuvres complètes, t. I, p. ; 1881. 
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Démonstration, — Formons la fonction 

Q^n I 

OÙ a est Tune des racines de l'équation ^ = o. 

Comme toutes les racines de l'équation f ( x ) = o sont 
exprimables rationnellement par deux racines à volonté, 
on peut écrire 

(26) = 

où est une fonction rationnelle. 

EJI appliquant à l'équation (26) toutes les substitu-

tions de la forme ^^ ^ ) ^̂^ 6), nous obte-

nons pour Iïi la série de valeurs 

/ 111, alli, aMli a'^-ifii, 
\ Wa. 

(D) 

llp, aprip, â prip, a«-prip, 

où a,^ h^ c,, . . .5 p ont les valeurs désignées dans le n" o. 
A la fonction cp(xo, Xi) répond la série 

'f (̂ 1? 2̂)5 Xfi), 

- y : : : . : : : - :::::::;::: ::;: ::::::;:::;:: 
La Table (E) contient toutes les valeurs de la fonc-

tion cp-, par conséquent, la Table (D) contient toutes les 
valeurs de la fonction Nommons \ l'une des racines 
de l'équation — i — o, sans en excepter l'unité, et 
formons la fonction 
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11 est év ident que = <ï>(a:o7 ) n'tist pas altérée par 

la substitution S = ^ en outre n'est pas al-

térée par la substitution )' 

par conséquent, 

11 est évident que est une fonction symétrique et ra-
tionnelle des racines Xi^ . . et par conséquent 
elle est rationnellement connue. JNous aurons, é\idem-
meiit, les (/z — i) équations 

où Oo, , 02̂  ' sont des quantités rationnellement 
connues. A l'aide de ces équations, 11 ,̂ IT̂ ,̂ . . . , 
s'exprimeront par des fonctions rationnelles et linéaires 

des " V/O2? ••••) '' par conséquent, 
nous trouverons Di, Cj , . . . par radicaux^ donc nous 
trouverons par radicaux les racines de l'équation pro-
posée. c. Q. F. D. 

E R R A T A . 

I^agc 438, ligne 18, au lieu de coordonnées, lisez ordonnées. 

» ligne 19, au lieu de coordonnées, la courbe X, lisez or-

données, la courbe K. 
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S I R LES SURFACES DE RÉVOLUTION; 

PAR M . GEMINIAMO P I R O N D I N J . 

1. M. Aoust, dans un Mémoire inséré slvl Journal de 
Liouville (i84t)), a trouvé pour écjuation de la ligne L 
qui coupe les lignes méridiennes d'une surface de révo-
lution sous l'angle constant a 

Ì = tanga.d, 

a- étant Tare de la ligne méridienne et q l'arc du paral-
lèle qui passe par le point considéré de la trajectoire. 

11 est cependant facile de montrer que la tra jectoire L, 
par rapport au système d'axes curvilignes considéré, 
n'est pas représentée par l'équation linéaire précédente. 

A cet égard, j'espère qu'on m'excusera de publier cette 
Note pour rectifier cette petite inexactitude échappée 
à M. Aoust, dont j'ai étudié avec intérêt les Ouvrages 
remarquables. 

Sur une surface de révolution quelconque, soient O r 

Fi?;. I. 

/ 
/ 

/ / / / 

i /ig. i) une ligne méridienne, Ox une parallèle, A et B 
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deux points conséeutifs de la trajectoire qui coupe les 
lignes méridiennes sous l'angle constant i. 

Si l'on mène les parallèles A a , B i , on a Ka, Oa 
pour coordonnées de A, et B&, O è pour coordonnées 
de B. Soit AM la méridienne qui passe par le point A ; 
si Pou fait bN = a A, on a 

Ka — X, ^b — X dx^ 

B — A a = BN = BM H- MN. 

Si l'on désigne par R le rayon du parallèle et par OJ 

l'angle compris entre les plans des lignes méridiennes 

O i , AM, on peut écrire 

A a = R Mb d\\}oj 

et conséquemment 

MN = M 6 — A a co dR. 

D'ailleurs 

BM == AM t a n g t = tangtc//; 

donc 

dx = tang i dy -f- w Î/R. 

L'angle co est défini par l'égalité 

ce qui donne 

dx — tang idy X ^ • 

La trajectoire L est donc définie par l'équation diifé-

rentielle suiv ante : 

dx . I dR 
— tanii i X — -J-' 
dy ' dy 
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Pour ijitégrer cette équation différentielle linéaire, 
posons 

I clR , , 
(U 

alors 
dx 

d'où, en intégrant, 

( -x) X — a + tarigi ^ dy 

a étant une constante arbitraire. 
Si Ton pose 

J dy = 

on obtient 

v u ; 

et, à cause de (i), 

1 = h'Yiy). ^ ^ ^ [a-f-tangiXj)] . 

Si Ton désigne par f i ( j ) le second membre de la der-
nière égalité, on a 

/
rjy 

Si 0(c, Yi, est le système d'axes coordonnés, R est 
la coordonnée Ç de la ligne méridienne à l'instant où 
le plan de cette ligne coïncide avec le plan coordonné 
r, o; la coordonnées^ de la trajectoire est Tare s de la 
ligne méridienne. 

On a donc ce théorème : 

Si y par rapport au système d^ axes curvilignes formé 
su/' une surface de révolution par une ligne méridienne 
(axe des y ) et par un parallèle [axe des x), la trajec-
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taire qui coupe les lignes méridiennes sous Vangle 
constant i est représentée par Véquation 

0(7), 

les coordonnées d'un point quelconque de la ligne mé-
ridienne sont données par les équations 

: = f [ / 1 - ^ ds, 

s étant Varc de cette ligne. 

Soient réciproquement 

les coordonnées d'un point quelconque de la ligne mé-
ridienne d'une surface de révolution. 

Dans cc cas R et, en appliquant (i), 

logR== J c p ( 7 ) û ? j - Iog6 = log0(7) : 

d'où 

par conséquent, 

0 ( 7 ) 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (a), on 
obtient 

:r = 0(7) ab^t^ngif^^ 

On a ainsi ce théorème : 

Sur la surface de révolution engendrée par la ligne 
méridienne 

r == f v/i-e'2(5) ds 
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la trajectoire qui coupe les méridiennes sous Vangle 
constant i est représentée (pnr rapport au système 
d^axes curvilignes formé par une ligne méridienne et 
par une parallèle de la surface) par Véquation 

( 3 ) . R [ A - + T A N G L Y 

k étant une constante arbitraire. 

j4pplication. — Nous allons déterminer la surface 
de révolution sur laquelle une loxodromie est repré-
sentée en coordonnées j par une équation linéaire 

•b. X — a y • 

On doit avoir, à cause de (3), 

d'où 

- tangt 
dy 

Hr)i 

/
dy ay -\-h 

En ditférentiant par rapport à j , on a 

tanp^t _ aO(y) — (ay b)^' (y) ^ 

0 ( 7 ) 

d'où l'on déduit 
0OÒ a — tanji i 

a y -t- b 

Cette relation, par une intégration et par des calculs 
très faciles, nous offre 

^ _ 2tangi 

^{y)= k{ay-^b) " . 

On a donc la propriété suivante : 

La surface de révolution sur laquelle la loxodromie 
qui coupe les lignes méridiennes sous Vangle con-
stant i est représentée en coordonnées x^ y par Véqua-
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tion linéaire 

X — a y -h h 

est engejidrée par la rotation de la courbe méri-
dienne 

J (anjî i 
^ A- ( ) 

r / ^ 2 lati:: i 

l = J y I — A - 2 ( a — " ^̂  

autour de Vaxe des 
La propriété énoncée par M. Aoust, relativement aux 

loxodromies des surfaces de révolution, est donc vérifiée 
seulement pour une classe de loxodromies (celle définie 
par l'angle i) de la surface de révolution que nous ve-
nons de déterminer. 

3. On peut énoncer le théorème que nous venons de 
démontrer sous une forme remarquable. 

Si les coordonnées d'un point d'une ligne plane quel-
conque s'expriment en fonction de l'arc de la manière 
suivante 

le rayon de courbure p de la ligne est donné par l'éga-
lité ' 

p2 - • ^ l-cp'2' 
d'où 

o 

On peut donc écrire 

0 
^ ^ ^̂  ] k \ OÔ" -i- ( tan- i — 0') tan o- ¿] 
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pourvu (jiïc l'on remplace cp par la fonction 

Donc : 

Pour quhitie loxodromie d'une surface de révo-
lution soit représentée par Véquation x = il 
faut et il suffit que le rayon de courbure de la ligne 
méridienne s'exprime en fonction de V arc par l'éga-
lité ( 4 ) , A étant une constante et i l'angle constant 
sous lequel la ligne coupe les méridiennes. 

4. Sur une surface quelconque .9 on appelle loxo-
dromie toute ligne L qui coupe les lignes de courbure 
d'un système sous un angle constant i. Nous nous pro-
posons ici de déterminer les conditions qui doivent être 
remplies pour que l'équation d'une loxodromie d'une 
surface quelconque soit linéaire. 

Soit 

le carré de la distance infinitésimale entre deux points 
consécutifs delà surface, i l'angle (constant) sous lequel 
L coupe les lignes coordonnées v — const., o- l'arc de L^ 
on a 

/T^ du . . /- dv 
C O S i — Sin i = i/tjr-r-c/j ^ da 

et réquation différentielle de la ligne L peut s'écrire 

\/E tang idu = \/G dv. 

Pour que cette équation donne lieu h une relation 
linéaire entre les variables u, v, il faut et il suffit que 

E 
p =r const. 
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On a donc cc ihcorcmc : 

Pour qu'une loxodromie d'une surface quelconque 
soit représentée par une équation linéaire en u et 
u et V étant les paramétres des lignes de courbure de la 
su? face, il faut et il suffit que les lignes de courbure 
forment un douhle sjstéme de lignes isothermes et que 
les paramétres u et v soient choisis de façon que le 

E . rapport ^ soit constant. 

Les lignes de courbure d'une surface de révolution 
sont isotlierines-, on voit doue que la loxodromie d'une 
telle surface peut être représentée par une équation li-
néaire, pourvu que l'on fasse un choix convenable des 
paramètres des lignes de courbure. 

Si l'on désigne par T l'arc de la ligne méridienne, 
par R le rayon des parallèles de la surface, par co l'angle 
compris entre les plans déterminés par l'axe et deux 
points de la ligne considérée, on a 

r/cr2-4- R2 = R2 

Si l'on pose ^ z= dt-) on pourra regarder t comme le 

paramètre des parallèles de la surface-, de cette relation 
on déduit 

/(G-) étant une fonction convenable de t. 
De là ou a 

c p ( 0 

et conséquemment R peut être considéré comme une 
fonction connue de t. 

Donc 
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et réquation diiìérentielle de la loxodromie devient 

tangi dt — dixi, d'où 
tang^'. i = (U -f- const. 

Donc : 

IJéquation de la loxodromie d^une surface de ré-
volution est linéaire par rapport aux variables t et co 
que nous venons de définir. 

Lorsque les lignes coordonnées u = const., v = const. 
ne sont pas les lignes de courbure, on a les propriétés 
qu'on vient de voir pour toute ligne L qui coupe les 
lignes coordonnées d'un système sous un angle constant. 
Pour en donner une application, nous allons déter-
miner les surfaces réglées sur lesquelles une trajectoire 
isogonale des génératrices rectilignes est représentée 
par une équation linéaire. 

Soient L une ligne quelconque à double courbure*, 
cosa, cos ¡5, cosy, cos) ,̂ COSJJL, C O S V ^ C O S / , C O S M , cos/I 

les cosinus directeurs de la tangente, de la normale 
piincipale et de la binormale^ p le rayon de courbure, 
/• le rayon de torsion, v l'arc de la ligne. Si l'on mène 
par les points de L des droites placées sur les plans nor-
maux et inclinées de l'angle 0 sur les normales princi-
pales, on a, pour les coordonnées X, Y, Z d'un point 
quelconque de la surface réglée engendrée, 

\ — X ¿¿(cosò cosX sinô cos/), 

Y = y ¿¿(cosò cos (JLH- sinOcosm), 

Z = ^ -h ¿¿(cosò cosv -H sinO cos/), 

X, J , ^ étant les coordonnées du point de L et u les por-
tions des génératrices rectilignes comptées à partir de L. 

On en déduit (pourvu que l'on applique les formules 
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connues de M. SerretÌ 

dX 
— — cosO cosX H- sinÔ cos/, 

au 

— = i I — - co? 0 j COS a H - ii sin 0 i - — — 1 cos A 

— LI cos 0 I J - ) cos 
Vr dv) 

Par cou sequent, 

F = y l ï ^ o 

Le carré de la distance ds entre deux points cousécu-
tiis de la surface a donc l'expression suivante : 

ds'^^da^-

La condition que les lignes const., = const. 

soient isothermes équivaut à l'autre 

G = UV, 

U étant une fonction de u et V une foncîtiou de c. 

Or 

^ COS 0 „ 
G = i — ii h u^ 

cos2Q 

L P̂  
(i __ 
V/' dv) 

et si l'on pose 

1 cos 6 
- Vi, 

cos2 5 

étant deux fonctions de la condition h rem-

plir devient 
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d'où 
l o g n - 4- V2) logU M- logV. 

Si l'on dérive eette égalité successivement par rap-
port aux variables ¿Í, on a 

i—wV'i+w^Vg 

Pour que cette égalité soit vérifiée pour toute valeur 
de z¿, il doit être 

c'est-à-dire 

p p'̂  d^/ 

a et ¿ étant deux constantes. 
On a donc 

G = I -4- aí¿ 

et conséquemment 

Cette forme de l'expression de ds- caractérise des sur-
faces de révolution ou bien des surfaces applicables sur 
celles de révolution. 

Donc : 

Les surfaces réglées sur lesquelles les génératrices 
rectilignes et les trajectoires orthogonales forment 
deux systèmes de lignes isothermes sont caractérisées 
par la propriété d^étre applicables sur des surfaces de 
révolution. 

Si l'on rappelle que les surfaces réglées qu'on vient 
de trouver sont aussi applicables sur l'hélicoïde gauche 
à plan directeur, on a : 

Les surf aces réglées sur lesquelles une trajectoire 
isogonale des génératrices rectilignes est représentée 
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par une èijualion linéaire, sont applicables sur Vhéli-
coïde gauche ci plan directeur. 

5. Si l'on a égard à la figure du n'' 1 , on déduit du 

_ dy 

triangle infinitésimal ABAl 

d'y ^ A B = 
( 'OS¿ C O S Ì 

L'angle dt de eontingenee géodésique d'une loxo-
dromie placée sur une surface de révolution est donné 
par la formule (voir P . S E U U E T , Lignes h double cour-
bure) 

et puisque 

Il == kS){y)e '"'"v 0(r , 

d\\ = Âe ôTTTl O'Cj)- tangí] dy. 

tanij;! — 0'(T) . 
- i r = - ^ f i ô T ^ 

et en lin 
, lanini—0'(r) . 

Si donc p^ est rayon de couibure géodésique de la 

loxodromie, on aura 

^ _ ^ _ 0( j ) 
dt ~ [tangí—0'(jK,)J sint' 

Si Pou pose la condition 

const. a, 
il vient 

—r-^ ^fn— dy — dy ; a sin¿ tangí — 0(y) ' 
Ann. de Mathémat., 3" série, l. Vil. (Novembre i888.) 32 
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d'où par iiilégration 

a sin ¿log [a sin ¿ tang ¿ — 0(JK)] = a sin« log ¿̂  — y 

et coiiséquemmeiìt 

a sini tangí—0(jK)r= 

Oli en déduit 

0(j)— «sin t tang I — he 

On a donc ce théorènu; : 

Les loxodromies dont le rayon de courbure géodé-
sique est une constante a sont placées sur une surface 
de révolution dont la ligne méridienne est représentée 
en fonction de Varc s par les équations 

— lan̂ r 

^ — s i n ¿ tangi-h )e 
f/sin/ ) / «y Í/sin i lanj;/-h/)«' «siiu 

A et b étant deux constantes arbitraires et i Vangle 
sous lequel la loxodromie coupe les lignes méridiennes. 

6. Nous allons déterminer en coordonnées x , j l'é-
quation d'une ligne géodésique d'une surface de révolu-
tion. 

L'équation 
. dz I ^R 

tangí — — X — — , 
^ dy R dy 

que nous avons donnée au n° 1 pour une loxodromie 
d'une surface de révolution, est aussi applicable à toute 
ligne placée sur une telle surface, pourvu que l'on 
regarde i comme une fonction de j . Cela posé, soit L 
une ligne géodésique d'une surface de révolution^ le 
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tliéorème de Clairault nous donne 

R sin i = A', 

k étant une constante. 
De cette égalité on déduit 

A-
tanii / — 

v/R2— 

et conséquemment l'équation différentielle de la ligne 

géodésique peut s'écrirc; 

dx I dR k i ^ \ -y • 
dy ' ^R^—k^ 

La surface de révolution étant donnée, R est une 
fonction connue dej^; (5) est une équation différentielle 
linéaire, et par le calcul habituel on trouve 

V - J 

a étant une constante. Telle est l'équation d'une ligne 
géodésique d'une surface de révolution, en coordon-
nées .r, y . 

Application. — Pour donner une application de la 
formule que nous venons de trouver, nous allons cher-
cher les surfaces de révolution sur lesquelles une ligne 
géodésique est représentée, en coordonnées x , par 
une équation linéaire 

X — m y -h n. 
On doit avoir 

V J Rv/R^-A^; 

c'est-à-dire 
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cVoù par dérivation 

k _ m R —( my -i- /i ) R' 

Cette égalité donne 

I ^K'^-k^ R'; 
?7iy H- /i R ( __ A-2 - k ) 

d'où 

l o g ( i n y n ) = I o j ] f a -4- rn / r dl\. 

Si l'on pose 

v/R2-A-2 = R — 

i étant une nouvelle variable, on a 

y d\\ 

• f^){niV^-i-.>.kt — ink'^) 
I r/X R i - f -G D \ , 

= [ 7 + r^TI ^ 

a, A, B, C , D, E étant données par les égalités 

a = 3 = ^(n-v/i- i -m'O' 

A = — m. 

G 

1 ni^ 

•>. k 7)1-
in-

•I ( m OL — k) 

On a donc 
( I - H 771^ ) ( P — A ) 

H Ç t 
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d'où, en observant que 

i = R — / R 2 —A2, 2 R ( R — / R 2 — A2), 
B 

= a ( R ~ ^ R ^ - / c ^ Y i ' i ï i y 
B 

X ( R - p 

Si Ton introduit les valeurs de a, ¡ï, A, B, C, D, E , 

l'égalité ci-dessus devient 

rn ̂  m 
my h R^^^ [ r _ y/Ri— A2+ 

m 
x[{mR-h k){R — v/R2—A2)— 2/̂ X2] 1 + 

X e 
2 m'' 

h étant une constante quelconque. 

On a ainsi ce théorème : 

Lorsque la ligne géodésique d'une surface de révo-

lution est représentée en coordonnées x^j par Véqua-

tion linéaire x = mj-f- n^ les coordonnées d'un 

point quelconque de la ligne méridienne s'expriment 

en fonction de Varc s par les équations suivantes 

m^ m 
ms -H /^ = [ ^ _ a-2] i + m^ 

X [ (mi H- Â-) - v/Î2Zrp) _ ^ r n k ] ^ ' 

— z 5 arc tang ) X éi l + 'n- V̂ A- /, 

h étant une constante arbitraire et k la constante qui 

caractérise la géodésique dans l^équation de Clai-

rault, 



( 5o'>. ) 

Si l'on suppose m = o, on a 

x = n = Rfa-hk f — ^ ^ V 
\ J R/RWc^y 

De cette équation, par des opérations analogues aux 
précédentes, on déduit 

h- ^ ^ /K2 _ A2 + arc sin | ^ • 

Par conséquent : 

Lorsque la ligne géodésique d\ine surface de révo-
lution est représentée en coordonnées x, y par Véqua-
tion X = 71^ n étant une co/istante, les coordonnées Ç, 
dhin poi7it quelconque de la ligne méi idie/ine s^expri-
ment en fo7ictio7i de Varc s par les équations suivantes 

h = -4- k arc sin , I J s/V^^ds, 

h étant une consta/ite quelconque et k la constante qui 

caractétise la géodésique dans Véquatio7i de Clai-

rault. 

QUESTION PROPOSÉE. 

1589. S i < 7 , s désignent respectivement les droites qui joi-
gnent les milieux des côtés opposés et des diagonales d'un 
quadrilatère, a l'angle de q avec ^ l'angle de s avec y 
l'angle de p avec q, pour que le quadrilatère soit inscriptible 
au cercle, il faut et il suffit que l'on ait 

sin-2a sin 2 a sin 27 
r ^ H = O» 

Quelle est la signification géométrique de cette formule? 
( F . F A R J O N . ) 
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NOTIONS SUR LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ; 

PAR M. SARRAU, 

Membre de l 'Institut. 

L'exposé qui suit est la reproduction de Leçons pro-
fessées à l'École Polyteclinique. La théorie de l'élasticité 
a été récemment introduite dans les programmes de cette 
École et le nombre des leçons qui lui sont consacrées 
est nécessairement fort restreint. On a pensé qu'il ne se-
rait pas sans intérêt pour l'enseignement de publier un 
résumé qui, en raison de sa brièveté même, offre l'avan-
tage de ne présenter que les parties strictement essen-
tielles d'une théorie dont les éléments sont épars dans 
un grand nombre de Traités et de Mémoires originaux. 

L — T H É O R I E DES TENSIONS INTÉRIEURES. 

1. Définition, — Soit un système de points matériels, 
infiniment rapprochés, dans lequel on suppose des forces 
intérieures. Imaginons, dans ce système, un élément 
plan dont l'aire soit oĵ  le plan P de cet élément, indé-
finiment prolongé, partage le système en deux parties 
A et B. Considérons, parmi les actions exercées par A 
sur B, celles dont la direction traverse w et supposons 
que l'on opère leur réduction comme si B était un solide 
invariable. On admet que le système de ces forces est 
réductible à leur résultante appliquée au centre de gra-
vité M de l'élément plan ), et cette résultante R est ce 

(») En fait, le système des forces considérées est réductible à la 

résultante R appliquée au centre de gravité de l 'élément plan et à 

un couple dont l 'ordre infinitésimal est supérieur de deux unités à 

celui de la résultante; on ne lient pas roinplc de ce couple. 
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(juo roii appelle la iefision clémenlaire sur celle des 
laces de rélénient plan qui est contiguë à A. 

La résultante R est généralement oblique à Félément. 
Si elle est normale à cet élément et dirigée vers A, elle 
représente une traction; si, encore normale à cet élé-
ment, elle est dirigée vers B, elle représente une pression ; 
si elle est comprise dans le plan de l'élément, on l'ap-
pelle tangentielle. 

La tension élémentaire, sur celle des faces de l'élé-
ment qui est contiguë à B, s'obtiendrait de même en 
composant celles des actions exercées par B sur A dont 
la direction traverse o). En vertu du principe de Faction 
et de la réaction, cette nouvelle résultante est égale et 
opposée à la précédente, de sorte que les tensions élé-
mentaires sur les deux faces d'un élément plan quel-
couijue sont égales et opposées. 

3. Il résulte immédiatement de la définition précé-
dente que, si l'on considère dans le système un volume 
V limité par une surface quelconque, le système des 
actions exercées par les points extérieurs h V sur les 
points intérieurs est équivalent au système des tensions 
élémentaires exercées sur les faces extérieures de tous 
les éléments de la surface limite. 

4. Divisons la résultante R par l'aire (05 on admet 
que le quotient tend vers une limite finie quand co tend 
vers zéro, et cette limite E est ce que l'on appelle la terision 
par unité de surface y ou simplement, la tension au point 
M sur le plan P. En considérant to comme infiniment 
petit, on peut poser R = Eco, de sorte que la tension 
élémentaire s'obtient en multipliant la tension par l'aire 
de l'élément. 

r>. La tension E, sur des plans P parallèles, menés 
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par tous les points d'un système, varie d'un point à un 

autre en intensité et en direction ; de plus, en un même 

point M, elle varie avec l'orientation du plan P ; eniîn, 

s'il y a mouvement intérieur, pour un point et une 

orientation déterminés, la tension varie avec le temps. 

Si donc ou désigne par 

x , r^ z les coordonnées du point M ; 
a, p, y les cosinus directeurs de la normale au plan P 

dirigée vers la région contiguë à celle des faces de ce 
plan à laquelle se rapporte la tension ; 

X, Y, Z les composantes de la tension ; 

les quantités X, Y, Z sont, en général, des fonctions des 
variables (jc^ y, z; a, ¡3, y ; t) qui, si elles étaient déter-
minées, feraient connaitre à chaque instant la direction 
et l'intensité de la tension élénu^ntaire sur un élément 
quelconque. 

Nous allons établir que la détermination de ces trois 
fonctions revient à celle de six nouvelles fonctions de 
quatre variables seulement (o:, 7 , z , t) et que, de plus, 
ces nouvelles fonctions sont liées entre elles par trois 
équations aux dérivées partielles, linéaires du premier 
ordre. 

Ces diverses relations résultent de la nécessité qu'une 
portion quelconque du système soit en équilibre sous 
l'action des tensions élémentaires exercées sur sa sur-
face et des forces qui sollicitent sa masse. 

6. Afin d'exprimer les conditions de cet équilibre, 
nous considérons uu point quelconque M du système et 
un élément de volume TJS dont ce ^ ôint fasse partie. La 
densité en M étant p, nous désignerons par ptr̂ Xo, 
prîjYo, p^Zo les composantes, suivant les axes coordon-
nés, de la résultante des forces exléricures qui solli-



( 5<)6 ) 

citent la masse de Télément w. Si le système est en 
mouvement, les composantes Xo, YQ, ZQ doivent com-
prendre, d'après le principe de d'Alembert, les forces 
d'inertie dont les valeurs sont, pour l'unité de masse, 
__ ^ ^ d '^z 

dt^ ' dt^ ' ' 

JNOUS désignerons, en outre, par les indices i , 2 , 3 
les valeurs que prennent les composantes X, Y, Z de la 
tension lorsque la direction de la normale au plan sur 
lequel elle s'exerce se confond successivement avec les 
directions positives des axes O X , OY, OZ. Les neuf 
quantités 

X„ 
Ŷ , 

Xa, Z3 

sont, ainsi que Xy, Yo, Zy et p, des fonctions de quatre 
variables, qui sont le temps t et les coordonnées x, r , ^ 
du point M. 

7. Equilibre du parallélépipède élémentaire. — 

Cela posé, imaginons que l'élément TH soit un parallélé-

Fig. I. 

fC 
i 
1 
1 

^ li ^ 
V' ! y ¡M A 

1 
B 1 

1 
J 
¿ C 

pipède dont les arêtes <7, è, c soient parallèles aux axes 

et dont le point M soit le centre. 
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On sait que les forces extérieures qui agissent sur cet 

élément satisfont aux six conditions d'équilibre d'un so-
lide invariable, suivant lesquelles : 

i® I.a somme des projections des forces sur trois axes 
est nulle pour chaque axe; 

La somme des moments des forces par rapport à 
trois axes est nulle pour chaque axe. 

Le système de ces forces est équivalent aux tensions 
élémentaires agissant aux centres des six faces dont les 
aires sont èc, c«, ah, et aux forces praXo, p̂ x̂ Yo, ptnZo 
appliquées au point M. 

Evaluons d'abord la somme des composantes de toutes 
les forces suivant l'axe des les faces A et h! donnent 
à cette somme les deux termes 

dont l'ensemble se réduit à TJS ^ ^ • 
dx 

Le groupe des faces B, B' et celui des faces C, C/ don-

nent de même, respectivement, ^̂  ^ enfin, 

les forces qui agissent sur la masse ajoutent un dernier 
terme pnyXo. En égalant à zéro la somme de ces forces 
et en divisant par on a la première des équations sui-
vantes ; les deux autres résultent d'une sommation sem-
blable des composantes parallèles à OY, puis des com-
posantes parallèles à OZ : 

; RZX, F/XO 
~J 1 r ' 7 p^o = o, 
dx dy dz ' 

, dX, d\, , dY, 

dZ, dZ. dZ., _ 
-/- —r + - r - -i- P̂ o = o. 
dx dy dz ' 
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8. Ecrivons maintenant l'équation des moments par 
rapport à un axe parallèle à OX passant par le point M. 
La résultante des forces pTnXo, P^YQ, pTjrZo, étant appli-
quée au point M, donne un moment nul. Les compo-
santes des tensions élémentaires rencontrent l'axe ou lui 
sont parallèles, à l'exception des deux composantes, pa-
rallèles à OZ, appliquées en B, IV et des deux compo-

Fig. 2. 

A I 
I 

1 
A 1 / 

-T-7ÎM 

/l"' 

sautes, parallèles à OY, appliquées eu C, C . Les deux 

pre4iiières sont dirigées en sens contraires et leurs valeurs 

ne diffèrent de la composante caZo relative au point M 

(|ue de quantités infiniment petites par rapport à elles-

mêmes; elles forment un couple dont le bras de levier 

est égal à h et dont le moment est 

caT,.i x: b — abc/L^ = m2,2-

De même, les forces appliquées en C, G constituent un 
autre couple dont le moment est — L'équation des 
moments est, par conséquent, ^(Zo — Y3) = o; d'où 

On a deux équations analogues en rapportant les mo-

ments à des axes parallèles «n OY et OZ passant par le 

point M, ce qui donne le système 

VA, X H = Z „ Y, = X , ; 
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les équations expriment que, des neuf composantes, six 
sont égales deux à deux. Afin de préciser les composantes 
égales, désignons les neuf composantes par la lettre E 
alfectée de deux des indices O:, JK, le premier indi-
quant Taxe perpendiculaire au plan sur lequel s'exerce 
la tension, le second Taxe parallèle à la composante. On 
a ainsi 

/ Xi — Yi = Zj = 

(3) z, = 

et les relations (2) deviennent 

(4) 

Elles expriment que, si Fou intervertit les deux indices, 
la composai! te conserve la même valeur. 

9. Jntro if action des N, T . —- Nous poserons désor-
mais 

Ti, Ez,jc= To, Ejĉ y— T3. 

D'après cette notation, les IN donnent les composantes 

normales de la tension pour les trois plans perpendicu-

laires aux axes et les T donnent les composantes tangen-

tielles qui sont égales deux à deux. Le système des neuf 

composantes est alors représenté par le tableau suivant 

Nn r,, 

T3, Ti, 

T2, N3. 

et les équations (i) peuvent s'écrire 

^ -H p X o = o, 1 dN, dT, dT^ 

l dx dy ^ dz 

) d^.2 
dx - dz 

dT. dTi dN, 
dx "" dy ' dz 

VtJ 

^T. 
• p z,. <). 
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10. Équilibre du tétraèdre élémentaire, — Suppo-

sons, en second lieu, que l'élément de volume dont 

le point M fail partie, soit un tétraèdre dont les arêtes 

AB, AC, AD sont parallèliîs aux axes. Désignons par a, 

Fig. 3. 

Y les cosinus directeurs de la normale (îxtérieure à la 
f ace BCD, par (o l'aire de cette face, par to,, Wo, tô  les 
ai res des trois faces triangulaires respectivement per-
pendiculaires à OX, OY, OZ. 

D'après un théorènui sur la projection des aires, 
on a 

(6) (Oj — aw, (02= pto, (03= yw. 

Cela posé, les tensions élémentaires sur les quatre 
faces du tétraèdre et les forces qui sollicitent sa masse 
se faisant équilibre, les sommes des projections de ces 
forces sur chaque axe doivent être nulles. 

En projetant les forces sur l'axe des x , les faces w, 
(t) I , to 2 , to 3 donnent respectivement les termes toX, 
— to, Ni, —t02T3, —tOaTo-, les forces qui agissent sur 
la masse donnent le terme OTÏÏXO, ^ étant le volume du 
tétraèdre qui est un infiniment petit du troisième ordre 
négligeable par rapport aux autres qui sont du second. 
En égalant à zéro la somme de tous ces termes et en 
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ayant égard aux équatiouh (6), on a la première des 

équations suivantes 

! î : (7) Y ==T3a-f-N2P-f-T,Y, 
( Z=: Tga-f-Tip-^-NaY, 

les deux autres équations résultant d'une sommation 

semblable des composantes parallèles à O Y , puis paral-

lèles à OZ. 

Les équations (7) montrent comment X , Y , Z dépen-

dent de a, y , il résulte de ces équations que la déter-

mination de X, Y , Z se réduit à celle des six fonctions 

N , T , lesquelles sont à quatre variables x , z, t et doi-

vent vérifier les trois équations (5), qui sont aux déri-

vées partielles linéaires du premier ordre. 

H. Composante de la tension suivant une direction 

quelconque, — Soit M N ( a , ¡3, y) la normale à un plan 

P passant par le point M ; pro^jetons la tension corres-

pondante sur une direction quelconque MS(a' , ¡3̂ , y ' ) . 

Désignons cette projection par E,/̂ ?, le premier indice se 

rapportant à la normale au plan et le second h la direc-

tion suivant laquelle on estime la tension. On a 

et, en remplaçant X , Y , Z par leurs valeurs (7) , on 

obtient 

i -+- T2(Ya'-+- aY')+ T3(a3'-f- pa'). 

Cette expression ne changeant pas quand on permute 

les deux systèmes de variables (a, ¡3, y) , (a', ¡3', y ' ) , 

on a 
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ce qui déinoulre uu théorème général dont la récipro-

cité des composantes tau^eutielles (u'' 8) n'est qu'un 

cas particulier. 

12. Surface directrice. — En particuh'er, la conjpo-
sante de la tension, normale au plan sur lequel elle 
s'exerce, s'obtient en confondant la direction MS avec 
la direction MN. En désignant cette composante par N, 
la formule (8) donne 

( 9 ) N = N i « 2 ^ + N 3 2 T l P y - h 2 T 2 Y « + T 3 « p , 

et cette composante sera une traction ou une pression 
suivant que sa valeur sera positive ou négative. 

Supposons maintenant qu'à partir du point M on 
porte, sur la normale au plan, une longueur MN dont 

le carré représente la valeur absolue de ^ et, le point M 

étant pris comme origine, désignons par x^j, z les 

coordonnées du point N. On aura 

( 1 0 ) 

# 

y 

en prenant le signe -+- ou — suivant que N est positif 

ou négatif. En portant dans l'équation (9) les valeurs 

a, ¡5i, Y tirétîs des équations (10), il vient 

( I I ) N i . r 2 - - N o - 4 - T l - 'r- 2 T g ^ ^ r - f - 2 T g ^ r j = ± 1 , 

de sorte que le lieu du point N est une surface du second 
degré; cette surface est dite directrice. 

Lorsque la valeur de N conserve le même signe, 
quelle que soit la direction (a, y) , eette surface est 
uu ellipsoïde-, mais, si cette valeur change de signe, 
l'ellipsoïde est remplacé par le système de deux hyper-
boloïdes, dont l'un correspond au signe -f-, l'autre au 
signe — . Ces deux hyperboloïdes, dont l'un est à une 
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nappe et l'autre à deux nappes, sont conjugués, c'esl-

à-dire qu'ils ont le même centre avec les memes axes et 

nn même cône asymptote. 

La composante N est nulle pour les plans qui sor^ 

perpendiculaires aux génératrices du cône asymptote ê  

l'on a, sur ces plans, des tensions tangentielles. 

13. Tensions principales. — Si l'on prend pour axes 
coordonnés les axes principaux de la surface directrice, 
les rectangles disparaissent de son équation, de sorte 
que l'on doit avoir TÎ = o, T 2 = o, Ts^r o; les compo-
santes tangentielles sont donc nulles sur des plans 
perpendiculaires aux nouveaux axes, et les tensions sur 
ces plans se réduisent à leurs composantes normales. 
Donc, en tout point du système, il y a trois plans sur 
lesquels les tensions sont normales. 

Les trois tensions, normales aux plans sur lesquels 
elles s'exercent, sont dites principales, 

14. Ellipsoïdes des tensions. — On obtient une 
autre surface du second degré, qui est toujours un ellip-
soïde, en portant, à partir du point M, sur la direction 
même de la tension, une longueur ME égale à sa gran-
dit ur. 

En effet, les coordonnées du point E sont alors les 
composantes X , Y, Z de la tension et l'on déduit des 
relations (7), pour a, ,3,y, des valeurs linéaires en X, 
Y, Z. En portant ces valeurs dans l'équation 

on a l'équation d'un ellipsoïde. 
Les directions des axes de cet ellipsoïde se confondent 

avec celles des tensions principales; car, en prenant 
celles-ci pour axes coordonnés, on a 

TL = 0, T2=::0, T3 O, 

Ann. de Mathémat.y 3® série, t. VII. (Novembre 1888.) 3 3 
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(it, (les (kjiiatfons (7) réduites aux suivantes 

X = Nia, Y=:N23, Z = 

oaâ ir̂ i l'équation 

qui est e^îlk d'un ellipsoïde rapporté à ses axes. 

lo . Formules de transformation des tensions. — 

Supposons que l'on change la direction des axes coor-

douiRiS-̂  soient 
X = ai x' -i- OL-iy' -f- aa 

les formules de transformation, dans lesquelles les lettres 

a, ¡J, valfeclées des indices 2, 3 représentent, suivant 

la règle connue, les cosinus des angles que les nou-

veaux axes font avec les anciens. 

Nous avons désigné par (N, T ) les composantes d(;s 

tensions exercées, au point M, sur des plans perpendi-

culaires aux anciens axes; appelons de même 

T ; . T ; 

T;„ r , 

T ; , T ; , 

les composantes, suivant les nouveaux axes, des tensions 
exercées, au même point M, sur des plans perpendicu-
laires aux 7', z'. 

Les (N', T^) sont les coefficients de l'équation de la 
surface directrice rapportée à des parallèles aux nou-
veaux axes, menées par le point M, et il suilit de porter 
les valeurs précédentes de dans l'étjuation (11), 

pour obtenir les expressions suivantes qui donnent les 
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( ) 
( N , T ) en fonction des (N, T ) , 

N3 = N, al -h Ns PI -i- N3 Y5 - T, Y3 
-f- 2T2Y3 2t3-i- '>-T3 asps ; 

T; Nia,a3+J\o3.p3-+-N3Y2Y3-Ti(PoY3 4-Y2P3) 
- H T 2 ( Y 2 a3 a , Y3 ) + T 3 ( ^ 3 - P2 « 3 ) , 

T' Ni a3 ai -i- 3̂ Pi + N3 Y3 Yi - ( p3 Yi - Ï3 ) 

-i- T,( Y3 ai -4- a3 Yi ) M- T3 ( a3 31 -i-

n - Ni aia^-f- N2P1 p 2 + N3Y1 Y 2 - Ti( Pi Y2 - Yi P2) 

- T2(Yia2-H aiY2 T3(ai 3.,-- Pi«,). 

I I . — D É P L A C E M E N T G É N É R A L D ' U N S Y S T I ^ M E O E P O I N T S . 

16. Formules fondamentales. — Considérons un 
système de points infiniment rapprocliés rapporté à trois 
axes rectangulaires. Concevons ce système déplacé de 
telle manière que les projections Î/., (T' du déplacement 
d'un point quelconque xM soient des fonctions continues 
des coordonnées priiuitives ^ de ce poiut. 

Pour un point N(.r -f- h, J + A , 3 -{- /), infiniment 
voisin de M, les projections du déplacement sont 

, du , du - d\> -
u = a — 7 - /i H—>- /c H—7-

ax dy dz 

dw , dw , dw , 
— w - h h -h - 7 - k - r - l . 

dx dy dz 

imaginons, par le point M, des axes parallèles à OX, 
OY, OZ; par rapport à ces axes, les coordonnées de N 
sont //, / avant le déplacement-, après le déplacement, 
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CCS coordonnées deviennent 

l h' = h 

(i4 ) ' k-\- v'— r, 

h' — Jl -f- u' — Uj 

K k' = k-{- ç'— r, 

I / 

Y'st-à-dire, d'après les formules (13), 

, / du \ - du , du J 

/ ^ dv . [ dv \ , dv , 

c/.x- c/ )' \ dz J 

Ces expressions sont linéaires en k̂  /; par suite, 
l(;s points i\ situés, dans le voisinage de M, sur une 
surlace F(//, />, /) = o, seront après le déplacement sur 
un(i surface du même degré. Ainsi, les points d'une 
sphère viendront sur un ellipsoïde; les points d'un plan 
sur un plan-, de même, les points qui étaient sur une 
droite restent sur une droite. 

17. Dans ce qui suit, nous considérerons exclusive-
nuîut des déplaccuKmts tels que les différences It — A, 
k' — k, l ' — / soient très p(îtites par rapport à //, k, L 
Dans cette livpothèse, les neuf dérivées ])artielles qui 
eiitrcîut dans les formules (i3) et ( i5) ont des valeurs 
très petites que nous traiterons comme des infiniment 
petits. Nous désignerons par S la variation ti'ès petite 
qu'éprouve une quantité quelconque par suite du dé-
placement et nous traiterons les 3 comme des diiïeren-
tielles. 

18. Décomposition du déplacement, — L e s formules 

( montrent que le déplacement d'un élément entou-
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rant le point M est déterminé par les valeurs que pr é-

sentent en ce point les neuf dérivées partielles do 

çv par rapport à z . 

On peut substituer à ces dérivées neuf nouveaux ccci-

( i6) 

ficients dont l'interprétation géométrique est pl us coni-

mode ; en posant 

du dv dw 

-dTz' 

cUv dv - du dw dv db { = — dz dx dx rA 

f diV dv du dw dv dj 

1 --dz' 'P^-Tz-d-x' dx 

les expressions ( i3) peuvent s'écrire 

I i(! — u pA — p^ k aih-\- ¿>3 k 

(17) < ç' = ç p^ h — p^l ^ b^Jia-ikhil, 

( w' — w pik — k «3 l. 

On en conclut que le déplacement w') du 

point N s'obtient en composant : 

Le déplacement W); 

Le déplacement dont les composantes sont 

( 1 8 ) I P Z H — P I L , 

( Wi = pik — p^h; 

3® Le déplacement dont les composantes sont 

SUç^— a^h-v ¿>3k -}- ¿>2 

Le premier de ces déplacements composants est iden-

tique au déplacement du point M. 

Le deuxième est une rotation, aux composantes an-
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gulaires p î) autour d'un axe passant par le 

point M. 
Le troisième peut se représenter comme il suit. 

19. Soit la série des surfaces liomothétiques ayant 

pour équation 

(20) aix^-ha^y^-h a^z^-^ ib^yz m- -f- ̂ .b x̂y — X. 

Supposons le centre au point M et considérons celle 
de ces surfaces qui passe par le point , ee qui déter-
mine \ par la condition 

( I ) Jl*- H- « 2 ^ ^ ^ J d H- 2 ¿>2 iit^ 2 ¿>3 hk = X. 

D'après les valeurs (19), le plan tangent à cette sur-
face au point N a pour équation 

( 22 ) Uox -f- ç-iy -+- ^ — X. 

Par suite, le déplacement {Û -Î du point N est 
normal à la surface qui passe par ce point. De plus, si 
l'on désigne par 0 la grandeur de ee déplacement et 
par T̂  la perpendiculaire abaissée du point M sur le 
plan tangent, on a 

X À 

d'où il résulte que la grandeur du déplacement est 

donnée par la formule 3 = 

20. En résumé, on peut dire que le déplacement d'un 

élément environnant le point IM se compose d'une trans-

lation, d'une rotation autour d'un axe et d'une déforma-

tion. 

La translation est déterminée par les composantes u, 

V, (F du déplacement du point M. 
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La rotation est déterminée par les quantités p̂ -̂ pz-, 

que nous appellerons rotations élémentaires. 

La déformation est déterminée par les six quantités 
«i, «o, «3, qiie nous appellerons déforma-
tions élémentaires. 

Les rotations et déformations élémentaires sont défi-
nies par les relations (i6). 

11 est à remarquer que, d'après ces relatin^ns, les rota-
tions disparaissent lorsque w, (p sont les dérivées par-
tielles d'une fonction s) des coordonnées. 

21. Dilatation linéaire. — On appelle dilatatibn 

linéaire le rapport de l'accroissement d'une longueur à 

sa valeur primitive. 

Cherchons la variation très petite de la distance r du 

point M au point N dont les coordonnées relatives sont 

7z, A-, /. De la relation r- = h- -j- k- -f- /-, on tire 

r or = h oh -H k ok -f- l ol. 

Les relations (i4) et (17) donnent 

j oh^p^l — p^ka^hb'^k-{-b^l, 

( 23) { ok = p^ h— Pli H- 63 /n- «2 k + bx Z, 

i ol = Pi k — p^h-^ bi h -I- ¿>1 A" -h «3 

et l'on a, par suite, 

( 2 4 ) ror — ay Ji^- - 1 - « 2 - - f - « 3 + ib^ kl 'ib^lh ^ 2 ¿ > 3 hk. 

Désignons par a la dilatation linéaire et par a, p, y 

les cosinus directeurs de MN ] on a 

or h ^ k l 
a — —, rjL = a— - , v— - , 

r r ^ r ^ r 

et la formule (24) devient 

( 2 5 ) a = « L A ^ - F - <^2?- -+- ^ 3 7 - -R- 2 6 1 P Y + 4 - ib^-x'^. 
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Celle formule doune la dilatation linéaire dans la direc-

tion (a, ¡3, y). La dilatation se réduit aux valeurs a^, 

rto, ri3 lorsque la direction (a, f:i, y) devient successive-

ment parallèle aux axes O X , OY, OZ. 

22. Dilatation angulaire. — Soient N^, N2 deux 
points infiniment voisins de M; désignons parles lettres 
7', /¿, /, aifectées des indices i et 2, les distances de 
ces points au point IM et leurs coordonnées relatives. En 
appelant V l'angle NjMNo, on a 

Tl /'2 COS V = /¿I Ju -T- kl k^-^- h l-i-) 

d'où, par diiférentiation, 

c o s Y 0 r.y ) — ?\2 si n V . o Y 

= 7/9 ohi -h k2 ô/ci + Ŝ i H- kl oÂ  -r 8/2-

Cette formule se simplifie lorsque l'angle V est droit et, 
cn ayant égard aux formules (17), il vient alors 

— I ri r.y. oV = ai hi h^ «2 ki k^ «3 h 2̂ -+- ( ki + 

-4-62(̂ 1 /¿I ) -+- ¿>3 ( hi k^ -I- kl /12 ) 

ou, en posant — ^oV = ¿ et en introduisant les cosinus 
directeurs de MN^, MNo, 

Cette formule donne la moitié de la diminution 
(ju'éprouve, par la déformation, l'angle primitivement 
droit des deux directions (ai, ŷ  ), (ag, Ps? y2)-

Cette quantité se réduit à ¿Í, ¿O? lorsque les deux 

directions dont il s'agit sont successivement parallèles à 

(OY, OZ), (OZ, OX), (OX, OY). 

23. Dilatations et glissements. — Ces propositions 

définissent la signification géométrique des six défor-

mations élémentaires. 
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Imaginons un parallélépipède élémentaire dont les 

arêtes soient parallèles aux axes coordonnés; le dépla-
cement général du système transporte ce parallélépipède 
en le déformant. Il résulte de ce qui précède que les 
quantités a , , ai-, cl̂ ^ représentent les dilatations des arê-
tes et que les quantités 2^2? représentent les 
diminutions des angles, primitivement droits, compris 
entre les arêtes prises deux à deux. 

On appelle fréquemment dilatations les quantités a i , 
^2, a^ et glissements, ou distorsions, les quantités 

24. Surface des dilatations, — Reprenons la formule 

(^5) qui donne la dilatation linéaire dans une direction 

quelconque. Si Ton porte, à partir du point M, dans la 

direction (a, |3, y), une longueur MA égale à la valeur 

absolue de la dilatation a et si, le point M étant pris 

comme origine, on appelle , z les coordonnées du 

point A, on a 
y z i 

A P T / Z B A 

le signe étant -+- ou — , suivant que a est positif ou né-

gatif. Eu éliminant a, v entre ces équations et l'équa-

tion (25), il vient 

( 2 - ) a i . r - - f - a 2 y ~ a ^ z - i b ^ y z 2 b ^ z x ^ . b ^ x y — ± i \ , 

de sorte que le lieu du point A est une surface du second 
degré. Cette surface est un ellipsoïde s'il y a, en tous 
sens, ou dilatation ou condensation autour du point M. 
S'il y a dilatation dans certaines directions et condensa-
tion dans d'autres, l'ellipsoïde est remplacé par deux 
hyperboloïdes conjugués. 

25. Dilatations principales. — Si l'on prend pour 
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axes eoordoniiés les axes principaux de la surface desdi-

lataliojis, les rectangles disparaissent de son équation, 

de sorte que l'on a = o, Ẑo = o, ¿3 = 0. Donc, en 

tout point d'un système qui subit une déformation^ il 

existe trois directions rectangulaires telles que les an-

gles de ces directions, prises deux à deux, restent droits 

après la déformation. 
Les dilatations, dans ces directions, sont dites princi-

pales, 

26. Fornmles de transformatioji des déformations 
élémentaires, — Quand on change la direction des axes 
coordonnés, hîs déformations élémentaires «o? «3? 
b\') b,-) ¿3 deviennent , <23, , Pour avoir 
les nouvelles valeurs en fonction des anci(mnes, il suffit 
de transformer l'équation (27) de la surface des dilata-
tions par la substitution 

Les coefficients de l'équation transformée donnent, 

pour les nouvelles déformations élémentaires, des ex-

pressions qui ne dilïèrent de celles que l'on a obtenues, 

au n'' l o , pour les (IN̂ , T ' ) , que par la substitution de 

¿ ) à ( N , T ) . 
11 est à remarquer que les formules que l'on obtient 

ainsi donnent la relation 

( 2 8 ) a\ à.2 -4- = «1 -f- «2 

de sorte que la somme des dilatations suivant les axes 

est un invariant. 

27. Ddatalion cubique, — La déformation change le 
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volume d'un élément environnant le point M. Le rap-
port de l'aeeroissement de ce volume à sa valeur pimitive 
est la dilatation cubique au point M. Tout volume étant 
clécomposable en tétraèdres, il suffit d'évaluer la dilatation 
d'un tétraèdre. 

Considérons avec le point IM trois points infiniment 
voisins Ni, No, N3. Désignons leurs coordonnées rela-
tives par les lettres A, l aiFectées des indices i, 2, 3. 
Le volume du tétraèdre dont ces quatre points sont les 
sommets est 

h, k, h 

V - i ¡12 k, l, 

h, k, h 

En désignant j)ar (//, A', l') les valeurs de (//, A, l) après 
la déformation, ce volume devient 

V = 

h\ l\ 

Jl, A ; 

Jl, Je, ¡', 

En ayant égard aux formules ( i5) qui expriment 
(//, A', t ) en fonction de (A, A, /), on voit immédiate-
ment, par la règle de la multiplication des déterminants, 
que est le produit de V par le déterminant 

A 

du 
I H - — dx 

du du du 
I H - — dx d'z 

dv dv dv 
dx dz 
diV dw dw 
dx dy ITz 

On a donc =z VA, et la dilatation cubique 0, égale à 
V - V 

\ 
est donnée par la formule 

0 =: A — I . 
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Cette expression, ne dépendant pas de l'orientation du 
tétraèdre, s'éteud à un volume quelconque -, elle s'ap-
plique à des déplacements quelconques sans res-
triction relative à l'ordre de grandeur des neuf dérivées 
partielles. 

Quand ces dérivées sont très petites, l'expression 
trouvée se réduit à la suivante : 

, . du dv dw 

28. Cette dernière formule peut s'établir comme il 
suit : soit un élément parallélépipédique, ayant un 
sommet au point M, dont les arêtes soient dans les direc-
tions des dilatations principales. Désignons par a'̂ , 
a'g ces dilatations principales. 

Par la déformation, les arêtes sont respectivement 
multipliées par i -f- , i -f- i -f- «3 ; de plus les angles 
restent droits. Donc le volume de l'élément est multiplié 
par (1 ) (i -h ^^ 

en négligeant les quantités très petites d'un ordre supé-
rieur au premier. Il en résulte que la dilatation cubique 
est 

0 = a\ -t- a 2 -i- « 3. 

On a donc, pour un système d'axes quelconques, 

d'après la relation (28), 

6 = « 1 -T- <^3? 

ce qui donne la formule (3o). 

I I I . — E X P R E S S I O N S D E S T E N S I O N S D A N S U N S Y S T Î L M E 
É L A S T I Q U E D É F O R M É . 

29. Expressions des (N, T ) en fonction des (a, b). 

— Nous appellerons état naturel d'un système matériel 
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celui où il n'existe aucune tension. Si, à partir de cet 
état, on déforme le système par l'application des forces 
extérieures, les tensions cessent d'être nulles par suite 
de la variation des forces intérieures. 

L'iiypotlièse fondamentale de la théorie de l'élasticité 
consiste à admettre que Vactlon niataelle de deux 
points matériels devient insensible dès que la distance 
de ces points dépasse une limite très petite. 

Par suite de cette hypothèse, la valeur que la tension, 
sur un plan quelconque, en un point quelconque M, 
acquiert après le déplacement de ee point, dépend uni-
([uenient de la déformation subie par la portion du sys-
tème comprise dans un volume très petit autour du point 
que l'on considère. Or nous avons vu que la déformation 
de cet élément est complètement déterminée par les va-
leurs que présentent au point M, par suite de son dé-
placement, les six déformations élémentaires (<7, b)\ donc 
les (N, T ) sont des fonctions des (a, b). 

Supposons que ces fonctions puissent être représentées 
par la série de Maclaurin et ne conservons, à cause de 
la petitesse des variables, que les termes du premier 
ordre. En remarquant en outre que, dans l'état naturel, 
les tensions sont nulles avec les déformations, on est 
conduit à ce résultat : lo/squun système élastique 
subit ufie petite déformation h partir de son état na-
turel, les six composantes (N, T ) sont des fonctions 
linéiùres et homogènes des six déformatioîis élémen-
taires (//,, h). 

30. L(;s coelficients de ces fonctions, au nombre total 
de 36, dépendent de la constitution du système, autour 
du point M, avant la déformation. Ils peuvent être, si 
cette constitution est variable d'un point à un autre, des 
fonctions des coordonnées x , r , - de ce point. Ils se ré-
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duiscnt à des constantes si, comme nous le supposerons 

dans ce qui suit, le système est homogène. 

INous écrirons comme il suit les valeurs des (N, T ) : 

( N = «2, aa, b^, b,, 63), 

( T = « 2 , « 3 , ¿ 1 , ¿»2, ^ 3 ) , 

en nous l'appelant que les caractéristiques cp et que 
nous aiïécterons successivement des indices 1, 2, 3, re-
présentent des fonctions linéaires et homogènes. 

Le nombre des coeificients se réduit beaucoup, lorsque 

le système possède, dans son état naturel, certains élé-

ments de symétrie. 

3 1 . Principe de la réduction. — S u p p o s o n s q u e le 

systènu; présente, dans son état naturel, la même dispo-
sition par rapport à deux systèmes distincts d'axes coor-
donnés (S) et (S'). Jl est évident que, relativement à 
(S'), les expressions des (IS', T') en (a', h') doivent être 
les mêmes que celles des (N, T ) en (a, Z?), relativement 

à (S). 
Pour exprimer les conditions que cette idenlité de 

forme des fonctions impose aux variables dont elles dé-
pendent, on opère comme il suit : 

On exprime les (JN', T^) en fonction des (iS', T ) par 
les formules de transformation du n" l o . 

Dans les expressions ainsi obtenues, on substitue 
aux (N, T ) leurs valeurs (3i) ; 

3" On remplace eniin les (<2, b) par leurs valeurs en 
fonction des U) en se servant des formules de trans-
formation du n"" 26. 

Les expressions fournies par ces trois opérations doi-
vent se confondre, quand on supprime les accents, avec 
les formules (3i) qui donnent les (N, T ) en fonetion 
des (rt, b). 
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Nous allons appliquer cette méthode à quelques cas 

particuliers. 

3 1 . Plan de symétrie. — Supposons d'abord que, 

dans l'état naturel, le système soit distribué symétrique-
ment, autour d'un point quelconque M, par rapport à 
uii plan mené par ee point dans une orientation déter-
minée. Prenons l'axe des x perpendiculaire à ce plan; 
puis, conservant les axes OY, OZ, remplaçons l'axe OX 
par son prolongement. Les relations qui lient les (IN', T^ 
aux (N, T ) deviennent 

On a de même, entre les (a, h) et les {a\ h'), les re-
lations 

b.y^ — b',, ¿>3=:—¿>3. 

Donc les relations (3i) doivent rester les mêmes 
quand on y change à la fois les signes de To, T3 ; ĥ ^ 
11 faut, en conséquence, que les eoeilieients de ¿2, 
soient nuls dans N,, No, N3, T^ et que les coefficients de 
a^., a^y (¡z-i h s soient nuls dans To, T3. 

On a ainsi les formules suivantes, qui sont à vingt 

coefficients, 

( 3 2 ) • N i = T 2 = = 4 ^ 2 ( ^ 2 ) ¿ ^ 3 ) , 

( N3=: Cp3(ai, «27 «B^ '̂l), T, = Ù2, ). 

3 2 Trois plans de symétrie. — S ' i l y a, au m ê m e 

point M, un second plan de symétrie perpendiculaire à 
OY, les équations (82) doivent rester les mêmes quand 
on y change à la fois les signes de T i , T3 ; /;>,, ¿3. Cela 
montre qu'il y a alors nécessairement un troisième plan 
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(le symétrie perpendieulaire à OZ, et les formules se 

réduisent aux suivantes, qui renferment douze eoefii-

cients, 

( 33) \ 'f2(:>i, «2, T2=h.2b2, 

/i,, /¿2, /¿a désignant des constantes. 

On voit que les composantes T^^ T2, T3 s'annulent 

avec ¿ i , ¿2? 11 en résulte que, dans ce cas, les direc-

tions des tensions principales se confondent avec celles 

des dilatations principales. 

32. Isotropie. — Pour un système isotrope, les re-
lations (3i) doivent se transformer en elles-mêmes 
lorsqu'on substitue aux axes coordonnés tout autre sys-
tème d'axes rectangulaires. Pour simplifier le calcul des 
conditions qui en résultent, nous attribuerons d'abord 
aux nouveaux axes certaines directions particulières, en 
remarquant de plus que les équations (33) doivent déjà 
comprendre, eu particulier, celles qui sont relatives à 
l'isotropie. 

33. Supposons d'abord que l'on permute circulaire-
ment les axes OX, OY, OZ. Ce cliangement d'axes pro-
duit les substitutions 

Ni, N2. Tj, T2, TaX /«i, 2̂, 
^2' N3, Ni« T2, T3, Tl/ \a2, «3, 3̂? 

et les équations (33) doivent alors rester les mêmes. 
Il en résulte d'abord que les trois constantes /¿s, 

7/3 ont une même valeur /¿, ensuite que ^o-i N3 se dé-
duisent de N en y permutant circulairement les varia-
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bles; (l(i sorte cjne l'on a 

[ N3= cp(a3, <22), T3=^¿>3. 

33. Supposons maintenant cpie, conservant l'axe OX, 

on permute les axes OY, OZ, ce qui change a.y, a^ en 
rto. La valeur de ]N, devant rester la meme, la fonc-

tion cp doit être symétrique en rto? • ^dle est done de la 
forme 

A ai -+- B(rt2H- «3), 

ce cjue l'on peut écrire 

B ( «1 - 4 - «2 -1- «3 ) -f- ( A — B ) rti ou bien 
XO '1 FJLRTI, 

en désignant par 0 la dilatation cubique et par ¡JL deux 

constantes. Les formules (34) deviennent ainsi 

( NIR= XO-H T^R^ HHY^ 

( 3 5 ) I N 2 = X 0 - r - 2 U a 2 , 

\ N 3 = x o H - 2 ¡^.«3, T a == hh^. 

34. Supposons enfin que l'on fasse un changement 

quelconque d'axes coordonnés; on doit trouver les 

mêmes formes (35) et les mêmes coeliicients pour les 

(JN', T') en fonction des b')\ par exemple, on doit 

avoir 

(36) N'i = X0-f-2»jLrt'i. 

Or, en désignant par a,, ¡Ji, v, les cosinus des angles 
que OX' fait avec OX, OY, OZ, on a (n" 13) 

, , , S N; = Niaf + N2??H-N3T? 
^̂  ( 2 Ti 3i Y, + 2 T2 Yi ai 2 T3 «1 
Ann. de Mathémat.^ o® série, t. VIT. (Novembre 1888.) 
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cl Ton a aussi (n" ) 

Cela j)osé, si l'on porle les valeurs (35) clans l'expres-

sion ( 3^), on Irouve 

N', ÀO -i- 'iix(ai af -I- «2 3f «sTî ) 

ou bien, d'après la relation (38), 

X'j = xo -h -Jt ixa\ — i IX){ 3i71 -i- ¿2Ti «i H-

Done, pour qucî cette valeur se réduise à Texpression 

(36), il l'aut que l'on ait h—20.-0. Le calcul des 

autres (N', T ' ) conduit au même résultat. 

Eu résumé, dans le cas des systèmes homogènes 

cl isotropes, on obtient, pour les (N, T) , les valeurs 

suivantes r(;ni'ermanl deux coelTicients constants À, u, 

^ \ J — A 0 - '). ; J. rt 1, T1 = .1 b ̂ , 

( ">9 ) < ^ 2 = ^̂̂^ . To —- [X f)o. 
I \ 3 — ÀO -I- T.5 —: 'xb:^. 

La méthode qui a conduit à ce lésultat repose sur les 
principes employés par Lamé dans ses Leçons sur la 
théorie niathéniatique de Vélasticité des corps solides 
(i856). Les expressions des tensions dans les milieux 
isotropes déformés ont été données pour la première fois 
par Cauchy ( 1 8 2 7 ) , en calculant directement la résul-
tante des forces intérieures considérées comme fonctions 
des distances des points entre lesquels elles s'exercent. 
Cette autre méthode, qui permet de supposer que Tétat 
primitif ne soit pas ce que nous avons appelé un état 
naturel, conduit à admettre que, lorsque la déformation 
a lieu à partir de cet état naturel, on a = u, de sorte 
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que les io.'.nules sont à uii seul coefficient 5 mais ce 

point est encore l'objet de controverses. 

36. Expressions des (IN, T ) en fonction des déplace-

ments e, U'. — En remplaçant dans les expressions 

(39) les déformations élémentaires (<7, b) par leurs va-

leurs (16) du n"" 18, il vient 

/ du _ / d^v 

1 , . ^ dv ^ / du dw \ 

_ éiw f dv du\ 

et l'on a, dans ces formules, 

. , ^ du dv dw 

Ces valeurs des (N, T ) se rapportent à la position du 
point M après son déplacement, c'est-à-dir(i au point 
dont les coordonnées sont x -j- u, Y is - -f- (v ; mais, 
quand le déplacement est très petit, on peut, comme 
nous le ferons dans les calculs qui suivent, rapporter les 
composantes des tensions au point (.r, y, :: ). 

I V . — E Q U A T I O N S D E L ' É Q U I L I B R E I-T D U M O U V E M E N T 

I N T É R I E U R P O U R L E S S Y S T E M E S I S O T R O P E S . 

37. Equations indéfinies, — Les six fonctions 
(N, T ) doivent vérifier les trois équations (5) du n" 
dans ces équations, les quantités X^, Yo, Z« représen-
tent, rapportées à l'unité de masse, les forces exté-
rieures qui sollicitent le point M et elles comprennent. 
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si le système se déforme ou vibre, les forces d'inertie 
, 1 cP-u d'V d-w 

qui out alors pour valeurs — 7/72 ' — ' lîtF' 

dégageant les forces d'inertie et représentant encore pai-
Xo, Yo, Zo les composantes des forces extérieures qui 
agissent sur la masse du point M, les équations (5) de-
viennent 

. . d-^ u dx, dT, dT^ 
dx dv ^ dz' 

dT, d\o dTi 
dx dy "" dz 

dT. dS, 

dx dy dz 

p étant la densité du système au poiiit M. 

En substituant les valeurs (4o) et en ayant égard à 

l'expression (4 0 de Q, on obtient les trois équations 

suivantes : 

d^ d'-ii d -^ u # u ' \ ^r d- U 
dx'-

dUy dU^ d H' ^ 
dx^ ^ dz^- ) 

dUv \ .. d '- w 
dx^ = ? dr-

L'eXpression diIférentiel 1 e 

d^F d-n^ , dH' 

dx-^ ' dy^^ dz^ 

est ce que Lamé a appelé le paramètre différentiel 

da second ordre delà fonction F . Nous représenterons 

ce paramètre par AF, en posant symboliquement 

d-^ d'- d^ 
A ^ - h -f- _ , 

dx- dv~ dz-
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elles équations (43) prennent ainsi la forme simple 

( il JX) — + Av- H - p Y o = p ^ , 

1 ^ , «'O ^ „ dUx^ 

Ces équations, dites iîidéfinies, sont applicables, in-
distinctement, à tous les points du système. 

38. Equations définies, — En général, des eiî'orts 
extérieurs donnés agissent sur la surface du système 
que Ton considère. 11 en résulte de nouvelles équations 
qui doivent être satisfaites aux limites du corps, c'est-
à-dire sur la suifaee seulement. On obtient ces nou-
velles équations, dites équations définies ou équations 
h la surface, en écrivant que, pour un point quel-
conque de la surface limite, Teifort extérieur s'exerçant 
sur un élément plan de cette surface a la même gran-
deur et la même direction que la tension correspon-
dante. 

Soient, pour un point quelconque ( x , j -) ^^ ^̂  

surface limite, 

F l'eifort extérieur par unité de surface ; 
Z, 77/, n les cosinus directeurs de la force F ; 
a, ¡i>, Y l̂ s cosinus directeurs de la normale extérieure à 

la surface ; 
X , Y, Z les composantes de la tension. 

Les équations à la surface sont 
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OU bien, eu remplaçant X , Y , Z par les valeurs (7) du 

n" 10, 
I F / + 

(4^) < F m - T a a - N . S - f - ï i Y , 
( ¥n = T2a-f-Tip-:-N3Y. 

Les premiers membres de ces équations, ainsi que a, 

[j, doivent èlre considérés comme des fonctions don-

nées de En remplaçant les (N, T ) par leurs va-

leurs eu fonction des (v, spécialement par les va-

leurs (4o) dans le cas des milieux isotropes, on a trois 

équations auxquelles doivent satisfaire sur la surface 

limite les déplacements u, P', iv, fonctions de . r ,/ , z, t. 

Les mêmes fonctions doivent satisfaire, dans toute 

l'étendue du milieu, aux équations indéfinies (44)• 

39. Ju/uilibj-e d'clasticitc. — Quand il s'agit de 
l'équilibre, les fonctions /¿, r, w sont indépendantes du 
temps et les seconds membres des équations (44) sont 
égaux à zéro. 

Si l'on suppose de plus que les seules forces exté-
rieures sont celles qui s'exercent sur la surface du mi-
lieu, les quantités Xq, Yq, Zo disparaissent des équa-
tions (\/\) qui se réduisent aux suivantes : 

di) 
( A [X ) - J - - f - lu = o, 

dx ' 

i i()) ; (X ^ — o. 

( A jjl) — -T- — o . 

On a ainsi trois équations différentielles auxquelles 
satisfont les déplacements îî, W fonctions de x , 1 , z 
et il s'agit de trouver des solutions de ces équations 
telles (jue les équations à la surface (45^ soient égale-
ment satisfaites. 
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40. Cas particulier. — Supposons que les déplace-

ments soient les dérivées partielles d'une fonction des 

coordonnées 

- f i . - l i . - i i , 
~ i lr ' dy ' d z 

On en tire 

et, par suite, 

d^o d^o r/̂ cs _ 

^ d'^ d di) \u — — — -J-dr dx ' dx 

On a donc, dans ce cas particulier, 
r/0 ^ .70 ^ di) 

ù^u — ? AV = - - - î Aie = - y -
dx dy dz 

et, en supposant A -+- 2 [J. dillérent de zéro, les équations 

( 46) se réduisent aux suivantes 

di) _ di) _ ^ 
dx ' dy ' dz 

Pour qu'elles soient satisfaites, il faut et il suffit que 
ladilatation cubique soit constante dans toute P étendue 
du système déformé.. 

V . — E X E M P L E S D ' É Q U I L I B R E . 

a. — Compression normale et uniforme. 

41. Soit un système élastique soumis, sur toute sa 
surface, à une pression normale et uniforme P. La di-
rection (/, w, n) de cette pression étant opposée à la di-
rection (a, ¡J, Y) de la normale extérieure, les équations 
définies (45) deviennent 

(17) ' = 
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Supposons maintenant que, l'origine des coordonnées 
restant iixe, les déplacements z£, CP soient représentés 
par les valeurs 

(48) u= — ax, v = — ay, — a z , 

a étant un coefBcient à déterminer. 
Par ces valeurs, les équations indéfinies (46) sont 

évidemment satisfaites-, les T sont nuls et les ]N se ré-
duisent à — ( 3 A-h 2[ji). Donc, pour satisfaire aux équa-
tions (47), il suffit de prendre 

P 
a — • 

3 A - h 2 |JL 

Les déplacements (4^) satisfont alors à toutes les 
conditions de l'équilibre d'élasticité. 

h. — Extension longitadinale d'an prisme. 

Considérons un solide prismatique dont les arêtes 
soient parallèles à OZ : soit F la traction, rapportée à 
l'unité de surface, qui agit sur cliacune de ses bases. 
Nous allons vérifier que, dans l'équilibre d'élasticité, les 
déplacements peuvent être représentés par les valeurs 

(49) u = ~ax, V —ay, w = c.z, 

a el c étant des constantes convenablement détermi-
nées. 

En eifet, ces valeurs vérifient d'abord les équations 
(46)^ déplus, d'après les formules donnent, 
pour les T , des valeurs nulles et, pour les N, des valeurs 
constantes dans toute l'étendue du milieu 

N1 = N2 = ( c — 'ia)X — 2aiJ., 

N3 = {c — 2a)l 2C¡JL. 

Or N, , N j sont nuls à la surface latérale du prisme et N;, 
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est égal à F sur ses bases; ou a doue les écjuations 

le — '2(1 [x)a = o, 

{ 1 -T- 2 I J . ) C — 2 X A = F , 

d'où l'on tire 

I - -
( 5 o ) ^ ^ - - F , — F . 

3 A -r- 2 [X ' 2 3 A 2 JJL 

Avec ces valeurs, les déplacements (49) satisfont à toutes 

les conditions d'équilibre. 

c. — Equilibre d'une couche sphérique, 

43. Soit un solide homogène et isotrope limité par 
deux sphères concentriques. Ce solide est soumis, sur 
chacune des surfaces sphériqucîs, à un(î pr ession normale 
et uniforme; on se propose de déterminer l'état d'équi-
libre. 

Plaçant l'origine au centre de figure, considérons un 
point quelconque M-, désignons par .r, j , ^ ses coor-
données dans l'état naturel et par r sa distance à l'origine, 
de sorte que 

Les forces appliquées au solide sont évidemment telles 
que, par suit(; de la déformation, le point M se déplace 
sur le rayon mené de l'origine à sa position priun'tive 
et la grandeur du déplacement s est la même pour tous 
les points primitivement situés à la même distance de 
l'origine. On a donc 

X y z 
(J2) U—t-, (V — V / ,, J, 

£ étant une Ibnction de r à déterminer. 
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44. Remarquons d'abord que ces valeurs de w, w 
sont les dérivées partielles d'une fonction cp de oo^y^ z . 

On a, en eifet, 

J J J ar dx -i- y dv ^ z dz 
u dx V dy w dz — s ^^^—^^^ 

Or la relation (5 i ) donne 

X dx -+- y dy z dz — rdr, 

donc l'expression précédente est égale à £ dr et elle est, 

par suite, la différentielle totale de la fonction 

(53) o ^ J z d r . 

11 en résulte (n® 40) que, pour satisfaire aux équations 
indéfinies de l'équilibre, il suffit d'exprimer qu(i la dila-
tation cubique est constante. Or on déduit des va-
leurs ( 52) 

du X- dz — 

dx r^ Tr ' 

dv dz _ y 2 
dy r^ dr "" 

div z- dz 

'dz r- dr r^ 

ft dz z u — -r- 2 - 7 
dr r 

(54) 

Il en résulte 

(55) 

et Von a, par conséquent, en désignant par c une con-

stante, ' 

(56) i =3c. 
dr r 

L'intégrale générale de cette équation est 

b 
(57) s — cr -I-

r-

h étant une nouvelle constante arbitraire. 

Par cette valeur des, les déplacements (02) satisfont 
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aux équations indéfinies; nous allons maintenant déter-
miner h et c, de manière à satisfaire aux équations dé-
finies. 

45. Substituant à cet effet les valeurs (62) dans les 

expressions (4^) des N, T , il vient 

On simplifie l'étude des tensions autour d'un point 
en faisant passer par ce point l'axe des x ; on a ainsi 
X r.̂  J = o, 3 = o et les valeurs (58) donnent 

dz 

' dr 

Les composantes tangentielles étant nulles, on voit que 
les tensions N^, No, N3 sont principales; la condition 

'No = N 3 montre que l'ellipsoïde des tensions est de ré-
volution autour du rayon m^né du centre au point 
considéré. 

En remplaçant enfin £ par sa valeur (57), les ex-
pressions des tensions N deviennent 

/iixb 
^ N i = ( 3 X 2 [ j i ) c — ' 

(59) . , 

Désignons maintenant par /'o, les rayons des surfaces 
sphériques qui limitent intérieurement et extérieure-
ment le solide et par Pn, P, les pressions qui s'exercent 
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normalement et uniformément sur ces surfaces; en ex-

primant que i\ 1 se réduit à — Po sur la surface intérieure 

et à —P^ sur la surface extérieure, on a deux équations 

(r,0) 

l ri 

qui déterminent /;, c, et, par les valeurs que l'on obtient 

ainsi, toutes les conditions d'équilibre sont satisfaites. 

On tire des équations (60) 

et, en portant ces valeurs dans forniubis (37) et 

(39), on obtient la solution complète du problème. 

d. — Équilibre d'une couche cy lindrique. 

Ai). Soit un solide homogène et isotropi; limité par 
deux cylindres de révolution concentriques et par deux 
plans perpendiculaires aux arêtes. Ce solide est soumis, 
sur chacune (h\s surfa(Xis cylindriques, à une pression 
normale et uniforme, et sur chacune des bases à une 
traction parallèle aux arêtes; on se propose de déter-
miner l'état d'équilibre. 

Plaçant l'origine au centre de figure, prenons l'axe 
OZ parallèle aux arêtes; soient, dans l'état naturel x , 
1', z les coordonnées d'un point M du solide et r la 
distance de ce point à l'axe OZ, de sorte que 

( 6 2 ) r ' ^ ^ y - . 

Par suite de la déformation, le point M se déplace évi-

demment dans le plan méridien passant par sa position 

primitive, et l'on peut décomposer son déplacement en 
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deux : Tuu s suivant la direction de la distance /*, 

l'autre parallèle aux arêtes. 

Nous supposerons que £ ne dépend que de r, et que çv 

est proportionnel à z. Posant, en conséquence, 

oc Y 
(63) u ^ z — y —c (p, _ 

/ r r 

nous allons vérifier que l'on satisfait à toutes les condi-
tions de l'équilibre par des valeurs convenables de la 
fonction £ et de la constante c. 

47. Les valeurs (G3) donnent d'abord 

, , , X dx y dy . 
u dx V dy w dz — z —-—cz dz, 

et l'on a, par la relation ((32), 

^ X dx Y dy ~ r dr. 

11 en résulte que l'expression précédente est égale à 
tdv cz-, et qu'elle est par suite la difrérentielle totale 
de la fonction 

(64) tdr-^^-czK 

Les valeurs (63) des déplacements sont donc les dé-
rivées partielles de la fonction o et il suffit, pour satis-
faire aux équations indéfinies de l'équilibre, d'exprimer 
que la dilatation cubique est constante. Or on déduit 
des valeurs (63 ) 

du _ X' dz y-

, dx r '^ dr 

I dv y^ dz 

dw 

- d i ' ' -
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Il en résulte 

(66) 

et, par suite, en désiguaut par a nue constante, on peut 

écrire 

(G-) 

^ dr r 

L'intégrale générale de cette équation est 
(68) £ = 

et, eu adoptant ijelte valeur, les déplacenients satisfont 
aux équations indéfinies, quelles que soient les con_ 
stantes arbitraires a, Z;, nous allons déterminer ces 
constantes de manière à satisfaire aux équations définies 
ou conditions à la surface. ^ 

48. Substituons les valeurs (63) dans les expres-
sions (4o) des (N, T). En remarquant que, d'après les 
relations (66) et (67), on a 

0 — 2a -h r, 
on trouve 

(69)/ -+-c)-f- ^ -h 

^ «s . X rr ry ( dz z -h c)-f- i\xc 13= 
r- \dr r 

Pour simplifier l'étude des tensions autour d'un point, 
faisons passer par ce point le plan X O Z ; on a alors 

.7 r, y rr. o, 
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cl les valeurs ei-clessus deviennent 

XJ X ( 2 a -4- c ) -T- 2 a ^ 1 T j — o, 

N., = X ( a -r- c ) - - 2 'JL - , T , = o, 
' r 

X3 = À ( 2 a - f - c ) 2 [JLc, Ta = o. 

Les composantes tangentielles étant nulles, les tensions 
Ni, No, N3 sont principales. En remplaçant e par sa va-
leur (68), les expressions de ces tensions peuvent s'é-
crire 

2 tjL b 
N i = - 4 - [ J L ) a - t - X c 

r-

( 7 0 ) ' . . , > 2 \ J . b 
N , 1 i x ) a - 1 - A c , 

N3 2 X a + ( X -+- 2 [JL ) C. 

Désignons maintenant par ZQ? les rayons des sur-
faces cylindriques qui limitent intérieurement et exté-
rieurement le solide, et par Py, P, les pressions qui 
s'exercent normalement et uniformément sur ces sur-
faces ^ soit enfin F la traction appliquée snr l'unité de 
surface de eliacune des deux bases. En exprimant que 
l'on a : 

i"' Sur la surface cylindrique intérieure. Ni — — Pq i 
Sur la sui'face cylindrique extérieure, N^ — P, 

3'' Sur la base, N3 — F, on a trois équations 

2 'JL b 
I -i- ix)a -f- A c V — I 0, 

' î 
2 X a - h ( - I - 2 [JL ) C = F , 

(jui déterminent Z>, c, et, par les valeurs que l'on ob-

tient ainsi, toutes les conditions d'équilibre sont satis-

faites. 
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La première et la deuxième des équatiims (71 ) don-

nent d'abord 

, . ' ' u ' 0 

^ j ^ ^ ( P o - P t ) ^ ; /j^ 

et ees relations donnent les valeurs dèiînitives de N^, 

No. Enfin la troisième équatiou (71) et la première (72) 

donnent a et c, de sorte qu'on a le système de valeurs 

(73) h = 

'2 ¡JL( 3 A -T- '1 u ) /-f — _ 2 JJL( 3 À -1- -2 ¡x) 

—'"o 
À H-a X 

\ /'f—/'G 

qui donne la solution complète du problème. 

\ L M O U V E M K I V T S JNTÉLLIEL US D E S S Y S L I V M E S I S O T R O P E S . 

49. ÈijiLations des uioiis^ements intérieurs. — Consi-
dérons un système élastique homogène, isotrope, sous-
trait à toute force extérieure et indéfini dans tous les 
sens; supposons que les points de ce système, ayant été 
déplacés, soient abandonnés avec des vitesses initiales à 
Taction des forces intérieures. Le milieu se mettra en 
mouvement, et, si l'on désigne par î/,, î , w les projec-
tions du déplacement du point dont les coordonnées 
étaient x , r ? - dans l état d'équilibre, ces projections 
devront être considérées comme des fonctions de x , 
J-, et du temps t. 

Ces fonctions satisfont aux équations (44) 
faisant abstraction des forces extérieures Xo, YQ, ZQ, 
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deviennent 
di) ^ dMi 

. du^ 
174) < + 

Le problème général des mouvements vibratoires con-
siste à trouver des fonctions iV satisfaisant à ces 
trois équations aux dérivées partielles du second ordre, 
et telles que leurs valeurs initiales, ainsi que celles d(î 

leurs dérivées soient des fonctions données 
dt dt dt 

des coordonnées x , j , 
Nous nous bornerons à montrer, par un exemple 

simple, comment on peut, à l aide des équations (74)? 
étudier les propriétés de mouvements particuliers pour 
lesquels on connait a priori la forme des fonctions qui 
représentent les déplacements. 

50. Mouvements simples. — On appelle mouvement 
simple OVL mouvement par ondes planes tout mouvement 
dans lequel les déplacements sont de la forme 

/ u = p cos (ax — by c z — -4-

(75) ^ V — q Q,o^{ax ^ by ^ cz — 

I w — r ^ h y c z — .çf-i-cp), 

/7, r/, r\ a., h^ C] 5, cp d é s i g n a n t des constantes. 

Examinons d'abord les propriétés générales de ces 
mouvements que l'on a à considérer dans un grand 
nombre de théories physiques. 

51. Les forniules (7^) montrent d'abord que l'on a 

constamment 
a ___ c _ ( C 
P ~ /y " ' 

Ann. de Mathémat.. 3® série, l. V n . (Décembre 1888.) 3 5 
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(le sorte que, pour un point queleontjue, le mouvement 
est rectiligne. 

Di^signons par p la distance du point (x , j , z) au 
plan, passant par l'origine, repr(isentti par l'iiquatiou 

( 7 6 ) A \ - ^ H Y - \ - C Z = O. 

En posant 

(77) Â zrr 

on a 

Jl 0 = ax -F h y -T- c z, 

et les formules (75) peuvent s'écrire 
I u — p c.()s(Ap — si ~~ cp), 

( 7 8 ) • ç = q cos( Jl p — si ), 

[ iv = r cos {Jip — st -t- o). 

On en conclut que tous les points situés à la menu^ 
distance du plan représenté par l'équation (76) sont, au 
même instant, déplacés de la meme manière : de là la 
dénomination de mouvements par ondes planes donnée 
aux mouvements dont il s'agit. 

32. Pour uue valeur donnée de i, les déplacements 
/¿, r, w prennent les mêmes valeurs lorsque p s'accroit 
d'une quantité /, telle que hl = cette quantité, dé-
terminée par la relation 

représente ce que l'on appelle la longueur d'ondula-

tion. 

Pour une valeur donnée de p, les déplacements z/, 

w prennent les mêmes valeurs lorsque t s'accroit d'une 
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(J lia Utile telle que .vt = 2 - : cette quantité, déterminée 

par la relation 

{ 80 ) T — — ? 
s 

représente ee que l'on appelle la durée de la vibra-
tion, 

F^nfin, les valeurs des déplacements restent les mêmes 
si l'on fait croître t de \t cl p de Ap, pourvu que l'on 
suppose 

( 8 1 ) hlp — slt = o, 

par consequent 
Ao 

la valeur de co étant 
M ' 

{ 82 ) to — - — - . 
h z 

La quantité to, déterminée par la relation repré-
sente la vitesse de propagation. 

53. Mouvements simples compatibles. — Clierclions 
maintenant les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les déplacements d'un mouvement simple pour que ce 
mouvement puisse se propager dans un milieu isotrope 
donné, c'est-à-dire soit compatible avec la constitution 
de ce milieu. 

Les expressions (70) doivent alors satisfaire aux équa-
tions (74)^ si l'on pose, pour simpliiier, 

ax -r- by -T- cz — íí -H cp = tj/, 

les valeurs (78) donnent 

di) 
e =—{ap bq cr) sia6, ~— a{ap -^-bq cr) cos<{>, 

d^ a 
¿IU /L2 P COS ^ ^ = — S'^P COS 'H, 
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et la substitution de ees valeurs, dans la première des 

équations (74)? donne, en supprimant le faeteur eom-

mun eos<|>, la première des équations 

!

(X - h ^)a{ap bq - 4 - c r ) - 4 - ( [ J i / i ^ — p ^ ^ ) / ? = o , 

[i)b{ap bq •= o, 

(X -f- [jt.) c{ap bq c/-)-4-( — p^ )̂ r = o, 

les deux autres résultant de la substitution des valeurs 

(75), faite de la même manière, dans la seconde, puis 

dans la troisième des équations (74)-

54. Si l'on ajoute les trois équations (83), respecli-

vement multipliées par <2, c, on trouve 

( 8 4 ) {ap -^bq cr) [ ( À - i - ps^] = o . 

Il faut donc que Ton ait, ou ¡JL) h- — P5-=: o, 

ou ap bq cr = o. 

00, Vibrations longitudinales. — Dans le premi(îr 

cas, la relation 
(X O 

S 
donne, pour la vitesse de propagation (o = ^ 

( 8 5 ) = 
• 2{i. 

De plus, puisque ¡JL//- — p5- = —(A-f-¡JL)/i2, les équa-

tions (83) donnent 

(86) ^ == 2 = i-. 
^ a b c 

Or j)j (/, r sont proportionnels à u^ iv; a, è , c sont 

proportionnels aux cosinus directeurs de la normale au 

plan fixe représenté par l'équation (61); donc les rela-

tions (86) expriment que la vibration est perpendicu-

laire au plan de Vonde. 



( 549 ) 

Les vibrations si.iUples, normales à l'onde plane, se 

propageant avec la vitesse (85), sont dites longitudi-

nales, 

56. Vibrations transversales, — Dans le second cas, 

l'équation a/7 -{- bq -}- cr = o exprime que la vibration 

s'effectue dans le même plan de l'onde; de plus, les 

relations (83) se réduisent à 

O , 

ce qui donne, pour la vitesse de propagation, 

(87) = 

La dilatation cubique, donnée par la formule 
0 ~ — [ a p -\-b(j -h <̂/ )cos^, est égale à zéro, de sorte 
que le mouvement a lieu sans que la densité du milieu 
soit altérée. 

Les vibrations simples, parallèles à l'onde plane, se 
propageant avec la vitesse (87), sont dites transver-
sales, 

57. En résumé, les mouvements simples qui peuvent 
se propager dans un milieu homogène et isotrope ap-
partiennent nécessairement à l'un des deux systèmes de 
vibrations, longitudinales ou transversales. Les vitesses 
de propagation, diiférentes pour les deux systèmes, ont, 
pour chaque système, une valeur déterminée restant 
la même quelles que soient les durées et les amplitudes 
des vibrations propagées. Enfin il est à remarquer que, 
dans tout mouvement longitudinal, la direction de la 
vibration est déterminée-, le mouvement est polarisé. 
Au contraire, dans tout mouvement transversal, la vi-
bration n'est assujettie qu'à être dans le plan de l'onde^ 
son orientation dans ce plan peut être quelconque. 
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08. Propagation de la lumière dans un milieu 
isotrope. '— Dans la théorie des ondulations, on attribue 
les phénomènes lumineux aux vibrations d'un milieu 
élastique particulier. On admet que, dans les corps non 
cristallisés, ce milieu peut être considéré comme isotrope 
et l'on suppose que ses vibrations sont régies par les 
équations (74)? avec la condition spéciale A -{- 2 a = o. 

En posant ^ = e, les équations peuvent alors s'éerire 

dHi i r/0 \ 
di 

u dO\ 

cP W / ^ dO \ 
'dr-

— e f liV r - • 
dr- \ dz] 

i.a condition A-f-2 [Jl = o attribue une valeur nulle à 

la vitesse de proj)agatiou des ondes longitudinales, de 

sorte que, par suite de l'hypothèse admise, le milieu ne 

peut propager que des ondes planes transversales, non 

polarisées avec la vitesse co = y/e, la même dans toutes 

les directions. 

39. Propagation de la lundère dans un milieu cris-
tallisé. — On peut rattacher la théorie physique de la 
double réfraction cristalline à la théorie de l'élasticité en 
admettant cjue, dans un cristal transparent, il existe 
trois directions telles qu'en rapportant à ces directions 
les vibrations de l'éther, ces vibrations soient régies par 
les équations 

dUi [ ^ 

7 7 F - • ^ ^ " • - Z . ' 
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qui ne cîiilerenL de celles des corps isotropes que par la 
substitution de trois coeiFicients distincts e , g au coef-
ficient unique e. 

Pour qu'un inouveinent, représenté par les formules 
(75), puisse se propager dans ie milieu, il faut que les 
déplacements w, iV satisfassent aux équations (89); en 
opérant comme au 11° 53, on trouve les trois conditions 

I s^p ~ e [h^p — a{ap bq H- c/-)], 

( 9 0 ) \ s- q = f[h' q — b( ap bq cr)J, 

l s-r = — 6-(ap -\-bq -i- cr)J. 

Désignons par /, m, a les cosinus directeurs de la 

normale <à l'oncle plane, de sorte que 

, a b c 
/ — - , rn = -ri n — Y-

h k h 

PZn divisant par ĥ  les équations (90) et observant que 

Y = (i), il vient 
h ' 

j (OJ-— e )p — — el { Ip -h mq -h nr), 

(9O I — m q nr), 

Ces équations sont linéaires et homogènes en q, r, 
et, en éliminant ces trois quantités, on a une équation 
du troisième degré en to- donnant les vitesses diiférentes 
avec lesquelles une onde plane peut se propager dans la 
direction (/, /;/, n). Pour faire l'élimination, il suffit 
d'écrire les équations de la manière suivante : 

(9-2) == = ^-(Ip^mq^ nr) 

OJ- — e w- — f to- — Î; 

On en déduit immédiatement l'équation 

fm'"' Lni''-
{O 3 ) - , ^ H ^̂  ¡ - 1 = 0 , 

qui admet une racine nulle. 
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Pour celte racine, les équations (92) donnent 

ces équations correspondent à un mouvement simple 
longitudinal; mais la condition 10-= o montre que ce 
mouvement ne peut pas se propager. 

Les deux autres racines (ô  sont fournies par l'équa-
tion 

qui coïncide avec l'équation aux vitesses des ondes 
planes trouvée par Fresnel. 

A cliacune de ses racines correspond, d'après les équa-
tions (77), une direclion déterminée de la vibration, de 
sorte que, dans chaque direction, se propagent, avec des 
vitesses différentes, deux ondes planes polarisées. 

QUESTION PROPOSÉE. 

4590. A étant le lieu des pôles d'une droite D par rapport à 
un système de coniques homofocales, trouver le lieu des points 
de rencontre de D et de A, lorsque D pivote autour d'un point 
f i x e . ( H . VALDO.) 

ERRATA. 

I^uge 443? l ignes 2, 3 et 10, au lieu de s y m m é d i a n e , lisez symédiane. 

P a g e 4^1 > l ignes i8 et 19, au lieu de directes, lisez inverses, 

i^age 4^3, l igne 3o, au lieu de l iu i l ième, lisez q u a t r i è m e . 

Même page, l igne 32, au lieu de les trois autres fa isceaux, lisez 

les autres fa isceaux. 
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LA T H É O R I E D E S C H A N C E S . 

C A L C U L D E S P R O B A B I L I T É S par M. J, Bertrand, 

Membre de l'Académie française. Secrétaire perpétuel 

de l'Académie des Sciences. Paris, Gauthier-Villars et 

Fils; 1889. 

Nous n'avons pas la prétention de juger le nouvel Ouvrage 
de M. Bertrand; nous avons pensé que le meilleur hommage à 
rendre à notre illustre Maître consistait à présenter une ana-
lyse substantielle de son Livre. Aussi bien, ceux de nos lecteurs 
qui sont étrangers à la doctrine des hasards nous sauront gré 
sans doute de leur offrir ici un résumé, dégagé de toute démon-
stration, des principes de cette théorie et de ses applications 
les plus importantes. 

I. — L 'ÉNUMÉRATION DES CHANCES. 

La nature d'un événement aléatoire détermine un certain 
nombre de cas, tous également possibles, mais les uns favora-
bles, les autres défavorables à l'arrivée de cet événement. Ce 
qu'il importe surtout de connaître, c'est le rapport du nombre 
des cas favorables au nombre total des cas, et c'est ce rapport 
qui a reçu le nom de probabilité. 

On jette deux dés n fois de suite; quelle est la probabilité 
d'amener au moins une fois sonnez, c'est-à-dire deux 6? Le 
nombre total des cas est SG'̂ ; celui des combinaisons défavora-
bles est Sô'̂ ; la probabilité est donc 

' (se) ' 
d'où l'on voit qu'il y a infériorité de chances pour gagner en 
24 coups et supériorité de chances pour gagner en 25 coups. 

Tel est le problème qui, proposé à Pascal par le chevalier 
de Méré, a donné naissance aux premières recherches sur le 
calcul des chances. 
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On peut résoudre un certain nombre de problèmes à l'aide 

de la théorie des combinaisons et de la seule définition de la 
probabilité. 

Au jeu de passe dix, l'un des joueurs jetait trois dés et ga-
gnait si la somme des points amenés surpassait lo. Quelles 
étaient les probabilités des deux adversaires? Elles étaient 
égales. Si l'on jouait avec cinq dés au lieu de trois, quel nombre 
faudrait-il substituer à lo pour laisser les chances égales? La 
théorie répond 17. 

Deux candidats X et Z sont soumis à un scrutin de ballottage; 
l'urne renferme n k billets au nom de X, et n seulement au 
nom de Z; X sera donc élu. Mais quelle est la probabilité pour 
que, pendant toute la durée du dépouillement, X ne cesse de 
conserver l'avantage? Une analyse, d'ailleurs assez délicate, ré-
pond 

k 
•1 11 -H- k 

Au jeu de la rencontre, on tire successivement d'une urne les 
m boules qu'elle contient, sans les remettre dans l'urne. Ces 
boules portent les numéros i , '2, 3, . . . , m. Quelle est la pro-
babilité pour qu'une boule au moins sorte au rang marqué par 
le numéro qu'elle porte? Dès que 771 est égal ou supérieur à g, 

cette probabilité diffère très peu de i — - = o,G3. 

\'oilà quelques-uns des nombreux exemples traités dans le 
premier Chapitre. L'auteur insiste, en outre, sur les erreurs 
qui peuvent provenir d'une constatation imparfaite ou de l'iné-
gale possibilité des divers cas. Le type des erreurs de ce genre 
est assurément le dilemme de d'Alembert : «l'événement arrive 
ou n'arrive pas; de là deux cas, dont un favorable; la proba-
bilité de tout événement est donc \ ». 

Il faut aussi se garder d'introduire, sans explication, l'infini 
dans les raisonnements. Choisir au hasard entre un nombre in-
fini de cas possibles n'est pas une indication suffisante. Quelle 
est la probabilité pour qu'un plan, choisi au hasard dans l'es-
pace, fasse avec l'horizon un angle moindre que 45°? La ques-
tion étant mal posée peut donner lieu à des réponses contra-
dictoires. On peut dire que la probabilité est puisque tous 
les angles entre 0° et QO'' sont possibles, et que ceux entre 0° et 
45'' sont seuls favorables. On pourrait dire aussi que la proba-
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bilité est 0 ,28; car, si par le centre d'une sphère on imagine 
le rayon perpendiculaire au plan, il faut, pour que l'angle en 
question soit inférieur à 45'', que l'extrémité du rayon tombe 
dans une zone dont le rapport à la demi-sphère est précisé-
ment 0,28. 

I I . — L v PROBABILITÉ TOTALE ET LA PROBABILITÉ COMPOSÉE. 

L'évaluation directe du nombre des combinaisons est le plus 
souvent impraticable, tant ce nombre croît rapidement pour 
peu qu'augmente celui des objets combinés. Demande-t-on, par 
exemple, de répartir 439 personnes en 8 groupes de 5i membres 
chacun? Le nombre des distributions possibles ne renferme pas 
moins de 429 chiffres! D'ailleurs, si Ton pouvait toujours faire 
directement le compte des cas favorables et celui île tous les 
cas possibles, le Calcul des probabilités ne serait pas une science. 
A toute science, il faut des principes. Voici les deux plus sim-
ples parmi ceux qui servent de base au Calcul des probabilités : 

Si l'on partage les cas favorables en plusieurs groupes, 
la prohabilité de l'événement est la somme des probabi-
lités pour qu'il appartienne à chacun des groupes. C'est le 
principe de la probabilité totale. 

Quand un événement consiste dans le concours de plu-
sieurs autres^ sa probabilité est le produit des probabi-
lités des événements simples dont il exige la réunion. C'est 
le principe de la probabilité composée. 

Dans l'application du premier ])rincipe, il faut veiller, en 
formant les groupes, à ce qu'aucun des cas possibles ne soit 
omis ni répété. Dans l'application du second, il importe de re-
garder si les événements simples sont ou non indépendants les 
uns des autres; et, s'il y a dépendance, on doit calculer la pro-
babilité de chaque événement simple, en tenant compte de ce 
que ceux qui le précèdent sont arrivés. 

Ainsi la probabilité d'amener avec deux dés le point 3 ou le 
point 4 pas la somme des probabilités pour amener 3 et 

pour amener 4> puisqu'on peut d'un même coup amener à la 
fois ces deux points. 

Si, de deux météorologistes, dont les prédictions ont pour 
probabilités respectives p et p', l'un dit qu'il pleuvra demain et 
l'autre qu'il ne pleuvra pas, la probabilité pour qu'ils disent 
juste tous les deux n'est pas pp' : elle est nulle. 
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Les principes sont justes; ils s'appliquent à toutes les com-
binaisons des probabilités simples évaluées en nombre. Mais, si 
l'évaluation est imparfaite, les conséquences ne méritent aucun 
crédit. 

C'est donc avec raison que M. Bertrand s'étend longuement 
dans le Chapitre II sur les précautions à prendre dans la mise 
cn œuvre des deux principes fondamentaux. Après avoir donné 
des exemples remarquables de leur fausse interprétation, il 
traite un grand nombre de problèmes dont le choix est bien 
propre à captiver le lecteur en l'initiant à ce genre de re-
cherches. Nous signalerons particulièrement les questions sui-
vantes : 

Quelle est la probabilité des brelans au jeu de la bouillotte? 

Quelle est la probabilité de la chance favorable réservée au 
banquier dans le jeu de trente et quarante? 

Au baccarat, est-il avantageux au ponte de demander une 
carte lorsqu'il a le point 5? 

Les réponses aux deux premières questions résultent de for-
mules ou de tableaux que nous ne saurions rapporter ici. Quant 
à la troisième, on peut dire : « Si, sans jouer au plus fin, dès 
le début de la partie, le ponte déclare franchement ses habi-
tudes, il doit tirer à 5. Si les conventions du jeu permettent la 
ruse, il doit se tenir à 5, en faisant croire au banquier, s'il le 
[)eut, qu'il a l'habitude de tirer. » 

I I I . — L ' E S P É H A X C E M A T I I É M A T I Q L E . 

On appelle espérance mathématique c^XvX qui prétend à 
une somme éventuelle la valeur probable de cette somme, c'est-
à-dire le produit de la somme par la probabilité que le préten-
dant a de l'obtenir. 

Dans tout j eu équitable, la mise de chaque joueur doit 
être égale ci sçn espérance mathématique ; et, par suite, les 
mises des divers joueurs sont proportionnelles à leurs pro-
babilités respectives de gagner. C'est la règle des paris. 

Lorsque des joueurs se séparent avant que la partie soit 
terminée, ils doivent partager Venjeu proportionnellement 
aux probabilités respectives qu'ils auraient alors de ga-
gner. C'est la règle des partis (compositio sortis). 

Pierre a trois pièces de Paul en a deux. Chacun doit jeter 
ses pièces, et celui qui obtiendra le plus grand nombre de faces 
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prendra les cinq pièces. Le jeu est-il équitable? Nullement, il 
est avantageux pour Pierre, dont l'espérance mathématique, 
100 
— , est supérieure a sa mise. 

Plusieurs joueurs ayant déposé chacun î "" jettent tour à tour 
[JL dés. L'enjeu total appartiendra à celui qui amènera la plus 
grande somme de points ou sera partagé entre ceux qui amè-
neront une même somme de points supérieure à celle obtenue 
par les autres joueurs. Pierre joue le premier, il amène k points ; 
quel est le nombre d'adversaires le plus favorable à ses intérêts, 
c'est-à-dire le nombre d'adversaires qui lui laisse la plus grande 
espérance mathématique? La solution dépend d'une équation 
aisée à résoudre avec une table de logarithmes. Par exemple, 
si le nombre des dés est six et si Pierre a obtenu cinq 6 et un 5, 
le nombre d'adversaires le plus avantageux est r5i44-

Parmi les questions que la considération de l'espérance ma-
thématique permet de résoudre avec élégance et facihté, il 
convient encore de citer le problème de l'aiguille et celui de 
Pétersbourg. 

Des lignes parallèles et équidistantes sont tracées sur un plan 
indéfini; on lance au hasard sur ce plan une aiguille. Quelle 
est la probabilité pour que l'aiguille, parvenue au repos, ren-
contre l'une des parallèles? La théorie répond 

iL 
CIT. 

l étant la longueux' de l'aiguille et a la distance de deux paral-
lèles. De là résulterait un moyen, assurément plus curieux 
qu'utile, de calculer approximativement le rapport T: de la cir-
conférence au diamètre. 

Le problème de Pétersbourg est resté célèbre à cause des con-
troverses singulières qu'il a suscitées. 

Pierre et Paul jouent à pile ou face aux conditions sui-
vantes : IMerre payera à Paul s'il amène pile au premier 
coup, s'il n'amène pile qu'au deuxième coup, s'il n'amène 
pile qu'au troisième coup, . . . , francs s'il n'amène pile qu'au 

î¿me coup, et ainsi de suite, de manière que la partie ne se ter-
mine que lorsque Pierre aura amené piJe. Quelle est l'espé-
rance mathématique de Paul? Le calcul apprend que cette espé-
rance est infinie. On a voulu voir là un paradoxe. Un tel jeu 
est déraisonnable, d'accord; il pourrait même devenir impra-
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ticabie si l'on introduisait la condition de déposer la mise chaque 
fois avant de jeter la pièce. Mais l'assertion du calcul est exacte, 
et rien ne saurait prévaloir contre elle, ni la doctrine de l'es-
[)érance morale de Daniel Bernoulli, ni les dissertations élo-
quentes de Buffon. 

« Un ingénieur calcule la charge capable d'abaisser deo'",5o 
le tablier d'un pont. L'épreuve est inutile, imprudente, dange-
reuse; le poids calculé est-il moins juste? Il est mauvais de 
trop charger un pont, mauvais aussi de jouer trop gros jeu. 
Cela ne change ni la théorie du jeu, ni celle de l'élasticité. » 

I V . — L E S ÉPREUVES RÉPÉTÉES ET LE THÉORÉME DE B E R N O U L L I . 

La théorie des chances acquiert une grande importance, 
lorsque, au lieu de l'appliquer à la recherche de la probabilité 
d'un événement qui ne doit plus se reproduire, on considère 
des épreuves ré|)étées un grand nombre de fois dans des circon-
stances identiques. 

Soient p el q les probabilités de deux événements contraires 
A et B, en sorte que Désignons par la notation 
( l'événement composé qui consiste dans m appari-
tions de A et JJL — ni apparitions de B, sur ¡JL épreuves. 

La probabilité de V événement ( est égale au 
(m-i-i)'^'"^ terme du développement du binôme {p-\-qY^ 
ordonné suivant les puissances croissantes de p. 

Par exemple, si, dans une urne renfermant 4 boules blanches 
et 5 noires, on fait trois tirages successifs en remettant dans 
l'urne la boule sortie, la probabilité d'amener i blanche et 
•JL rouges sera 

Tel est le principe des épreuves répétées. On en déduit cc 
corollaire important : 

Si le nombre ¡j. des épreuves est très considérable. Vévé-
nement composé le plus probable est {k^p, B̂ ^̂ )̂, c'est-à-dire 
celui où les événements simples A et B entrent proportion-
nellement à leurs probabilités. Cet événement compose, 
quoique étant le plus probable, n'a cependant qu'une probabi-
lité très faible si (jiest, comme nous le supposons, considérable. 

On regarde ordinairement la valeur la plus probable ]j.p du 
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nombre des apparitions de l'événement A comme une valeur 
normale à laquelle on rapporte les autres nombres d'arrivées de 
cet événement. Ainsi, l'on pose m — }ip — z, z étant d'ailleurs 
positif ou négatif; il en résulte ¡x — m ^xq z, en sorte que 
l'événement composé quelconque ( A,„ ; se trouve désigné 
par la quantité s est ce qu'on nomme l'ectr/'i re-
latif à cet événement. Si, par exemple, à pile ou face, sur l o o o o 

épreuves, face se présente 5017 fois, on aura (jl = 10000, ^ = 
d'où 5oooo — ^ = 0017; l'écart sera donc — 17. 

Lorsque ¡x est un grand nombre, le calcul des termes du déve-
loppement du binôme devient impraticable, même avec une 
Table de logarithmes; il faut avoir recours à la formule d'ap-
proximation de Stirling 

dont M. Bertrand donne une démonstration simple et natu-
relle. 

A l'aide de cette formule, on trouve 

(i) 
\J 2 T. \xpq 

pour la valeur approchée de la probabilité de la combinaison 
( Afx/), Bj;,^) la plus probable. 

On démontre en outre que, si Von pose 

('i) ~ f e-^' dx 
VT.Jo 

on a 

(3) p = e 
s/').\xpq 

pour la probabilité que Vécart z soit compris entre o. et — a, 
c'est-à-dire pour que le nombre d'arrivées de l'événement A soit 
compris entre ]xp — a et \xp OL. 

Enfin de cette formule remarquable, qu'on nomme formule 
des écarts, résulte aisément la proposition suivante : 

Soient p la probabilité de Vévénement A et m le nombre 
des apparitions de cet événement sur [x épreuves; on peut 
prendre (JL assez grand pour qu'il y ait une probabilité 
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aussi voisine que Von voudra de la certitude que Vécart 

relatij 
m 

devienne inférieur à toute quantité donnée. 

C'est le théorème de Jacques Bernoulli. 

Les géomètres du xvii® siècle, Pascal, Fermât, Leibnitz, 
Huygens n'avaient guère en vue que le problème des partis, 
et le Calcul des probabilités n'était à leurs yeux qu'une science 
purement spéculative. C'est le théorème de Bernoulli qui, 
publié en 1713 dans VArs conjectandi, a donné à la théorie 
des chances sa valeur objective. 

Outre la démonstration qui dérive de la formule des écarts, 
M. Bertrand donne du théorème de Bernoulli deux preuves 
|)lus élémentaires fondées sur la considération de la valeur pro-
bable du carré ou de la valeur absolue de l'écart. C'est sans 
doute par inadvertance que, dans le premier des deux Chapi-
tres consacrés à ce sujet, le théorème n'a pas été énoncé en 
termes formels. « Le hasard corrige le liasard » est une image 
heureuse, mais qui devrait être immédiatement suivie d'un 
énoncé mathématique. 

Le théorème de Bernoulli est susceptible de nombreuses appli-
cations : mais encore y a-t-il certaines précautions à prendre. 
Deux conditions sont indispensables, et il faut préalablement 
s'assurer qu'elles sont remplies : la probabilité doit rester con-
stante pendant les épreuves; elle doit en outre avoir une 
valeur objective, c'est-à-dire bien déterminée indépendamment 
<les renseignements connus, la même en un mot pour tous 
ceux qui l'évaluent sans se tromper. Par exemple, la ])robabi-
lité pour qu'il pleuve demain, la probabilité pour qu'un homme 
âgé de 40 ans vive dans dix ans, sont subjectives et ne com-
portent pas l'application du théorème de Bernoulli. M. Ber-
trand se livre sur ce sujet à une dissertation un j)eu étendue, 
mais fort intéressante. 

V . — L . \ RUINE DES JOUEURS. 

Pierre joue à un jeu équitable une série de parties. Sa mise 
à chaque partie e s t a et celle de son adversaire est b \ en sorte 
que, à chaque partie, Pierre expose a francs avec une proba-
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hilité égale à J'en gagner h. Plus b est grand, a restant 

le même, plus Pierre joue gros jeu; c'est une définition. 
Or la formule des écarts montre que la probabilité P , pour 

qu'après (JL parties la somme perdue ou gagnée par Pierre soit 
inférieure à une somme donnée S, a pour expression 

\v/'2 \xa b J 

La situation faite à Pierre par les conditions du jeu et par le 
nombre jx des parties dépend donc uniquement du produit 

Plus Pierre joue gros jeu, c'est-à-dire plus b est grand 
a restant le même, moindre est le nombre /JL des parties qu'il 
faut jouer pour amener la même situation, c'est-à-dire le même 
gain final ou la même perte; [JL est inversement proportionnel 
à b. Ainsi supposons que, dans un cas, Pierre expose à chaque 
partie lo'̂ '" j)our en gagner autant, et que dans une seconde 
série il expose encore lo'̂ '" pour en gagner 35o, le jeu étant 
toujours, bien entendu, supposé équitable; il faudra dans ce 
second cas faire un nombre de parties 3;> fois nioindre que 
dans la première, 761 par exemple au lieu de 20000. 

La quantité i — P rej)résente la probabilité j)our que la 
perte de Pierre, dans ¡x parties, aux conditions indiquées, soit, 
plus grande que S. Or les Tables de la fonction B donnent 

0 ( 0 , 0 9 ) — O , 1 0 ; 

si dojic on pose 

-0,09, 
y 1 ¡x ab 

et si l'on fait a ~b — la formule 

[X (G2,4 )S2 

indiquera le nombre des parties nécessaires pour que la proha-

bilité d'une perte supérieure à S soit égale à — • Ainsi, à la 

partie, pour avoir une probabilité égale à — de perdre loô *", 

looo'̂ ', loooo^'', looooo^'', . . . . il faudrait un nombre de parties 
égal à 624 mille, 62 millions 400 mille, 6240 millions, 624 mil-
liards, etc. 

La chance de perte est donc loin d'être eiïrayante quand le 

A/uf. de Mathëniat., série, t. Vil (Décembre 1888) . 3 6 
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nombre (Jes [)arlies est fixé d'avance, le règlement ayant lieu à 
la fin. 

Cette application intéressante de la formule des écarts nous 
ramène à la théorie du jeu, qui se mêle, bon gré malgré, à toute 
exposition des principes du Calcul des probabilités. 

La question de la ruine des joueurs et de la durée du jeu a 
préoccupé les géomètres les plus distingués, Huygens, Moivre, 
Lagrange, Laplace, Am])ère, etc.; elle est cependant loin d'être 
épuisée, tant on peut changer les conditions et varier le point 
de vue. 

Voici les principales questions traitées dans le Livre de 
M. Bertrand. 

Pierre jou(î contre le public, c'est-à-dire contre tout venant, 
ou encore contre un adversaire infiniment riche. Le jeu est 
équitable ou non, mais les conditions sont invariables d'une 
partie à l'autre. Quelle est la probabilité pour qu'il finisse par 
se ruiner? 

Désignons |)ar p la probabilité que Pierre a de gagner à 
chaque |)artie, par a sa mise, par b celle de l'adversaire et par s 
la quantité 

h)p — a, 

que nous nommerons Vavantage de Pierre à chaque coup; 
avantage qui est nul quand le jeu est équitable et qui constitue 
en réalité une défaveur lorsqu'il est négatif. 

Cela i)0sé, le calcul montre que la ruine de Pierre est certaine 
si E est négatif ou nul; si s est positif, la certitude de ruine dis-
paraît; c'est le cas du banquier dans les jeux y)ublics. Par 
exemple, à la roulette ordinaire, la probabilité p du banquier 

à chaque partie est ? et, les mises étant égales, on a 

La chance de ruine du banquier est 

' 18 \ '' 

?i étant le rapport de sa fortune à la mise totale de l'un des 

coups. Cette chance est très faible; pour n = looo, elle est plus 

{)etite que 
o , OOOOO OOOOO OOOOO OOOOO ()00~. 



( ;,63 ) 

Connaissant la fortune m. de Pierre, on peut se demander 
quelle est la probabilité pour que Pierre, jouant contre le pu-
blic, dans des conditions équitables, soit ruiné juste à la fin de 
la partie. L'enjeu étant de la partie, on trouve pour 
cette probabilité la valeur approchée très simple 

m-
ïr. 

î v 
dVui résulte la probabilité 

pour que Pierre soit ruiné avant le /JL"""''- C O U J ) . Par exemple, si 
m = loo*"'', la j)robabilité pour que la ruine de Pierre précède 
la dix-milliénie partie est o,3i54. De la première formule on 
déduit encore que le nombre UL des parties |)Our lequel la pro-
bal)ilité de voir Pierre ruiné juste au coup a la valeur 
maxima est 

¡X = m'̂  ; 

ce nombre est égal à 3333 quand 7?zcst égal à loo, et la proba-
bilité maxima est 

o ,0000925. 

Pierre et Paul, dont les fortunes sont respectivement A et B, 
font un nombre illimité de parties. Quelle est pour Pierre la 
probabilité P de ruiner Paul? Si le jeu est équitable, on a 

Quand le jeu n'est pas équitable, la réponse est moins simple; 
en désignant par a et b les mises à chaque coup, par p et 
q = \ — les probabilités respectives de Pierre et de Paul pour 
gagner chaque partie, on a 

aA+lJ_ , 

a désignant la racine positive, autre que i , de l'équation tri-

nôme 
p — q ~ o. 
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Le résultat se traduit aisément en langage ordinaire dans le 

cas particulier où a = 6 — i et A = B. Les chances de ruine 

pour les deux joueurs sont dans le rapport de p ^ à q^. 

Pierre et Paul jouent l'un contre l'autre jusqu'à la ruine de 

l'un d 'eux; A et B sont leurs fortunes primitives, a cl b leurs 

mises à chaque partie, p e.1 q — \ ~p leurs prohabilités res 

pectives de gagner l'une quelconque des parties. Quelle est la 

valeur probable Y du nombre des parties qui seront jouées? 

En d'autres termes, si l'on promet à une troisième personne, 

Jean, qui ne participe pas au jeu, par partie jouée, quelle 

«»st l'espérance mathématique de Jean? Lorsque le jeu est équi-

table, on a 

le nombre probable des parties est proportionnel au pioduit 

des fortunes. Mais qu'arrive-t-il quand le jeu n'est pas équi-

table el quelle proposition faut-il substituer au théorème si 

élégant (Ut AI. Bertrand? L'étude de ce cas nous a conduit à une 

proposition qui se recommande aussi par sa simplicité; ia for-

mule est alors 

V - ^ ^^JI^J'JT ~ ^^ 
( a b)p — a 

où P désigne la pr()l)abilité, calculée dans l'alinéa précédent, 

pour que Pierre ruine Paul. En donnant au mot avantage le 

sens précis que nous avons indiqué au commencement de ce 

paragraphe, on peut dire : le nombre probable des parties est 

égal au rap[)ort de l 'avantage total de l'tin quelconque des deux 

joueurs à l 'avantage du même joueur dans chaque partie. 

A propos de ce théorème, M. Bertrand signale une tentative 

de démonstration a priori qu'il propose comme un nouvel 

exemple de ces raisonnements en apparence fort plausibles, 

mais dépourvus de rigueur, auxquels on est particulièrement 

exposé dans la théorie des chances. Qu'on nous permette ici 

une réflexion. Les vues a priori procurent à l'esprit une satis-

faction incontestable. Mais la plupart de ces démonstrations 

ne sont-elles [)as suggérées par la connaissance préalable du 

résultat? Lorsque Poinsot disait : « les formules ne donnent que 

ce qu'on y a mis », ne plaidait-il pas un peu sa propre cause? 

Pris à la lettre, cet aphorisme de l'cminent géomètre ne serait 

rien moins (fue la négation de l 'Algèbre. Les transformations 
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(l'une équation algébrique ne .sont au fond que des transforma-
tions de l'idée qu'elle exprime; mais, faites d'une main sûre 
d'après des règles connues, elles conduisent naturellement à 
des rapprochements qui, sans le secours des formules, reste-
raient souvent inaperçus. 

Pierre et Paul jouent l'un contre l'autre avec des probabi-
lités égales. Ils possèdent chacun n francs avant d'entrer au 
jeu; à chaque partie le perdant donne î *" au gagnant, et le jeu 
ne cesse que lorsque l'un quelconque des joueurs est ruiné. 
Quelle est la probabilité pour que le jeu se termine précisémeiit 
à la fin de la partie? Cette probabilité est nulle si p , — n 
est impair; mais, si ¡JL — n est ])air, l'expression de la probabi-
lité, sans être com[)liquée, ne saurait être traduite simplement 
en langage oïdinaire; elle contient en facteur un déterminant 
composé, chose assez curieuse, avec les coefiicients de la fonc-
tion bien connue V/̂  que l'on rencontre dans la théorie de la 
division du cercle en parties égales. Pour n = 2 ou n = 3, ce 
déterminant se réduit a son terme principal et l'on obtient les 
résultats sui\ants : si la fortune primitive de chacun des joueurs 
est de 2̂ % la ])robabililé j)Our que le jeu cesse au coup 

est tandis que, si la fortune [)rimitive est égale à la 

probabilité pour que le jeu se termine à la (2 J J L - + - r p a r t i e 

Les joueurs systématiques espèrent accroître leurs chances 
de gain en observant une certaine |)rogression dans leurs mises, 
en réglant d'une certaine façon leurs entrées au jeu et leurs 
sorties. Pierre, par exemple, entre au jeu, supposé équitable, 
avec la résolution de continuer tant qu'il gagnera et île se re-
tirer dès sa première perte. Il se dit que le nombre des partie-^ 
pouvant être illimité, son bénéfice j)eut être immense, tandis 
que sa perte ne peut dépasser sa mise pour une seule partie. 
Pieire se leurre d'un vain espoir; /? étant sa probabilité et 
ç =z I — p celle de son adversaire pour gagner l'une quelconque 
des parties, et a/ et désignant les mises des deuTt joueurs à 
la partie de rang i, la valeur probable des sommes que Pierre 
espère toucher a pour expression 

pcj^ay-^ ) -f- p^-qia^-i- ] 
— p̂  q ( «1 -H 61 -4- «2 — -h -i- . 
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tandis que la valeur probable de ses débours possibles est 

qai-h /»^(«i-h a-i) «2+ «3) -4- - • 

or ees deux valeurs sont égales, puisque, le jeu étant équitable, 

on a 

p(ai-h bi) =z ai. 

Ce calcul n'était pas d'ailleurs indispensable. Toutes les combi-
naisons plus ou moins ingénieuses des joueurs systématiques 
sont illusoires; si le jeu est équitable, l'espérance mathématique 
du joueur est pour chaque partie égale à celle de son adver-
saire, et cette égalité subsiste quels que soient la progression 
des mises et le nombre des parties. Le joueur peut accroître la 
valeur possible de son gain, mais en diminuant proportionnel-
lement la probabilité de l'obtenir. 

V I . — L.V P R O B A B I L I T É A P O S T E R I O R I . 

Après cette digression sur la durée du jeu, revenons aux 
principes; il n'en reste plus qu'un à exposer : c'est le théorème 
sur la |)robabilité des causes ou la probabilité a posteriori, que 
Bayes a fait connaître en 1763 dans les Transactions philoso-
phiques. 

Il l'ésulte des principes de la probabilité totale et de la [)ro-
babilité composée que, lorsqu'un événement E peut provenir 
de plusieurs causes Ci, Co, . . . , C/̂  qui s'excluent mutuelle-
ment, sa probabilité a pour expression 

P^.qi-^ ^ ' Pnqn, 

qi désignant la probabilité d'action a priori, c'est-à-dire avant 
toute épreuve, de la cause C/, et p i désignant la probabilité 
que la cause C/, quand elle agit, donne à l'événement. 

Mais, après l'épreuve, quand l'événement E est arrivé, la 
probabilité Q/ pour qu'il soit dû à l'action de la cause C/ dif-
fère de qi \ on lui donne le nom de probabilité a posteriori 
de la cause considérée. 

Un exemple rendra la distinction très sensible : deux urnes, 
d'apparence semblable, renferment, la première, 6 boules blan-
ches et I noire; la seconde, x boules blanches et 5 noires; 
l'événement consiste dans l'extraction d'une boule blanche. Les 
causes sont ici les deux urnes; leurs probabilités d'action 
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a priori sont g^^ q^ — i , puisque les urnes sont semblables. 

Les probabilités que le choix de Turne donne à révénement 

sont jPi = - pour la ])remière urne et JO2 = ? pour la seconde; 

en sorte que la probabilité de la sortie d'une boule blanche est 

1 G _ 1 2 _ 4. 
2 7 2 7 " 7 

Posons maintenant la question d'autre sorte. Supposons que 
l'événement ait eu lieu, que la boule tirée soit blanche. Si l'on 
demande quelle est alors la probabilité Qi i)our que la boule 
provienne de la première urne, on sent bien que Qi n'est pas 

égal à i ? mais lui est supérieur. 

La règle de Bayes a pour objet la détermination de ces ]>ro-
babilités a posteriori Qi, Q2) • • - ^ Q«- Voici son énoncé : 

Plusieurs causes Ci, Co, C a peuvent produire un évé-
nement lî]; q a sont les probabilités a priori de 
ces causes, et p^, p2, . . ., pn sont les probabilités que cha-
cune d.^ elles donne à V événement. Quand V événement E 
a eu lieu, la probabilité pour qu'il soit dû. ci la cause C/ 
est donnée par la formule 

Q . ^ PiJi 

En d'autres termes, les probabilités a posteriori Qi, Q2, ..., Q/̂  
sont j)roportionnelles aux produits de la probabilité a priori 
de chaque cause par la probabilité qu'elle donne à l'événe-
ment. 

Dans l'exemple considéré ci-dessus, on a 

Q i - 7 et 
^ 4 

Une urne contient des boules blanches et des boules noires. 
Chaque boule porte un des n"'' 1, 2, n. On connaît pour 
l'un quelconque i de ces numéros le rapport cii du nombre des 
boules marquées i au nombre total des boules, et aussi le. rap-
port P i du nombre des boules blanches marquées ¿ au nombre 
total des boules qui portent le même numéro. On a tiré une 
boule, elle est blanche; quelle est ia probabilité Q/ pour qu'elle 
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porte le n® ¿2 La solution est donnée par la formule (4) : ici ce 
sont les numéros qui représentent les causes. 

Une urne contient [JL boules, blanches ou noires, en propor-
tion inconnue. On a fait n tirages, en remettant chaque fois 
dans Turne la boule sortie. Les ri tirages n'ont amené que des 
boules blanches. Quelle est la probabilité Q|x pour que toutes 
les boules de l'urne soient blanches? 

Toutes les hypothèses sur la composition de l'urne sont pos-
sibles : ce sont là les causes Go, Ci, G2, G^. La cause G ,̂ 
relative au cas où l'urne serait composée de i boules blanches 
et de jj.— i boules noires, donne à l'événement la probabilité 

Pi ( i \ 

- j • ÎNlais les probabilités, a priori, q^, . . . , q^^ des di-

verses compositions de l'urne resterit complètement inconnues. 

I.a probabilité demandée, c'est-à-dire la probabilité a poste-

riori de la cause Gjj, contient donc dans son exj)ression O - ^^ 

les rapports inconnus de <7,, <70, . . . , à q^. 
Le problème, tel qu'il est posé, est donc insoluble, les don-

nées étant insuffisantes. 11 devient bien déterminé, si l'on ad-
met que toutes les compositions de l'urne sont également pos-
sibles : les ¡ apports en question sont alors égaux à l'unité et 
l'on a 

IJL" 

Le problème serait encore déteiininé, mais le résultat se-
rait tout autre, si l'on admettait que la composition de l'urne 
a été faite au moyen d'un tirage au sort de la couleur blanche 

ou noire, a\ec piol>abiIité ^ pour chacune des couleurs, ou, ce 

qui revient au même, en tirant à pile ou face la couleur de 
chaque boule. Alors, les probabilités a jo/ iort <71? •• 

seraient les divers termes du développement de ^^ ^ 

et l'on aurait 

o „ = -

X 
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Une indéterminatiôn du même genre se rencontrerait dans le 

problême suivant : 

Une urne contient (J. boules, blanches ou noires, en propor-
tion inconnue. On a fait m - f - n tirages, en remettant chaque 
fois dans l'urne la boule sortie. On a ainsi obtenu m boules 
blanches et n noires. Quelle est la composition la plus pro-
bable de l'urne? 

Toutes les hypothèses sur la composition de l'urne étaient 
possibles avant l'épreuve. Le nombre x des boules blanches 
peut prendre toutes les valeurs entières entre o et JJL; chacune 
de ces hypothèses sur la valeur de x donne à l'événement, 
c'est-à-dire à la sortie de m blanches et de n noires, la pro-
babilité 

\ .2. . .{m n) fx 

I . 2 J . 2 . . . 7 1 \ }JL 

mais la probabilité a priori de chacune de ces hypothèses sur 
la Aaleur de x reste inconnue, et le ])roblême reste insoluble 
tant qu'on n'ajoute rien à l'énoncé. 

Si l'on complète l'énoncé en regardant toutes les hypo-
thèses, en nombre infini, comme également possibles, les quan-
tités q qui figurent dans la formule de Bayes disparaissent, et 
les ])robabilités a posteriori Q deviennent simplement pro-
portionnelles aux Naleurs de /;, c'est-à-dire aux valeurs de 

xf" {IX — xy^ 

La composition la plus probable de l'urne répondra donc à 
la valeur de x qui rend ce produit maximum ; et comme, d'a-
près un théorème élémentaire, cette valeur de x est donnée 
par la relation 

X _ _ [JL — X 

m n 

on voit que, dans la composition la plus probable, le rapport 
du nombre des boules blanches à celui des boules noires sera 
celui de m à 71. 

Si Ton complétait, au contraire, l'énoncé, en admettant, ce 
qui est plus rationnel, que la composition de l'urne a été fixée 
par le hasard, c'est-à-dire,. comme nous l'avons expliqué au 
problème précédent, en tirant à pile ou face la couleur de 
chaque boule, le résultat serait bien différent. On trouve alors 
que, dans la composition la plus probable de l'urne, le rap-
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port du nombre des boules blanches à celui des boules noires 

est , si [JL est assez grand ^ égal au ra[)port de {x -i- 9. m à 

Il faut bien le dire : on a fait parfois de la règle de Bayes des 
applications bien peu judicieuses. Buffon a jeté fois une 
pièce de monnaie et a obtenu face 2048 fois. Quelle est la pro-
babilité pour que la pièce fiit imparfaite et eût une tendance 
à favoriser face? La question est insoluble, les données man-
quent, la probabilité a priori de telle ou telle imperfection de 
la pièce est inconnue. Poisson l'a cependant calculée. Mais sou 
raisonnement su])pose que, si Ton désigne respectivement j)ar 

^ -I- ^ et i — z les probabilités données par la pièce à l'arrivée 

de face et à l'arrivée de pile, toutes les valeurs de ^ entre — 

et -h- ^ soient également possibles a priori. Il trouve 0,81 pour 

la probabilité que ^ soit positif. M. Bertrand fait voir que, si la 
pièce n'avait été jetée qu'une fois et qu'elle etit montré face, un 
calcul fondé sur le même principe donnerait 0,75 pour la [)ro-
babilité que la pièce eût une tendance à favoriser face. Or, dans 
ce cas, révénement ne saurait évidemment rien apprendre sur 
la quidité de la pièce. Que vaut donc le principe du calcul de 
Poisson ? 

La liste serait longue des erreui-s de ce genre, que M. Ber-
trand se plaît à relever, saisissant ainsi l'occasion d'cîxercer sa 
verve étincelante, pour la grande joie de ses lecteurs. 

Un corollaire important du théorème de Bayes est relatif à 
la reclierche de la probabilité des événements futiirs déduite 
des événements observés, l.e voici : 

Soient et K' deux événements dépendant Vun et Vautre 
des causes (li, ÎU, .. ., C,, dont les prohabilités a priori sont 
^ î • • ' ' qfi 'i soient encore p^, »... pn 

les probabilités 
que ces causes donnent à V événement E, et p^i^ ....p,^ 
les probabilités qu'elles donnent à V événement VJ .La proba-
bilité pour que, Vévénement E ayant eu lieu, Vévénement E' 
se produise, a pour expression 
/ 5 ) 7^1 /^W1 P-L p'i y 2 -f- • . • -f- Pn Pn qn ^ 

Par exemple, une urne contient des boules blanches et des 
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boules noires en proportion inconnue: toutes les hypothèses sur 
la composition de l'urne sont supposées également possibles. 
On a fait m^ n tirages, en remettant chaque fois dans l'urne 
la boule sortie. On a amené de la sorte m boules blanches et 
n noires. Quelle est la probabilité pour qu'un nouveau tirage 
donne une boule blanche? On trouve 

Plus encore peut-être que le théorème de Bayes, cette for-
mule a donné lieu à des a])plications ridicules. Condorcet n'est-
il pas allé jusqu'à en déduire la probabilité pour que le Soleil 
se lève demain! Mais comment acce[)ter l'assimilation entre la 
probabilité de voir le Soleil se lever et celle d'extraire une 
boule blanche? L'une des probabilités est subjective, l'autre est 
objective. D'après Condorcet, la probabilité de voir le Soleil se 

lever a donc été ^ au lendemain de la création de l'homme, 

3 , , . 4 . . , 3 6 6 , ^ 
- au surlendemain, - au jour suivant, — ^>997 au bout 
4 3 3()~ 

d'une année; elle serait 

21915oi 

après six mille ans. 
Si la croyance au lever du Soleil s'est changée en certitude, 

« c'est par ia découverte des lois astronomiques et non par le 
succès renouvelé d'un même jeu de hasard ». 

M l . — LOI DE P R O B A B I L I T É D E S E R R E U R S F O R T U I T E S . 

Parmi les applications de la doctrine des chances, celle qui 
offre le plus d'intérêt est relative à la combinaison des erreurs 
d'observation. 

Il semblait qu'il n'y eût guère qu'à glaner dans un champ 
si habilement exploité par Gauss : on va voir cependant quelle 
moisson abondante M. Bertrand a su encore y recueillir. Mais, 
avant d'analyser les quatre Chapitres consacrés à ce sujet, nous 
devons préciser le problème à résoudre. 

Les erreurs inhérentes à ia mesure de toute grandeur phy-
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sique sont dites systématiques ou fortuites, suivant que les 
causes qui les produisent sont permanentes et régulières ou ir-
régulières et accidentelles. Les erreurs provenant d'une imper-
fection spéciale de l'instrument employé, d'une tendance par-
ticulière de l'observation, d'une défectuosité de la théorie, etc., 
se rapportent à la première classe, tandis qu'il faut ranger dans 
la seconde les erreurs dues à l'imperfection générale de nos 
sens, aux ébranlements de l'air, aux trépidations des sup-
ports, etc. Nous excluons de la recherche actuelle les erreurs 
systématiques : c'est à l'observation qu'il appartient de recher-
cher les causes qui peuvent engendrer une erreur constante, 
pour a|)précier leur efl'et et en purger les observations. 11 en 
est tout autrement des erreurs fortuites; on est obligé de les 
tolérer, et c'est [)ar une combinaison habile des résultats qu'on 
peut réduire leur iniluenee. 

La question se pose dès lors en ces termes : 
On a déterminé, à l'aide d'observations faites avec le mémtî 

soin, les valeurs 

ru ..., ra 
de Tl fonctions, 

. A ( u , V, W , . . . ) , y ; ( i j , v , w , . . . ) , 

de m inconnues U, V, W . . . .; /¿est plus grand que m. On de-
mande de trouver les meilleures valeurs de U, V, W , 

A chaque système u, p, w, . . . de valeurs attribuées à U, 
V, W , . . . répondent des différences 

f.{u, r, (r, . . .) —ro, 

fn{u, r, (r, . . .) — ra 

entre les valeurs calculées et les valeurs observées. On donne 
à ces différences le nom de résidus. 

L'idée qui s'offre la pi emière serait de choisir les valeurs de 
u, V, w, . . . qui rendent minimum la somme des valeurs abso-
lues des résidus. Mais, comme l'Analyse mathématique se prête 
mal à cette condition, Legendre a été conduit à considérer une 
somme de puissances paires des résidus, et particulièrement la 
somme de leurs carrés, afin d'éviter la complication des cal-
culs. La méthode à laquelle il a donné le nom de méthode des 
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tnoindres carrés consiste donc dans le choix des valeurs de w, 
c, w, . . . qui rendent les sommes des carrés des résidus mi-
nima. 

Ges considérations n'ont, il est vrai, rien de rigoureux; mais 
il faut reconnaître aussi que la question a été posée d'une ma-
nière un peu vague. L'énoncé devient plus précis lorsque, au 
lieu de demander les valeurs les meilleures, on demande les va-
leurs les plus probables. 

Seulement une nouvelle question surgit alors : quelle est la 
loi de probabilité des erreurs fortuites ? Voici ce qu'il faut 
entendre par là : 

D'après le principe de la probabilité totale, si un intervalle 
se compose de plusieurs autres, la probabilité pour qu'une 
erreur tombe dans l'intervalle total est la somme des probabi-
lités pour qu'elle tombe dans chacun des intervalles ])artiels. 
La probabilité pour qu'une erreur tombe entre et x dx est 
donc la diiTérentielle o{x)dx de la fonction qui exprime la 
probabilité pour que l'erreur tombe entre o et x, et la proba-
bilité })our qu'une erreur tombe entre a et b est exprimée par 
l'intégrale ^ 

f ^ix)dx. 
• (t 

La recherche de la fonction qu'on nomme la facilité 
de l'erreur .r, est donc la première à entrej)rendre. 

Disons tout de suite avec Gauss que, à proprement parler, 
cette recherclie est vaine : « Vix, ac ne vix quidem, nunquam 
in praxi possibile erit, hanc functioneni a, priori assi-
gnare. » On ne saurait découvrir ce qui n'existe pas; mais on 
peut cherciiei- une expression analytique qui traduise fidèle-
ment les caractères généraux des erreurs fortuites et que ses 
conséquences justifient. 

Tout le monde s'accorde à reconnaître aux erreurs fortuites les 
trois caractères suivants : deux erreurs égales et de signes con-
traires ont la même probabilité; dans une même série d'obser-
vations, toutes les erreurs restent comprises entre deux Hmites 
très resserrées — / et -f- /, dont la valeur absolue dépend du 
genre des observations; enfin, entre les limites — l et -f- /, les 
erreurs sont réparties de telle façon que les plus petites soient 
notablement les plus probables. 

11 résulte de là que ' f( .r) doit être une fonction impaire. 
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prenant sa valeur maximum pour x — o, puis décroissant ra-
pidement quand x varie de o k± l, de manière à avoir des 
valeurs insensibles entre — / et — cc, ainsi qu'entre -h / et -l- î»; 
on a d'ailleurs par là même 

(6) 

Ces diverses pro|)riétés sont insuffisantes pour déterminer 
o{x). Mais il n'en est plus ainsi lorsque les observations 
sont assez bien faites |)our que les carrés et les produits des 
erreurs soient négligeables; dans ce cas, comme le démontre 
M. Bertrand, on a 

k ,, „ 
(7) = c-/'"-»". 

V̂ T: 

La dernière condition énoncée est en général remplie dans la 
pratique; c'est ce qui explique pourquoi cette formule se trouve 
si bien justifiée |)ar ses conséquences. 

Cette loi de probabilité des erreurs fortuites a été donnée 
pour la première fois par Gauss, dans sa Théorie du mou-
vement des corps célestes. La méthode des moindres carrés 
en est un corollaire immédiat. Dans le cas particulier oij il 
s'agit d'une même grandeur X dont on fait n mesures Xi, 
Xi, . . . , x,i, la méthode donne la moyenne arithmétique 

[)Our la valeur la plus probable de X. 
C'est en quelque sorte la marche inverse de la précérlente 

que Gauss a suivie pour établir la formule (7). Il prend pour 
))oint de dé[)art cette proposition regardée comme un axiome : 
la moyenne arithmétique entre plusieurs mesures est la valeur 
la plus probable. 

Après avoir rapporté la démonstration de Gauss, M. Bertrand 
se pose une question intéressante et qu'il résout avec beaucoup 
de bonheur : si, au lieu de prendre la moyenne arithmétique 
|)our valeur la ]Î1US probable, on attribuait cette propriété à 
une autre fonction 

'^(XI. X.J,. . . - , XFI ) 



( ) 
(les a mesures, existerait-il une loi correspondante de proba-
bilité des erreurs? La réponse est négative; elle s'exprime 
élégamment : l'existence d'une loi de probabilité impose à la 
fonction il une forme telle que, si l'on donne à toutes les me-
sures prises, ¿Pi, ¿To, . . , , un même accroissement quel-
conque a, la fonction croisse elle-même de a. 

Pour compléter l'étude de la loi de Gauss, il faut indiquer la 
signification du paramètre /r, apprendre à calculer pour chaque 
série d'observations la valeur correspondante de ce paramètre, 
enfin montrer comment on a ])u vérifier l'exactitude de la for-
mule (7). 

Quand on a eifectué sur un angle deux séries de mesures, en 
changeant d'instrument d'une série à l'autre, si une erreur 
d'une minute dans le premier système est aussi probable qu'une 
erreur d'une seconde dans l'autre, chacun s'accordera à re-
connaître que le second système de mesures est 60 fois plus 
])récis que le premier. Nous dirons done, d'après cela et d'une 
manière générale, que la précision P d'un système de mesures 
est a fois plus grande que la précision I*' d'un autre système, 
si la probal)ilité d'une erreur comprise entre et ^ -h dz pour 
une mesure du premier système est égale à la probabilité d'une 
erreur comprise entre oiz et 7.Z d.T-z dans une mesure du 
second. La condition 

A dz^-^ dz, 
/TT V̂ TU 

exige k — a/i' et, par suite. 

La précision d'un système d'observât ions sera donc me-
surée par la valeur correspondante k du paramètre, si l'on 
prend pour unité de |)récision celle d'un système dont le para-
mètre serait égal à i . 

Voyons maintenant comnient on peut calculer la valeur 
de K qui répond CL un système de mesures. 

Plaçons-nous d'abord dans le cas où les mesures portent sur 
une grandeur dont la valeur serait exactement connue. 

On calculera alors en fonction de k l'expression /(/e) de la 
valeur probable d'une puissance quelconque x^ de l 'erreur; et. 
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comme, en vertu du théorème de Bernoulli, sur un grand 
nombre n d'épreuves, la valeur probable d'une quantité diffère 
peu de la moyenne arithmétique, si l'on désigne par 

. . en 

les erreurs successivement commises dans les n observations, 
on aura la relation approximative 

d'où l'on déduira k. Si, pour abréger l'écriture, on représente 
par S/ le numérateur du premier membre, on trouve pour k 
les expressions 

dont la concordance constitue une véritable vérification de la 
loi de probabilité des erreurs. Les deux premières sont les plus 
simples, et l'on démontre qu'entre les ileux c'est la seconde 

I So 
( 8 ) 

n 

([ui mérite le plus de crédit. M. Bertrand fait connaître |)lu-
sieurs autres formules pouvant remplacer les piécédentes, el 
parmi lesquelles nous signalerons celle-ci : 

S.> 
•2 A - 11 ^ 1 

qui est analogue à (8) et probablement plus exacte. 

Voici encore, pouvant servir au même objet, plusieurs résul-
tats bien dignes de remarque à cause de leur simplicité. Si l'on 
groupe les observations deux à deux, en chargeant le hasard 
de les associer, et que dans chaque groupe on choisisse la plus 
grande des deux erreurs, ^L Bertrand trouve, pour les valeurs 
probables de cette erreur et de son carré, 

I/'2 I / 2 \ 

Si Ton giou[)ait au hasard les ei-reurs trois ])ar trois, la 
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valeur probable du carré de la plus grande des.trois serait 

\ TT 
etc. 

Les formules que nous venons d'indiquer pour le calcul de k 
renferment les erreurs vraies, puisque nous avons supposé que 
la grandeur considérée était exactement connue; dans la pra-
tique, la grandeur considérée X n'est connue que par les me-
sures Xi, cr̂ , qu'on en a prises. Gomment alors cal-
culer k? Tout simplement en substituant, dans l'une des formules 
précédentes, aux erreurs vraies qu'on ne connaît pas, les erreurs 
présumées, c'est-à-dire les différences entre les mesures Xi, 
X2, .. x„ et leur moyenne arithmétique ^ qui est la valeur la 
plus probable de X. Ainsi, à la formule 

I (X — + .r̂ O-io) — ^ ? 

on substituera la suivante 

j.kj n 

qui déterminera ap|>ro\iniativement le paramètre. 
Mais on peut faire un peu mieux. On d('duit de ( 8) et (9), par 

un calcul facile, la relation 

I _ T 11 1 2 ^ 

où Cf représente l'erreur vraie X — Xi et d'où l'on déduit, en 
négligeant le dernier terme, dont la valeur ])robable est nulle. 

•2ki 'ik^ 71 

D'après cela, on déterminera finalement le paramètre k par ia 
formule 

'ik'^ n — I 

qui, depuis Gauss, est adoptée. 

M. Bertrand ne pouvait manquer de signaler le point faible 

de la démonstration. « Une grandeur », dit-il, « dont la valeur 

Ann. de Mathemat., série, l. V̂ II. (Décembre 1888.) 
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probable est petite, est eertainement petite elle-même quand 
elle est essentiellement positive; mais, quand elle peut, comme 
ici, changer de signe, la valeur probable étant nulle, cela prouve 
seulement que les valeurs positives ont même probabilité que 
les négatives. » Cela est parfaitement vrai; mais il n'en résulte 
pas non plus qu'elles soient fort grandes. C'est à l'expérience 
à décider; elle donne raison à Gauss et à ses adeptes. D'ailleurs, 
la formule (8) n'est pas mathématiquement rigoureuse, et si 
l'on compare la formule i ro ) à la suivante 

I _ ( ; — JTI )" -i- . . . — (• Ç .Tj, )2 
(II) 

'2 /¿ 

que l'on déduit immédiatement de (8) en substituant les 
erreurs présumées aux erreurs vraies, on voit que la formule 
( i l ) fournira pour k une valeur plus grande que la formule 
(lo); on risque donc moins en choisissant la relation (lo), qui 
attribue au résultat une précision moindie. Enfin, dans le cas 
extrême où l'on ne mesurerait la grandeur qu'une fois, la for-
mule (I i), ayant alors son numérateur nul et son dénominateur 
égal à ï , est absurde : elle accuse une précision infinie alors 
qu'on n'a aucune donnée sur la précision; la formule ( lo) est 

plus logique, elle donne 

Nous avons indiqué comment la comparaison des diverses 
expressions que l'on peut employer pour calculer k permettait 
de vérifier la loi de Gauss. La vérification directe a été entre-
prise, la première fois, par Bessel ; elle est fondée sur ce que, 
dans une série suffisamment nombreuse d'observations, si l'on 
partage les erreurs en groupes bien définis, chaque groupe se 
présentera, en vertu du théorème de Bernoulli, un nombre de 
fois à peu près proportionnel à sa probabilité. Bessel a étudié 
4-0 observations de Bradley portant sur les coordonnées, au-
jourd'hui bien connues, d'une même étoile. Après avoir réduit 
soigneusement les mesures de ce « modèle des observateurs », 
Bessel a classé les erreurs par ordre de grandeur; il a compté 
le nombre des erreurs, tant positives que négatives, qui étaient 
renfermées dans chacun des intervalles 0 ,̂0 et o%i, o®, i et 
o%-2, et il a comparé les nombres ainsi obtenus avec les 

nombres probables que donne, pour les erreurs de chaque 
groupe, la formule de Gauss. L'accord est plus satisfaisant qu'on 
ne l'eut espéré. L'éf)reuve a été depuis renouvelée bien des fois. 
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et toujours avec Je même sueeês, pour diverses séries d'obser-
vations préalablement purgées de toute erreur systématique. 

La loi de probabilité des erreurs permet de prévoir, lorsque 
les épreuves sont nombreuses, tous les détails relatifs à la série 
des erreurs eommises. M. Bertrand en donne des exemples in-
téressants. 

Nous signalerons partieuliérement eelui-ei : 
On a mesuré n fois une grandeur : tout est régulier; après 

avoir déterminé /v, on ealeule l'erreur X telle que la probabilité 
pour qu'une erreur soit inférieure à X ait une valeur donnée p \ 
puis on rejv^tte toutes les mesures dont les différences avec la 
moyenne sont moindres que X, et l'on ])rend })our valeur ap-
prochée de la grandeur, au lieu de la moyenne générale, la 
moyenne des mesures réservées, dont le nombre m diffère peu 
de np. Y a-t-il avantage à opérer de la sorte? La réponse est 
affirmative en supposant, bien entendu, que m soit un grand 
nombre. M. Bertrand calcule la vale'ur probable du carré de 
l'erreur, et il trouve que, dans le second eas, elle est multipliée 
par un facteur qui décroît sans limite quand X diminue. 

V L L L — L E TÎR A LA CIBLE. 

A la loi (le probabilité des erreurs fortuites se rattache la 
formule de Bra\ais sur les erreurs de situation d'un point, 

La probabilité d'une erreur comprise entre M et u-^ du \)Our 
l'abscisse et entre v el c -f- dv pour l'ordonnée d'un point a 
pour expression 

( I s>. ) 

On est amené à cette formule par l'application de la loi de Gauss, 
suivie de quelques transformations analytiques. On en déduit 
celte proposition, énoncée en 1709 par Cotes : si plusieurs po-
sitions ont été obtenues, qui méritent la même confiance, la 
position la plus probable du point sera le centre des moyennes 
distances des positions obtenues. 

On peut, inversement, prendre pour point de départ le théo-
rème de Cotes considéré comme un postulatum et remonter à 
la formule ( 19). 
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Cette formule s'applique à la probabilité des écarts clans le tir 

à la cible. 

La première question à résoudre est alors la détermination 

des valeurs des constantes /r, k\ 1 pour un certain tireur et 

pour une arme donnée. On y parvient de la manière suivante : 

désignons par u et ç les coordonnées du point où frappe 

la balle par rapport à deux axes passant par le centre des 

moyennes distances de tous les points frappés (iii, (̂ i), (u^, V2), 

^n), supposés cn très grand nombre ; on exprimera en fonc-

tion des constantes k, k', X les valeurs probables de et 

de LW\ puis on égalera ces expressions aux quantités 

on aura de la sorte, en vertu du théorème de Bernoulli , des 

relations suffisamment approximatives, d'où l'on tirera les va-

leurs 

^ _ ^ _ 
B " A " C ~ ¿Tac — B2) 

des constantes. 

Cela fait, si l'on pose 

A - 4 - 2 X Mc -h u'-̂  H, 

la probabilité pour que, pour l'arme et le tireur considérés, une 

balle tombe entre les deux ellipses correspondant à H et W-^dW 

aura pour expression 

Par suite, la probabilité pour que la balle frappe en dehors de 

l'ellipse correspondant à une valeur Hi du paramètre H sera 

Les neuf ellipses semblables, correspondant aux neuf valeurs 

o,io53G 0,2-2313 0,35669 0,51082 

0,69315 0,91329 1,20677 1,60944 

2,3O359 
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du paramètre H, partageront le plan en lo régions, contenant 
très vraisemblablement chacune le dixième du nombre dos 
birltes tirées. La première de ces régions est la plus petite de 
ces ellipses; la dernière est la portion indéfinie du plan située 
au delà de la plus grande ellipse. 

M. Bertrand a appliqué les résultats précédents à l 'examen de 
1000 coups tirés par des tireurs habiles, à 200"* de distance, 
avec dix armes de même modèle, chaque tireur tirant 10 coups 
avec chaque arme. Les nombres de balles, qui devaient être 
théoriquement tous égaux à 100 pour chacune des dix régions, 
ont été trouvés égaux à 

99, 106, 100, 108, 100, I I 5 , 89, 94, 90, 97. 

L'accord, comme on le voit, est assez satisfaisant pour con-
firmer la théorie. 

I X . — L \ MÉTHODE DES MOINDRES CARRÉS. 

Dans le cas général, au lieu de n mesures d'une même gran-
deur, on a à considérer les valeurs /'i, . . . , fournies par 
l'observation, de 11 fonctions 

/ i ( U , V, \ Y , . . . ), U, Y , \ Y , . . . ), . . . , Y , \ Y , . . . ), 

de m inconnues U, Y, W , . . . , m étant plus grand que n. L'ap-
plication immédiate du principe de la méthode des moindres 
carrés, c'est-à-dire la recherche des valeurs u, c, w, qui 
rendent minimum la somme des carrés des résidus 

/ o O , c, qp,. ./) —7-2, 

fn{u, C, . . . ) — 

conduirait à des calculs inextricables sans une circonstance 
heureuse qui se présente toujours dans la pratique, et qui 
consiste en ee que l'on connaît d'avance des valeurs appro-
chées A, B, G, . . . des inconnues U, Y, W , . . . , telles que l'on 
soit en droit de négliger les carrés et les produits des diffé-
rences U — A, Y — B, W — G, . . . , que nous désignerons res-
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pectivement par X, Y, Z, . . . ; on a alors, en négligeant x"̂ , 

xy, xz, 

et comme //(U, V, W , . . . ) est donné par l'observation et que 

//(A, B, G, . . .) et ses dérivées sont immédiatement calculables, 

le problème est ramené à la recherche des valeurs de x, y, 
z, , . . qui rendent minimum la somme des carrés des n fonc-

tions linéaires 

1' 4 - ¿ ^ i j r - h Cl ^ - h . . / i , 

I a^X -H hny CnZ ^ . . In, 

OÙ les coefficients a, b, c, . . . sont exactement connus et où 
les quantités l résultent de l'observation. 

Une règle bien connue du Calcul différentiel donne, pour dé-
terminer ces valeurs, le système des m équations à 7n incon-
\\uc> 

I \aa^x -r- \ ab^y -h \ ac]z [al\, 

l ' i ) 
[ac]x -f- [bc]y [cc] z = [cl], 

que l'on nomme équations normales et dans lesquelles la no-
tation [uv], empruntée à Gauss, désigne la somme 

('1 -f- iio • • • -T- Un ^'n-

La règle pour former les équations normales est fort simple : 
on égale à zéro la somme des produits obtenus en multipliant 
chacune des fonctions (i3) par le coefficient de x dans cette 
fonction; on opère de même pour j , . . . . 

Il ne suffit pas de résoudre les équations normales, il faut en-
core déterminer le degré de confiance à accorder aux valeurs 
ainsi obtenues. 

Nous avons vu qu'à toute série de mesures répondait une 
valeur de paramètre k qui figure dans la loi des erreurs for-
tuites et que la précision d'une mesure du système considéré 
était proportionnelle à k. Si k est proportionnel au degré de con-
fiance, son inverse est au contraire proportionnel à l'erreur à 
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craindre; mais nous savons aussi que la valeur probable du 
carré de l'erreur a pour expression 

On est ainsi conduit à donner le nom ^erreur à craindj^e à la 

racine carrée — d e la valeur probable du carré de Terreur; 
A-v/2 

c'est l'erreur à craindre sur chacune des valeurs trouvées pour 
les inconnues, qu'il convient de calculer. 

On s'appuie pour cela sur un théorème dû à Gauss et qui, à 
cause de son emploi fréquent, mérite d'être rapporté, bien qu'il 
ne soit pas énoncé dans le livre de M. Bertrand. 

Si U, V, W, . . . sont des grandeurs indépendantes entre elles 
et si u, c, w, . . , désignent respectivement les erreurs à craindre 
sur chacune d'elles, l'erreur à craindre E sur une fonction quel-
conque / ( A , B, C, . . . ) de ces quantités a pour expression 

( I 5 ) 

En appliquant cette règle à l'expression de x en fonction de 
¡2, . . . , Ifi que donne la résolution des équations normales, 

on trouve, pour l'erreur à craindre Ê .̂ sur l'inconnue x , 

E . r = £ /ir'. 

Dans cette formule, £ désigne l'erreur à craindre sur les me-
sures /i, ¿2, . . //i, et x' est la valeur que donnerait pour x la 
résolution du système obtenu en remplaçant respectivement, 
dans les équations normales, le second membre de la première 
par I et le second membre de chacune des autres par zéro. 
Pour J', c'est dans la deuxième équation qu'il faut remplacer le 
second membre par i ; pour c'est dans la troisième, etc. 

Quant à il peut se faire qu'il soit donné a priori par la 
connaissance de l'instrument employé; mais souvent la précision 
des mesures /i, . . . , In est inconnue, et l'on est condamné à 
l'évaluer approximativement a posteriori d'après les valeurs 
fournies par la méthode des moindres carrés pour les incon-
nues. On adopte alors pour e la valeur donnée par la formule 

(.6Ì 
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OÙ [AA] représente la sommç des carrés des erreurs présumées 
des observations, c'est-à-dire la somme des carrés des valeurs 
que prennent les fonctions linéaires (i3), lorsqu'on y remplace 
X, y , z , . . . par les valeurs fournies par la méthode des moin-
dres carrés. 

Cette formule (i6) est la généralisation de la formule (lo) re-
lative au cas où il n'y a qu'une inconnue. Sa démonstration 
comporte une objection déjà indiquée à propos de la for-
mule ( lo). La critique est fondée : M. Bertrand montre même 
qu'un raisonnement analogue j)ermcttrait d'obtenir pour le 
même objet une infinité d'autres formules infiniment difie-
rentes; mais il ne faut pas confondre l'exactitude de la démon-
stration avec celle de ia formule, et l'on peut sans témérité 
donner la préférence à la relation (iG), proposée par Gauss et 
adojUée depuis par les calculateurs les plus compétents. 

Dans un Mémoire dont certaines parties sont restées classi-
ques et qui a pour titre : Theoria combinalionis observa-
tioniim erroribus minimi obnoxiœ, Gauss, délaissant le point 
de vue auquel il s'était placé dans le Theoria motus, a voulu 
all'ranchir l'exposition tie la méthode des moindres carrés de lu 
connaissance de ia loi de [)robabilité des erreurs fortuites. 

Sans rien préjuger sur la forme de la fonction cp(^) qui re-
présente la facilité de Terreur Gauss donne le nom iX'erreur 
à craindre à ia quantité E définie par la relation 

c'est-à-dire à la racine carrée de ia valeur proi3ai3le du carré de 
l'erreur Il est clair que, si, dans un système d'observations, 
la valeur de E est petite, toute erreur qui n'est pas petite en va-
leur absolue a une [irobahilité très faible, sans quoi la valeur 
probal)lc du carré de Terreur ne serait pas très petite. Si, au 
contraire, E est grand, l'existence de grandes erreurs peut être 
supposée, leur probabilité n'est pas petite. On peut donc re-
garder a priori la valeur de E comme donnant la mesure du 
degré de confiance à accorder au système d'observations con-
sidéré. 

En partant de cette idée, Gauss a été conduit à regarder 
comme le meilleur, non plus le système de Aaleurs de x , y , 
z, , . . dont la probabilité est maxima, mais le système de va-
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leurs de x , y , z , . . , pour lesquelles Terreur à craindre est mi-
nima. C'est un postulatum fort plausible, mais c'est un pos-
tulatum ; Gauss d'ailleurs ne le dissimule pas : « Quod si quis 
hanc rationem pro arbitrio, nulla cogente necessitate, electam 
esse objiciat, lubenter assentiemus. Quippe questio haîc i)er 
rei naturam aliquid vagi implieat, quod limitibus circon-
scribi nisi per prineipium aliquatenus arbitrarium nequet. » 

La seconde théorie s'accorde d'ailleurs avec la première; 
elle conduit à la méthode des moindres carrés et, en particu-
lier, à la règle de la moyenne arithmétique dans le cas des me-
sures réitérées d'une même grandeur. Les calculs de Gauss 
sont d'une élégance extrême; les principes de l 'Algèbre élé-
mentaire sont seuls mis à contribution et toutes les formules 
sont préparées d'une manière explicite pour le calculateur, 
qui n'a plus qu'à les mettre en nombres sans leur faire subir 
aucune transformation. 

11 nous reste à dire encore quelques mots sur ia moyenne' 
arithmétique. La formule (i:)) montre que Terreur à craindre 
E sur la moyenne arithmétique d e m e s u r e s est égale à Ter-
reur à craindre £ sur chacune d'elles divisée par JI résulte 
d'ailleurs de la formule ( l o ) que est ap[)roximativement 
égal à la somme [AA] des carrés des erreurs présumées divisées 
[)ar n — i. On a donc finalement 

s/ji{n ~ i) 

Lorsqu'une même grandeur X a été mesurée par des pro-
cédés diiîérents ou j)ar divers observateurs munis d'instruments 
d'inégale perfection, on ne doit [)lus prendre Ja moyenne arith-
métique. Soient X'I, X2, . . . , Xf̂  les mesures obtenues, et sj, 
£2, . . . , les erreurs à craindre correspondantes. Si Ton 
cherche parmi les expressions de la forme 

X = XI -H )v2 072-H . . .-f- ¿T/i, 

où les X doivent avoir une somme égale à l'unité, sans quoi la 
valeur à adopter ne serait pas exacte dans le cas où toutes les 
mesures le seraient, si Ton cherche, disons-nous, celle pour 
laquelle Terreur à craindre est minimum, on trouve pour la 

3 7 . 
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valeur à adopter 
X2 Xn 

c2 

J 

c'est la moyenne, prise en comptant les mesures Xi, . . . , x,i 
comme répétées respectivement un nombre de fois égal à l'in-
verse du carré de l'erreur à craindre correspondante. 

Le facteur ^ se nomme le poids de l'observation correspon-

dante X. On voit par la formule ci-dessus que observations 

semblables équivalent à une seule observation dont le poids 

serait r fois plus grand. 
Cette notion poids, telle que nous venons de l'établir, est 

indépendante de la forme de la loi <les erreurs fortuites. Quand 
on considèrt; la loi de Gauss, le poids est ])roportionnel à /r̂ . 
La précision ne saurait, au contraire, être définie avec rigueur 
(pie si la loi de probabilité revêt une forme spéciale; M. Ber-
trand démontre cpie la facilité de l'erreur doit avoir pour 
expression 

OÙ (JL-T- i est pair. On tombe sur la loi de Gauss pour = i . 

X . ~~ L E S F A U S S E S A P P L I C A T I O N S DU C A L C U L D E S P R O B A B I L I T É S . 

C O N C L U S I O N S . 

Les deux derniers Chapifres se ra[)poitent à la Statistique 
et aux probabilités des décisions judiciaires. Ils sont relative-
ment fort courts; leur véritable objet est d'achever de mettre 
en pleine lumière cette pensée originale qui est l'idée maî-
tresse de l'œuvre : l'application du Calcul des probabilités n'est 
légitime que pour les événements fortuits assimilables à une 
série de tirages dans une urne; autant vaut l'assimilation, au-
tant valent les conséquences. 

C'est pour avoir niéconnu ou plutôt ignoré cette vérité fon-
damentale que tant de bons esprits se sont livrés à des re-
cherches chimériques et se sont engagés dans des routes sans 
issue. 

Une première condition, évidemment nécessaire pour l'assi-
milation, est l'invariabilité approchée du rapport entre le 
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nombre des événements et le nombre total des épreuves; mais 
elle ne suffit pas. Ce rapport constant ne fait connaître que la 
composition de l'urne; il faut encore que les probabilités 
d'écart soient les mêmes. 

Prenons un exemple : 
Les Tables de mortalité montrent que sur loooo individus 

âgés de 3o ans, 5oo environ survivent 35 ans après. D'autre 
part, si dans une urne qui contient une boule blanche et une 
l)ou]e noire, on elVectue loooo tirages en remettant chaque 
fois la boule sortie, on amènera environ :jooo fois la boule 
Manche. Y a-t-il assimilation? Non certes. Les nombres com-
parés dillérent peu de 5ooo, voilà tout. Mais, dans le premier 
cas, l'écart est complètement inconnu"; dans l'autre, il est 
soumis à des lois précises. On peut affirmer que, si l'on répète 
un grand nombre de fois la série des loooo tirages, la valeur 
moyenne de l'écart sera 40; mais, pour un grand nombre de 
groupes de 10000 hommes, la moyenne générale des décès étant 
égale à 5ooo, qui oserait affirmer cjue la moyenne <les écarts 
n'atteindra pas loo? 

L'assimilation la plus téméraire qu'on ail jamais faite est as-
surément celle des jurés à des urnes. Ni les |)rincif)es ni les 
conclusions de Condorcet ne sont acceptables. Aussi voit-on 
tour à tour Laplace rejeter les résultats Condorcet, Poisson 
('•carter ceux de Laplace, tandis que Arago ne craint pas d'af-
fiiMoer à la Chambre des Députés, à propos d'une loi sur le jury, 
que les nombres de Laplace sont aussi certains que la parallaxe 
du Soleil! (>)urnol va même jusqu'à calculer, pour un tribunal 
de trois juges, la probabilité pour chacun d'eux de ne pas se 
tromper dans une cause qui leur est soumise! 

M. Bertrand fait bonne justice de ces étranges tentatives. Le 
récit est piquant; mais on ne voit pas sans tristesse des hommes 
éminents, des savants distingués, se livrer ainsi à des calculs 
stériles dont Stuart Mill a pu dire, non sans raison, qu'ils 
étaient le scandale des Mathématiques. 

Notre tâche est terminée. Nous l'aurions remplie à notre 
satisfaction, si nous étions parvenu à inspirer à nos lecteurs Je 
désir de mieux connaître ee Livre si remarquable par l'élévation 
des idées, par la finesse des aperçus, par une critique ferme et 
incisive. 

Quelques passages eussent gagné à être un peu condensés. 
Mais, si c'est là un défaut, il se trouve largement compensé 
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par les termes charmants en lesquels ces choses-là sont mises. 
L'agrément du style n'est pas la moindre qualité de l'Ouvrage, 
et nous ne saurions résister au plaisir d'ajouter, en finissant, 
quelques extraits : 

« S'il pleut un jour entier sur la place du Carrousel, tous les 
pavés seront également mouillés. Sous une forme simplifiée, 
mais sans en rien retrancher, c'est là le théorème de Bernoulli. 
Il pourrait se faire assurément, lorsque tout autour la pluie 
tombe à torrents, qu'un certain pavé restât sec. Aucune goutte 
n'a pour lui de destination j)récise; le hasard les disperse, it 
peut les porter toutes sur les pavés voisins, personne ne le sup-
posera sérieusement. Le hasard a des caprises; jamais on ne 
lui vit d'iiabitudes. Si mille gouttes tombent sur mille pavés, 
chaque pavé n'aura pas la sienne; s'il en tombe mille millions, 
chaque pavé recevra son million ou bien peu s'en faudra. 

» Les grands nombres régularisent tout, î a moyenne de tous 
les écarts peut être |)rédite avec confiance. La même certitude 
s'attache à la moyenne des carrés des écarts, de leurs cubes, de 
leurs rpiatrièmes ]^uissances. . . ». 

« Beaucoup de joueurs, préoccupés de cette régularité né-
cessaire dans les moyennes, cherchent, dans les coups qui pré-
cèdent celui qu'ils vont jouer, une indication et un conseil. Ce 
n'est pas bien entendre les principes. La Science, à ces chimères, 
ne reste pas sans réponse. Mais la décision du bon sens suffit; 
elle est nette et claire; à quoi bon la traduire en Algèbre? Le 
préjugé est opiniâtre; les géomètres perdraient, à le combattre, 
leur temps et leurs formules. 

)) L'illusion repose sur un sophisme; on allègue la loi de 
Bernoulli comme certaine; elle n'est que probable. Sur 20000 
épreuves, dit-on, à la roulette, la noire ne peut pas sortir plus 
de 10500 fois; l'assertion de la Science est formelle. Si les 
10000 premières parties ont donné 6000 noires, les 10000 sui-
vantes ont donc contracté une dette envers la rouge. On fait 
trop d'honneur à la roulette; elle n'a ni conscience ni mémoire. 
En supposant qu'à une rencontre inouïe succédera, pour la sé-
parer, un nouvel écart de la règle, on n'eft'ace pas l'invraisem-
blance, on la redouble. » 

E U G È N E B O U C H É . 
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AGRÉGATION DES SCIENCES JIATIIÉMAÏIAUES 

(COXCOIKS DE 1888). 

Mathématiques élémentaires. 

Soient deux poinls A et A', et deux droites D el D'parallèles 
à A A ' et equidistantes de cette droite : 

Démontrer qu'à tout point P pris sur la droite D corres-
pond un f)oint P' pris sur la droite D', tel que la droite p P ' 
soit tangente aux cercles S et S' circonscrits l'un au triangle 
P A A ' , l'autre au triangle P ' A A ' ; 

Trouver ie lieu décrit par la projection de chacun des 
points A et A' sur la droite PP ' ; 

3° Construire les droites Pl^' qui passent par un point 
donné Q ; 

4" Démontrer que les cercles S et S' se coupent sous un 
angle constant; 

5® Soit O le milieu du segment AA', étudier les variations de 
l'angle P O P ' . 

Mathématiques spéciales. 

On donne un ellipsoïde S et deux j)oints P et P', et on con-
sidère les ellipses C (il C suivant lesquelles l'ellipsoïde est 
coupé par les plans polaires des points P et P' : 

i " Démontrer que les coniqucs C et C , et les poinls P et P ' 
sont situés sur une quadrique qui est en général unique; 

Discuter celte quadrique en supposant qu(; le point P' se 
déplace dans l'espace, le point P el rdl ipsoïde S restant 
iixes ; 

3" Les points P et V étant supposés fixes et situés de façon 
que la quadrique ^ soit indéterminée, trouver le lieu du centre 
de cette quadrique; 

4" En supposant que les points P el P' se déplacent de façon 
que la quadrique Z soil une sphère, trouver la surface enve-
loppe E de cette sphère ; 
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5" Peut-on déterminer un point A, tel que la transformée 
par rayons vecteurs réciproques de la surface E, en prenant le 
point A pour p<Me, soit un cône du second degré? 

Composition sur V Analyse et ses applications 
géométriques. 

Théorie. — Démontrer que, si Taire d'une portion continue 
de surface limitée par un contour fermé et donné est la plus 
petite possible, la somme des rayons de courbure principaux 
est nulle aux divers points de la portion de surface consi-
dérée. 

Définition des surfaces minima. — Intégration de leur équa-
tioli aux dérivées partielles. — Formules de Monge. — For-
mules de M. Weierstrass. 

Application. — Trouver la surface minima réelle qui admet 
pour ligne géodésique la cycloïde définie en coordonnées rec-
tangulaires par les équations 

X = a {v — sine), y — a{ \ — cos c ), ^ — o ; 

Indiquer la forme de la surface : montrer que le plan des 
xy est un plan de symétrie et que les tangentes à la cycloïde 
en ses points de rebroussement sont des axes de symétrie de 
cette surface; 

3" Montrer que la surface peut être coupée par une infinité 
de plans suivant des paraboles du second degré; 

Former l'équation diiTérentielle des lignes de courbure de 
la surface. Démontrer qu'un plan perpendiculaire à la base de 
la cycloïde et à égale distance de deux points de rebroussement 
consécutifs de cette courbe coupe la surface suivant une ligne 
de courbure. 

Composition de Mécanicjue rationnelle. 

Théorie. — Les équations du mouvement d'un système ma-
tériel étant supposées mises sous la forme canonique, montrer 
comment Jacobi a ramené Tintégration de ces équations à la 
recherche d'une intégrale complète d'une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. 
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Application. — Étant donné un hyperboloïde à une nappe 

représenté en coordonnées rectangulaires par l'équation 

- = ' ' 

où l'on suppose a déterminer le mouvement d'un point 

matériel non pesant dont la masse est égale à l'unité, qui est 
assujetti à rester sur la surface de l'hyperboloïde et qui est at-
tiré vers le centre par une force égaie au produit d'une con-
stante par la distance du mobile au centre. A l'instant initial, 
le mobile est situé dans le plan des xz à la distance b du cen-
tre, et sa vitesse CQ est parallèle à l'axe des y . 

Discuter les diverses formes que peut aifeeter la trajectoire 
suivant les valeurs de CQ ; indiquer notamment les lignes de 
courbure de l'hyperboloïde entre lesquelles elle est comprise. 

On déterminera la position du mobile sur l'hyperboloïde à une 
nappe à l'aide des coordonnées elliptiques X et p. définies par 
les deux équations 

en supposant 

X -I- X -r- b-^ X — 

f = I 
— [J. ' b c'̂  H- [Jt. 

c 2 < X et a-<(JL<Z>2, 
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