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SOLUTION DE LV QUESTION PROPOSÉE POUR L'ADMISSION
A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1 8 8 7 ;

PAR UN ABONNÉ.

Soit P le point du cylindroïde dont les coordonnées
sont a, (3, y. Les équations de la normale en ce point
sont

or — a _ y— ft _ z — y
ay — met ~ (3y Hh m [i ~~ a2-+- (32 '

et, comme cette normale passe par le point M(x' , j ', s'),
on a

/x ^ — a
 = / — P =

 z>— ï .

Ces relations, dans lesquelles on peut supposer a,

t3, y coordonnées courantes, représente une courbe pas-
sant par les pieds des normales menées du point !\1 à la
surface donnée.

On a, en outre, en remarquant que le point P est sur
la surface,

(2) T(«2-H?2)— m(*2— ?2)=o.

Les pieds des normales demandées s'obtiendraient
donc en résolvant les équation (1) et (2) par rapport à a,
[3, y. Mais ces équations, vu leur forme compliquée, ne
peuvent être résolues par les procédés élémentaires de
l'Algèbre.



Nous allons alors nous proposer de former : i° l'équa-

tion qui a pour racines les valeurs du rapport - ; 2° l'é-

quation qui a pour racines les valeurs de y.

Equation en-* — i° Les relations (i) donnent, en

considérant les deux premiers rapports,

(3y a?'— a[3y -+- m $x' — m a [3 — ayjr' — m rJ.y' — ajiy

ou

Divisant tous les termes par a et posant ~ = |JI, il

vient
'i m ixa — m {y' -h \xx')-\- y {y' — \xx' ) — o.

D'autre part, la relation (2) donne

ou

Remplaçant y par sa valeur dans l'égalité précédente

et divisant tous les termes par 77̂ , il vient

d'où
— C1 -*- ^ 2 ) ( y n - {Jiy') —(1 — [i.2)(7f— \xx'

ou, en simplifiant,

I -4- 'J.2

Considérons maintenant le premier et le troisième
rapport des relations (1) -, ils donnent

) = ( V - y)(ay -

ou, en divisant tous les termes par a2 et remplaçant-



par

Si, dans cette égalité, nous remplaçons les quantités a
et y par leurs valeurs trouvées tout à l'heure, nous
aurons une équation qui ne contiendra plus que [JI
comme inconnue et qui ne sera autre cliose que l'équa-
tion demandée. On obtient ainsi

(i -h \x2)(xr-h \iy')(\kx'—y')^-'ini\x\z'— m -+- i±2(z'-\- m)] = o

ou, en effectuant les calculs et ordonnant par rapport
à [X,

-f- \x[x'2—y'2-^ 'xm(z'— m)\ — x'y' = o.

Telle est l'équation du quatrième degré qui donne les

valeurs du rapport -•

Equation en y. — Pour avoir l'équation en y, il n'y
a qu'à remplacer dans Téquatiou précédente la quantité
ix par sa valeur en fonction de y.

Or, de la relation y = in l ^ {\ ) , on tire

on a donc, en remplaçant [x par sa valeur dans l'équa-
tion (I),

m — V y x'y'-\ Li / \x'2 — >/2-i- im(z'-^ m)\
J m -h Y V m -+• T

— - [x'2 — y'2-\- 9.m{z'— m)\ — x'y' = o.

Faisant passer les termes rationnels dans le second
membre et les termes irrationnels dans le premier, il



( 298 )

-7-7 fa?'2—y2+ 2m(zr-+- m)]

ou, en mettant (zra-j- y) 4 / -*- -ƒ en facteur dans le pre-

mier membre,

(II)

[

-4-(m H- Y) [#'2 — y'2•+- im(zr — m)] J = 4 /raY>

ou encore, en effectuant entre crochets et divisanl
par 2 m,

s/m*-— Y* [a?'2—y2-f-2/tt<y—jr)]=2Y</,

ou en (in, en élevant au carré et ordonnant par rapport
à Y*
/ 4 m2 Yv — î m(-T1'2 — Jr '2 •+- T.fïiz') y3

+ | ( , r '2_

C'est la seconde équation demandée.
Si l'on savait résoudre les équations (I) et (II) , on

déduirait facilement des racines de ces équations les va-
leurs des coordonnées a, [3, r . En effet, si l'on connais-
sait tji, par exemple, les coordonnées a, (3, y seraient
données par les formules

I - h [J-- 1 4 - JJt."2

De même, si Ton connaissait y, 011 aurait p. par la
formule

et l'on en déduirait a et p.



2° Pour que l'équation (l) soit réciproque, il faut que
les coefficients de deux ternies quelconques situés à
égale distance des extrêmes soient égaux et de signes
contraires, c'est-à-dire que l'on ait

x'2 —JK'2-+- '2m(z' -{- m)-r- x'2—y'2-*r- im{'z'— m) = o

ou
x"1— y'2 -+• imz''= o.

équation qui exprime que le point M doit se trouver sur
un paraboloïde hyperbolique ayant pour plans princi-
paux le plan des xz et le plan des JK^.

Supposons cette condition remplie et cherchons les
coordonnées des pieds des normales menées du point M
au cylindroïde. L'équation (I) prend la forme

[JL*x y'-+- 2 m~ JJL3 — 2 m2 JJL — x'y' = o,

ou, en groupant les termes et mettant ( a 2 — i) en fac-
teur commun,

(\L2— \)( \L-xry'-\-im2 [x -\- x'y')— o,

ce qui exige que Ton ait

\x2 — 1 = 0 ou JJL2x'y -f- 'x m2 [x -h x'y' — o.

La première équation donne

JJL' = i et |JL" = — i,

et la seconde
— m2 -+- s/m'* — x'1 y'1

{x =
x y

et
— m2 — \/m'+ — x'iy'î

Connaissant les valeurs de [/., on trouve facilement



( 3oo

celles de a, [3, y, qui sont

> y = o.

-, y — o.

:

•' = — ^ r '
''1— m'1 — \fin* — x'-y''1)iv _ xy

3° Supposons que l'équation ( Jl) ait une racine double
jale à z'. Les r

cines sont alors
égale à -s'. Les relations entre les coefficients et les ra-

x'~—y'--{-'> m z'

, „ , „N , . {.r'2—y'2-*-n/n z')--{- \.r'2y'2— [ni'1

Y ï"+(T + Y")- + ^ 2 = * = 4^^~L-i ~ '

•> Y'Y" -' -f-( Y' -f- Y") ̂ '2 = — ̂  (^'2 — J''2 + a m z')y
, H r.,__ (V2— r'2-f- imz')-

De la première et de la quatrième, on tire

Y +-Y = —zf

(.r'2 — j - ' - -f- 2 mz')2



( 3oi )
et, en portant ces valeurs dans la troisième, ou a

ou, en chassant les dénominateurs et simplifiant,

équation qui se décompose en

x'2—y'2 = o et 2z'3 — m(x''2—/!+9Jm:')=:o,

La première équation représente les plans bissecteurs
des angles dièdres xozy et xozy1, et la seconde une
surface du troisième degré rencontrant chacun des plans
z — o, z = ni et z = — m suivant deux droites situées
dans les plans bissecteurs dont nous venons de parler.

Supposons le point M situé sur l'une des deux sur-
faces précédentes. L'équation (II) admet alors la racine
double z' et les deux autres racines satisfont aux rela-
tions

, (x'2 — y'2-\- 2?n'z')2

et Y Y = JYi *

Pour que ces racines soient réelles, il faut que l'on
ait

condition qui est toujours satisfaite, puisque le premier
membre est une somme de deux carrés.

4° Pour savoir ce que représente l'équation (II)
quand on y regarde y comme une constante et x\y\ z'
comme les coordonnées d'un point variable, nous n'a-
vons qu'à ordonner cette équation par rapporta

(x'2 — y''2-h 'imz')



( 3O2 )

et a résoudre l'équation du second degré obtenue. On a

ainsi
(Y2— m2) O'2— f2•+- imz'Y-

— 4 m7 ( 72 — m' ) (x>'1 — y''1 •+• '2 7 n z ' )
-r- 4 m2 Y2 (Y2 — w 2 ) -h 4 Y 2 ^' 2 j ' 2 — ° !

'i m Y ( Y2 — m'l} — -o.*{x1y' / Y 2 — m'2

ou, en séparant les racines et simplifiant,

o-vx'y'2 — y '2 -+- a m ( - 3 — Y ) -i

2 *' T' y'
x'i-.yz-i- o.m{z'— Y; ' <7 = o ,

y/Y2 — / / i 2

é(juations qui représentent deux pavaholoïdes hjpcr-

bo II (/ues.

T̂«i inènie question a clé résolue, d'une manière analogue, par
M. ClapiYr, étudiant à la Faculté des Sciences de Montpellier, et par
M. Harisicn.


