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REMARQUES SUR L'INTÉGRATION PAR PARTIE ;

PAR M. PU. GILBERT, à Louvain.

Les cas dans lesquels l'intégration par partie's'ap-
plique avantageusement, en ramenant l'intégrale pro-
posée à elle-même ou à une autre plus simple, sont
moins généraux qu'on ne le croit d'ordinaire, et suppo-
sent entre les fonctions sous le signe f des relations
très étroites.
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Ainsi, soient a, v deux fonctions de x, n un nombre

entier, et posons

I v dx — vi, I Vxdx = v2,

La formule

( i ) / un v dx — un Vi — ni un-1 çx du

conduit, lorsqu'on a entre u et v la relation

ç
v{du = - dx (a constant),

a

à la formule de réduclion assez employée

( -> ) / un v dx — unVi / u11'1 v dx.

Mais la condition ci-dessus donne

du v i dvi
dx ~ 1̂ ~ 1̂ dx '

d'où, ,3 étant une constante,

C'est la forme la plus générale de p qui se prête à la
transformation (2), et elle est entièrement déterminée
par celle de a.

On peut généraliser la question et poser, dans (1),

ui>-—l)vdx>

a, [3, /; étant des constantes. On a alors, au lieu de la
formule (1), celle-ci

O) I tt"v dx = n ƒ un~Pç dx.
J 1 -+- // 3 1 -f- n 3 '



Mais on a aussi, pour déterminer v{ et par suite r,
l'égalité

ç _ * ^ i _ uf)~l du
Vi vi dx ~~~ a -f- p w/J âfo?

et cette équation intégrée donne, en négligeant une
constante inutile,

ctx

v est donc encore déterminé par a. L'équation (3) de-
vient donc

I )$P du

ce qui est, au fond, la formule de réduction des diflé-
lentielles binômes.

L'intégration par partie donne immédiatement

r , r du .
I uv dx = uvi — / Ci -r- dx.

J J dx ^

f du 7 du f d1 u
v{ -r- dx — v2 -j ƒ v2 -y-, dx.dx dx J dx2

Si l'on suppose entre u et v la relation

ç.2 = [xuv ([x constant),

on aura
C i du r 7

I uv dx = uvi— v2 —, \- u I uv dx,
J dx J

d'où Ton tirera

I UV dx = ( UVi V2~j- j 7J
i r a . 1 ( du \
[ J dx 1 — a \ r/̂ r l /
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Mais l'équation de condition peut s'écrire

u dx2 s?i dx*

en sorte que, si Ton désigne paf 'f (.**) une fonction don-
née de .r, et si l'on pose

75*
on aura

L'intégration de ces équations fera connaître u et p2, et

par suite v — ~7T^>" -^^nsi\ ^ w et vi désignent deux

intégrales quelconques de Véquation

dx*

répondant à des valeurs dijjére?ites de la constante C,
on pourra trouver sous forme finie l'intégrale

'dx.

Si l'on pose 'f(.r) = a2, a- = — ̂ 2i ou retrouvera les
formules connues. Si l'on pose ï ( x ) = a j m , z* et r2

seront déterminés par des équations de Riccati. La
liaison de ce qui précède avec les propriétés des fonc-
tions sphériques et des fonctions de Bessel, dont on fait
usage dans la théorie de la chaleur, est facile à aperce-
voir.


