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NOUVELLES ANNALES 
DE 

SUR LE NOMBRE DES RACINES 
COMMUNES A PLUSIEURS ÉQUATIONS SIMULTANÉES; 

P AR M. É M I L E P I C A R D . 

La recherche du nombre des racines communes à 
plusieurs équations simultanées a fait autrefois l'objet 
des travaux de Cauchy, et de Liouville et Sturm. Plus 
récemment M. Kronecker a rencontré aussi cette ques-
tion dans ses profondes recherches sur les caractéristi-
ques des systèmes de fonctions de plusieurs variables 
(.Monatsberichte, 1869). Je viens de traiter ce problème 
dans mon Cours à la Faculté des Sciences; un résumé 
de la Leçon que j'ai faite à ce sujet pourra peut-être in-
téresser les lecteurs de ce Recueil. Nous allons nous 
borner aux cas de deux et de trois équations simulta-
nées-, l'extension de la méthode à un nombre quelconque 
d'équations ne présenterait aucune difficulté. 

1 . Soient d'abord les deux équations 

o, 

F4 et F 2 étant des fonctions continues de x et y ainsi 
que leurs dérivées partielles du premier ordre dans une 
certaine région du plan. Soit dans cette région une 
courbe fermée C ; je suppose qu'il n'y ait pas sur cette 
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courbe de point correspondant à une solution commune 
aux deux équations précédentes. 

Je considère l'intégrale curviligne 

dx -f- Q cly 

prise le long du contour C et dans le sens direct, c'est-
à-dire en ayant à sa gauche l'aire enveloppée. On a posé 

F, 

l> = 

f).r 
O>F2 

dr 

Fi 

F? 
O 

F, p ày 
l - ' f+l ' î 

l n calcul immédiat montre que l'on a 

OV 
¥ 

àQ 
r);r ' 

On en conclut de suite, d'après un théorème bien 
connu, que l'intégrale sera nulle si P et Q sont continues 
à l'intérieur de C, c'est-à-dire s'il n'y a pas de racine 
commune aux deux équations à l'intérieur de ce contour. 

Supposons maintenant qu'il y ait à l'intérieur de C 
un point A correspondant à une racine commune aux 
deux équations. Au lieu de calculer I en intégrant le 
long de C, nous pouvons intégrer le long d'une courbe 
quelconque entourant le point A. Or prenons ce point 
pour origine, et développons F< et F 2 d'après la formule 
de Taylor 

F, ( r, y ) = a{ ,r -h ¡){r Hb. . .. 
F2 ( r< y ) ~ a ± r b^y -+-...; 

je dis que l'intégrale ne changera pas de valeur, si nous 
réduisons F, et F 2 à ses termes du premier degré. En 
eil'et, concevons qu on intègre le long d'un cercle de 
rayon p ayant A pour centre; nous aurons dans l'inté-
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grale I un terme indépendant de p, et une partie deve-
nant infiniment petite avec p. Le terme indépendant 
de p n'est autre que l'intégrale I où et F 2 sont rem-
placées par 

aix-1rbly et a2x-\-b2y\ 

la seconde partie doit disparaître, puisque l'intégrale ne 
dépend pas de p. 

Nous avons donc 

' = - f i 
2 7 1

 Je. ( 
x dx — y dx 

[{axx -h biyy-{-{a2x^- b2y)*] 

où 
b I 

D = 
a2 b 

Nous devons par suite calculer la valeur de l'intégrale 
précédente le long d'une courbe, d'ailleurs quelconque, 
enveloppant une fois l'origine. Pour faire rapidement 
le calcul, intégrons le long de l'ellipse 

(E) (alx-+-biy)* + (atx-+-biy)*=i. 

En désignant par a et ¡3 les angles faits par la nor-
male extérieure à la courbe avec les axes Ox et O j , 
nous avons d'ailleurs d'une manière générale, en dési-
gnant par ds l'élément d'arc essentiellement positif, 

dx =—ûfocosj}, = 

l'intégrale devient donc 

D r I = —- I (x cos a -hy cos ) ds, 

ou, en appelant r le rayon vecteur allant du centre de 
l'ellipse à l'élément ds et <p l'angle aigu fait par ce rayon 
vecteur avec la normale 

- f 27T / 
/* cos o ds. 
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Mais il est manifeste que l'intégrale qui figure dans 
le second membre represente le double de l'aire de l'el-
lipse. Or on trouve de suite que l'aire de l'ellipse repré-
sentée par l'équation (E) est égale à 

7T 

TB>7' 

en désignant par |D| la valeur absolue de D. On a donc 

et, par suite, I = ± i , suivant que D est positif ou né-
gatif. 

Quant à D, ce n'est autre chose que la valeur du dé-
terminant fonctionnel 

E1 El 
Ox dy 

àF, ¿F* ' 

Ox dy 

au point A. Dans le cas donc où il y a à l'intérieur de C 
une seule racine, la valeur de l'intégrale I sera i fc i , 
suivant que le déterminant fonctionnel de F4 et F 2 au 
point A est positif ou négatif. 

S'il y a à l'intérieur de C un nombre quelconque de 
racines, on conclut immédiatement de ce qui précède le 
théorème suivant : 

La valeur de I est égale à la différence entre le 
nombre des racines contenues dans C. pour lesquelles 
le déterminant fonctionnel est positif, et celles pour 
lesquelles le déterminant fonctionnel est négatif 

Il est clair que nous avons exclu de notre analyse le 
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cas où pour une racine Je déterminant fonctionnel serait 
nul, c'est-à-dire le cas des solutions multiples. 

Remarquons encore que le théorème précédent aurait 
pu être établi plus rapidement, puisque l'on peut écrire 

mais j'ai voulu suivre une marche entièrement ana-
logue à celle dont je vais faire usage pour le cas de trois 
équations. 

2. Soient maintenant les trois équations 

FiO, y, *) = o, 
o, 

• F3(x,y, Z)= O, 

et S une surface fermée limitant un certain volume. Je 
considère l'intégrale suivante étendue à la surface F 

dz dx -+- G dx dy} 

B = 
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rr <)Fi ¿F, 1 i ôx ày 

ft à F 2 àFt r 2 
àx ày 

F âli àF, 
dx 

( Ff -+-FI-4-Fi)' 

On vérifie facilement (jue, quelles que soient les trois 
fonctions F 1 , F 2 et F 3 , on a l'identité 

ÔA t âB àC _ 
d:r ày ùz 

Par conséquent, d'après une proposition bien connue, 
l'intégrale I ne change pas quand on déforme la sur-
face d'intégration S sans rencontrer de points où A, B 
et C cessent d'être continus. II en résulte que l'inté-
grale I sera nulle, s'il n'y a pas de racines communes 
aux trois équations »à l'intérieur de S. 

Supposons maintenant qu'il'y ait à l'intérieur de S 
un point A correspondant à une racine commune aux 
trois équations. Au lieu de calculer I en intégrant le 
long de S, nous pouvons intégrer le long d'une surface 
quelconque entourant le point A. Or prenons ce point 
pour origine, et développons F n F 2 , F 3 d'après la for-
mule de Taylor 

Fji .r.j, z) = aAx -h b{y -h c^z 

F2{x, y, z ) = a2x b2y c2z 4-. . . , 
z) = aâx + b3y-+- c3z . .. 

iSous montrerions ici, comme plus haut, que l'inté-
grale ne change pas de valeur, si nous réduisons F n 

Fo et F;, à ses termes du premier degré. L'intégrale I 



devient alors 
( " ) 

x dy dz -f-y dz dx -f- z dr dy 

•4- (a2 x -f- ¿>2J -+- c2 z)'2 + ( a 3 j + b3y -4- c3
 2 

en posant 
tf ! />! Cj 

1) = a2 b2 c2 

a3 b3 c3 

qui est supposé essentiellement différent de zéro. 
En désignant par a, ¡3, y les cosinus des angles faits 

parla normale extérieure à la surface d'intégration avec 
les axes de coordonnées et en appelant dT l'élément 
essentiellement positif de la surface, nous devons poser 

dy dz — cosa c / j , dz dx — cos¡3 dz, dx dy — cosy é / j . 

Si donc nous intégrons le long de l'ellipsoïde E 

\ ( a{x -+- ¿»1 7 -f- c1zy-\-(a2x-{- b2y -f- c2zf 
\ + (a3x + b3y-+-c3z)*=i, 

l'intégrale deviendra 

ou, en appelant r le rayon vecteur allant du centre de 
l'ellipsoïde à l'élément dn, et cp l'angle aigu fait par le 
rayon vecteur avec la normale, 

Mais l'intégrale double, qui figure dans le second 
membre, est égale à trois fois la somme des pyramides 
élémentaires de sommet A et de base i/o-, et par consé-
quent égale à trois fois le volume de l'ellipsoïde E. Or 

D ff (x cos a y cos ¡} -h z cos y ) da, 
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011 trouve sans peine que le volume de (F,) est égal à 

4 

I I 
|I>|> 

par suite, on a encore l'égalité 

et nous arrivons finalement au même énoncé qui; pour 
le cas de deux équations : 

IJintégrale 1 est égale ¿1 la différence entre le 
nombre des racines contenues dans S, pour lesquelles le 
dét erm ina n tfo net ion nel 

Ml À F, 
~0x Or Oz 

DF2 <)F2 

Ox Tz 
<>FS <>F3 ov. 
<)x Jy Oz 

est positif, et celles pour lesquelles ce déterminant est 
négatif. 

On voit le rôle important joué par le signe du déter-
minant fonctionnel; c'est seulement quand ce détermi-
nant aura un signe invariable à l'intérieur de S que 
les considérations précédentes donneront le nombre 
exact des racines. Ainsi, par exemple, pour le cas de 
deux équations 

si F , H- î F 2 est une fonction analytique de x H- iy, le 
déterminant fonctionnel sera une somme de carrés; 011 
aura donc exactement par l'intégrale I le nombre des 
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racines situées dans un contour, et l'on retombera ainsi 
sur le théorème de Cauchy. 

Pareillement, étant données les deux équations 

P(x,y) = o , 

Q(a?,7)= o, 

où P et Q désignent cette fois des fonctions analytiques, 
uniformes et continues des deux variables complexes x 
et y (nous posons x = . r ' - f - i / , y = y ' i c e s 
deux équations reviennent aux quatre équations réelles 

P 2(x\x",y\y")= o , 

Q i ( x ' , x ' , y , y u ) = o , 
0.2 (#'> x",y',y")=o, 

et l'on pourra représenter par une intégrale définie le 
nombre des racines communes à ces quatre équations, 
correspondant à des points situés à l'intérieur d'une 
surface S de l'espace à quatre dimensions (xf, xf/, y'\yt,)\ 
le déterminant fonctionnel des quatre fonctions P et Q 
a en effet un signe invariable. 

NOTE SUIS LA QUESTION DE MÉCANIQUE 
PROPOSÉE AU CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1887; 

PAR M . DE S A I N T - G E R M A I N . 

E x t r a i t d'une Lettre adressée à M. Kouchc. 

Puisque vous avez bien voulu me dire que je pourrais 
être utile à quelques lecteurs des Nouvelles Annales en 



leur indiquant une solution du problème de Mécanique 
proposé à l'Agrégation en 1887, j e va^s montrer qu'on 
peut, par la voie la plus naturelle, arriver à cette solu-
tion et la pousser aussi loin que le permettent d'ordi-
naire les problèmes sur le mouvement des systèmes 
matériels. 

Soit S un cône droit, homogène, dont le sommet O 
est immobile et dont chaque élément m est attiré vers un 
point fixe F par une force égale au produit de sa masse 
par sa distance au point F et par une constante (o2 5 la 
hauteur OH du cône est égale à a, le rayon de base à i a , 

8 OF à - enlin, à l'instant initial, l'angle FOH est droit 

et S animé d'une vitesse de rotation wy2 autour de la 
bissectrice de cet angle. On demande de déterminer le 
mouvement ultérieur du cône et la réaction du point 
fixe; OM étant l'axe représentatif de la rotation instan-
tanée, montrer que le point M décrit, dans le cône et 
dans l'espace, deux herpolhodies et chercher les quadri-
ques correspondantes; indiquer la position relative des 
cônes lieux de l'axe instantané dans le solide S et dans 
Tespace. 

Prenons trois axes rectangulaires fixes, O X f , OY<, 
OZM dont le dernier est dirigé suivant OF, et trois axes 
OX, OY, OZ liés invariablement au cône, OZ étant di-
rigé suivant OH. Nous chercherons d'abord les moments 
d'inertie A et C de S par rapport à OX ou OY et par 
rapport à OZ : £ étant la densité du cône, JJL sa masse, 
on trouve bien aisément 

x = . f M f H ' H < J. ci -
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celte égalité simplifiera beaucoup les résultats que nous 
devons obtenir. 

D'autre part, les attractions qui s'exercent suivant la 
loi donnée ont, comme on sait, une résultante R appli-
quée au centre de gravité G du cône et égale à j j l w 2 G F . 
Nous définirons la position du solide à l'aide des trois 
angles d'Euler 8, ©. Le couple qu'on introduit en 
transportant R parallèlement à elle-même au point O a 
son axe K dirigé dans le plan des faisant avec 
OX, l'angle i8o°-h A et égal à 

[XOJ2 G F x OFsinGFO 
= [JIW2 O F x O G sin G O F = ~ ¡JLOJ* A2 sin 0. 

Il est facile de trouver les projections de l'axe K sur 
les axes mobiles et de former les équations d'Euler : en 

les divisant par ^ | j l î o 2 « 2 , elles deviennent 

dp a . , dq „ • a • dr (i) —r- =— o)2sin (j coso, —, = w2sin0 sino, — = o. v 7 dt dt dt 

La dernière donne immédiatement, eu égard aux con-
ditions initiales, 

(a) r = w. 

Pour obtenir d'autres intégrales, je rappelle les rela-
tions qui existent entre p, <7, r et les dérivées des angles 
d'Euler, 

. a . di> d() 
p = sin G sin 9 -y1 H- cos co ? 

4 dt ' at 

dA> di) ( 3 ) \ 9 = s i n " c o s ? — si n cp -jji 

dv A dty F = —jr- -4- cosO • 
dt dt 

Cela posé, éliminons <o2 entre les deux premières 
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équations (i) : 
du du sinc& —h cos^ ~ = u ; 

' dt ' dt 

multiplions par sinO dt et intégrons par parties; nous 
aurons 

sinO(/? sincp 4- q coscp) 

— f (p sin cp 4- q coscp) cosO rfO 

— J(p cos cp — q sincp) sin 0 ¿/cp = const. 

ou, en remplaçant p et q par leurs valeurs (3), 

sin-0 — / sinO /cosO ^ 4- \ ¿/0 = const., 
dt J \ dt dt ) 

le coefficient de sinO dM est égal à r ou à to et l'on a, en 
intégrant, 

(4) sin20 ^ 4- to cos0 = w. v dt 

Ajoutons enfin les deux premières équations (i) après 
les avoir multipliées par 2p et iq 

X^ 1 ^ (~St ~ — 1 (°2 S,n ^ ̂  P C°S ^ — ^ sin cp ) 
• • A ^ — — sin 0 — ; 

dt' 

l'intégrale est, en tenant compte des données initiales, 

dÔ2 d<L2 
(5) p2 4- 7 2 = ^ 4- sin20 = io2(i 4- 9. cosO). 

On eût pu écrire directement les intégrales (2), (4) 
et (5) ; les deux premières expriment que les projec-
tions de l'axe du couple des quantités de mouvejnent 
sur OZ et sur OZ* sont constantes-, et, en effet, d'après 
une remarque de M. Resal, la vitesse de l'extrémité de 
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cet axe est représentée par K , perpendiculaire sur OZ 
et sur OZi ; l'intégrale (5) est celle des forces vives, le 
travail de R étant, comme 011 sait, 

^ t i u ) 2 [ ( G F ) o — | j j . a 2 u> 2 c o s O . 

I)e l'équation (4) nous tirerons 

(6) = (JJ . 

^ ' dt i - 4 - c o s 6 

et, en substituant cette valeur dans (5), nous aurons 

¿ O 2 c o s 6 ( 2 - ^ - c o s 6 ) (7) -jja — D I , 1 Û c o s 2 - 0 

Si l'on pose sin - 9 = --'-<> on peut tirer de cette équa-
2 y 9. 

tion 

s i n - 6 — c o s a m ( w i { / - ) ( m o d - 4 = 2

 v/a \ V V \ sj3 

mais, sans recourir aux fonctions elliptiques, on peut 
conclure des équations (6) et (7) que 6 décroît d'abord 

depuis ^ jusqu'à — ^ pour revenir à et ainsi de suite, 

tandis que i croit constamment et sans limite. Sur une 
sphère décrite du point O comme centre avec a pour 
rayon, le lieu du point H sera une courbe formée, en 
général, d'une infinité de boucles tangentes au grand 
cercle situé dans le plan des xKy^ et s'entrecoupant au 
point qui est sur la partie positive de OZ4. 

L'équation (2) et la dernière des équations (3) don-
nent 

do > d'b o> dû 
— (O — c o s 6 -7 1 - = K = ; 

dt dt 1 - h c o s 6 dt 
Ami. de Mathémat3* série, t. V I I I . ( J a n v i e r 1889. ) 2 
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on peut choisir les axes de sorte que 'f et i s'annulent 
pour t = o; ces deux angles seront constamment égaux, 
ce qui achève de nous faire connaître le mouvement du 
cône. 

Il s'agit de calculer la réaction E exercée par le point 
fixe. Soit J l'accélération du centre de gravité; les forces 
extérieures R et E ayant pour résultante Jfji, on en 
pourra conclure la projection de E sur un axe quelconque. 
Je chercherai les composantes de E : i° suivant la traceOU 
du planOXY sur OX< ; 2° suivant la droite OV per-
pendiculaire à OU dans le plan des xy\ 3° suivant OZ; 
c'est celles qu'on calculera le plus facilement si l'on se 
rappelle les formules de Rivais qui expriment les com-
posantes de l'accélération d'un point x, y, z d'un solide, 
savoir : 

Jx — p{px q y 

Jv~ q(pr qy 

J - r- r {px -- qy 

dq dr 
dt y ~dt ' 

d r %z) — ( ï ' 2 r -'-x -y 
dt 

dp 
dt' 

dp dq 
! y - , x - j - . 

' dt dt 

3 Remplaçons X, y-, r: par les coordonnées o, o, - «du 
4 

dp dp dr | | . x point G, par leurs valeurs (i), /?, q, r par 

leurs valeurs (3) et supposons o = o : nous aurons les 
projections de l'accélération du point G sur OU, OV, 
OZ : 

3 Î/0 J a(0 — y \ dt 

I 3 • a / . j., — - a (.o sm t) ( CJ -J- - Y 1 j 

\ \ dt J 
3 (db* . _ d<V-



( ' 9 ) 
Les projections de R sont 

: O, 

Rc, = - u t u 2 a sin ( 

/ 8 3 \ 
L\Z = [JLW2 a ( - cos ô — - ) • 

V 5 a / v 5 

On trouve, en définitive, 

3 dO 3 i / c o s 2 6 -f- 2 c o s 0 - ixaW — — - -
4 1 dt 4 1 

17 T t> J ° o VjU = H-JH — H« ~ ! ~Jt ~ 7. ^ a 

cos - 0 2 
. _ îjLto2 a sin 0 2 - 4 - 1 7 cos 0 

2 0 i -4- cos 0 

31 
E - = a w 2 a cos 6, 

1 0 

et la discussion de ces formules n'offre pas de diffi-
cultés. 

Considérons maintenant l'axe OM qui représente la 
rotation instantanée w de S et cherchons le lieu V du 
point M dans le cône. Les coordonnées relatives de ce 
point sont p, <7, 7' : r restant égale à 03, la ligne V est 
située dans un plan II qui coupe orthogonalement OZ en 
un point fixe P à la distance w de l'origine; faisons 
PM — 0, MP\10 = ^ et cherchons comment varient ces 
coordonnées avec le temps. On a d'abord 

7 2 ^ r _ _ _ ^ s i n 2 Q - Z - . = 0 J 2 ( l - f - 2 c o s B ) , ¿/O2 » « a 
— -+- sin 2 0 - y V dP- dt2 

(8) c o s e = ^ . 

Dîfïerentiant la valeur de p2, élevant au carré et 
tenant compte de l'équation (7), on a 

dp'1 c/02 

— to 4s in 26 -7— = to6( î — cosO )cosG ( i 9 cos6 ) ' dt'1 dt- 7 
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ou, en remplaçant eosO par sa valeur (8), 

da* i 
( 9 ) P 2 ^ = ~ ~ ( p 2 - t o 2 ) ( p 2 - 3 œ 2 X p 2 - 3 t o 2 ) . 

D'autre part, en vertu des équations (i), (3) , (6), on 
a, pour le double de la vitesse aréolaire du point M, 

n dl dq dp « • A / * p2 _ p L — q — (o2sinO(p sincp H- q coscp) 
w C (JL L CL 1/ 

- oj2sin20 =co3(i — cosô); 

remplaçant encore cos9 par sa valeur (8), il vient 

„ <Tk i , „ 
(10) p2

 d i = - C0( 

M. Darboux a montré que la forme des équations (9) 
et (10) est caractéristique : elles définissent le mouve-
ment d'un point qui décrit une herpolhodie, dans l'ac-
ception générale du mot. Soit un mouvement de Poinsot 
défini par les équations 

1 dJi 
a dt G - Î K " . 

les quantités 2 a2 ° n t c^es v a ' e u r s constantes 

/1, g 2 , et la quadrique 

touche un plan fixe aux divers points de l'herpolhodie 
correspondante-, les variations des coordonnées p, A du 
point de contact sont données par les équations 

- . . . -/<u- )(,, « ) " ' 7 ) . 
1 dt- aÇ'—hJX h^— ///\' c£,ri— h/ 

dl . ho*-- m 
dt 
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où l'on a posé, pour abréger, 

m = - bg* -h) (a?*-h). 

Il suffit d'identifier les dernières aux équations (9) et 
(10) pour avoir 

' * 3 „ 
à ^ - , g =—, m=— 7w2, 4 2 tu 4 
A — — 2 TO~, 6 = O, C — 2TO2 . 

La quadrique qui correspond à l'herpolhodie V se 
réduit donc à un hyperboloïde à deux nappes infini-
ment aplati et la polhodie est un arc de l'hyperbole 
équilatère représentée par l'équation z2—x2 = 2a)2. 
L'équation de l'herpolhodie V s'obtient en éliminant rfi 
entre les équations (9) et (10); la forme de cette équa-
tion et le fait, aisé à établir, que V n'a pas de point d'in-
flexion, montrent que cette courbe ressemble à une hypo-
cycloïde dont les festons toucheraient le cercle décrit du 
point P comme centre avec w pour rayon, tandis que les 
points de rebroussement seraient sur un cercle de rayon 
10y/ 3. Le rayon vecteur PM tourne constamment dans le 
sens positif : comme il varie entre to et toy/3, OM varie 
entre o j y/2 et 2 g j , ce qui limite l'arc d'hyperbole qui joue 
le rôle de polhodie-, quand OM atteint sa limite 200, 
le plan de l'hyperbole est perpendiculaire au plan II. 

Dans l'espace, les coordonnées du point M sont égales 
aux composantes delà rotation (V suivant les axes fixes, 

P1 = 
, ci 0 COS 6 — h 
' dt 

sin 0 sin<]> do 
dt 

'/l -
. . ctt) sin 'l — ; 

' dt 
sin 0 cos'!/ do 

dt 

n - - -T- COS») dt 
do 
dt' 



( ) 
Nous avons pu faire en sorte que les cp et ^ fussent 

constamment égaux ; on aura donc 

Pi=P> Çi rx=r\ 

il en résulte évidemment que, dans l'espace, le point M 
décrit une herpolhodie Vt égale à V, située dans un 
plan II4 qui coupe orthogonalement l'axe OZ4 en un 
point P̂  tel que OP4 soit égal à to ; seulement, le rayon 
vecteur P, M tourne dans le sens négatif. 

On pourrait donner au solide S le mouvement qu'il 
prend dans les conditions données en supposant qu'il 
soit lié invariablement à un cône (G) qui aurait O pour 
sommet, V pour base et faisant rouler (C) sur un cône 
égal ( C ^ qui a V, pour base; les deux cônes seront 
constamment symétriques par rapport à leur plan tan-
gent commun ; toutefois, ils coïncideront quand leur 
génératrice commune passera par l'un des points de 
rebroussement de V et de V4 -, la rotation instantanée est 
mesurée à chaque instant par la distance du point fixe 
au point de contact de V et de V,. 

NOTES SUR UN POINT DE LA THÉORIE DES SÉRIES; 
P A R M . A U G U S T E G U T Z M E R . 

Dans ses Remarques sur divers articles, concernant la 
théorie des séries ( 1 ), M. Cesaro s'occupe de telles séries 
où le quotient de deux termes consécutifs peut devenir 
aussi grand que l'on voudra, bien que la série soit con-
vergente. Peut-être 11'est-il pas sans intérêt de constater 

( ' ) l o / r re Kecucil , 3e série, t. V I I , p. j o i à '107 
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qu'on connaît depuis longtemps des séries jouissant de 
cette propriété. Ainsi M. Stern dit, dans une Note de son 
Lehrbuch der algebraischen Analysis (') : Wenn die 
Glieder theils zunehmen, theils abnehmen, lassen sie 
sich, wie sich von selbst versteht, bei der grossen Man-
nigfaltigkeit der hier möglichen Fälle, eine allgemeine 
Regel geben. Cette petite remarque prouve que M. Stern 
a eu en vue, en effet, des séries jouissant de ladite pro-
priété; mais il ne donne aucun exemple. 

De même M. Eugène Catalan a considéré ces séries 
et il a consacré, dans son Traité élémentaire des sé-
ries (2), un paragraphe à des séries à termes croissants 
et décroissants. Dans l4^nos 40 et 41 de son Livre il dit : 
« Jusqu'à présent, nous avons supposé que les termes 
de la série proposée décroissent indéfiniment, du moins 
à partir de l'un deux ; et nous avons indiqué diverses rè-
gles au moyen desquelles on peiH, dans tous les cas, re-
connaître la convergence ou la aiv^gence. Mais il peut 
arriver que le terme général un, tout eïiàyant pour limite 
zéro, soit exprimé par une fonction de n tantôt croissante 
et tantôt décroissante. Il paraît très difficile de trouver 
des règles simples, relatives à ce cas singulier. Nous 
nous contenterons d'énoncer la proposition suivante : 

T H É O R È M E X\ . — Si les quantités > k 

uu u2, un, 

en nombre infini, peuvent former des groupes 
rr j = Ui -h .. . 4- U,„ 

— Itp-f. j -f- . . . - + - iiy, 

gï— 1-f" + • • • H-
 Ur, 

( ' ) Leipzig, i86o, p. 91. 
(*) Paris, 1S60, p. 
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qui diminuent indéfiniment (en valeur absolue)-, les 
séries 

( U ) U\ H- -R- . . . -R- UN-F-

(G) - " ¿'2 ••• - gi-r- -

sont en même temps convergentes, divergentes ou indé-
terminées. De plus, si elles sont convergentes, elles ont 
même somme. 

M. Catalan n'a pas énoncé le théorème démontré par 
M. E. Weyr (*). Mais il en a donné, dans le n° 42 de 
son Traité, trois exemples. En premier lieu, il considère 
la série 

i i i i i i 
7 2 42 + 32 62 — 52 g i • • • ' 

dont le terme général est 

( n + H - c o s / t r ) 2 

En posant généralement 

1 — / \»>. 1 / • , 0 " 
( 2 1 — 1 )2 (•¿i-h,2)2 

M. Catalan conclut que ¿>i ^ P a r conséquent 

la série (G) est convergente et, d'après le théorème cité 
ci-dessus, de même la série (U). En second lieu, M. Ca-
talan démontre, par un groupement analogue, la diver-
gence de la série dont le terme général est 

Un — T 

n — 1 -1- c o s ntz 

et, en dernier lieu, il démontre, de la même manière, la 

( ' ) Jornal cle Sciencias mathematicas e astronómicas, t. V I I I , 

p. <)7 à 100. 



convergence de la série 
( ) 

Zj = ZJ 
Jmd. Jmd . tllZ a IllZ 
n = i n = i n SIN /I2 COS '1 1 

Cette remarque littéraire montre qu'on a déjà connu 
depuis longtemps des séries jouissant de ladite propriété j 
mais il restait dans la théorie de ces séries une lacune,, 
remplie maintenant par les nouvelles recherches provo-
quées par les deux articles de M. Lerch ( 1) . Quant à ces 
derniers, ajoutons quelques remarques tirées d'une 
lettre que M. Lerch m'a adressée. 

Dans les Contributions à La théorie des séries infi-
nies, M. Lerch a employé la notion, un peu généra-
lisée, du dérivé d'un ensemble de points ( Punktmenge), 
dans le sens de M. G. Cantor, pour les éléments de la 
théorie des séries. En particulier, il a considéré l'ensem-
ble caractérisé par la formule i^ i i , où les wv sont les 
termes positifs de la série infinie 

U — Uq U\ -h U2 -4- . . . . 

Il a reconnu alors que la convergence de la série u n'a 

pas pour conséquence l'existence d'une limite de 

( pour v infini ), mais que ce quotient peut surpasser même 
toute quantité donnée. Il a montré cela pour quelques 
cas particuliers qui sont de la forme 

(i) a0 — ôo4-ai4-614-flï4-6î4-..., 

i1) Contributions à la théorie des séries infinies (Comptes 
rendus des séances de la Société royale des Sciences de Bohême. 
Prague, i3 mars i 8 8 5 ) . 

Remarque sur la Théorie des séries ( Jornal de Sciencias ma-
thematicas e astronómicas, t, VII , p. 7 9 ) . 
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où Sav et S0,,L des séries convergentes; les exemples 
plus simples de M. Cesaro sont du me me type. 

M. Lercli m'écrit qu'il n'aurait pas publié ces séries-
là s'il n'avait pas eu, pour son but, un autre exemple. 
Pour démontrer le théorème que la série Sv« vx v" ! est 
convergente dans la même région que la série on 
s'appuie sur la remarque (*) que le quotient de deux 
termes consécutifs, du moins à partir de l'un d'eux, 
doit être inférieur à l'unité, ce qui n'est pas vrai. Mais, 
si l'on n'avait pas d'autres séries que celles de la forme (i), 
on appliquerait seulement la démonstration à chacune 
des séries régulières 

a0 ; - tti x'2 -f- a.2 -+• . . . 
b^x r- ¿>j x3 • b2x» -f- . . ., 

pour conclure de la convergence de la série 

a0 b0x -h x'1 b^x* -4- a2x'* -+- b^x» -i- . .. 

celle de la dérivée. C'est pourquoi M. Lerch a construit 
la série 

V^ -N . -ilOi « (¡1-4-'los ")' -N ( x ) > o" - (0<0<I<, . ; ' ) , 
n 

où (log/i) désigne la partie entière du logarithme vul-
gaire de n ou le nombre des chiffres de 7?; et c'est pour-
quoi celle-ci me semble être plus remarquable que celle 
de la forme (i). 

En outre, les séries de la forme (i) et les séries ana-
logues de la forme 

u'iJ ; ef1,1/' — . . . c/'tV - - dr.'j' — a{\' -+- . . . - - a'" 

(l) }'où\ par exemple. I I A U N A C K , Die Flcmcntc cler Differential-
und iHtegi'alrecluiuniï. Leipzig. 18S1. 
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ont la propriété que, si le quotient de deux termes con-
sécutifs peut devenir infiniment grand, il doit aussi de-
venir nécessairement infiniment petit. Cette circonstance 
ne s'offre pas dans la série (2) de M. Lercli. 

La convergence de la série (2) n'exige pas, en effet, 

la condition Pour avoir un exemple d'une série 

irrégulière, il suffit de prendre 

Un = £•(»)* (o < 0 < I < g), 

où (11) est le nombre des chifïres de n. Mais, si n est de 

la forme i o v — 1 , on aura = ¿r2(«)+i. p a r consé-

quent, le quotient peut surpasser toute quantité donnée. 

SlIR LES É Q U A T I O N S R É C I P R O Q U E S ; 
PAR M. CH. DE C O M B E R O U S S E . 

1 . Soit l'équation algébrique quelconque 

0( 5 ) = Ao-3'"-- AiZ'n-l-r- . . . 
-r- Am-222 A,«-! 5 -h A;/l = o. 

La transformée en ~ de cette équation est 

z étant supposé différent de zéro, multiplions les deux 
membres par zm et renversons l'ordre des ternies} nous 



aurons 
( «8 ) 

On obtient donc la transformée en \ en échangeant dans 

la proposée les coefficients des termes également éloi-
gnés des extrêmes. 

Pour obtenir maintenant la transformée en — - de 
z 

l'équation cp(z)== o, il suffit de changer £ en — z dans 
le résultat précédent. L'équation de la nouvelle trans-
formée est ainsi : 

(- zy»o(- A„;(-~)"<-:-Am , ( - zr ' 
A ,„ - 2 ( - - -! . . . 

-h A 2 (— z )2 -T- A ! ( z ) A0 — o. 

Suivant (jue m sera pair ou impair, on changera dans 
le second membre les signes des ternies de degré impair 
ou pair. De celte manière, le premier terme du second 
membre aura toujours le signe -h, et le facteur (—z) m 

du premier membre sera toujours remplacé par zm. On 

aura donc finalement, pour la transformée en — 

? ^ ) ^ A'« z ' n
 ~

 v"< i 1 ~ • • • 
A2 z-: \tz :A0 — o. 

La dernière transformation effectuée conduit na-
turellement à l'étude des équations réciproques de se-
conde espèce. 

On peut appeler ainsi toute équation '¿{z) = o dont 
les racines, au lieu d'être simplement réciproques, sont 
réciproques et de signes contraires. A une racine z -- a 

s\/n~> r\ m — 2 ** 1 • • • 

-h A 2 A ^ - h A 0 = o . 
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répond alors une autre racine — - = — et le produit 

des racines conjuguées, au lieu d'être égal à i , est égal 
à — i. 

La théorie des équations réciproques de seconde 
espèce est tout à fait analogue à celle des équations ré-
ciproques ordinaires. 

3. Si l'équation o(z) = o a ses racines réciproques 
et de signes contraires, elle a les mêmes racines que sa 

transformée en — On a donc identiquement, en dé-

signant par X un facteur constant approprié, 

(i) <p(*) = X * ' » o ( - ^ 

ou 

A0s'"-r- A - + - A - H . . . -4- A m _j-T- Am-iz -r- Am 
^ \Amzm— A A X — . . . 

:zz X A 2 Z2. - à Ai s X A 0 , 

c'est-à-dire 

A 0 — X A / w , A i — — À À W _ ! , A 2 = X A /w_2, 

A w _ 2 — : - X A 2 , = z:z X A t , A m — z t \ A 0 . 

Il en résulte, en rapprochant les égalités extrêmes, 

A ^ x - z f c * ou X2---
A m A 

On a donc les deux solutions 

X — ± : i et X = zh i. 

La première conduit aux conditions 

A 0 — zh A m , A i = z p A m _ i , A 2 ~ - A w _ 2 , . . . ; 

la seconde, aux conditions 

A 0 = dz iAm, A ï = == i A , „ _ i , A a = ::z i ' A m _ 2 , 
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Mais on peut ramener les équations considérées à un 

type unique, en remarquant que les seules racines qui 
paraissent se correspondre à elles-mêmes sont données 
par la relation 

z — — ~ ou z'2 — — i , 
z 

c'est-à-dire; 
z — .:: i. 

Admettons donc que l'équation o(z) = o ne possède 
aucune racine égale à H- iou à — i, et reprenons l'iden-
tité 

( n v(z) — \z'n o l y 

En y faisant z = -h on a, puisque — i — -f- /, 

en y faisant z = — on a également 

et — i ) étant différents de zéro par hypothèse, 
011 a, en multipliant membre à membre, les rela-
tions (2) et (3), et en simplifiant, 

] =-. X2 ( — ¿2 yn — v/2 ou X = db I . 

Si l'on remplace maintenant X par cette valeur, dans la 
relation (2) par exemple, il vient 

cp( i ) — ( i)m 9(1) ou i>n — zb 1 ; 

ce qui exige que m soit pair. 
Par suite, lorsque Véquation réciproque de seconde 

espèce ne renferme aucune racine H- i ou — i, la solu-
tion A ~ i n'existe pas, I équation est de degré pair, 
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et les coefficients des termes à égale distance des ex-
trêmes sont A L T E R N A T I V E M E N T égaux et de même signe 
ou égaux et de signes contraires. 

Supposons maintenant que l'équation o(z) = o ad-
mette des racines -+- i et — i, et mettons-les en évidence 
en écrivant 

L'équation f (z) = o n'aura, par hypothèse, aucune ra-
cine égale à -f- i ou à — i, et elle renfermera les autres 
racines, conjuguées deux à deux, de l'équation <p(z) = o, 
supposée réciproque de seconde espèce. L'équation 
f(z) = o sera donc elle-même réciproque de seconde 
espèce, et elle remplira alors les conditions que nous 
venons d'énoncer. 

Or, il est toujours facile de débarrasser préalablement 
l'équation considérée des racines =±z i qu'elle peut avoir. 
En substituant -f- i ou — i dans le premier membre de 
l'équation, on voit facilement si le résultat obtenu est 
nul-, et, dans l'affirmative, on n'a qu'à diviser ce pre-
mier membre-par z — i ou z -f- i, pour supprimer la 
racine correspondante. 

Au point de vue de leur résolution y il est donc 
permis de ne conserver, parmi les équations réciproques 
de seconde espèce, que celles qui sont de degré pair et, 
dont les coefficients également éloignés des extrêmes 
sont alternativement égaux et de même signe ou égaux 
et de signes contraires. 

4. Le type de ces équations est 

l + A!.'2"- 1 + + i . . 
U ) J -h A nz» R - . . . — A 3 S 3 - 4 - A S * « — A , 3 H- A 0 = o . 

Si l'on pose 
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chaque couple de racines con juguées ^a et — ^ conduit 

à une seule valeur de u qui est ^a — En éliminant z 

entre les équations (4) et (5), on obtiendra une équa-
tion en u de degré moitié ou de degré n. 

Rapprochons dans le premier membre de l'équa-
tion (4) les termes également éloignés des extrêmes, 
après avoir divisé par zn les deux membres de l'équa-
tion. On a ainsi 

I + . ¿ 3 ) = o. 

Il ne reste plus qu'à calculer en fonction de u les bi-
nômes 

où les signes -f- et — alternent. Pour cela, nous aurons 
recours à la relation générale 

où l'on doit prendre ensemble les signes supérieurs et 
les signes inférieurs. 

Il en résulte donc 

( 7 ) * ^ ¿ r , = ( * * =F « + ¿ j ) • 

En prenant alternativement les signes supérieurs et les 
signes inférieurs, cette formule donne l'expression d'un 
binôme quelconque en fonction de //, à l'aide des va-
leurs des deux binômes précédents. En partant des deux 
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B I N Ô M E S Z — - — TT E T Z ° - I - ^ = 2 , E T E N F A I S A N T S U C C E S -

S I V E M E N T A" = 1 , 2 , 3 , 4 ; • • • 5 N O U S A U R O N S 

** ~ F = + ¿ ) « - * - ( * » - ¿ ) = « * + 5 « « + 5 u , 

Il est évident d'ailleurs que ces binômes sont bien ceux 
qu'on a à calculer; car, le premier terme de l'équation 
donnée étant supposé toujours positif, et les racines 
conjuguées deux à deux ayant un produit égal à — i , le 
dernier terme est alternativement négatif et positif dans 
les équations successives du deuxième, du quatrième, du 
sixième, du huitième, du dixième degré, . . . qu'on peut 
avoir à considérer. 

On voit que l'équation en u sera bien de degré n. 
Quand on l'aura résolue, les racines de l'équation en z 

seront fournies par la relation générale z — - = z u , 
c'est-à-dire par l'équation du second degré 

( 8 ) z2—uz — 1 = 0 , 

dont le produit des racines est, pour chaque valeur de u 
et comme cela doit être, égal à — i. On a 

u±\/u'2 

et les 71 valeurs de u conduisent ainsi aux 2 n valeurs 
de z. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. VIII . ( Janvier 1889 . ) 3 
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SUR QUELQUES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 
CONCERNANT LES SURFACES GAUCHES DU SECOND DEGRÉ; 

PAR M. G. F O U R E T , 

Examinateur d'admission à l 'Ecole Polytechnique. 

On rencontre, en Géométrie descriptive, un certain 
nombre de problèmes qui consistent ou se ramènent 
immédiatement à chercher les points d'intersection 
d'une droite avec une surface gauche du second degré, 
définie par trois directrices rectilignes, ou par deux 
directrices rect¿lignes et un plan directeur. Les solu-
tions que l'on donne généralement de ces questions nous 
ayant paru laisser à désirer, au point de vue de la sim-
plicité et de l'élégance, nous avons pensé qu'il serait 
peut-être utile de faire connaître celles auxquelles nous 
avons été conduit, en nous appuyant sur les notions 
les plus élémentaires de Géométrie projective. 

Nous résoudrons tout d'abord un problème relatif à 
la parabole, dont nous aurons à faire usage dans la suite 
de cette Note. 

Mener, dans un plan, par un point donné m, une 
tangente à la parabole (m) qui touche trois droites don-
tiées (A), (B), (C), et dont Vaxe est parallèle à une 
direction donnée {A). 

Soient a et h les points où la droite (C) coupe respec-
tivement les droites (A) et (IV) {fîg- i). D'après un 
théorème bien connu du à Steiner('), 011 obtient un 

( ' ) Les hauteurs d'un triangle circonscrit à une parabole se 
coupent sur la directrice de cette courbe. 
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point de la directrice de la parabole (TO), en prenant le 
point d d'intersection des perpendiculaires abaissées res-
pectivement des points a et b sur les droites (B)et(A) ; 
par conséquent, la directrice est la perpendiculaire de 

abaissée du point d sur la direction (A). On a ensuite 
le foyer y , en remarquant que, le symétrique de ce point 
par rapport à une tangente quelconque étant sur la di-
rectrice. la droite symétrique de la directrice par rap-
port à cette tangente passe par le foyer. En conséquence, 
les symétriques des droites (A) et ( B) par rapport à de 
se coupent au foyer f . La symétrique de de par rapport 
à (A) s'obtient d'ailleurs simplement en joignant le 
point jf, où (A) coupe de, au point / symétrique de d par 
rapport à (A). La symétrique ik de de par rapport à 
(B) se construit de la même manière. Il n'y a plus main-
tenant qu'à appliquer la construction classique, qui 
fournit les tangentes menées d'un point donné à une 
parabole dont on connaît le foyer et la directrice. A cet 
effet, du point m comme centre on décrit une circonfé-

Fig . i 

V/ 
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ronce passant par f ; on joint le point/aux points g et 
h, de rencontre de cette circonférence avec la directrice 
de, et du point m on abaisse respectivement sur f g et 

jli les perpendiculaires ms et mt. Les droites ms et mt 
sont les tangentes cherchées ( 1 ) . 

Remarque. — Si, au lieu de connaître la direction 
de l'axe de la parabole, on en connaissait une quatrième 
tangente, 011 déterminerait, d'après le théorème de 
Steiner, un second point de la directrice de, et la con-
struction s'achèverait comme précédemment. 

I. Construire une droite rencontrant quatre droites 
données. 

Soient (X) , (Y), (Z), (T) quatre droites données, 
occupant dans l'espace des positions quelconques les unes 
par rapport aux autres. Imaginons la quadrique engen-
drée par une droite mobile A, s'appuyant sur les trois 
droites (X), (Y), ( T) , et considérons les deux points 
d'intersection de cette quadrique avec la droite (Z). 
Par chacun de ces points passe une droite, et une seule, 
telle que À. Les deux droites ainsi obtenues satisfont aux 
conditions du problème, lequel est par conséquent ra-
mené à chercher les points de rencontre de la droite (Z) 
avec la quadrique gauche (S), qui a pour directrices les 
droites (X) , (Y), (T). 

Prenons, à cet effet, un point o sur (Z) et un plan 
(II) parallèle au plan passant par le point o et la droite 

( ' ) Il est bien clair, d'ailleurs, que ces deux tangentes, dans cer-
tains cas, pourront être imaginaires. Les problèmes résolus dan 
cette Note étant des problèmes du second degré, une observation 
analogue s'applique à leur solution. 
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(T). Puis du point o comme point de vue faisons une 
perspective sur le plan (II). Les perspectives des droites 
telles que A enveloppent une conique T, qui résulte 
de la section par le plan ( I I ) du cône de sommet o, cir-
conscrit à (S). Cette conique T est d'ailleurs tangente 
aux perspectives (X<) et (Y4) des droites (X) et (Y) ; 
elle est pareillement tangente à la perspective de la droite 
(T), laquelle est rejetée à l'infini, d'après l'iivpotlièse 
faite sur le choix du plan (II). De cette dernière remarque 
il résulte que la conique T est une parabole. Cette pa-
rabole est complètement déterminée par les conditions 
d'être tangente aux droites (X< ), (Y, ) et aux perspectives 
de la droite A prise dans deux positions particulières. 
Mais les droites cherchées, devant rencontrer à la fois 
(X), (Y), (Z) et (T), ont pour perspectives les tangentes 
menées à la parabole T par le point m d'intersection de 
la droite (Z) avec le plan (II) . Le problème se résoudra 
donc en menant du point m des tangentes à la parabole 
T, ce qui se fera à l'aide d'une construction indiquée 
plus haut. 

Ou pourra aussi prendre l'intersection de (T) avec la 
droite joignant les points de rencontre du plan o(T) 
avec (X) et (Y). On aura ainsi le point de contact du 
plan o(T) avec la quadrique (S). La droite joignant le 
point o au point ainsi obtenu rencontrera le plan (II) à 
l'infini au point de contact de la parabole T avec la 
droite de l'infini, c'est-à-dire sera parallèle à l'axe de 
cette parabole. Il suffira alors de construire la perspec-
tive d'une seule droite A, et il restera à mener par le 
point m des tangentes à une parabole dont on connaît 
trois tangentes et la direction de l'axe, problème dont la 
solution a été exposée tout à l'heure. 

On simplifiera pratiquement l'épure, en prenant le 
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plan ( 1 1 ) parallèle à l'un des plans projetants de la droite 
(T), et le point de vue o à l'intersection de ce plan pro-
jetant avec la droite (Z). ¡Nous allons du reste indiquer 
brièvement Je détail des opérations graphiques. Soient 
respectivement X et X', Y et Y', Z et Z', T et T'les pro-
jections horizontales et verticales des quatre droites don-
nées (Jig. 2). Prenons pour point de vue de îa perspec-
tive le point (o, ol ) d'intersection de la droite (Z, Z') 

Fig. 

avec le plan projetant horizontalement la droite (T, T'), 
et pour plan du tableau un plan parallèle au précédent, 
ayant par conséquent sa trace horizontale T, parallèle à 
T. Supposons un instant la perspective obtenue : pour 
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exécuter les constructions voulues dans le plandu tableau, 
nous rendrons ce plan horizontal en le faisant tourner 
autour de celle de ses horizontales qui est au niveau du 
point (o, o'). 

Cherchons les perspectives des droites (X, X') et 
(Y, Y'). Le plan horizontal passant par (o, o'), et re-
présenté par sa trace verticale A7, coupe (X, X') au point 
(/, z'), dont la perspective est à la rencontre de T< et 
de ot\ Menons par (o, o') une parallèle à (X, X'), qui 
coupe le plan vertical T 1 au point (x, xf) : ce point 
(x, xf) donne par rabattement un second point x{ de la 
perspective X< de la droite (X, X'); on peut par suite 
tracer X , . On obtient de même en rabattement la per-
spective Y 1 de la droite (Y, Y'), en joignant la perspec-
tive y, du point (y, y') à l'intersection yK du plan du ta-
bleau avec la parallèle (oy, o'y') à (Y, Y'). Les droites 
X4 et Y i sont deux tangentes de la parabole T. Pour en 
avoir une troisième, faisons la perspective de la droite qui 
est située dans le plan projetant verticalement (T, T') 
et s'appuie à la fois sur (X, X') et (Y, Y'). Le plan pro-
jetant verticalement (T, Tr) coupe (X, X') en (a, a!) et 
(Y, Y ') en (¿>, //). Les perspectives de ces deux points 
sont rabattues respectivement en aK sur Xi et en b{ sur 
Y<. La droite a{ bK est une troisième tangente de la pa-
rabole F. 

Pour avoir la direction de l'axe de cette parabole, 
prenons les points (/>, p') et (<7, q!) d'intersection du plan 
vertical passant par (T, T') avec les droites (X, X') et 
(Y , Y'). La droite (pq, //</') coupe (T, T') en un point 
(r, /•') : la droite (o/*, oV) est parallèle à l'axe de la pa-
rabole T. Rendons horizontal le plan vertical T, par une 
rotation autour de son horizontale passant par (o, o') : 
le point (r, /•') se rabat en et la droite or{ est paral-
lèle à l'axe de la parabole T, lorsque le plan du tableau 
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qui contient cette courbe est rendu horizontal. Le ra-
battement du point m{, où la droite (Z, 2!) perce le plan 
du tableau, s'obtient d'ailleurs immédiatement. 

On est ainsi conduit à mener par le point mK des tan-
gentes à une parabole dont on connaît trois tangentes 
et la direction de l'axe. Pour cela (*), des points aK et 
bx 011 abaisse respectivement sur et X, des perpendicu-
laires qui vont se couper en un point d. La droite de 
perpendiculaire à ort est la directrice de la parabole. Le 
foyer est. à l'intersection des droites symétriques de de 
par rapport à X j et à Y<. Du point m̂  comme centre dé-
crivons une circonférence passant par le point f et ren-
contrant de en g et h. Les droites nil et ni\ t\, respec-
tivement perpendiculaires à f g et à fh, sont les tangentes 
à la parabole T qui passent par Soient t{ et u{ les 
points où l'une de ces tangentes coupe respectivement 
XA et Y , . Les droites joignant le point o aux projections 
de tK et de u{ sur la droite T, rencontrent respective-
ment X et Y en t et u. La droite tu est la projection ho-
rizontale d'une des droites cherchées : on en obtient 
immédiatement la projection verticale T'IL . Les projec-
tions horizontale et verticale de la seconde droite cher-
chée se déduiraient de la même manière de la seconde 
tangente m\ menée de m, à la parabole T. 

Remarque. — L'épure précédente peut être faite 
de vingt-quatre manières : 011 peut en effet prendre le 
point de vue sur l'une quelconque des quatre droites 
données, et, une fois le point de vue choisi sur l'une 
d'elles, on peut prendre le plan du tableau parallèle au 
plan projetant horizontalement ou au plan projetant ver-

( l ) Nous ne faisons qu'appliquer la construction exposée en détail 
au commencement de cette Note. 
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ticalement l'une des trois autres, ce qui donne six orien-
tations différentes pour le plan du tableau. 

II. Construire une droite rencontrant trois droites 
données et parallèle à un plan donné. 

Ce problème peut, en quelque sorte, être considéré 
comme un cas particulier du précédent, la droite cher-
chée devant, au point de vue de la Géométrie projective, 
rencontrer, outre les trois droites données, une quatrième 
droite située à l'infini dans le plan donné; aussi est-il 
facile de déduire la solution de ce nouveau problème; de 
celle du précédent. 

Soient (X), (Y), ( Z ) les trois droites données et(P) 
le plan donné. Le point de vue o étant pris sur l'une 
des droites, sur (Z) par exemple, il est clair que l'on ra-
mènera les conditions du problème à celles du précé-
dent en choisissant pour plan (II), sur lequel on fait la 
perspective, un plan parallèle au plan (P) ou, plus sim-
plement encore, le plan (P) lui-même. Rien n'empê-
chera d'ailleurs de supposer le point o à l'infini sur(Z), 
et de remplacer, par conséquent, la perspective sur le 
plan (P) par une projection oblique faite sur le même 
plan parallèlement à (Z). Dans tous les cas, et de quelque 
manière que soit choisi le point de vue o, à distance 
finie ou à l'infini, on projettera de ce point sur le 
plan (P) les droites (X)et (Y), et l'on joindra par une 
droite A les points d'intersection de (X) et de (Y) avec 
le plan (P). On aura ainsi trois tangentes de la para-
bole T, à laquelle il s'agira de mener des tangentes par 
la trace m de la droite (Z) sur le plan (P). On complé-
tera la détermination de cette parabole en déterminant 
la direction de son axe, lequel est parallèle à l'axe 
du paraboloïde hyperbolique engendré par la droite A, 



c'est-à-dire à l'intersection du plan (P) avec un plan pa-
rallèle aux deux droites (X) et (Y). On sera ainsi ra-
mené au problème résolu au début de cette Note. 

Indiquons maintenant brièvement le détail des con-
structions. Soient (/%. 3), sur deux plans de projection 
se coupant suivant la ligne de terre LT, X et X', Y 
et Y', Z et U les projections horizontale et verticale des 

FiQ. 3. 

trois droites données, a/> et aq les traces horizontale et 
verticale du plan (P) donné. 11 est clair que la construc-
tion à effectuer dans le plan (P), à laquelle nous rame-
nons le problème, peut être remplacée par la même 
construction exécutée sur les projections horizontales 
(ou verticales) des éléments sur lesquels on devrait 
opérer dans le plan (P ) lui-même : cela tient à ce que le 
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problème à résoudre, relativement à la parabole V située 
dans le plan (P), est projeetif et à ce que, par une pro-
jection cylindrique, la parabole F est changée en une 
autre parabole (y) dont l'axe est parallèle à la projection 
de l'axe delà première. Cette remarque apporte de nou-
velles simplifications dans la solution. Prenons, suivant 
les procédés connus, les projections horizontales a et b 
des traces des droites (X, X') et (Y, Y') sur le plan pxq. 
La droite ab est tangente à la parabole (y). Projetons les 
droites (X, X') et (Y, Y') sur le plan pv.(j parallèlement 
à (Z, Z'). Pour projeter (X, X'), par exemple, il suffit 
d'en projeter l'un des points, et de préférence, pour sim-
plifier, le point (i, i') d'intersection de cette droite avec 
le plan projetant verticalement (Z, Z'). On obtient en c 
la projection horizontale de la projection oblique sur le 
plan (P) du point (i, i') : ac est une seconde tangente 
de la parabole (y). En opérant de même sur le point 
( / , / ) d'intersection de la droite (Y", Y7) avec le plan 
projetant verticalement (Z, Z'), 011 obtient le point d : 
bd est une troisième tangente de la parabole (y). Pour-
avoir la direction de l'axe de cette parabole, menons par 
le point ( i, i') une parallèle à la droite (Y , YA/), prenons 
en r la projection horizontale de l'intersection avec le 
plan poLq de la droite ainsi tracée : «/', étant la projec-
tion horizontale de l'intersection du plan pv.q avec un 
plan mené par ( X , X r ) parallèlement à (Y, Y7), est pa-
rallèle à l'axe de la parabole (y). Il n'y a maintenant 
qu'à mener à la parabole (y), complètement déterminée 
par les éléments obtenus, des tangentes par le point m, 
projection horizontale de la trace de la droite (Z, Z') sur 
le plan pcLq. Ce problème ayant déjà été résolu plus 
haut, nous supprimons sur l'épure les constructions 
qui s'y rapportent, pour ne pas compliquer inutilement 
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Ja figure. Soient t et u (*) les points où l'une des tan-
gentes menées du point m à (y) coupe respectivement ac 
et bd. Pour avoir la droite qui, s'appuyant sur (X, X') 
et (Y, Y'), se projette sur le plan peu q, parallèlement à 
(Z,7/), suivant une droite projetée horizontalement 
en mt, il suifira de faire, en partant des points t et«, la 
construction inverse de celle qui nous a permis d'obtenir 
les points c et en partant des points et (/ ,/)• 
La droite joignant les points de (X, X') et (Y , Y ') ainsi 
trouvés sera l'une des droites cherchées. On aura la se-
conde par une construction toute semblable. 

Remarques. — i° La construction qui vient d'être 
exposée peut se faire de six manières, puisque l'on peut 
faire la projection oblique sur le plan /?a<y parallèlement 
à l'une quelconque des trois droites données (X, X'), 
(Y , Y'), (Z, Z'), et que l'on peut ensuite projeter ortho-
gonal enient la figure obtenue sur l'un quelconque des 
deux plans de projection. 

2° Au lieu de projeter la figure située dans le plan p%q 
sur l'un des plans de projection, on pourrait procéder 
en rabattant le plan p<xq sur l'un de ces deux plans; 
mais 011 arriverait ainsi à des constructions un peu 
moins simples. 

Les deux problèmes dont la solution vient d'être 
donnée permettent de résoudre simplement un assez 
grand nombre de questions relatives aux surfaces gauches 
du second degré. JNOUS allons les passer en revue, en 
indiquant, brièvement pour chacune d'elles, comment 
on en ramène la solution à celle de l'un des problèmes 
précédents, 

( ' ) Cette partie des constructions n'est pas représentée sur la 
figure. 
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III. Trouver les points d'intersection d'une droite 

avec une surface gauche du second degré, dont on 
donne trois génératrices rectilignes d'un même sys-
tème. 

Soit à chercher l'intersection de la droite (D) avec la 
cjuadrique gauche ayant pour génératrices rectilignes 
d'un même système les trois droites (A), (B), (C). On 
construira les deux droites qui rencontrent à la fois les 
quatre droites (A), (B), (G), (D) (problème I). Les 
points d'intersection des deux droites obtenues avec (D) 
seront les points cherchés. 

IV. Mener> par une droite donnée (D), un plan tan-
gent a une surface gauche du second degré, dont on 
donne trois génératrices rectilignes d'un même système. 

Ce problème, comme on le sait, se ramène au précé-
dent. On prend les points de rencontre de la droite (D) 
avec la surface (problème III) ; puis on construit les 
deux génératrices rectilignes de cette surface qui passent 
par chacun de ces deux points. Les quatre génératrices 
rectilignes, ainsi obtenues, appartiennent par couples à 
des systèmes différents, et les génératrices d'un même 
couple déterminent un plan, qui est un des deux plans 
tangents demandés. 

V. Construire, en un point donné par une de ses 
projectionsy un plan tangent à une su?face gauche du 
second degré, déterminée par trois génératrices recti-
lignes d'un même système. 

Supposons, par exemple, que le point soit donné par 
sa projection horizontale. Ce point doit se trouver à la 
rencontre d'une verticale déterminée avec la surface. Le 
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problème à résoudre, pour avoir la projection verticale 
du point, est donc un cas particulier du problème III. 
Le plan tangent se construit ensuite suivant les mé-
thodes bien connues. 

VI. Mener, parallèlement, ci un plan donné, un plan 
langent ci une surface gauche du second degré, dé-
terminée par trois génératrices rectilignes d'un même 
système. 

La génératrice du second système, située dans le 
plan tangent cherché, doit s'appuyer sur les trois géné-
ratrices rectilignes données et être parallèle au plan 
donné. On la déterminera parla méthode qui résoud le 
problème IL On obtiendra ensuite par les procédés 
connus le point de contact de chacun des deux plans 
tangents trouvés. 

VU. Trouver les points d'intersection. d'une droite 
et d'un paraboloïde hyperbolique engendré par une 
droite mobile s appuyant sur deux droites données, en . 
restant parallèle ci un plan donné. 

Soit à chercher l'intersection de la droite (D) avec le 
paraboloïde hyperbolique engendré par une droite mo-
bile, qui s'appuie sur deux droites fixes (À) et (B), en 
restant parallèle à un plan (P). On construira les deux 
droites parallèles au plan (P), qui rencontrent les trois 
droites (A), (B) et (D) ( problème II). Les points d'in-
tersection des deux droites obtenues avec (D) seront les 
points cherchés. 

VIII. Mener, par une droite donnée (D), un plan 
tangent, à un paraboloïde hyperbolique, engendré par 
une droite mobile s appuyant sur deux droites données, 
en restant parallèle à un plan donné. 
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On sait que ce problème se résoud au moyen du pré-

cédent. Ou prend les deux points d'intersection de la 
droite (D) avec le paraboloïde (problème VII) ; puis on 
construit les deux génératrices rectilignes de la surface 
qui passent par cliacun de ces deux points. Les quatre 
génératrices rectilignes ainsi obtenues appartiennent 
par couples à des systèmes différents; cliacun de ces 
couples de génératrices détermine un plan qui est un 
des plans tangents cherchés. 

IX. Construire, en un point donné par une de ses 
projections, un plan tangent à un paraboloïde hyper-
bolique, engendré par une droite mobile s'appuyant 
sur deux droites données, en restant parallèle à un 
plan donné. 

Soit donnée, par exemple, la projection horizontale 
d'un point de la surface. Ce point doit se trouver à l'in-
tersection de la surface avec une verticale déterminée. 
On est ainsi ramené à un cas particulier du problème VII. 
Ayant obtenu les points cherchés, on construira, d'après 
les procédés connus, le plan tangent au paraboloïde en 
chacun de ces points. 

Remarque. — Les constructions nécessaires pour ré-
soudre les problèmes VII, VIII et IX, déjà simples dans 
le cas le plus général, se simplifient encore lorsque le 
plan directeur du paraboloïde coïncide avec un des plans 
de projection. 

Application à la construction des normales à cer-
taines surfaces. — Les normales aux surfaces trajec-
toires des divers points d'un solide, dont le déplacement 
dépend de deux paramètres variables, possèdent, comme 
on le sait, pour chaque position particulière du solide, 
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la belle propriété de rencontrer deux mêmes droites 
( M À N H H E I M , Cours de Géométrie descriptive de l'École 
Polytechnique, 2E édition, p. 277). Connaissant, pour 
une position quelconque du solide, les normales à quatre 
des surfaces trajectoires, il sera facile, au moyen de la 
solution donnée plus haut du problème I, de construire 
les deux droites rencontrant ces quatre normales et 
d'en déduire la normale à l'une quelconque des surfaces 
trajectoires du solide. 

SLLR L E S P O I N T S D ' I N T E R S E C T I O N D ' U N E C O N I Q U E F I X E 

A V E C U N E C O N I Q U E M O B I L E P A S S A N T P A R D E U X P O I N T S 

F I X E S ; 
PAR M. P. A P P E L L . 

Nous nous proposons d'appliquer à un cas élémentaire 
les méthodes indiquées par Clebseh ( l ) pour l'étude des 
groupes de points sur une courbe unicursale. 

Soit une conique fixe S supposée réelle et soient 

fin g(t) 

les expressions des coordonnées d'un point de cette co-
nique en fonction rationnelle d'un paramètre f, f(t), 
g(t) et o(t) désignant des trinômes du second degré en 
t. Pour préciser, on peut supposer que le paramètre t 
est le coefficient angulaire de la droite joignant le point 
(x , j") de la conique S à un point réel fixe sur cette co-

( ' ) V o i r Leçons sur la Géométrie, p a r CLEBSCH ; recueill ies et 
complétées par LINDEMANN, traduites par BENOIST, tome III. G a u t h i e r -
V i l l a r s , 1883 . 
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nique : on voit alors qu'à chaque point (x,y) correspond 
une seule valeur de que si ce point est réel la valeur 
de t l'est aussi, et réciproquement. 

Considérons maintenant deux points fixes P et Q réels 
ou imaginaires conjugués, non situés sur la conique S et 
définis par l'intersection d'une droite fixe 

ux -h vy -t- w — o, 

avec une conique fixe ayant pour équation 

F(.r, y) ~ o. 

L'équation générale des coniques S passant par les deux 
points fixes P et Q est 

( o. ) F ( x, y ) h - (' u x H- v y -i- w ) ( X x H- ¡x y -h v ) = o, 

avec trois coefficients variables A, ¡JL, V. Ces coniques va-
riables S coupent la conique fixe S en quatre points parmi 
lesquels trois peuvent être choisis arbitrairement; le 
quatrième point d'intersection est alors déterminé et 
est unique. Appelons f:2, £3, t,k les valeurs du para-
mètre t correspondant à ces quatre points d'intersection : 
ces valeurs seront liées par une relation algébrique dé-
terminant l'une d'elles dès que les trois autres seront 
connues. C'est cette relation que nous allons former. 

Supposons d'abord que la droite PQ ne soit pas tan-
gente à la conique fixe S : elle coupera cette conique en 
deux points, réels ou imaginaires, correspondant aux 
valeurs t = a et t = b du paramètre f, fournies par l 'é-
quation 

ux -h vy -+- w — o, 

dans laquelle on remplacerait x et y par les expressions 
(1) : nous appellerons xKys et x2Ji les coordonnées de 
ces points A et B. Pour trouver les valeurs de t corres-
pondant aux quatre points d'intersection de la conique 

Ann. de Matliémat3e série, t. V I I I ( J a n v i e r 1889). 4 
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variable S avec la conique fixe S, il faut substituer dans 
l'équation (2) de S les expressions (1) de x et y 

l'équation (2) devient alors, après qu'on a réduit tous 
ses termes au dénominateur commun <p2(i), une équa-
tion du quatrième degré admettant les racines cherchées 
t\*> 13 , £/,. On aura donc, en décomposant le numéra-
teur de cette équation en facteurs du premier degré, 
l'identité 

F ( # , ( u x - h vy H- w) Çkx - f - \xy -+- v ) 

v { t l - t ) { t 2 - t ) ( t , — t ) ( t , - l )  = K , 

où R est une constante qui ne dépend pas de i, mais 
qui dépend de X, ¡JL, V. Si, dans cette identité, 011 fait 
Z — <7, les quantités x et y deviennent les coordonnées 
xs clyi du point A, (ux + vg -h w) s'annule, et l'on a 

K(<!— a){t2~ a)(/3—o)(i4 —a); 

de même, en faisant t = Z>, on a 

V (x2,y2)oHb) = K ^ ! - b ) ( t 2 - b ) ( t z - b ) ( t k - b). 

Divisant ces deux équations membre à membre pour 
éliminer K , on a la relation cherchée 

( \ h —a t2~ a t-x — a a _ 
iA — b t 2 - b h - b — 

où le second membre C est une constante ayant pour 
valeur 

(>\ C - F ( w t ) ? a ( " ) 

On voit, comme nous l'avions dit a priori, que, 
t2, étant choisis arbitrairement, cette relation (3) 

donne une seule valeur pour i , . Examinons maintenant 
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les divers cas qui peuvent se présenter et tirons quel-
ques conséquences de cette relation (3). 

i° Les points A et B sont réels. — Dans ce cas, la 
constante C est réelle ; elle est positive si et 
F ( Xzi jz) sont de mêmes signes, c'est-à-dire si les points 
A et B sont tous deux à l'intérieur ou tous deux à l'ex-
térieur de la conique F( . r , y) — o \ elle est négative 
dans le cas contraire. Nous simplifierons la forme de la 
relation (3) en faisant un changement de paramètre et 
posant 

où 6 désigne une nouvelle variable destinée à rem-
placer t. A chaque valeur de Q répondent une valeur de t 
et, par suite, un point de la conique S, et réciproque-
ment ; si 6 est réel, t l'est aussi, et réciproquement. Si 
l'on appelle Ô2i 0.t les quatre valeurs de 0 corres-
pondant aux quatre points d'intersection de S avec S, on 
voit que la relation (3) prendra la forme simple 

(5) ei02es04 = c. 

Coniques S surosculatrices ci S. — Pour qu'une co-
nique S soit suroseulatrice à S, il faut et il suffit que les 
quatre points d'intersection soient confondus. Appelant 
6 la valeur du paramètre qui correspond au point de 
surosculation, on aura donc, d'après (5), 

( 6 ) £ = C ; 

cette équation a deux racines réelles ou n'en a aucune 
suivant que C est positif ou négatif. Dans la première 
hypothèse, il existe deux coniques 2 surosculatrices 
réelles; dans la seconde, il n'en existe pas. Les quatre 
points de surosculation réels ou imaginaires ne sont 
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jamais sur une conique car le produit des quatre ra-
cines de l'équation (G) est égal à — C . 

Mener par un point ^ de la conique S des coniques 2 
osculatrices à S. — Soit 8 la valeur du paramètre corres-
pondant au point d'osculation, la conique S osculatrice 
au point 8 coupera S au point donné et en trois points 
confondus avec 9; on aura donc, d'après (5), 

( 7 ) G i G , 

équation en 6 qui a une seule racine réelle et deux 
imaginaires W et On ne peut donc mener par un 
point de S qu'une conique S réelle osculatrice à S. 
Le point 6, et les trois points d'osculation réels ou ima-
ginaires fj;/, 8W sont sur une conique S, car on a 

OjOW'^ G. 

Les points A et B sont imaginaires conjugués. — 
Alors les quantités F (x{ ^yK ) <p2{a) et F ( x 2 , y 2) 
sont imaginaires conjuguées; leur quotient C est une 
constante imaginaire de module 1 , 

G — costo - h zsin w . 

Les constantes a et b étant imaginaires conjuguées, 
0 1 1 a 

= a + b — OL—¿(3. 

Pour simplifier la relation (3) et n'y introduire que 
des éléments réels, posons 

a — t / T TO\ 
— — = c o t - - H — • 

P V2 8/ 

T étant un nouveau paramètre que nous substituons à t. 
A chaque valeur de T répond une seule valeur de mais 
à une valeur de t répondent une infinité de valeurs 
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de T différant les unes des autres par des multiples 
de 27T : en outre, si T est réel, t Test aussi, et récipro-
quement. Donc, à chaque valeur de T correspond un 
seul point de la conique S ; mais à un point de la conique 
correspondent une infinité de valeurs de T différant les 
unes des autres par des multiples de 271. Si nous appe-
lons T4, T2, T3, T4 des valeurs de T correspondant aux 
quatre points tt, U9 t3, th d'intersection de la coniqueS 
avec une conique S, la relation (3) prendra la forme 

C O S ( T1 -+-

-H ¿s in (TJ -4- T-2 -4- T3 H- T^-f- (o) = c o s t o -4- ¿s in 10 ; 

d'où 

(8) Tj-t-Tj-t-Ta-HT^aÂ-ir, 

k désignant un nombre entier quelconque. 

Coniques S sur osculatrice s. — En appelant T le. pa-
ramètre du point de surosculaiion, on devra avoir 

4T = ik'K ; 

d'où, pour Tj, quatre valeurs obtenues en faisant succes-
sivement k = o, 1 , 2, 3, 

les autres déterminations de l'entier k donnent pour T 
des valeurs qui diffèrent de l'une des quatre précé-
dentes par des multiples de 2 7t et qui, par suite, ne 
fournissent pas de nouveaux points de la courbe. Il y a 
donc quatre coniques S surosculatrices réelles ; leurs 
points de contact ne sont jamais situés sur une conique 2, 
car la somme ( T ' -F- ^ -h T / / / 4 - T i v) est un multiple im-
pair de 7T. 
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Mener par un point t , de la conique S des coniques S 

osculalrices à S. — Appelons ~ le paramètre du point 
d'osculation, nous aurons 

-h 3t = 1k71, 

d'où, en faisant h = o, i , 2, trois valeurs pour t : 

- _ Il — ^ _ il 2i 
" ~~

 T

 ~ 3 3 ' ~ ~ 3 3 ' 

Il y a donc trois coniques S osculatrices réelles5 les 
points de contact et le point sont sur une conique S; 
car on a 

3° Nous avons supposé, pour établir les résultats pré-
cédents, que la droite PQ n'est pas tangente à la co-
nique S. Lorsque cette droite est tangente à S, les deux 
points A et l> sont confondus, a devient égal à i , et 
l'équation 

ft cr vy -f- w = o, 

où l'on remplace j? et y par leurs expressions (1) en 
fonction de admet la racine double t = a qui annule 
aussi la dérivée 

u x't -4- vy). 

Revenons alors à l'identité 
F (x, y ) -r- ( ux -+- vy <c )Ù.x-\- \xy -h v ) 

= K ( ' i — O i h - t ) 
?*(0 

et prenons les dérivées logarithmiques des deux membres 
par rapport h t. Nous aurons la nouvelle identité 

Kcjri -f- F\r't -h ( u x't -h vy) ) [\x + ¡1/ -1- v ) -f- ( u x H- vy cv ) ( X a?/ -f- \xy't ) 
F ( x , y ) -H (ux -h vy - r t r ) ( X x -f- JJ-J' -f- v ) 

1 1 1 1 o'(t) 
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faisons dans cette identité t = a et rappelons-nous que 
(ux vy w) et ( ux't -4- vy's) s'annulent pour t = a, 
nous aurons la relation cherchée 

(q) —I 1 î 1 î 1 !— = /i 
a — t\ a — 12 <2 — t3 a — tk 

h désignant une constante dont il est inutile d'écrire 
l'expression. Si, pour simplifier, on change de para-
mètre en posant 

i h 
= s -h 

a — t 4 

s désignant un nouveau paramètre qui prend les valeurs 
aux quatre points d'intersection, la rela-' 

tion (9) devient 

(10) ¿-j-f- Si— o. 

Il n'y a plus alors qu'une conique S surosculatrice ; son 
point de contact est s = o. Par un point de S on ne 
peut plus mener qu'une conique S osculatrice à S ; le 

point de contact est— ~ 

Exercices. — I. En un point M4 de la conique S 011 
mène une conique S osculatrice coupant la conique S en 
un autre point M2 ; en M2 on mène de nouveau une co-
nique S osculatrice qui coupe S en un autre point M3$ . . . 
et ainsi de suite. Calculer le paramètre du point M« 
ainsi obtenu en fonction de paramètre du point M|, en 
se plaçant successivement dans les trois cas examinés 
plus haut. Chercher si M/z peut coïncider avec M4. Cher-
cher si M« tend vers une position limité quand n aug-
mente indéfiniment. 

II. Appliquer la méthode générale aux cas particu-
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liers suivants, auxquels on pourrait toujours ramener 
les trois cas précédents par une projection conique : 

x 2 y 2 

i° S est une hyperbole — — — = i et les coniques S a- |j 

sont des cercles 

x'1 + À / + \xy -f- v — o, 

ou des hyperboles équilatères asymptotes aux axes 
xy -i- A x -h ijiy n- v = o ; 

:2" La conique S est une ellipse et les coniques I 
des cercles -, 

3° La conique S est une parabole et les coniques 2 
des cercles. 

III. Former les relations qui lient les quatre valeurs 
du paramètre t correspondant aux points d'intersection 
d'une conique fixe S avec une conique variable T pas-
sant par trois points fixes ; trouver ensuite les coniques T 
bi tangentes à la conique S. 

ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE D'UNE FAMILLE DE CONIQUES; 

P A R M . C H A R L E S F A B R Y , 

\ncien Élève de l 'École Polytechnique. 

On sait que la perspective d'une cubique gauclie sur 
un plan quelconque, en prenant pour point de vue un 
point de la courbe, est une conique. Si l'on prend pour 
point de vue successivement tous les points de la 
courbe, le plan restant fixe, on aura une famille de co-



niques; c'est cette famille de coniques que je me propose 
d'étudier. 

I. 
1 . Soient 

P le plan fixe ; 
S, S' deux coniques quelconques données dans ce plan ; 
x\, B, C trois de leurs points d'intersection; 
a le quatrième. 

Menons par a une droite non située dans le plan P, 
et prenons sur cette droite deux points S et S'. Les 
cônes, ayant respectivement pour sommets S et S' et 
pour directrices S et 2', ont une génératrice commune 
SS'; la courbe commune à ces deux cônes se compose 
donc de cette droite et d'une cubique gauche qui passe 
par les points A, B, C, ainsi que par les points S et S'. 
Les deux coniques 2 et S' sont donc deux perspectives 
de cette cubique gauche. Nous allons chercher à définir 

Fig. T . 

un plan passant par SS' (fig- 0- Ce plan coupe I 
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en p et S' en />'. Les droites p S , //S' se coupent en un 
point S" qui est sur la cubique. La perspective de la cu-
bique par rapport à ce point est une conique passant 
par les cinq points A, B, C, p et //. 

Donc notre famille de coniques peut être définie de 
la manière suivante : 

On donne un triangle ABC {fig> et deux coniques 

F i g . 2. 

S et S' circonscrites à ce triangle. Ces deux coniques 
se coupent en un quatrième point a. Par ce point on 
mène une sécante variable pp'oL, et l'on fait passer 
par les cinq points A, B, C, p, p' une conique. 

Deux coniques de la famille n'auront qu'un point 
commun autre que A, B, C. 

Les coniques S et S' sont deux coniques quelconques 
de la famille. Donc : 

T H É O R È M E I . — Si l'on prend trois quelconques des 
coniques définies comme ci-dessus, les trois points d'in-
tersection (autres que A, B, C) de ces coniques, prises 
deux à deux, sont en ligne droite. 

2. La conique 2' doit passer par le point où la tan-
gente à la cubique en Sff rencontre le plan P, et ce point 
est celui où la conique S" touche l'enveloppe de nos co-
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ni(jues. Or ce point est à l'intersection de la tangente 
à 2 en p et de la tangente à 2' en p'. Donc : 

T H É O R È M E I I . — Si M " est l'intersection des tan-
gentes à 2 et S' en p et p!, la conique passant par A, B, 
C, // passe en M", et ce dernier point est celui où 
cette conique rencontre la conique infiniment voisine 
de la famille. 

La conique S passe au point où la tangente en S à la 
cubique perce le plan. Or ce point est à l'intersection 
de la conique 2 avec la tangente à S'au point a. On a 
donc le théorème suivant : 

T H É O R È M E III. — 2 étant une des coniques de la fa-
mille, les tangentes aux autres coniques de la famille 
au point ou elles rencontrent la conique 2 passent par 
un même point M, qui est le point où la conique 2 
touche Venveloppe. 

De ce théorème résulte que, par aucun point du plan 

F i g . 3. 

S 

on ne peut faire passer plus de deux coniques de la fa -
mille. 

3. Les théorèmes II et III sont des conséquences im-
médiates du théorème I. 

Soient en elfet 2, 2', 2/; trois' coniques de la famille : 
2' et 2" se coupent en a, 2 et 2" en a', 2 et 2' en a". On 
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sait que les points a, a!, d'sont en ligne droite. Soit 
la conique infiniment voisine de elle rencontre S 
en a',, S' en a, et S" en M". Les droites aas et a!a\ sont 

les tangentes en a et a! aux coniques S' et Or les 
points 1\\!faaK et les points M" d a{ sont en ligne droite, 
ce qui démontre le théorème IL 

Le théorème III n'est qu'une autre manière d'énoncer 
le théorème H. 

Ces deux théorèmes peuvent s'énoncer de la manière 
suivante : 

Si deux coniques de la famille S et S' se coupent 
en a, la tangente à l'une d'elles en a passe par le 
point ou Vautre touche Venveloppe. 

i. Enveloppe de ces coniques. -— L'enveloppe de nos 
coniques est le lieu des traces des tangentes à leur cu-
bique gauche sur le plan P, c'est-à-dire l'intersection 
du plan P et de la surface développable qui a la cubique 
gauche pour arête de rebroussement. L'enveloppe de nos 
coniques est donc une courbe du quatrième degré qui a 
trois points de rebroussement en A, B, C. Les tangentes 

F i g . 4 . 
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en ccs points sont Jes traces sur le plan P des plans 
osculateurs à la cubique en A, B, C. Or ces plans oscu-
lateurs se coupent en un point du plan P. Donc : 

T H É O R È M E I V . — L'enveloppe de nos coniques (ou lieu 
des points tels que M'7) est une courbe du quatrième 
degréy qui a pour points de rebroussement les points A, 
B, C, et les tangentes en ces points sont concourantes. 

II. 

É T U D E DES C O N I Q U E S , D R O I T E S E T P O I N T S C O R R E S P O N D A N T S 

P A R R A P P O R T A U N T R I A N G L E . 

5. Soient A, B, C un triangle, S une conique circon-

F i g . 5 . 

KCb 

sciite. Nous allons définir cette conique d'une manière 
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symétrique par rapport aux éléments du triangle, au 
moyen d'une droite ou d'un point : 

i° Soien t A a, Bj3, Cy les tangentes en A, B, C à la 
conique S. Les points a, ¡3, y sont sur une droite D. A 
chaque conique S correspond une droite telle que D, et 
à chaque droite correspond une conique. La droite I) 
peut donc servir à définir la conique. 

Les tangentes A a, B ¡3, Cy forment un triangle 
abc, et les droites A a, B/J>, Ce concourent en un point P. 

Fi {t. (i. 

% 
\\ \ 

\ 

\ 
\ 

D 

A chaque conique correspond un point P. Réciproque-
ment, si P est donné, on en déduira les points a', ¡3', y'. 
Or les points a, [3, y sont les conjugués harmoniques 
des premiers par rapport à BC, AC, AB, et les points a, 

y ainsi construits seront en ligne droite. On aura 
alors les tangentes à la conique en A, B, C, et par suite 
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la conique. Le point P peut donc aussi servir à définir 
la conique. 

De même, si T est une conique inscrite au triangle, 
on pourra la définir par un point ou par une droite; la 

Jig. 6 fait suffisamment comprendre de quelle manière. 

0. Prenons le triangle ABC pour triangle de réfé-
rence. On démontrera sans difficulté les résultats sui-
vants : 

Si un point P a pour coordonnées xy y, z, la droite 
correspondante D aura pour équation 

X Y Z 
! ! = (>, 

^ y & 

la conique correspondante S 

la conique inscrite correspondante T 

t / I n / I V I -

Si Ton se donne une courbe que décrit le point P, il 
est facile de trouver l'enveloppe de la droite et des deux 
coniques correspondantes ou réciproquement. 

Le Tableau suivant donne quelques-uns des résultats 
que l'on obtient ainsi : 
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Toutes les réciproques de ces théorèmes sont vraies-, 

par exemple, si une conique circonscrite au triangle 
ABC passe par un point fixe, le point correspondant de 
cette conique décrit la droite correspondante du point 
fixe. 

7. Nous avons rencontré dans ce qui précède une 
courbe du quatrième degré ayant trois rebroussements. 
Il est facile de démontrer que cette courbe est la plus 
générale de cette espèce, c'est-à-dire que toute courbe 
du quatrième degré, qui a pour points de rebrousse-
ment les trois sommets du triangle de référence, est re-
présentée par une équation de la forme 

/ I V I V ï -
Il suffit, pour le démontrer, de partir de l'équation 

la plus générale des courbes du quatrième degré et d'ex-
primer qu'elle a les trois sommets du triangle pour 
points de rebroussement. On en conclut ce théorème : 

T H É O R È M E Y . — Si une courbe du quatrième degré 
a trois points de rebroussement A, B, C : 

i° Les tangentes en ces points concourent en un 
point P; 

2° La courbe a une tangente double qui est la 
droite correspondant au point P par rapport au 
triangle ABC. 

On verra de même que toute courbe du troisième 
degré, qui a un point double (coordonnées c) et 
trois points d'inilexion situés respectivement sur les 
côtés du triangle, avec les côtés de ce triangle pour 
tangentes d'inilexion, a pour équation 

Ann. de Mathémat., 3
e

 série, t. V I I I . ( F é v r i e r 1889.) 5 
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ou 

/ X Y z y _ X Y Z _ 

\a b ' c / J abc 

On en conclut ce théorème : 

T H É O R È M E V I . — Si une courbe du troisième degré a 
un point double et trois points d'inflexion : 

i° Les trois points d'inflexion sont en ligne droite ; 
2° La droite qui joint ces points est la droite con-

juguée du point double par rapport au triangle formé 
par les tangentes d'inflexion. 

Les théorèmes V et VI se déduisent l'un de l'autre 
par les polaires réciproques. 

T H É O R È M E V I L — Si deux coniques S et S ' circon-
scrites au triangle ABC ont pour points correspon-
dants P et P', le point d'intersection de ces deux co-
niques est le point correspondant à la droite PP ;. 

Car toutes les coniques dont les points correspondants 
sont sur PP' passent par un même point, qui est le 
point correspondant à PP'. 

On démontrera de même : 

T H É O R È M E V I I I . — Si deux coniques T et T ' inscrites 
au triangle ABC ont pour droites correspondantes D 
et D', la tangente commune ci ces coniques est la droite 
correspondant au point commun à D et D'. 

Supposons qu'un point décrive une courbe P. La co-
nique circonscrite correspondant à ce point enveloppera 
une courbe C. Le point où chacune de ces coniques ren-
contre la conique infiniment voisine est le point con-
jugué d'une tangente à la courbe P. De là ce théorème ; 

T H É O R È M E I X . — Supposons quun point décrive une 
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courbe P, la conique circonscrite correspondante de 
ce point enveloppera une courbe C. Si une droite reste 
tangente à la courbe P, son point conjugué décrira C. 

On démontrera de même le théorème suivant : 

T H É O R È M E X . — Supposons qu'une droite reste tan-
gente à une courbe D. La conique inscrite correspon-
dante enveloppera une courbe T . Si un point décrit T , 
sa droite correspondante décrira D. 

Les réciproques sont aussi vraies. 
Par exemple, si une conique inscrite reste tangente à 

t . . . a b c i • 

Ja c o n i q u e circonscrite ^ + + ^ = o, sa droite c o n -

j u g u é e e n v e l o p p e r a la q u a r t i q u e ^ h- ̂ / y \ ~
 G > 

Une conique circonscrite au triangle ABC et la co-
nique inscrite correspondante sont bitangentes, et la 
corde des contacts est la droite correspondant à ces co-
niques. En effet, les équations des deux coniques sont : 

a Y Z -f- b Z X h- c X Y = o 

et 
X
2 Y2 Z* _ Y Z _ Z X _ X Y _ 

O2 ^ "P "'T~ ~~ ~~ ~
 X "~0, 

et cette dernière équation peut s'écrire 

( a Y Z -h ¿>ZX -+- c X Y ) = o, 
X Y Z 

a ™ b c 

ce qui démontre le théorème. Les points de contact des 
deux coniques sont imaginaires. On démontre sans dif-
ficulté que, inversement, si deux coniques, l'une inscrite, 
l'autre circonscrite au triangle ABC, sont bitangentes, 
elles sont correspondantes et Ja corde des contacts est 
la droite correspondante des deux coniques. 
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III. 

9. Revenons à la famille de coniques obtenue en 
prenant les perspectives d'une même courbe gauche du 
troisième degré par rapport aux différents points de la 
courbe. 

Toutes ces coniques sont, comme nous l'avons vu, 
circonscrites à un même triangle ABC. Cherchons le 
lieu du pôle de l'un des côtés du triangle par rapport à 
ces coniques. 

Soient A, B, C les trois points où la cubique ren-
contre le plan P ; A a, B^ les tangentes en A et B à la 
cubique. Soit S un autre point de la cubique. La per-
spective de la courbe par rapport à ce point sera une 
conique passant en A, B, C, et dont les tangentes en A 

et B seront les perspectives des droites Aa , Bj3. Le pôle 
g de AB par rapport à cette conique sera donc la trace 
sur le plan P de la droite passant par S et rencontrant 
les deux droites A a, B^. Or, si une droite rencontre 
une cubique gauche et deux de ses tangentes, elle en-
gendre un hyperboloïde; car, si l'on considère trois 
droites Aa, Bj3, Cy et que sur ces trois droites on con-
struise un hyperboloïde, il aura sept points communs 

7-

P 
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avec la cubique et la contiendra tout entière; donc 
toute droite rencontrant A a, B[3 et la cubique sera 
située sur cet hyperboloïde, car elle aura trois points 
communs avec lui. Donc : 

T H É O R È M E X I . — Le lieu des pôles de Vun des côtés 
du triangle ABC par rapport aux coniques de la fa-
mille est une conique circonscrite à ce triangle. 

Réciproquement, si Ton a une famille de coniques 
circonscrites à un triangle ABC et telles que le lieu 
des pôles du côté AB soit une conique S circonscrite 

à ABC, on peut les considérer comme les perspectives 
d'une même cubique gauche, que l'on obtiendra en 
faisant passer un hyperboloïde par S et en traçant une 
cubique placée sur cet hyperboloïde et tangente à deux 
génératrices de même système en A et B. 

Si g est le pôle de la droite AB par rapport à une de 
nos coniques, la droite correspondant à cette conique 
sera aj3. Si x, y, z sont les coordonnées du point g, la 

X Y Z droite a¡3 aura pour équation - H = o. 

Fig. 8. 

\ 
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Or le lieu du point g est une conique circonscrite au 

triangle ABC. On a donc - -4- £ -f- - = o. Donc : n a b c 

T H É O R È M E X I I . — Les droites correspondant aux 
coniques de notre famille passent par un point fixe. 

Lais points correspondants de ces mêmes coniques 
décrivent une conique circonscrite au triangle ABC. 

On en conclut que l'enveloppe est une courbe du 
quatrième; degré ayant quatre points de rebroussement. 
On voit de plus que les tangentes de rebroussement de 
l'enveloppe concourent en un point, qui est le point 
autour duquel tournent les droites correspondantes des 
coniques de la famille. Cette courbe du quatrième degré 
peut aussi être engendrée par les points correspondants 
des tangentes à une conique circonscrite au triangle 
ABC. 

Il résulte aussi du théorème XII que par tout point 
du plan passent deux coniques de la famille, car l'en-
veloppe des droites correspondant aux coniques cir-
conscrites passant par un même point est une conique. 

Les réciproques sont vraies, c'est-à-dire que si des 
coniques circonscrites à un triangle ABC sont tangentes 
à une courbe du quatrième degré ayant A, B, C pour 
points de rebroussement, ou si leurs droites correspon-
dantes passent par un point fixe, ou si leurs points cor-
respondants décrivent une conique passant par A, B, C, 
011 peut considérer ces coniques comme les perspectives 
d'une même cubique gauche. En se reportant au théo-
rème I, on aura le théorème suivant : 

T H É O R È M E X I I I . — Si les droites correspondantes de 
trois coniques circonscrites à un triangle ABC sont 
concourantes, les trois points d'intersection (autres 



( 7 ' ) 
que A, B, C) de ces coniques prises deux à deux sont 
en ligne droite, et réciproquement. 

Si les points correspondants des trois coniques cir-
conscrites au triangle ABC sont sur une même conique 
circonscrite à ce même triangle, les points dvintersec-
tion (autres que A, B, C) de ces coniques, prises deux 
à deux, sont en ligne droite} et réciproquement. 

10 . Soient S une conique circonscrite au triangle ABC 
et P, P', Vrr trois points de cette conique. Considérons 
les trois coniques circonscrites S, S', S/; correspondant 
aux points P, P', P/7. Nous venons de voir que les 

F i

g- 9-

points d'intersection de ces coniques prises deux à deux 
sont en ligne droite. Or ces points d'intersection sont 
les points conjugués des droites PP', P'P/;, PP". Puis-
qu'ils sont en ligne droite, ces trois droites sont tan-
gentes à une même conique inscrite au triangle. De là ce 
théorème : 

T H É O R È M E X I V . — Si deux triangles sont inscrits ci 
une conique, leurs six côtés sont tangents à une même 
conique. 

On démontrera d'une manière analogue : 

T H É O R È M E XV7. — Si deux triangles sont circon-
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scrits ci une même conique, Leurs six sommets sont sur-
une même conique. 

10 . De ces théorèmes on peut déduire le théorème 
de Poncelet : 

Etant données deux coniques S et T , s'il existe un 
triangle ABC inscrit a S et circonscrit à T, il en existe 
une infinité. 

Prenons en effet un point ¡3 sur S, et de ce point me-
nons les tangentes jîa, ¡3y à T, et joignons ay. D'après 
le théorème XIV, il existe une conique tangente aux six 

B 

côtés des deux triangles ABC, or cette conique se 
confond avec T , car elles sont tangentes aux cinq 
mêmes droites; donc, etc. 

Inversement, du théorème de Poncelet on déduira 
facilement tous les théorèmes que nous avons démon-
trés, sans avoir recours à la courbe gauche qui nous a 
servi de base. 

IV. 

Nous allons examiner quelques cas particuliers des 
théorèmes que nous avons démontrés. 

1 1 . Nous avons vu que l'on pouvait définir la famille 



( 73 ) 
des coniques au moyen de deux coniques S et 2' (n° 1 ). 
Deux des points A, B, C pourraient être imaginaires 
sans que les théorèmes que nous avons démontrés ces-
sent d'être vrais. 

Supposons, en particulier, que ces deux coniques 
soient des cercles, le théorème X I devient alors le sui-
vant : 

Si trois cercles ont un point commun A et si les 
trois autres points communs à ces cercles pris deux à 
deux sont en ligne droite, leurs trois centres et le 
point A sont sur un même cercle, et réciproquement. 

Ce tliéorème est facile à démontrer par la Géométrie 
élémentaire ; c'est une conséquence immédiate du théo-
rème de Simpson. 

On en conclura facilement les théorèmes suivants, 
qui sont toujours des cas particuliers de théorèmes déjà 
démontrés : 

Soient C et C deux cercles, A et a leurs points d'in-
tersection. Par ol on mène une sécante variable ct.pq, 

Fi g. i i . 

M 

et Von trace le cercle circonscrit au triangle A pq. On 
a ainsi une famille de cercles : 

i° Le lieu de leurs centres est un cercle passant 
en A ; 
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2° Les points d'intersection (autres que A) de Vois 

quelconques de ces cercles pris deux à deux sont en 
ligne droite ; 

3° Le cercle passant par A, /j, q passe en M, et le 
point M est le point ou ce cercle touche Venveloppe 
des cercles analogues ; 

4° Cette enveloppe (ou lieu des points M) est un li-
maçon de Pascal qui a un point de rebroussement 
en A. 

12 . Nous ne ferons que signaler le cas où le plan de 
la figure serait tangent à la eubique gauche. On aurait 
alors une famille de coniques passant par un point A et 
tangentes à une droite D en un point donné B. L'en-
veloppe serait alors une courbe du troisième degré ayant 
un point de rebroussement en A, un point d'inflexion 
en B avec D pour tangente en ce point. 

Comme cas particulier, B pourrait être à l'infini; les 
coniques auraient alors une asymptote commune. 

Enfin, si la droite D allait elle-même à l'infini, on 
aurait une famille de paraboles ayant un point commun 
A, et ayant même direction d'axe. Leur enveloppe se-
rait une cubique de la forme V 2 = x 3 , ayant le point A 
pour point de rebroussement. De là ce théorème : 

On donne la courbe y'2 = x3, et Von considère des 
paraboles ayant leurs axes parallèles à Ojr, passant ci 
Vorigine et tangentes à la courbe donnée. Si Von 
prend trois quelconques de ces paraboles, les points 
d'intersection des paraboles prises deux à deux sont 
en ligne droite. 

1 3 . Le plan de la figure peut aussi être osculateur à 
la cubique gauche. Ou a alors une famille de coniques 
oseulatrices en un même point A. Les points d'inter-
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section de trois quelconques de ces coniques prises 
deux h deux sont encore en ligne droite. Dans ce cas, 
l'enveloppe est une conique, tangente en A à toutes 
les coniques de la famille. 

V. 

14. En transformant par polaires réciproques les pro-
priétés que nous avons démontrées jusqu'ici, nous al-
lons obtenir une nouvelle série de propriétés. Nous 
ferons observer d'abord que, si une conique est circon-
scrite à un triangle ABC, sa conjuguée sera une conique 
inscrite au triangle conjugué du premier, A'B'C', et que 
la droite et le point correspondant à la première conique 
par rapport au triangle ABC auront pour conjugués le 
point et la droite correspondant à la deuxième conique 
par rapport à A'B 'C. 

Ceci posé, soient ABC un triangle, T et T' deux co-
niques inscrites à ce triangle, A leur quatrième tangente 

\ a 

commune. Prenons sur cette droite un point a, et me-
nons de a les tangentes a p , aq aux coniques T et T', 
puis construisons la conique Tff inscrite au triangle ABC 
et tangente aux droites a/?, a q. Lorsque le point a se 
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déplace sur A, nous aurons une famille de coniques 
qui jouiront des propriétés suivantes : 

i° Si l'on prend trois quelconques de ces coniques, 
les tangentes communes de ces coniques prises deux à 
deux sont concourantes. 

2° La conique T" tangente à AB, BC, AC, a/?, est 
tangente à pq, et pq est la tangente à l'enveloppe de 
ces coniques au point où elle est touchée par 11". 

Ou, ce qui revient au même , si A est la tangente 
commune à deux coniques T et T' de la famille, le 
point de contact de A et de T est sur la tangente à T' 
au point où elle touche l'enveloppe. 

3° L'enveloppe de ces coniques (ou enveloppe des 
droites pq) est une courbe du troisième degré, qui a 
pour tangentes de rebroussement les trois côtés du 
triangle ABC, et qui a un point double. 

4° La polaire de l'un des sommets du triangle ABC 
enveloppe une conique inscrite à ce triangle. 

5° Les points correspondant à ces coniques par rap-
port au triangle ABC sont en ligne droite. 

6° Si les points correspondants de trois coniques 
inscrites à un triangle sont en ligne droite, les tan-
gentes communes à ces coniques prises deux à deux 
sont en ligne droite, et réciproquement. 

Citons comme cas particulier du quatrième théo-
rème : 

Si trois paraboles ayant un foyer commun ont leurs 
sommets en ligne droite, les tangentes communes à ces 
paraboles prises deux à deux sont concourantes, et réci-
proquement. 

La démonstration élémentaire de cette proposition 
n'oifre aucune difficulté. 
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ÉQUATION G É N É R A L E D E S S U R F A C E S R É G L É E S DONT L A L I G N E 

D E S T R I C T I O N S A T I S F A I T A C E R T A I N E S C O N D I T I O N S ; 

PAR M. E . A M 1 G U E S . 

I . P R E M I E R P R O B L È M E . 

donnée. 
1 . Soient 

7i 
zi 

les équations de la ligne donnée, dans lesquelles x ^ j ^ 
Zi sont les coordonnées d'un point variable Pde la ligne, 
et s une variable auxiliaire représentant la longueur de 
l'arc AP de cette ligue qui est compris entre un point 
fixe A et le [joint variable P. 

Soient À, tx, v les cosinus des angles que la génératrice 
du point P fait avec les trois axes des coordonnées rec-
tangulaires. Soit u une longueur quelconque PM prise 
sur cette génératrice et désignons par x , z les coor-
données du point M. On a alors 

y = <?(*)-+- p", 
z = ty ( s ) •+• v u. 

Ces équations, dans lesquelles s et u sont deux variables 
indépendantes et X, ¡JL, V des fonctions arbitraires de .9, 
représentent toutes les surfaces réglées passant par la 
ligne donnée. 

Il est aisé de voir qu'elles représentent toutes les sur-

— La ligne de striction est 

: ©(i), 
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faces réglées ayant pour ligne de striction la ligne don-
née, si les fonctions de s que nous appelons A, v 
satisfont à l'équation différentielle suivante : 

(o 

Si, d'autre part, 011 appelle a l'angle de la génératrice 
qui passe au point P avec la courbe donnée, on a évi-
demment, que cette courbe soit ou non ligne de striction, 

(2) cosa = S X/'(*)• 

Enfin, il est facile de calculer le paramètre de distribu-
tion ru de la génératrice du point P. La valeur de ce pa-
ramètre, dans le cas particulier où la ligne donnée est 
ligne de striction, prend la valeur simple qui suit : 

2. Laissons a fonction arbitraire de s. Définissons les 
fonctions \ p., v par les équations (1) et (2), auxquelles 
se joint l'équation 

(4) 1, 

et nous aurons ainsi toutes les surfaces réglées ayant la 
ligne de striction donnée. L'équation (3) nous donnera 
alors le paramètre de distribution pour les génératrices 
de la surface. 

Pour intégrer le système [(1), (2), (4)]? différentions 
(2) en tenant compte de (1). Nous aurons 

(5) ^ = 2 * / ' ( • ) ; 

alors (2), (4)? (5) donnent fx, v. Les relations (2) 
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et (5) donnent d'abord \ et a. Portant ces valeurs 
dans (4), on a une équation en v du second degré, 

3. Supposons, comme exemple, qu'on nous donne 
l'hélice représentée par les équations suivantes : 

s 
x — a cos — > 

a 
. s 

y — a sin — , 

^ = bs. 
En posant 

R = -h sin*a -

on obtient 
. . 5 c o s a — b R s ¿¿cosa 
À = — sin a cos = — » 

a b'2-i a ds 

s c o s a — ¿>R . s d cosa 
;JL = cos — —R— a sin 7 — n a ¿>2 -h i a as 

b cosa -f- R 
v = 

Il est facile de calculer c'est-à-dire ^ ( s j ) 

On voit aisément que cette valeur de ne contient 

que l'angle a et ses dérivées. D'où le résultat suivant, qui 
est pour ainsi dire évident a priori : 

Dans toute surface réglée ou la ligne de striction est 
une hélice, si toutes les génératrices coupent cette ligne 
sous un même anglef toutes ont le même paramétre de 
distribution. 

La réciproque est fausse. Si la ligne de striction est 
une hélice et que le paramètre de distribution soit le 
même pour toutes les génératrices, le cosinus de l'angle 
sous lequel ces génératrices coupent l'hélice, au lieu 



( 8o ) 
d'être constant, est une fonction de s définie par une 
équation différentielle du second ordre. 

4. En faisant b = o dans le cas précédent, l'hélice 
devient un cercle de striction. Ou a, dans ce cas, 

. .s s dcosa A = — cos a sin a cos - — ; — ? 
a a ds 

s . s de osa a = cos a cos a sin — —; , 
a a ds 

Si, en particulier, a est une constante, il est facile de 
voir qu'on a la surface gauche de révolution. Donc : 

Toute surface gauche qui a un cercle pour ligne de 
striction et dont les génératrices coupent ce cercle sous 
le même angle est une surface gauche de révolution. 

I I . S E C O N D P R O B L È M E . — La ligne de striction est 
plane. 

I . Prenant le plan de cette ligne pour plan des xj , 
on a 

<K$) = o; 
alors la relation 

devient 

-Vous poserons 
f \ s ) = COSU), 

cp'(s) = sin to; 

o) sera alors une fonction arbitraire de .v, puisque la 
ligne de striction est une ligne plane arbitraire. Pre-
nons pour a une fonction arbitraire de s. 



( 8. ) 
Nous aurons alors les équations suivantes pour déter-

miner les fonctions de s que nous appelons ¡JL, V, 

dX dix . 
( i ) - r - c o s c o n r- sina> — o, ds ds 
(9.) X cosco -F- [JL sin UJ = c o s a , 

(3) ),s_hij ls-hv«=I . 

Diiïérentions (2) en tenant compte de (1). Nous avons 
ainsi 

/ / \ ^ • . dcL 
( 4 ) — A sin w -f- rx coso) = — s i n a - 7 — • dw 

Les équations (2) et (4) donnent \ et ¡JL. Puis l'équa-
tion (3) donne v. 

Le problème est donc résolu. On obtient 

' ^ . da 
A = costo c o s a -+- sin 10 sin a - r - , dw 

. dot 
( 5 ) ; JJL— s i i iw c o s a — c o s w sin a 5 

En particulier, si a est une constante, nous aurons 
pour les équations de la surface 

— / c o s w ds -4- u costo c o s a . j " / 
I (6) • r - J | y — ! Sinai ds -+- u sin a> c o s a . 

; = u sina. 

Dans ces formules (6), co représente une fonction arbi-
traire de s. 

2. Pour calculer le paramètre de distribution des sur-
faces ci-dessus, différentions la formule (4). 

Ann. de Mathémat., 3° série, t. V i l i . (Février 1889.) 6 



Mous obtenons 

dl 
ds ' 

dy. 
ds 

COSCD = cosa diû d ( 
ds ds \ 

dz \ 

Ajoutons le carré de cette dernière équation au carré 
de l'équation (i). Nous avons ainsi 

( — Y f ^ Y — Tco x— — — ( in — ^il2. 
\ds } \ ds / ~ ds ds\ dw ) J 

Cette expression ne dépend que de a, de co et de leurs 
dérivées, mais ne contient pas s directement. 

Il en est évidemment de même de d'après la der-
nière des formules (5)} et, par suite, il en est de même 
du paramètre de distribution. 

SUR DEUX DÉTERMINANTS NUMÉRIQUES ; 
PAR M. G. F O U R E T . 

Certains déterminants numériques, d'une forme sim-
ple, présentent, quel que soit leur ordre, des valeurs 
remarquables. En voici deux exemples, qu'il nous a paru 
intéressant de faire connaître. 

I. Le déterminant 

a, quel que soit son ordre /?, une valeur égale 11 l'u-
nité. 
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Désignons par ce déterminant.. Nous n'altérons 

pas sa valeur en retranchant des éléments de la pre-
mière colonne les éléments correspondants de la seconde. 
On a par suite 

c'est-à-dire 

n — X 2 — C. Q. F . D. 

II. Le déterminant, 

! O T 

: 1 ° 
— l — I 

est nul ou égal à l'unité, suivant que son ordre n est 
impair ou pair (1 ). 

Désignons par Yw ce déterminant. En retranchant les 
éléments de la seconde colonne des éléments correspon-

( ! ) On sait d'ailleurs, d'une manière générale, que tout détermi-

nant symétrique gauche d'ordre impair est nul. 
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danls de la première, 011 a encore 

Y,, = 

ou bien, en développant ce déterminant par rapport aux 
éléments de la première colonne, 

Y „ = -

i n-1 

c'est-à-dire, d'après les notations que nous avons adop-
tées, 

Y» = - Y» •XM_ 

ou encore, en vertu du premier théorème, 

= — Y W_I-T- I . 
Mais on a 

Y 0 
o i 

- i o 

On eu conclut, d'après la relation de récurrence trou-
vée, 

Y 3 = O , Y 4 — I , Y 5 = O , C. Q. 

Dans une Note publiée en i88(> dans le Bulletin de la 
Société mathématique de France (t. XIV, p. 146), 
nous avons fait connaître la valeur de quelques autres 
déterminants numériques remarquables. Nous ajoute-
rons que Ton trouve démontré, dans cette même Note, 
le second des deux théorèmes communiqués par M. J . 
Moucliel aux lecteurs des Nouvelles Annales, en août 
dernier, théorèmes qui ne diffèrent d'ailleurs entre eux 
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que par la forme de l'énoncé. Nous rappellerons enfin 
que, dès 1846, M. Catalan s'était occupé de questions du 
même genre dans ses Recherches sur les déterminants 
( Bulletin del'A endémie royale des Sciences, des Lettres 
et des Beaux-Arts de Belgique, t. X I I I , 2e Partie, 

P
. 534). 

NOUVEAU THÉORÈME SUR LES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES; 
P A R M . JOSEPH J O F F R O Y , 

Professeur au lycée de Nantes. 

Un de mes élèves, Gaston Brunei, (classe de 4e année 
d'Enseignement spécial) a le mérite d'avoir remarqué 
par des essais la propriété numérique suivante : 

Soit les progressions 

f i . 3 . 5 . 7 . 9 . r 1 . 1 3 . . . 

v 1 . 5 . 9 . i 3 . . . 

Le premier terme de la dernière est le cube du pre-
mier terme de la première; la somme des trois termes 
suivants ( 5 , 9 , i3) est le cube du terme 3 , 1a somme des 
cinq termes suivants est le cube du terme 5, etc. 

Il a été conduit à cette relation par la même relation 
connue sur les progressions 

1, 2, 3, 4 , 5, 6 , 7 , 8 , . . . 

i , 3, 5, 7, 

Cette propriété et celle que Brunet a trouvée sont des cas 
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particuliers du théorème suivant auquel elles m'ont con-
duit : 

Soient 
a.b.c.d.e.f..,k.l(l-h R)... 

une progression arithmétique ci ternies entiers et 
soient 

a.c.e.g.. .k{l R)... 

la progression formée par les ternies de rang impair de 
l'autre ; je décompose la seconde en groupes de a, Z>, C, 
d, . . . / , ( / -+- R) termes : la somme des termes du pre-
mier groupe vaut le cube de a, la somme des termes 
du second groupe vaut le cube de b, . . ., la so trime 
des termes du (n i) groupe vaut le cube de /-f- R, 
à la seule condition que le terme a soit Vunité ou à la 
seule condition que R = a. 

Démonstration. — Le premier terme du groupe qui 
contient l + R termes de la seconde progression est pré-
cédé par 

+ i + c + + / ou (a H- / ) — t e r m e s . 

' 2 

Je remplace n par sa valeur tirée de la formule connue 

l — ci (y 71 — l ) R 

et je trouve que le nombre des termes qui précèdent ce 
terme est 

l)(l — a R ) 
ÎR 

Ce terme vaut donc 

a -f- ( a -h l ) ( l — a -h R ) . 

Le dernier terme du groupe considéré vaut 
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et la somme des termes de ce groupe 

[ci-±-(a-+- l)(l — a-h R)-h(l-h R — J) R ] ( / 4 - R ). 

expression qui peut s'écrire 

[ ( l - h R) 2 -+-(1 — a ) ( a — R ) ] ( / H - R) 

et qui peut se réduire à ( / - f -R) 3 , soit lorsque a =z 1, 
soit lorsque R = a. c. Q. F. D. 

Application /. — La somme des cubes des n premiers 
nombres impairs 

i.3.5...(2/1 — 1) 

est égale à la somme des 

I + 3 + 5 + . . . + ( 2 R - I ) OU N 2 

premiers termes de la progression 

1, 5, 9, 13, /, 
ou à 

qui s'écrit, en remplaçant l par 1 -b (n2 — i)4, 

( 2u- — 1) . 

Application II.— La somme des cubes des n premiers 
nombres pairs 

2, 4, 6, 8, 10, 12 , . . . , 211 

égale la somme des 

2 -1- 4 -t- G -f- .. . -h 2 n ou n ( n -4- 1 ) 

premiers termes de la progression 

2.6.10.T 4.••/• 
Elle vaut donc 

7, n ( n -4- 1 ) (2 -T" / ) — 1 ' 



2 H- [n(n -H i) — i] ». 

j'obtiens, pour expression de la somme cherchée, 

LONGUEUR DES AXES D'UNE SECTION PLANE D'UNE QUADRIQUE, 
EN COORDONNÉES OBLIQUES; 

J\OUS d é s i g n e r o n s p a r A , |JL, y les angles d e s axes O X , 

O Y , O Z - , n o u s représenterons le p l a n p a r l'équation 

et la quadrique (à centre unique) par 

/ ( X , Y , Z ) = = < p ( X . Y f Z ) - 4 - a C X - h 2 C ' Y - t - 2 C Z + D == o, 

en posant 

0 ( X , Y , Z ) S A X 2 4 - A ' Y 2 A ' Z 2 -4- 2 B Y Z 4 - B ' Z X H- 2 B ' X Y . 

Enfin, nous poserons, pour abréger, 

xn-( n H- i)2. 

P A R M . E T I E N N E P O M E Y . 

I. — Notations. 

IX -f- m Y -f- 11Z -h p — o, 

A ÌV IV 
A = B A ' B 

IV B A " 

A 
G 

G' 
H = 

G C (7 I) 
; / 

l 
A II m 

11 
l m H <» 

m 
H , = n 

P 
l m n o 
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A 
K 

^ 7 
B"4-

K 
— cosv p B' K 

4 cos ;JL 
P 

1 
l 

?] = 
B* 4 -

K 
— cosv p A' 

K 

P 
B 

K ï 4 cos A 
P 

m 

B'-f-

1 

K 
— C O S {JL 

P 
l 

B 4-
K . 
— C O S A p 

m 

A" 4 - -
P 

il 

11 

0 
<j(x,y, z)== cr == x2 4-JK2 -I- z2 4- 2yz cos X 

4- izx cos JJL H— a xy cosv. 

II. — Théorèmes préliminaires. 

T H É O R È M E I . — Les équations de la conique, par 
rapport ci des axes ox, oy, oz, parallèles h OX, OY, OZ, 
et passant par son centre o, sont 

(1) Ix 4- m y 4- nz = o, 

(2) y> z)-\- K = o. 

E11 effet, en désignant par ¿z, c les coordonnées du 
centre o, les équations de la conique dans le nouveau 
système sont évidemment 

Ix 4 - my -h nz — o, 

f(x 4- a,y 4 - b, z -h c) 
= y, z) 4- xf'a y fi, -+- zfe -h/(a, b, c) = oT 

et l'on a, pour calculer c, les équations 

la -f- mb 4- «c 4- /? = o, îf — -(k , t m n 

qui expriment que le centre o est l'intersection du plan 
donné et du diamètre de la quadrique qui est conjugué 
de ce plan. Les deux dernières équations montrent que, 
Ix + my -+-nz étant nul pour tout point x , y, z de la 
conique, il en est de même de x f a -h y fi, 4- zf'c. 11 reste 
donc simplement à calculer^a, ¿>, c). A cet effet, dési-
gnons par — 2t la valeur commune des trois rapports 
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précédents-, il en résulte les équations 

A a 4 - B b -f- B'c -+- G 4 - II = o, 

B ' a - i - A ' ô + B c 4- G' mt — o, 

B ' a + B 6 4- A " c 4- G " 4 - ni = o, 

qui, multipliées respectivement par Z>, c et ajoutées 
ensemble, donnent 

G a 4- C' b 4 - C"c 4 - D — /(a, b, c) pt — o. 

En joignant à ces quatre équations la suivante 

la 4 - mb 4 - ne -i-p = o, 

on a un système linéaire et non homogène en c, 
f ( a , Z>, c), qui donne/(«, c) par les formules de 
Cramer^ ou, plus simplement encore, on élimine a, c 
(en tant qu'ils figurent explicitement) et f, ce qui donne 

G / 
A : R , 

G m 
G" n = o, 

G G' G" D —f(a,b,c) p 
l m n p o 

ou enfin I I ! - / ( « , c)A, = o. 

En conséquence, la conique est bien représentée, 
dans le système oxyz, parles équations (i) et (2). 

T H É O I I È M E I I . — Etant donnée la forme quadratique 
h trois variables 0(x, j , 2), pour que le discriminant 
de la forme quadratique h deux variables 

Ix-
m

y \ 
1 

soit nul, il faut et il suffit que celui de la forme qua-
dratique 8(.r, ) , z) -h it\lx -h my + nz) dépendant 
des quatre variables .r, r, -, t soit nul lui-même. 
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En effet, lorsque le premier discriminant est nul, ou 

pour réduire la forme y , — à un seul 

carré, qu'on peut d'ailleurs écrire 

/ j + s i ax -h by — c - j • 

Par suite, 9(tr, z) peut être mise sous la forme 

e ( a x -H by 4- cz)2, 

et, comme il(lx -f- ni y •+• riz) est une somme algébrique 
de deux carrés, la forme 

8(a?, y, z) -h it(lx 4- my 4- nz) 

est réductible à trois carrés; or elle dépend de quatre 
variables; son discriminant est alors nul. 

Réciproquement, si son discriminant est nul, cette 
dernière forme est réductible à moins de quatre carrés ; 
deux sont fournis par la décomposition de 

it(lx 4- my 4- nz); 

donc 9( . r ,y , z), qui est indépendante de i, doit se ré-
duire à un seul carré 

z(ax 4- by 4- cz)2. 

11 en résulte que la forme à deux variables 

Ix 4- my^ 
y-. 

se réduit à un seul carré 

/ 7 lx^~my\2 

s ( ax + by — c ) 

et, par conséquent, que son discriminant est nul. 
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III. — Recherches des longueurs des axes. 

Cela posé, voici le théorème qui fait l'objet de celte 
Note : 

L'équation aux carrés des longueurs des demi-axes 
de la conique/ (X, Y, Z) = o, ZX -f- m Y -f- /xZ -f- p = o 
est [p] = o. 

D É M O N S T R A T I O N . — Dans toutes les méthodes de dé-
monstration qui suivent, nous supposons, pour simplifier, 
la conique préalablement rapportée au système oxyz, 
ce qui naturellement ne change pas la grandeur de ses 
axes, ni par suite l'équation demandée. Nous raisonnons 
donc dans le système oxyz, et nous représentons la co-
nique, en vertu du Théorème I, par les équations (i) 
et (2). 

Première méthode. — Pour qu'un point s(a, ¡3, y) 
soit sommet de la conique, il faut et il suffit qu'on puisse 
mener par la tangente en un plan perpendiculaire au 
diamètre os. 

La tangente en s a pour équations 

(3) Ix -+- my nz = o, xo'a -4- ̂ cpy -+- 2 K = o. 

L'équation générale des plans passant par cette droite 
est 

-+- -stpy -r- 2K -h it{lx 4- my -+- nz) = o, 

t désignant un paramètre arbitraire. 
Pour que ce plan soit perpendiculaire à la droite OA, 

dont les équations sont 
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il faut et il suffit qu'on ait 

-h lit ©0 + 2mt ©y -+- 2 
/ 5 ) — i r — i l K J 1 a Uû » ff' 2 2 2 ffY 

Or, en multipliant haut et bas ces rapports respecti-
vement par a, ¡3, y, et les ajoutant terme à terme, on 
obtient le rapport 

+ P?'̂  + y©'Y + 9./Î/K + m 3 -4- n y ) 
r- pap -T- Y<ry) ' 

ou, d'après le théorème des fonctions homogènes, 

2cp(a, p, y) -h 2t( 1% -4- m ¡3 ny) 

Enfin, en observant que a, ¡3, y satisfont aux équations 
(i) et (2), et en désignant par p la longueur du demi-

axe 05, ce rapport se réduit à — Et comme, d'après 

son mode de formation, ce rapport est égal à chacun des 
rapports (5), 011 a 

/ , K , 7 ©„H H- 2 It = O, 
l P 
' , K , (6) / fffi + 2m/ = o, 
1 ' p ' 

, , K , I ©v h Œy + 2ni = 0 . 

' ' P 

En joignant à ces trois équations la suivante 

IOL -+- mp -+- n y = o, 
et éliminant a, p, y, i, 011 obtient immédiatement l'équa-
tion [p] = o. 

Deuxième méthode. — Pour qu'un point s(a, ¡3, y) 
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que la 
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tangente à la conique en s soit perpendiculaire à 05, 
c'est-à-dire que les droites (3) et (4) soient rectangu-
laires. Les coefficients directeurs de la première sont 

m cpy — n cp'p , n <p'a — / , / — /?? cp'a. 

La condition de rectangularité est donc, d'après une 
formula connue, 

(7 ) ( m ( ? y — /c?y) " H ¿ f ? ~ = 

L'équation cherchée est le résultat de l'élimination 
de a, ¡3, y entre l'équation (7) et les trois suivantes, où 
p désigne l'inconnue o.v, 

( 8 ) / a -h m P H- n y = o, 

(9 ) <?(*• P , 7 ) + K = O, 

( 1 0 ) <r(a, ¡3, y ) = p. 

L'équation (7) peut s'écrire 

Les équations (8) et (11) , homogènes en /, ///, //, 
donnent 

j ? ( ? a <3 ~ g a ) ~ 7 ( ? y g a ? a gy ) 
. , , , < , , 

( 1 1 ) < = T ( ? P G Y ~ ? Y G P ) 
j 

F = G ( ? Y Q * ~ ~ ? * J Y ) " " — 

\ n 

Or le numérateur du premier rapport peut s'écrire 
successivement 

( + 7 J'y ) ? a - ( 7 ? y )> 

-f- pjp -f- - 'ai«?« -+" i3?? + Y?r ) 

ou, d'après le théorème des fonctions homogènes, 

î>.<r(a, 3 , y W a — Y)s ' a , 
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et enfin, d'après (9) et (10), 

Les numérateurs des deux autres rapports sont, de 
même, 

-h aK<Jp, 1 pOy -h ïKv'y. 

Les équations ( 12) deviennent donc 

K , , K , , K , 

En désignant par — it la valeur commune de ces 
rapports, on en conclut les équations (6) et, par suite 
encore, [p] = o. 

T, *oisième méthode. — Pour qu un point ¡3, y) 
soit sommet de la conique, il faut et il suffit que les tan-
gentes en s à la conique et au cercle concentrique qui 
passe par ce point soient parallèles. 

La tangente à la conique en s est représentée par les 
équations (3). 

Le cercle considéré étant représenté par les équations 

( 1 4 ) loc -H my -H nz = O, a(x, y, z) = P, 

les équations de la tangente en s à ce cercle sont 

( 1 5 ) l x 4— m y 4 - / 1 3 = 0 , xs^ -hya'p 4 - zcty— 2p = o. 

Pour que les droites ( 3 ) et ( i4) soient parallèles, il 
faut et il suffit qu'on ait 

m <jy — 11 n <7^ — liy ¿<j 'p — Tïi cr^ 
m y — ~ n?y. — ~~ — /?l?a 

La somme des numérateurs, respectivement multipliés 
par o-'a, o-'p, est identiquement nulle. On a donc aussi, 
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à l'égard des dénominateurs, 

C'est la relation (7). Comme 011 a, d'ailleurs, les re-
lations (8), (9), (10), on voit qu'on retrouve, pour dé-
terminer a, ¡3, y, p, exactement les mêmes équations 
que dans la deuxième méthode. 

Quatrième méthode. — Pour que le point s(a, ¡3, y) 
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que le 
plan de la conique soit tangent au cône qui a pour som-
met le centre o de la conique et pour directrice l'intersec-
tion de l'ellipsoïde avec la splière de centre o qui passe 
par le point s. 

Soit y, z) = p la sphère considérée. Le cône con-
sidéré a pour équation 

K , 
- z ) = ° > 

et par suite son plan tangent en s est représenté par 

Pour que ce plan se confonde avec celui de la conique, 
il faut et il suffit que l'on ait 

K , K , , K , 

l m n 

Ce sont les équations (i3 ), d'où l'on conclut les équa-
tions (6), et par suite [p] = 0 . 

Cinquième méthode. — Les valeurs cherchées de p 
sont les carrés des rayons des deux cercles concentriques 
et bitangents à la conique. 
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L'un quelconque de ces cercles est représenté parles 

équations (i4)* 
Pour que la conique et le cercle considéré soient bi-

tangents, il faut et il suffit qu'il en soit de même de 
leurs projections sur le plan xoy, savoir 

/ lx-\-my\ T_ 
? (

 x,y-> - H K = O, 

/ lx-\-mv\ *(x,y, _ ^ - p = = o . 

La condition nécessaire et suffisante de bitangence de 
ces deux coniques est que leurs cordes communes passant 
par le point o, savoir 

. \ / lx my\ K / lx-+-my\ (16) + ^ j = o, 

soient confondues. Or, pour cela, il faut et il suffit que 
le premier membre de (16), qui est une forme quadra-
tique à deux variables, se réduise à un seul carré et, 
par conséquent, que son discriminant soit nul, condition 
qui, en vertu du théorème II, revient à égaler à zéro 
le discriminant de la forme suivante à quatre variables 
x,y, s, 

cp(a?, y, z) 4 y, z) •+• 2 t( lx -r- rny -+- nz). 
? 

On obtient ainsi l'équation 

[p] = o. 

Cette méthode est remarquable, en ce qu'elle n'exige, 
comme on voit, presque aucun calcul. 

Sixième méthode. — Les valeurs cherchées de p sont 
le maximum et le minimum de la fonction y , z), 
où x,yz sont assujettis aux relations 

lx -j- my -4- nz = o , y, z ) -h K = o. 

Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Février 1889.) 7 
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On peut évidemment encore dire que ce sont le maxi-

mum et le minimum de 

/ Ix H- m y\ 

H" 7 ' 7 , iT—) 

Les deux termes de cette fraction sont des fonctions 
homogènes du second degré en x etj^, et, par conséquent, 
d'après la théorie élémentaire des maximum et minimum 
de la fraction générale du second degré, les valeurs de p 
sont les racines du discriminant de la forme 

( lx-\-my\ K / lx-\-my\ 
— ) + — ) 

ou, ce qui revient au même, d'après le théorème II, de 
la suivante 

K 7 o G it{lx -h m y -4- nz), 

ce qui donne 
[ p ] = o . 

SUR LE LIEU DES FOYERS DES CONIQUES QUI PASSENT 
PAR QUATRE POINTS D'UN CERCLE; 

PAR M. H. F A U R E , 

Chef d'escadron d'Arti l lerie en retraite. 

M.Salmon,dans son Traité de Géométrie analytique 
(Courbes planes), démontre, d'après le Dr Hart, qu'il 
existe deux cubiques circulaires ayant pour foyers quatre 
points A, B, C, D d'un cercle et que ces deux cubiques 
constituent le lieu de l'intersection de deux coniques sem-
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blables dont les foyers sont respectivement A et B, C et 
D(p. 353). D'autre part, M. Salmon (Sections cojiiqaes, 
p. 3oi) montre que le lieu des foyers des coniques qui 
passent par qualre points est une courbe du sixième 
ordre, qui se décompose eu deux autres qui sont respec-
tivement du troisième ordre, lorsque les quatre points 
sont sur un cercle. 

Je ne crois pas que I on ait remarqué que ces deux 
courbes du troisième ordre sont précisément les deux 
cubiques circulaires du Dr liart. En voici une démon-
stration. 

Soit F le foyer d'une ellipse passant par les quatre 
points A, B, C, D, d'après les expressions connues des 
rayons vecteurs, 

b A = a ? F B = a a c 
d'où 

F A — F B = - ( . r , - . r , ) a 
et 

/ F A — F B \ 2 _ £ R I 

V AB ) """ â» /J2—,ri\2 , 
L. \ — x\ ) r 

Dans cette relation, sont les coordonnées 
des points A, B, l'ellipse étant rapportée à ses axes. 

On aurait de même, -r3, x 4 , y 4 étant les coordon-
nées des points C et D, 

/ F G — F P \ * _ r I I 

Si les quatre points A, B, C, D sont sur un cercle, les 
cordes AB, CD sont également inclinées sur les axes; par 
suite, 

(y*—rny (y*—y*V. 
\ r2 — x \ ) ' / ' 

ï 
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par conséquent, 

F A - F B F G - F D 
A B ~ — CD 

Lorsque la conique est une hyperbole et que les 
quatre points A, B, C, D sont sur la même branche, on 
a la même relation; mais, si, les points A etC étant sur 
une branche, les points B et D sont sur l'autre, on a 

F A - f - F B _ F C - + F D 
Â B ~ CD 

Dans ce cas, en effet, 011 a, par exemple, 

a a 
d'où 

et de même 

F A - + - F B = | {Xi — x%) 

F G -4- F D = i (a?s— 

On peut donc énoncer ce théorème : 

Le lieu des foyers des coniques qui passent par 
quatre points A, B, C, D d'un cercle est aussi le lieu 
de Vintersection de deux coniques semblables ayant 
respectivement pour foy ers les points A et B, C et D, 
cest-à-dire quil coïncide avec les deux cubiques cir-
culaires qui ont pour foyers les points A, B, C, D. 
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SUR CERTAINES MOYENNES ARITHMETIQUES DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE COMPLEXE; 

PAR M. A . G U T Z M E R . 

E x t r a i t d 'une Lettre adressée à M. F . Gomes Teixeira ( f ) . 

. . . Vous connaissez le théorème de M. Rouché ( J ) 
sur la moyenne arithmétique d'une fonction 

ou / ( a ? ) = ^ 

V = O V — — » 

selon lequel la moyenne arithmétique de toutes les va-
f(x) 

leurs de ^ > correspondant à une valeur déterminée 

du module r de la variable 
x — r e^i = r ( c o s 6 -f- ¿ s i n 6 ) , 

est égale au coefficient an, ce qui s'écrit 

M r X" 1 

Ce théorème, cité par plusieurs auteurs et d'une cer-

(') Jornal de Sciencias mathematicas e astronómicas. 
(a) Journal de l'École Polytechnique, XXXIX* Cahier. — 

aussi S E R R E T , Algèbre supérieure. . 
Voir 
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taine importance dans la théorie des fonctions, a été 
étendu par M. Thomae (* ). 

Je vais vous communiquer dans ces lignes un théorème 
analogue qui se rapporte' aux valeurs du carré du mo-
dule de la fonction j(x) le long d'un cercle autour de 
l'origine, et qui sera publié prochainement dans les 
Mathematische Annalen. 

Supposons que la série de puissance 

00 

(l) = 

converge absolument dans la région définie par 
(en désignant, d'après M. Weierstrass, par \x \ le module 
de la quantité x), et posons 

V - 0 

x — r e ^ ( /• < R ) ; 

l'équation (i) deviendra 

et, en multipliant par la quantité conjuguée 

(A = 0 
nous obtiendrons 

00 

|/(r,0)|*= ^ ava^rv+V-elv-pto 
V, |J. — 0 

V, [JLRRO 

(') Elementare Theorie der analytischen Functionen, p. i3o. 
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En posant = avH- pvï, cette équation devient 

oo 

l/('-,e)!2 = 2 l a v l 2 r 2 v 

v = o 
oo 

2 [ ( « v a ^ - H P v P ( x ) c o s ( v — |x)Ô 

00 

= 2 l « v l » r « 
v = o 

OO OO 

En posant 

oo 

[1 = 0 
00 

l'équation précédente peut s'écrire 

00 00 

( 3 ) | / ( r , e ) | 2 = 2 K | s r ' v + 2 2 ( A X ç o s X e + BXsinXe>. 
v — o X = i 

Cette équation nous donne immédiatement 

oo oo 
I f(r, E + TT) ï2 = ^ | ay 12 r2v + 2 ^ (— i ( Ax cosX9 -f- Bx sin X6) 

v = o X = i 

et, par suite, nous aurons 

00 oo 

= 2 L A V | 2 ' , V - 4 - ( A 2 X COS2X6 -4- Bsxsin'2ÀQ). 
V = 0 l=ri 
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De irième vous trouverez 

= 2 | a v | , r 2 v + 2 ^ ( _ i ) A ( A 2 X c o s 2 X ô sin2X6), 

V A - 1 

et, en additionnant ces deux équations, vous aurez 

; [ L A . . 0 , ; - ! / ( , , 0 • f ) ' * 

OC 

= ^ I a v |2 /-»v ^ 2 y^ ( A 4 X COS 4 X6 -+- ha sin 4 XO ). 

V X = i 

En continuant de cette manière, vous lînirez par 
trouver l'équation 

2»—1 

UlH'-.«-^.)!' 
J A- - 0 
; OO 00 

I = ^ |a v|2 r2v_!_ 2 ^ [ cos ( 2» X9 ) -{- sin( 2» XQ ) ]. 

V = 0 A = 1 

Maintenant il est facile de se convaincre que la der-
nière somme s'approche de la valeur zéro, si n augmente 
indéfiniment. En effet, en profitant des définitions (2) 
et de la supposition faite dans la série (1), il s'ensuit 

^ [ A 2 " x cos(2^X0)-h B s i n ( 2 « X ô ) ] 

< 2 2 ' ^ 2 " x 

X ( I AJT+J»), A,! I + I PN+S-X P|J. | + 1 «(¿+2"). P|I | + 1 «¡A | ) 

< 2 2 '-2ll+2"x ( M + 1 M M 1 1 -i-1 ! > 
1 = 1 (JL = 0 

00 00 

|A = 0 A=1 
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La première somme est évidemment une quantité 

finie, tandis que la seconde en représente une sorte de 
reste; par conséquent, elle devra s'évanouir pour n in-
fini, et de même le produit des deux séries. 

Nous pouvons donc conclure que 

k = 0 V = 0 

Or, le premier membre de (5) représente la moyenne 
arithmétique des carrés des modules de (i) pour tous les 
points du cercle \x\ = r. 

En indiquant cette moyenne par Mr, nous avons 

00 00 

(6) M r | / ( :0 |»=M r | 2«va* | ï 2 l«v | , r *v . 
V = 0 V = 0 

Cette équation nous fournit le théorème suivant : 

La moyenne arithmétique des carrés des modules de 
toutes les valeurs que la série 

00 

V = 0 

puisse avoir le long du cercle \x \ = r, situé dans la ré-
gion de convergence, est égale ci la somme des carrés 
des modules des termes de la série. 

Il est aisé de voir que ce théorème subsiste encore 
pour des séries plus générales d'une seule ou de plusieurs 
variables. De même on peut énoncer ce théorème pour 
un cercle quelconque, situé dans la région de conver-
gence de la série, pourvu qu'on prenne, au lieu de la 
série proposée, son développement autour du centre du 
cercle. Mais je n'y insisterai plus. 
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Dans ses recherches sur les séries trigonométriques ('), 
A. Harnack a trouvé quelques formules intégrales, qui 
ne sont autre chose que des théorèmes sur la moyenne 
d'une fonction, et il est facile de déduire d'une de ces 
formules une autre démonstration de notre théorème, 
laquelle je dois à une lettre dont M. W. Dyck m'a 
honoré; il s'ensuit que ee théorème a plus de généra-
lité qu'on ne croirait d'après la démonstration donnée 
ci-dessus. Cependant A. Harnack n'a pas tiré des con-
séquences de sa formule pour les fonctions d'une va-
riable complexe. Mais cette formule ( 2) m'a inspiré 
une nouvelle démonstration du théorème énoncé, que je 
me permets de vous communiquer. 

En eifet, en partant de l'équation (3), nous aurons 
par intégration 

X 

v = o 

(') Mathematische Annalen, t. XVII et XIX, 
(») Loc. cit., t. X V I I , p. 127, éq. ( I I I ) . 
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Evidemment chaque terme de la dernière somme, et 

par suite la somme elle-même, s'évanouit, de sorte que 
nous avons 

v—o 

Voilà le théorème sous forme intégrale. Vous voyez, 
monsieur, qu'il suffit de supposer que l'intégrale au 
premier membre a un sens, ce qui est conforme aux 
conditions de A. Harnack pour les séries trigonométri-
ques. 

Considérons encore quelques exemples. D'après la 
formule (6), nous aurons pour la fonction ex 

00 

n- 0 

ce qui devient, pour le cercle \x\ = i , 
00 

11 1 Ad(nl)2 

n = 0 

De même nous aurons pour la série ^ ~ la relation 
n = l 

_ — I v^ I2 V^ r2,t 

n = 1 

par conséquent, la moyenne arithmétique du carré du 
module de cette série, pour tous les points du cercle 
] x | == i , est égale à 

J_ - i ! 
#i* ~ 90 ' 

n= 1 
00 

La série ^ ^ possède pour un cercle | x | = r la 
n — 0 
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00 

moyenne arithmétique ^ r—> qui devient, pour = ^ 

et pour /' — i, 

Pour la série 

il vient 

l t Jmà I ¿d-

y— = •• 

16 
75' 

log 
xn 

i 7 ' 

Mr l02 ! 71« 

où i ; la même moyenne se trouve pour la fonction 

oc 
xtl 

log(l 4- X) = ^ ( - 1 î»-1 —» 
n= 1 

car évidemment on a 

Mr|l0g(l + i rzn 

lHï 

o ù r < ^ i ; de sorte que les carrés des modules des deux 

fonctions log(i -4- x) et log ^ 1 ^ ont la même moyenne 

arithmétique pour les mêmes cercles. 
Parmi les conséquences qu'on peut tirer du théorème 

énoncé, je ne mentionnerai que la suivante. En dési-
gnant par q\ des quantités positives, nous aurons certai-
nement l'inégalité 

Formons cette inégalité pour toutes les valeurs de tjt, 
v = i , 2, . . . , 77i, pi jé v; nous trouverons facilement, 
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par addition, 

m m 

[L = l |X,V = 1 

V ). 

Ajoutons aux deux membres de cette inégalité l'ex-
pression q\ -+- q\H- . . . -j- q~m-, il vient 

ou 
m 

ii=i 

Si nous posons maintenant 

nous aurons 

+ £ i ) 
et /w = a7*, 

> 
fA = 0 

1"-
(X — 0 

d'où il suit, à l'aide de l'équation (5), pour n infini, 

S l ^ l w i i m J j J l / ^ e - H ^ ) ! . 
[A = 0 

A gauche, nous avons une quantité finie et déter-
minée; par conséquent, la quantité à droite devra être 

finie, et comme la somme ^ | f 9 -f- ^zr^j est cer-



tainement divergente, il faut qu'elle devienne infinie du 
même ordre que i n . 

D'autre part, le second membre représente la moyenne 
arithmétique des valeurs que le module def(x) par-
court pour le cercle | x | = r. Nous avons donc le théo-
rème suivant : 

T H É O R È M E . — La moyenne arithmétique des valeurs 
que le module de la fonction f (x) parcourt pour tous 
les points du cercle | x | = /* est inférieure ci la racine 
carrée de la moyenne arithmétique du carré de ces 
modules. 

Nous avons donc une limite supérieure de cette 
moyenne arithmétique*, je n'ai pas encore réussi à en 
trouver une expression exacte par la méthode employée 
d'abord dans cette lettre. 

Pour déterminer cette expression par l'autre méthode, 
on aurait à former 

Peut-être reviendrai-je une autre fois à cette expres-
sion. 

Permettez-moi, monsieur, d'ajouter à ces lignes une 
nouvelle démonstration du théorème de M. Rouché, cité 
au commencement de cette lettre. Considérons la fonc-
tion 

= 2 a v ^ 2 a v r V~k f c o s ~ A ) 6 + 1 s i n 

i 

V 
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en intégrant, on aura 

xk 

V o v r v - ' f r I [cos(v — X-)Ô4-ïsin(v — * ) 6 ] d e 

v 
v , IfsinCv — rCos(v — 

+ v - A JQ v - A - Jo (v ^ A ). 

Chaque terme de la somme, et par suite la somme 
elle-même, devient zéro, de sorte que nous avons la for-
mule 

-L 0 = a „ 
•1 TZ . / Xk 

ce qui démontre le théorème de M. Rouché d'une ma-
nière nouvelle. 

DÉMONSTRATION D'UNE FORMULE RELATIVE 
A LA CAPILLARITÉ; 

P A R M . L U C I E N L É V Y . 

L'ouvrage classique de MM. Jamin et Bouty contient, 
pour établir la formule de Laplace 

^ ( R + Ï T ) F ' 

une démonstration dont le principe est dû à M. Lipp-
mann, mais qui est incorrecte dans les termes où elle est 
présentée. La Note qui suit a pour objet de rectifier cette 
démonstration. 

Nous admettons sans discussion l'hypothèse de M. Lipp-
mann. La surface du liquide peut être assimilée à une pel-
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licule sans épaisseur, extensible et compressible le long 
de la surface liquide; découpons iictivement un élément 
de surface par une ligne fermée : cet élément tendra à se 
contracter comme une membrane de caoutchouc et, pour 
le maintenir en équilibre, il faudra appliquer certaines 
forces tout le long du contour. On admet que la force 
appliquée à un élément de ligne est, dans le plan tangent 
à la surface, normale à cet élément et proportionnelle à 
la longueur ds de cet élément. Elle peut donc être re-
présentée par une expression de la forme 

F étant un coefficient constant. 
Cela posé, étudions les conditions d'équilibre d'un 

rectangle élémentaire tracé sur la surface. Ce rectangle 
ne sera pas quelconque comme l'indique la démonstra-
tion citée; voici comment nous le déterminerons. Par 

un point O de la surface, menons deux lignes de cour-
bure GOE, FOU. Sur la première prenons, à partir du 
point O, deux longueurs égales OE, OG infiniment 
petites : en E et en G passent deux lignes de courbure 
du second système AB, CD. De même, sur la seconde 
ligne, prenons à partir du point O deux longueurs égales 

F ds, 

r 
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OF, OH iiifiniment petites : en F et en H passent deux 
lignes de courbure du premier système BD, AC. Les qua-
tre lignes AB, BD, DC, CA se coupent à angle droit et li-
mitent un rectangle infiniment petit : nous considérerons 
ce rectangle comme l'élément de surface dont il a été 
question. Il est soumis aux tensions superficielles, nor-
males aux quatre côtés, à la pression extérieure normale 
à la surface, et à la pression intérieure également nor-
male à la surface. Ces dernières pressions sont propor-
tionnelles à l'élément de surface. 

Pour établir l'équation d'équilibre, nous prendrons 
comme axes la normale Oz à la surface au point O et les 
tangentes Ox , Oy aux deux lignes de courbure. 

Soientp la pression extérieure au point O, comptée de z 
vers O, p -T- A p la pression intérieure, évaluée dans le 
sens contraire*, la pression extérieure sur l'élément ABCD 
sera 

/ > A B . A C ; 

la pression intérieure sur le môme élément, 

— (p -h A/?) A B . A G . 

La résultante de ces deux forces, dirigée comme elles 
suivant O z, sera 

— A/?. A B . AG. 

Pour que l'élément, considéré comme solide, reste en 
équilibre, il est nécessaire que la somme des projections 
sur Oz des tensions superficielles et de la résultante pré-
cédente soit égale à zéro. 

Evaluons ces projections. 
La tension normale à AB a pour expression 

F x A B . 

Or, en vertu d'un théorème connu sur le déplacement 
Ami. de Mathémat3e série, t. VIII. (Mars 1889.) 8 
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d'un élément de ligne, AB et FH ne diffèrent que par 
un infiniment petit du second ordre, et, comme nous au-
rons à projeter sur Oz, qui est à peu près perpendiculaire 
sur la direction de cette force, nous négligeons seulement 
des infiniment petits du troisième ordre, en adoptant 
pour expression de la tension normale 

F x F H . 

La direction de cette force, qui est tangente en E à la 
ligne de courbure GOE, fait avec Oz un angle a dont le 

dz 
cosinus a pour valeur principale La projection a donc 
pour expression 

F x F H x cos a = F x F H x 
dx 

La tension normale à CD en G donne aussi 

F x FII x cy- • dx 

De même les tensions normales à AC et à BD ont pour 
projections chacune 

F x GE • 
dy 

L'équation d'équilibre est donc 

— A / ? . A B . A C -4- 2 F x F I Ï — -h 2 F x G E = o, 
dx dy 

qui peut aussi s'écrire 

(1) — A o . F H . G E - f - a F x F H ^ -t- 2 F . G E = o. 
dx dy 

Il 11e reste plus qu'à évaluer FH, GE, Or, avec 

les axes choisis, ^ et ^ sont nuls à l'origine, ainsi que 

Trfir : s u r f a ce peut donc s'écrire, en sup-



( i . 5 ) 

posant seulement que dans le voisinage de l'origine z 
puisse être développée en série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x et dey, 

z — ax1 -r- by2 -h . . ., 

les termes négligés étant du troisième ordre. 
Donc 

dz 
= <iax, 

dx 

dz 

en s'en tenant aux termes du premier ordre. 
D'autre part, 

F H = i\/x2 -i-y2 H- Z2, 

et, comme x et z sont infiniment petits par rapport ny, 

FII = 2 s/y* = iy. 
De même, 

G E = i x . 

L'équation devient ainsi 

— A/?. 4 xy -f- -x F . 9,y. i ax -h i F . i x. 2 by — o 

ou, en simplifiant, 

— \p -Î- F.( 1 a - - 1 c) = o. 

Si l'on appelle R et R' les rayons de courbure principaux 
au point O, comme 

2 C = ï f ' 

on obtient la formule de Laplace 
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SIR LA TRANSFORMATION ORTIIOTANGENTIELLE ; 
PAR M. E . C E S A R O . 

Une récente Note (*) de M. de Longchamps vient 
d'appeler l'attention sur la transformation orthotan-
gentielle, étudiée en i885 par M. d'Ocagne ( 2 ) et par 
d'autres ( 3 ) . Je vais signaler, au moyen des méthodes 
intrinsèques, une transformation plus générale. Soit (M7) 
la ligne enveloppée par les tangentes à (M), après 
qu'elles ont tourné du même angle a autour de leurs 
points de rencontre avec (M0). Soit 6 l'inclinaison de 
ML\10 sur la tangente à (M0), en M0. L'équation de MM0 

est 

x sin 0 = y cosO. 

Sa dérivation par rapport à s0, faite en supposant 
dx y — o0 cl y x ( I ) -y- — > -;- = , 
a.S'o po dsQ p 0 

donne 
(x cosO - h y sinO ) / - i — - ) = sinO, 

\as0 p o / 
d'où 

I DI) T 
(aï y = ~r~ H 1 

h cl s() p0 

en désignant par h la longueur du segment déterminé 
par la normale à (M) sur la normale à (M0), à partir 

(') Bulletin de ta Société des Sciences de Bohême ( 8 j u i n , 
1888). 

(2) Coordonnées parallèles et axiales ( P a r i s , Gauthier-Vi l lars , 
1885, Note I I I ) . 

(3) Xotive/ies Annales de Mathématiques (i885, p. 269, § IV). 
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de (M0). Ou voit que h n'est pas altéré par le change-
ment de 9 en 8 4- a, et l'on en déduit que le lieu instan-
tané des points M', correspondant à M, est la circonfé-
rence décrite sur h comme diamètre. En particulier, le 
point M' de la transformée orthotangentielle est diamé-
tralement opposé à M sur cette circonférence. En d'au-
tres termes, les projections de M et M' sur la tangente 
à (M0), en M0, sont équidistantes de M0. De même, 
l'équation de la normale à (M), en M, est 

x cosO -h y sinÔ = h sin 6, 

et la dérivation donne, en tenant compte des formules 
(i) et (2), 

— x sin G - h y c o s 6 = h ^ sin G — — ^ cosG. ds0 \ p0 J 

La droite représentée par cette équation doit détacher 

de la normale à (M0) un segment Donc 

/ON / d k
 ' A /' / / l2\ A 

( 3 ) p = h -7— s m 6 -+- ( 1 h cosG. ds0 \ p0 / 

Il en résulte que les centres de courbure sont situés 
sur une circonférence, et que le centre correspondant à 
la transformée orthotangentielle de (M) est diamétrale-
ment opposé, sur cette circonférence, au centre de cour-
bure de (M). Il est facile de se convaincre que ce théo-
rème subsiste pour les centres de courbure de toutes les 
développées successives des lignes (M) et (M'). 

Si l'on observe que l'angle de contingence de (M) est 

M 4- — , on a 
po 
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d'où, en vertu de (3), 

Si l'on connaît Véquation intrinsèque de (M0) et Yè-
quation axiale de (M), c'est-à-dire les relations exis-
tant entre p0, ^ l(-s équations (3) et (4) font con-
naître p et s en fonction de 8, et Ton en déduit, par 
élimination de 6, l'équation intrinsèque de (M). L'é-
quation intrinsèque de la transformée orthotangentielle 
(M') s'obtient en éliminant 9 entre les équations 

( ' / D H A / 7 • A i p = h — - cosv) — I 2/1 } sinO, 

Enfin, pour avoir la transformée (M'7), relative à une 
valeur quelconque de l'angle a, il suffit de changer 9 en 
9 -h a dans les équations (3) et (4), ce qui donne, en 
tenant compte de (5), 

( 6 ) p" — p c o s a -i- p 'sin a, s" = s c o s a -r- s'sin a . 

Soit, par exemple, 

p 0 = R , 0 = / l ï ? -

On a h . — 7 e t l e s formules (3), (4), (5), (6) 

conduisent toutes à l'équation 

Dans ce cas, toutes les lignes (M7) sont égales à l'épi-
cyeloïde engendrée par un point d'un cercle de dia-
mètre A, roulant sans glisser sur un cercle in fois plus 
grand. 
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On peut dire que (M0) est Ja podaire de chaque ligne 

(i\I) par rapport à sa transformée orthotangentielle. In-
versement, cette transformée est Yaiilipodaire de (M0) par 
rapport à (M). Il suffit de supposer que (M) se réduit 
à un point pour retrouver les résultats connus de la 
théorie des podaires proprement dites. On obtient la 
théorie des dèveloppoïdes en supposant 9 constant, ce 
qui entraîne h — p0. Enfin, pour rentrer dans la théorie 
des transformations axiales proprement dites, il faut 
supposer que (M0) soit une droite. Pour p0 infini et 
s0=z A, les formules (3) , (4)> (5) deviennent 

d*\ dl r 
g — s i n t M - 2 c o s u . s — / p ot). 1 ai)1 d\) ' J 1 

p'_ cos0—sinO, s'= f p' dft. 1 «0- d\) J 

Connaissant l'équation axiale d'une ligne, ces for-
mules donnent, par élimination de 8, l'équation intrin-
sèque de la même ligne et celle de sa transformée ortho-
tangentielle. Signalons, pour finir, la formule qui donne 
le rayon de courbure de la rcième développée d'une ligne 
quelconque, dont on eoimait l'équation axiale. On a 

u n sin 0 -i- v n cosO, 

d" A 
ou 

+ 2 À 
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SlIR L'INTÉGRALE f c o t ( x - * ) d x - t 

P A R M . F . G O M E S T E I X E I R A , 

Professeur à l 'École Polytechnique de Porto. 

r 7 1 
L'intégrale / cot(x — qui a une grande im-

portance dans la théorie de l'intégration des fonctions 
rationnelles de sina? et cos.r, a été obtenue par M. Her-
mite dans son savant Cours d'Analyse, p. 344? a u 

moyen d'une construction géométrique, et ensuite dans 
Jornai de Sciencias mathematicas, t. II, p. 65, au 
moyen d'une méthode entièrement élémentaire. Je me 
propose ici de considérer la même intégrale, pour l'ob-
tenir par une autre méthode aussi élémentaire, en la 
faisant dépendre de l'intégrale 

f (x) du 
i V [/(*)]»' 

Soit a a -\-ib. On a 

/ cot ( x — a — ib ) dx 

c o s ( . r — a — ib) 

- j 
dx 

sin (x — a — ib) 

/
c o s ( x — a) cos ib -Î- s i n ( . r — a) sin ib ^ 

sin(3? — a)cosib — c o s ( ; r — a ) s i n j ' 6 ' ' 

où l'on doit remplacer siniè et cos ib par leurs valeurs 
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ce qui donne 

j*cot(¿r — a) dx 
/(e-t-h eb) cos(x — a) — i(e~b— eb)s\n(x — a) 

(e~b-±- eb) sm(x — a)-+- i(e~b— e°) cos(# — a) X 

/ 2 sini(x — a) dx 
1 cos 2(3? — a) 

(e~b-h eb)2 sin2(.r — a)-i-(e~b — eb)2cos*(x — a) 
1 \o™[e~'2b -f- e2b— 2 cos(x — a)] 

g(3?_a)J 

2 
r* . Y e~b-±- eb 

—r tan 
r e-b+eb 12 

Mais, comme on a e~2b-f- 2, la fonction 

log [e~2b-h e2b— 2 cosi(x — a)] 

a une branche réelle qui prend des valeurs égales dans 
les points x = o et x = 7t. Donc 

r ' r ' f ^ H / cot(# — a) dx = —î I —j— 
J -[m 

>b 
7 tang(x — a) 

[e~b eb 

—p-—7 tang(x — a) 

L'intégrale qui entre dans le second membre de cette 
égalité a la forme 

£ j \ x ) d x 

et nous allons par conséquent lui appliquer le théorème 

r% f'(x) dx 
f i+\f{x)Y- = a r c t a n s / ( 7 : ) - a r c t a i , ? / ( 0 ) — ( / l - i - m ) 1 î ' 

où 11 représente le nombre de fois que f(oc) passe par 
l'infini en allant du positif au négatif, et m le nombre 
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de fois q u e f ( x ) passe par l'infini en allant du négatif 
au positif. 

En y posant donc 

/<»= l lzll -
et en remarquant que, quand x varie depuis zéro jus-
qu'à TU, tang(X — a) passe une seule fois par l'infini en 
allant du positif au négatif et que la fraction 

e-f'-h eb 

e~ b— eb 

est positive ou négative suivant que b <C o ou o, on 
voit quc f(x) passe une seule fois par l'infini, en allant 
du positif au négatif quand b << o, et du négatif au po-
sitif quand b o. 

INous avons donc 

r * 
I cot(x— a) dx —— IT. 

« 0 
quand b > o, et 

r71 

! cot ( x — a) dx = — it: 
- 0 

quand b << o. 

ÉTUDE DU COMPLEXE PROPOSÉ AU CONCOURS GÉNÉRAL 
DE 1885; 

PAR M. E . M A R C H A N D . 

Dans un précédent article, après avoir résolu la ques-
tion telle qu'elle était énoncée, je me suis borné à indi-
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quer sans démonstration quelques résultats complé-
mentaires faciles à établir au moyen des coordonnées 
cartésiennes. 

Je me propose aujourd'hui de parvenir aux mêmes 
conséquences en faisant appel presque exclusivement 
aux coordonnées homogènes de la ligne droite. 

1 . Complexe spécial. — Désignant toujours para, 
¡3, y, a', ¡3', y'les six coordonnées de la droite A, je trou-
verai pour expression de la plus courte distance 8 entre 
celte droite et une droite À, faisant l'angle o avec elle, 

( i) o sin ep = a; a H- ¡3 4- y\ Y H- a'-r pi — yty'. 

Ceci rappelé, le complexe du premier ordre 

( 2 ) A a -h B p -f- G y -r- A' a' -'r- B' C Y = o 

sera dit spécial si son invariant est nul : 

(3) AA'4- BB'-f- CC'= o. 

L'identité (3) s'interprète géométriquement ; elle 
indique que a< = A', ¡3, = B', y, = C , CL\ = A, ¡3', = B, 
y'̂  = C sont les six coordonnées d'une droite fixe A,. 

D'après (i) l'équation (2) signifie que toute droite A 
du complexe rencontre la droite A^ 

Un complexe spécial est l'ensemble des droites A qui 
rencontrent une droite fixe 

A tout point correspond relativement à un com-
plexe du premier ordre un plan que Chasles appelle le 
plan focal du point. Il est facile de vérifier que si un 
point mobile décrit une droite du complexe d'une ma-
nière continue de —00 à •+• 00, le plan focal du point 
tourne autour de la droite d'une manière continue de 
180°. Il suffit pour cela de prendre cette droite comme 
axe des z* 
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Il n'y a d'exception que si le complexe est spécial. La 

droite A choisie parmi celles du complexe rencontre 
en N la droite A, définie par ce complexe. 

Le plan focal d'un point quelconque de A est toujours 
le plan AA< ; le plan focal de N est indéterminé. 

2. Complexe tangent. — Soit maintenant un com-
plexe quelconque d'ordre m 

(4) Y ' ) = 0 . 

Pour une droite a, ¡3, y, a'n ¡3',, y', du complexe on 
aura l'identité 

(5) f(*u Pi, yj, «1, Pi, Yi) = o. 

Pour une droite voisine appartenant au complexe, 

Finalement on obtient 

(6) c h ^ , . . . - - = 

Ajoutant au premier membre de (6) le premier 
membre de (5) écrit sous la forme 

a. , „ "f 
on trouve finalement 

d f -+- S V . -, 'V V fi' à/ AL-o 
<<> + dfi " ' - i f , " 0 ' 
(5) / ( * » Pi- Vi> »'l'P'n ï ' i )= ° -

Relativement à toute droite A, du complexe on trouve 
un pareil complexe linéaire ( - ) que j'appellerai coin-
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plexe tangent. Pour justifier cette dénomination, je vais 
démontrer le résultat suivant : 

Le plan focal d'un point S de la droite A, du com-
plexe (4) est le plan tangent le long de A, au cône du 
complexe de sommet S. 

En effet, la droite A< étant définie par un point fixe 
Mi (x,y, s, i) et par un point mobile S (a/, y', z\ t'), le 
plan focal de S relativement au complexe (7) sera défini 
par (7) en supposant la droite a, ¡3, y, a', ¡3', y'déter-
minée par les points S (x,y', z\ t!) et M( . r ,y , z, t). 

Le plan tangent en au cône du complexe dont (4) 
est l'équation en coordonnées multiplanaires est préci-
sément déterminé par les équations (7) et (5). 

Corrélativement le foyer d'un plan P mené par la 
droite Af du complexe relativement au complexe tan-
gent (7) est le point de contact de la courbe du com-
plexe relative au plan P avec la droite A,. 

Les droites du complexe peuvent alors se diviser en 
deux groupes. 

On a, d'une part, les droites ordinaires du complexe 
caractérisées par ce fait que le complexe tangent n'est 
pas spécial. Le plan tangent au cône du complexe tour-
nera de 1800 quand le sommet décrira la droite ordinaire 
du complexe de —00 à -h GO. 

On a, d'autre part, les droites singulières D pour 
lesquelles le complexe tangent est spécial. Le plan tan-
gent est le même pour tout cône ayant son sommet sur D ; 
c'est le plan de la droite D et de la droite D' définie par 
le complexe tangent spécial. Il n'y a d'exception que 
pour le point N d'intersection de D et D'. 

Ainsi on est conduit à adjoindre a la droite singulière 
D un plan singulier DD' et un point singulier N. 

Corrélativement le poiut de contact avec la droite 
singulière est le point singulier N pour tout plan pas-
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sant par cette droite singulière. Il n'y a d'exception que 
pour le plan singulier associé. 

Exactement comme dans la théorie des points doubles 
des courbes algébriques on trouvera que pour le point 
singulier N il faut remplacer l'équation (7) par 

Le cône admet la droite singulière comme droite 
double, les deux plans tangents le long de cette droite 
double étant représentés par l'équation (8). 

Corrélativement la génératrice singulière est tangente 
double pour la courbe du complexe située dans le plan 
singulier associé. Les deux points de contact sont dé-
terminés encore par l'équation (8). 

Si le complexe est du second ordre, comme dans l'é-
quation actuelle, l'équation (8) coïncide avec l'équation 
(/[) du complexe. Le cône relatif au point singulier 
associé se décompose en deux plans; la conique rela-
tive au plan singulier associé se décompose en deux 
points. 

On prouvera alors sans difficulté que les droites sin-
gulières du complexe sont les génératrices doubles des 
cônes du complexe admettant une génératrice double, 
ou encore les tangentes doubles des courbes du complexe 
qui en admettent. 

Les points singuliers associés sont les sommets des 
cônes admettant une génératrice double5 les plans sin-
guliers associés, les plans des courbes admettant une 
tangente double. 

Dans le cas actuel, chercher le lieu des points singu-
liers associés et l'enveloppe des plans singuliers associés 
revient à chercher d'une part le lieu des points pour 
lesquels le cône du complexe se réduit à deux plans, 
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d'autre part l'enveloppe des plans pour lesquels la courbe 
du complexe se réduit à deux points. 

3. Droites singulières. — Les droites singulières 
seront définies par les équations 

( 9 ) / ( a , P , Y> P' , Y ' ) = o , 
df df 

} di ô%' ' dp dp' ' dy dT' 

Dans le cas actuel 011 aura les deux équations 

(9) / a H w ^ - r n y ' 2 — K ( a 2 -4- P 2 4- y 2 ) = O, ( 10 ) IQLOL'-+- m pp'-r- ^YY'= 

On a une congruence du quatrième ordre et de qua-
trième classe. 

L'équation (10) se reconnaît aussitôt. C'est le com-
plexe des droites perpendiculaires à leur polaire relati-
vement à toutes les surfaces du second degré 

^ 2 ^ y-2 ^ ~2 ^ 

l -T- 0 r m- fp ^ /l-r p 7 

p et <7 étant des paramètres arbitraires. L'une de ces 
surfaces est le cône 

Y'1 
( 1 1 ) H - r- O j L m 11 

qui intervenait si heureusement dès le début du pro-
blème. 

Ce résultat s'explique aussitôt. La conique du com-
plexe relative à un plan P est homofocale à la section S 
de ce cône ( 1 1 ) par le plan P. Si donc la conique se ré-
duit à deux points, ce qui n'arrive que pour les plans 
singuliers associés, ces deux points sont deux foyers 
de S; la droite singulière qui les joint est un axe; or on 
sait que tout axe de section plane est une droite perpen-
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diculaire à sa polaire et que toute droite perpendiculaire 
à sa polaire est un axe de section plane. 

Les propriétés connues du complexe (10) fournissent 
aussitôt des propriétés des droites singulières du com-
plexe. Le rapport antiarmonique intercepté sur une 
droite singulière par les trois plans de coordonnées et le 
plan de l'infini est constant. Ces quatre plans forment 
un tétraèdre tel que toute autre droite située dans le plan 
d'une face appartienne au complexe (10), que toute droite 
passant par un sommet appartienne au complexe (10). 

Toutes les droites du complexe donné (9) situées 
dans un des plans de coordonnées seront singulières. Or 
on a vu que pour tout plan passant par l'origine on avait 
un cercle. Les droites du complexe situées dans un des 
plans de coordonnées envelopperont le cercle déterminé 
par ce plan de coordonnées dans la surface des ondes 
qui sera trouvée plus loin. 

Toutes les droites du complexe (9) passant par l'ori-
gine ou parallèles à un des axes sont aussi des droites 
singulières. 

4. Congruence des droites singulières. — Les 
droites singulières formant une congruence, une pre-
mière méthode que je ne ferai qu'esquisser consisterait 
à leur appliquer les théorèmes généraux relatifs aux 
foyers, aux plans focaux et aux surfaces focales des con-
gruences. 

Je rappellerai que les foyers d'une congruence sont 
définis par (Leçons sur la théorie générale des sur-
faces, par G. D A R B O I J X , t. I I , p. 3) • 

f(x,y,z,a,b)-= o, d£ g 
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Les projetions d'une droite sur les trois plans de 

coordonnées ayant pour équations 

' y — = a , 

— = 

?* - » > ' = Y , 

les équations (y) et (10) deviennent 

(l3) lot(yy — fiz — y.2?)-f- n->( $x — ajr) = o. 

À ces équations il faudra ¡oindre 

'V dl dl 
_da_ _ dp _ dy 

' 1 1 ^ do do do 5a dp 5y 

Or, si je regarde a, ¡3, y comme des coordonnées cou-
lantes et x , j , z comme des paramètres constants, les 
équations ( 1 \>. ), ( 13 ) et ( 14) reviennent à exprimer que les 
coniques représentées par les deux premières équations 
sont tangentes. 

Posant, suivant Vusage, 

(]'.>.) S = O, 

( Ï 3 ) S ' = O, 

ou vérifie facilement que l'invariant 6 est nul. Alors la 
condition de contact ( S . I L M O N , Sections coniques, 
p. 573) se réduit à 

A ( -27 A A' -f- \ @'3 ) == o. 

On a d'abord A = o, c'est-à-dire la condition pour que 
S = o représente deux droites. Effectuant le calcul, on 
trouverait la surface des ondes, que nous retrouverons 
plus loin par un calcul presque identique. On a en plus 

Ann. cle Mathéniat., 3« série, t. Vf II. (Mars 1889.) 9 
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une surface (Vordre élevé 

27 A A ' - 4 - 4 = O. 

Cette surface rencontre la surface des ondes en des 
points 

A = O, S ' = O, 

formant une courbe gauche d'ordre 16, sur lesquels 
l'attention se trouve tout naturellement attirée. 

Mais je laisserai de côté ces considérations, qui ne se 
rattachent pas étroitement à la marche suivie jusqu'ici. 

o. Point et plan singuliers. — Le complexe tangent 
est ici 

l a' a\ -f- m {*' -f- n 7 Yi — K(aat -+- JJpi -4- 77, ) = o. 

Si ce complexe est spécial, la droite D' qu'il représente 
a pour coordonnées /a',, /zy'p — K a h — 
— K y i , les coordonnées de la droite singulière D étant 
a h T 1 ' a P 

Alors, si x , y-, z sont les coordonnées rectilignes du 
point N intersection de D et de D', 011 aura les deux séries 
d'équations 

( 7 7 - ? - = «', 
(16) ¡oez — 7 ^ = ? ' , 

' Sx—oLy — y', 
I 1 1 7 ' Y — N I ^ ' Z = — K a, 

( 1 7 ) < Wz — ny'x = — Kp, 
[ m — / a 'y = — K 7 , 

(18) a'x •+• $'y -+- 7'z = o, 
(19) ax H- $y ~ 7 - = o. 

Les équations (18) et (19) déterminent des valeurs 
proportionnelles de ¿r, r , s. Il est d'ailleurs facile de 
vérifier que les équation:* (16), (17), («8) et (19) sont 
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vérifiées par 

(20) # = y = Ya' — aY« ~ - a?'-

en supposant, bien entendu. 

+ = r. 

Les formules corrélatives qui déterminent le j> 1 a11 
singulier associé sont 

| vV — — a, 
(21) \ W — y'w — 

( - a'r = Y, 
/ — K ( V ^ —3«')= /a', 

( 2?. ) \ — K(aw — y w) = /w 

(23) aw -1- -+- ytv — o, 
( 24 ) / a' M -f- v -h n Y' W = «. 

Ici encore il est facile de constater que l'on vérifie 
toutes les équations, en posant 

( 25 ) — K u — n ¡3 y' — ni y ¡3'. 

Si l'on multiplie par a, ¡3, y les premiers membres 
des équations ( 2 1) et qu'on ajoute, il vient 

( 26 ) U X -T- vy + + T =0. 

O11 vérifie donc ce résultat, évident par ce qui pré-
cède, que le point singulier est dans le plan associé. 

De (26) 011 tire aussitôt 

( 27 ) u dx -4- v dy -h w dz x die -hy dv -f- z dw — o. 

Je diiférentie totalement les équations (16) et (17) 
el je les ajoute multipliées par les facteurs écrits en 
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regard 

Y dy — fidz-t- yd-(— z = d%', - /a ' , 
a dz — y dx z dz. — ¿/y — — m ¡3', 
¡J ¿¿r — a dy .r î/3 — y di — d-(, — n y', 

dy— mp'dz-h ny d*(— m zdfp' ——K a, 
/ a' ¿¿s — n y' /-s c/a' — nx = — Kf/!j, ¡3, 

;>i ¡3' dx — /a' c/j -+- mx — ly dx = — K ¿/y, y• 

J'obtiens 
, j H- a K ( m ¿¿r -h v dy w dz) 
*1 ' ( -H K( x du -\-y dv ~ z dw ) — o. 

Des équations (27) et (28) on tire 

( 29) K dx -f- v dy -f- w dz — o, 
( 3o ) x du -f- y dv -h c dw — o. 

La première montre que la surface lieu des points 
associés admet le plan associé comme plan tangent} la 
deuxième montre que l'enveloppe des plans singuliers 
associés admet le point singulier associé comme point de 
contact avec son enveloppe. 

On voit donc qu'il existera une surface singulière 
lieu des points singuliers et enveloppe des plans singu-
liers à laquelle toutes les droites singulières seront tan-
gentes. 

11 est facile de se rendre compte que la même surface 
sera aussi le lieu des points en lesquels peut se décom-
poser la conique du complexe et l'enveloppe des plans 
auxquels peut se réduire le cône. 

En elïet, si par la droite singulière on mène les deux 
plans qui forment le cône relatif au point singulier N, 
la courbe du complexe relative à l'un de ces plans se 
compose évidemment du point N et d'un autre point. 
C'est 1111 plan singulier, tangent par suite à la surface 
singulière. De même le cône relatif à l'un des points M 



en lesquels se décompose la conique située dans un plan 
singulier contenant déjà toutes les droites du plan sin-
gulier passant par M se réduit à ce plan et à un autre 
plan. 

Il parait dès lors naturel de penser que la surface sin-
gulière sera de quatrième ordre et de quatrième classe. 
Une droite singulière rencontre en effet la surface au 
point singulier associé qui doit compter double et aux 
deux points auxquels se réduit la conique correspon-
dante au plan singulier associé. Par la droite singulière 
011 peut mener quatre plans tangents dont deux confon-
dus avec le plan singulier et les deux autres fournis 
par les deux plans auxquels se réduit le cône qui a pour 
sommet le point singulier associé. 

Je ne m'arrêterai pas à établir rigoureusement ce ré-
sultatpar la Géométrie et j'arrive aussitôt à la recherche 
de l'équation de la surface singulière. 

6. Surface singulière. — Eliminant a, ¡3, y, a , ¡3', 
y' entre les six équations homogènes (16) et (17), on 
aurait l'équation de la surface singulière sous forme d'un 
déterminant du sixième ordre. 

Je tirerai les valeurs de a, ¡3, y des équations (17) et, 
portant dans (16), j'aurai trois équations de la forme 

( 31 ) a' [ /( ) — K ] — 3' mxy — y nzx = o. 

Posant 
¿a '=X, m p = Y, n v' = Z, 

les équations (3i) sont les dérivées partielles de la forme 
quadratique 

^ AXs-4-A,Y2-t-VZ«-i-2BYZ-+-'2B/ZX-+-'2irXY = o 
(32) i K 
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Le discriminant de celle l'orme quadratique doit être 

nul. Je l'écrirai sous la forme de Jacobi 

BFT 
~B 

B' B" 
B 

On trouve la forme bien connue de l'équation de la 
sui face des ondes 

( 3 r , 

K 572-J 
7 

y ~ 

./'- H K 
m 

„2 

11 

Si l'on avait au contraire éliminé a', y' entre les 
équations (16) et (17) , on obtiendrait trois équations du 
premier degré en a, ¡3, y qui ne seraieut autre chose que 
les dérivées partielles de la forme quadratique ( 12) 
trouvée plus haut. Le rapprochement avec le calcul in-
diqué par la théorie des foyers des congruences est très 
net, mais on trouverait une forme moins simple pour la 
surface des ondes 

nui.r2 /?/y2 l/nz2 

( 34 ) ' • T —K/ T — Km T — K n 

\ I ni n J 

T = 0 est le cône ( 1 1 ) qui avec la sphère de rayon nul 
.r2 -f- 7 2 -+- z - = o compose le cône asymptote de la sur-
face des ondes. 

Opérant de tnê.ne avec les équations ('¿1) et (22), on 



( ' 3 5 ) 
trouve les deux formes corrélatives de l'équation de la 
surface des ondes : 

- -j 1 , — o, 

p2 _ _ / p> m p2 — ji 

G* — U,- —f- V2 -f-
lit2 me2

 /lw2 KU - //1/4 KÎT^T/ KU - //« ~ 1 = 

U = /?ip2_|_ /W2> 

7. Conséquences géométriques. — Je me borne au 
cas où l'on a une véritable surface des ondes : 

/ > o, m > o, ;? > o. 

Prenons un point M de la surface des ondes et le 
plan tangent T en ce point. Je dis que la droite singu-
lière unique qui passe par le point M dans le plan T est 
perpendiculaire à la droite OM qui joint le point de 
contact M à l'origine des coordonnées. En effet, on a vu 
dans la première Partie que les plans tangents menés 
par OM au cône (i i) étaient deux plans de section cir-
culaire; OM est donc un axe. Lorsqu'on a deux plans 
au lieu d'un vrai cône, ces deux plans doivent former un 
des deux autres systèmes de plans cycliques qui résul-
tent forcément du premier système. L'intersection de 
ces deux plans ou la droite singulière est aussi un axe5 
elle est perpendiculaire à OM. Cette perpendiculaire I) 
menée à OM dans le plan T est tangente à la parabole 
(10) du complexe associé. Elle rencontre la surface des 
ondes en deux autres points qui sont foyers de la section 
du cône (1 1) par le plan T ; ce sont en eilèt les deux 
points en lesquels se décompose la conique du complexe 
qui est liomofocale de la section du cône. 

On peut mener par D deux autres plans tangents à la 
surface : ce sont les deux plans de l'un des deux systèmes 

( 3 5 ) 

( 3 6 ) 
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cycliques résultant d'un premier système cyclique formé 
par les plans tangents menés par OM au cône (i i). Le 
cône étant ici imaginaire, les plans tangents sont imagi-
naires et alors, des deux systèmes cycliques entre lesquels 
il faut choisir, l'un est réel, l'autre imaginaire. 

D'après la forme connue de la surface des ondes, si le 
point M est sur la nappe intérieure, les deux points d'in-
tersection de D avec la surface sont réels : la conique se 
réduit aux deux foyers réels. Par contre, les deux plans 
tangents menés par D étant imaginaires, le cône du 
sommet M se réduit aux deux plans cycliques imagi-
naires. Si le point M est sur la nappe extérieure, les deux 
foyers sont imaginaires et les plans cycliques réels. On 
remarquera en passant les relations étroites qui existent 
entre la surface des ondes et les foyers des sections planes 
du cône, lequel deviendrait 1111 cône quelconque du 
second ordre, si on laissait arbitraires les signes de /, 

n. 
Toute section menée par une droite singulière D est 

tangente à cette droite au point singulier M. D'ailleurs, 
dans un plan quelconque, il y a quatre droites singulières 
définies par les équations (9) et (10) comme tangentes 
communes à la conique du complexe et à une parabole. 
La conique du complexe relative à 1111 plan quelconque 
est tangente en quatre points à la section de la surface 
des ondes par le plan. De même, tout cône du complexe 
est tangent eu quatre points à la surface singulière. Cette 
propriété de la conique du complexe d'être tangente à la 
surface singulière en chacun des quatre seuls points où 
elle la rencontre s'applique évidemment à tout complexe 
du second ordre. 

Si l'on coupe la surface des ondes par un plan passant 
par l'origine des coordonnées, la courbe du complexe cor-
respondante est un cercle C. La surface des ondes est 
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coupée suivant deux courbes : l'une intérieure, I ; l'autre 
extérieure E. 

Les tangentes menées au cercle C par un point M 
de E sont évidemment les intersections du plan du 
cercle avec les deux plans auxquels se réduit le cône de 
sommet M, puisque ces droites appartiennent au com-
plexe. Ces tangentes sont réelles puisque les deux plans 
sont réels. Les tangentes seraient par contre imaginaires 
pour un point quelconque de la courbe intérieure I. 
Alors la courbe I est intérieure au cercle C et la courbe E 
lui est extérieure. Les droites du complexe situées dans 
le plan étant les tangentes au cercle C rencontrent E en 
deux points réels et I en deux points imaginaires. 

Comme toute droite du complexe appartient à un 
plan passant par l'origine, on voit que toutes les droites 
du complexe pénètrent entre les deux nappes de la sur-
face des ondes. La nappe intérieure de la surface des 
ondes forme un noyau solide à l'intérieur duquel 11e 
pénètre aucune droite du complexe. 

Les courbes E et I se confondent pour les plans qui 
touchent la surface des ondes en tous les points d'un 
cercle. Ce cercle de contact est donc une conique du 
complexe ; son plan coupe le cône (i i) suivant un cercle 
qui a même centre que le cercle de contact. Corrélative-
ment les cônes tangents aux points doubles sont des 
cônes du complexe; on connaît donc leurs plans de sec-
tion circulaire, et par suite leurs axes. 

Pour être complet, il resterait à chercher l'équation 
delà surface singulière en coordonnées de droite, ce qui 
conduirait à un grand nombre de propriétés intéres-
santes appartenant pour la plupart au complexe général 
du second ordre. 
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LIEU DES POIi\TS DXI\7 SOLIDE QUI PARTAGENT AYEC LE 
CENTRE DE GRAVITÉ LUNE DE SES PROPRIÉTÉS DYNA-
MIQUES; 

P A U M . A . D E S A I N T - G E R M A I N . 

Soit S un solide de masse M, animé d'un mouvement 
connu. M. Gilbert a déterminé (Comptes rendus des 
séances de L'Académie des Sciences, 23 novembre 1885 ) 
le lieu des points A du solide tels qu'à un instant donné 
la force vive de S soit égale à la somme de la force vive 
d'une masse M concentrée au point A et de la force 
vive du solide dans son mouvement relatif à des axes 
menés par A dans des directions fixes : le lieu est un 
cylindre de révolution 5 l'axe de Mozzi et la parallèle 
menée par le centre de gravité G en sont deux généra-
trices diamétralement opposées. On peut se demander 
quels sont les points 13 du solide qui partagent momen-
tanément avec le point G une autre de ses propriétés 
dynamiques, savoir qu'à un instant donné le moment de 
la quantité de mouvement de S par rapport à un axe HH' 
soit égal au moment, par rapport au même axe, de la 
quantité de mouvement d'une masse M concentrée au 
point B, augmenté du moment de la quantité de m o u v e -

ment du solide par rapport à un axe BB' parallèle à HH', 
quand 011 considère le mouvement de S relativement à 
des axes menés par B dans des directions fixes. Dans une 
Note, dont le résumé a été donné dans les Comptes 
rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 17 dé-
cembre 1888, j'ai dit que le lieu des points B est un bv-
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pcrboloïde : un calcul simple et direct permet de s'en 
assurer. 

Par un point O qui, h l'instant donné, coïncide avec G, 
menons trois axes rectangulaires fixes dont l'un, O Z , 
soit parallèle à HH', et soient 

x = A, jr =: a les équations de HH'; 
.r, 7 , z les coordonnées d'un élément //i; 
a, ¡3, y celles de l'un des points B; 
Vxi ox , les composantes de la vitesse : i°de 

l'élément m; 2° du point considéré B. 

On doit avoir 

Zm[(x — k)vy~ (y - ¡x)vx] 

-4- 2 m [{x - a ) ( - 9y ) - (y - p ) ( - )], 

ou, en faisant de simples réductions, 

| IVy) 
( vy + — x — Â) cpr — ('2 ¡3 — j — ¡x) çp. r]. 

A l'instant donné, le mouvement de S résulte d'une 
translation dont la vitesse V est celle du point G, et 
d'une rotation co autour d'un axe instantané GG'qu'on 
peut supposer dans le plan des xz\ soient a, Z>, c les 
composantes de V suivant les axes; celles de co seront de 
la forme p, o, 7*, et l'on aura 

çx — a — ry, Vy—b-r- rx — pzy vz = c -f-py, 
ox—a — oy = b -h roc—py, cp~ = c-+-/> ¡3. 

Substituons ces valeurs dans l'équation (i), et obser-
vons que S m i , S/7ty, 2//z J sont nuls parce que le centre 
de gravité est à l'origine : on peut diviser par£/?i ou M, 
et l'on trouve que les coordonnées du point B doivent 



( '4o ) 

satisfaire à l'équation 

i r ( a2
 -F- P2 ) —'x p zy (b — \r)y. — (a-h ;JL r ) ¡3 -H X /? y — o : 

le lieu du point B est donc un liyperboloïde qui, natu-
rellement, dépend de plus de paramètres que le cylindre 
de M. Gilbert. Le cône des directions asymptotiques ne 
dépend toutefois que des directions de HH' et de Taxe 
de Mozzi : ce sont les directions de deux génératrices 
du cône situées dans un de ses plans principaux, et les 
plans cycliques du cône, comme ceux de l'hyperboloïde, 
leur sont perpendiculaires. On trouve que les généra-
trices de l'hyperboloïde, parallèles à OZ, sont réelles ou 
imaginaires et, par conséquent, que l'hyperboloïde est à 
une ou deux nappes, suivant qu'on a 

(a -f- (Jt/-)2— o, 

c'est-à-dire suivant que la droite H H' est extérieure ou 
intérieure à un certain cylindre parabolique dont les 
génératrices lui sont parallèles. 

SUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES FONCTIONS 
IMPLICITES; 

PAR M. WORONTZOFF. 

Soient 

./• = fv (m), x — j\, ( m o ) = .r y. x = /„ (o ) = r 

les racines respectives des équations 

f(x) — m == o, / (>) — m0 = o, f(x) = o, 

de sorte qu'on ait identiquement 

f\J\4m)\ = ///. f(x„) = />?,„ /(r) = o: 
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et 

I F(x) dx 

une fonction qu'il faut développer en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de ///.— m0. 

En posant, pour abréger, 

dfW f,, X R. n, , F (3?) 
dx * s \ . j\x) 

on a 

f F (X) dx — I l^d/(X)= f <IHX) dfw) 

£m ~ m 

<i> [/„ (m)] dj\fv (m)\ = f <l> [ f v (m ) j dm. 

Au moyen des formules bien connues 
R» m / V(m)dm = — *F(m0), 

TRI« 
YmO 

— W(m0) = (m — m0) W'(mo) 
_ (m — /?Î0)2 

I .'2 
( /?? — )" 
Ï . a . . . (/i — i ) 
(ni — mQ )n 

- W"[m0-f- G(w — m0)], 
1 . ... /o 

on obtient 

rm 
F (x) dx — / <ï> [ fv (m)] dm 

= _ m o ) *[/„(/k0)] -h VyHMrAy^n. 

1. 2 .3 . . . (// — I ) 

: „ „ - „ . . , • ( , . ) + j l j ^ D=] j. 
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OÙ 

K»= ! n r 1 *[/,<.»]|y=m.+<)(,«-,«.) 

1.^.3. . - /i ) [ _ . / ' ( ~ J (s=aroH-0,(ar—<ru)=/v[/«o+6(w-/«o)l 

De cette formule, ou déduit aussi la série suivante 

f F (x)dx = f F (x) dx — f F(x)dx 

= / *[Mm)]dm— f fv(m)] dm 
«o 

= (m - m») *(/•) + { m l ~ ' n } ' D. | 
1-2 i / U ) U = 

ou 

IV,, - r+Qtx—r) t [ j { 3 ) J 

- m o\\-7?— D - l " " 1 ^ ^ ) ! 1 . 

Exemple. — Eu prenant les logarithmes népériens, 
posons 

f (x) = \ogx = m, = logx. 
Alors 

\ogx0=m0, r= i, = 

f f i j D " ] " f I > ( s ) = 5 = 5 ^ + l 0 » 
[('-3D-)«^log5]3=/.=i= n, 

R|> = ( [ ^ 4- 0(g - x0)] [ n - 1 + log[^o + - *o)] i ), 

R " = + —0] +log[i-+-6(^-1)] I 

(') Nouvelles Annales, août 1S88, p. 062. 
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Comme R, / = a e=o et R' / l r a 0=o pour les valeurs finies 

de m et m0, on a 

f logar dx = x0 \ (ni — m0)logar0 -4- mo)2 ioga.o) 

+ i.a.3 (a + ]° S X o ) + i.2.3.4 (3 ^ o J - K - . J 

(m ~ m° ) 2 i — £ ] 
1.2 4 + 1-2.3 5 

-f- :r0 (m — /n0) -f- ^ — - . . 
L 1.2 1.2.3 J 

= ~ mo)~ (e'«-"1»— i)] -t- ar0 lojr.r0(i?/w-/,,o— i) 
= (.r loga? — x) — (x0 logx0—x0), 

et aussi 

f'rhgvdx = (m*-m*)* -h ' 

( — 7??J ) I ( 7?25 m5 ) I 
-h V

 7 ^ ^ -+-... 1.2 4 1.2.3 5 
a r i i i ni* T 1 

= w 2 î 77 H 7 H X 7 • l_ 2 I 3 T. 2 j 1.2.3 5 J 

T1
 - 4 - 1 - 4 - 1 - 4 - 1 -4— 1 — m 5 1 H H 

0 L 2 I 3 1 .24 1.2.3^) J 
= \e»lîn — (em — Ï)] — [emo m0— (e'»o — i)] 
= [em(?n — i) -i- i] — [e,wn(/?i0— i) -4- i] 
= (x\ogx — x) — (Xq \ogx0—x0). 

SOLUTION DE LA QUESTION 1570, PROPOSÉE PAR ill. ROUCIIÉ; 
PAR M . W O R O N T Z O F F . 

Etant donnée la relation 

si n ( x — y ) — ni s inf^+ y ). 
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dans laquelle m désigne un nombre donné dont la 
valeur absolue est inférieure à i, développer y en 
série suivant les puissances croissantes de m, et indiquer 
la forme du reste lorsqu'on ne prend quun nombre 
limité de termes (*). 

De l'équation donnée 

sin (a? —y) = m sin (x -h y) = m sin [2X —(x — y)], 

on déduit 

x —y = arc y = arc tang 

Comme 

x —y — x — arc tang 

2 i - } log [i + m(cos 2x -+- i sin 2 x)] — log f 1 -+- m (cos 2x — /si n 2 x )] ; 

et 

(1 -fe.2 m cos ?.x H- m2) 

( cos ix — ¿sin 2 x )n 

m{ c o s 2 .r — ¿sin 2 x > ]n 

A 
(') Nouvelles Annales de Mathématiques, p. novembre 1887 
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/ m 1X Y1 

cl'1 \ 

au moyen de la série de Maclaurin, prise avec le terme 
complémentaire (//„) de Cauehy, on trouve 

y — x — m sin i x 

n sin „ s i n 6 . r 
-h m - - — />i3 — h . . . (i) { 2 3 

„ s i n i ( n — i ) x -t-(—i)»-i m/i-i ^ — -f-K„ ('), 

( i .10 m cos'2x -r- 02 m
2

)'
1 

X ^sin •). 7i x -h n 0 m sin 'à (n — i ) x 

^ ' * ( 0 m )2 si n •:>. ( n — ) x -4-... -h n ( 0 m )n~l si n 2 r j , 

(*) En posant eai — p et e — q, on a généralement 

- [/(Pm)^f(qm)] 
— (m ) — /(0 ) -f- m cosaf ' {o ) 

COS ̂  af" ( O) -K..H m COS(/I — L)RT/"-,(O) i. 2 1.2.0 ... { n 1 j 

Yi Ifipm ) - / ( ? / " ) ] 

= (/??,)= m sin af' ( 0 ) 
+ sin 2 a / " (o ) -4-.. .-¡- \ s i n ( / ? ~ i ) « / - ' ( o ) 

de? iïfathémat., 3e série, t. VI I I (Mars 1889). 1 0 
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Cette série peut être obtenue aussi à l'aide des formules 

[ F j *[/„(»»)] | 

1 - F(a?) 

1 A' = n — 1 

2 h'n; 

- , <1> ( y ), / ( y ) = m , / ( r ) — o 

.TTFj D " j 
m» i r f{z 

i .2.3 . . . ( a — ij j L ~fiy 

et, pour x ~ <I>(y) — y , 

/v Oj [m) 

7 r — D-]UÎF[«ï>u)] I : 

CM 

F\fAm)\ 
- F (y) 
r F ( /' ) 

;k= n —l 

2 r s S b f r f e » ] " « - » 
' Z = }'=••/V[Q) 

ou 

r hv; 
i r i " i { a ) 

i — 0< Vl_1 < • ( I — Oi)" 
il./U) J F(5) . 1 , 2 . 3 . . . ( il — I ) 

I . 2 . 3 . . . ( » - I ) ( L fo-û L,/"(-) ~J ^ M^+Oix--.-,' 
j O , ( w ) = 0 , f ( r ) ^--/[z 4 - Ci v — z)], o < 0 < i,o < 0 , < i.o < 0 2 < i j , 

(') Xouvellet! Annales de Mathématiques, p. 36.!; août 18S8. 
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En prenant 

on a 

sin ( ;r —- y ) / (y = :— = m, F(y) — y, ^ sin (x — y ) VJ' J ' 

f(œ)= o, r=/„(o)=a?, 
... , sin?, a? 

f0') = — ^ si n"2 ( .r j ) 
i sin2(¿r 

7 'Ü') ~~ sin 2 
i ^ sin2 (.r-r-r) >77—: D v r = r — , J (y) ~ si n 2 x 

si il2 ( x -f- y ) si n 2 ( x — y ) 

i n l(/¿) , « , sin"(\r — y)sin/¿(¿r -i- y) ——- Dr y = — i)». i. 2. S . . . ( n — n , f\y) J J J V ' sin"2J7 

i [ TW)
 D j

]
 { n ì y

 (y-, -.r
 =  l ) n

'
1

 ' * "
 3

 • "
 (  n

 ~~
 1  ì  S i n  9  1 l X  ;  

f [ x + Q(y~x)] 
J\y) 

_ sin [?,x 0(y — .r )] sin (y — x)— sinO(y — x ) sin [2^ -f-(y — x)] 
sin [2x -r- 6 (y — ,r)]sin(jK — x) 

sin 2.7- [sin (y - x)cosd(y — x)—cos (y — ¿r)sinO(^ — ¿r)] 
sin[2x -h Q(y — x)\ sin(^ — x) 

sin2¿rsin[(i — 0)(jK — x)] 
sin [2̂ 7 ô(y — x )] sin (y — x ) 

Par conséquent, d'après la formule (3), 

k = n — 1 

A — 1 
= f v (m ) = arc tang ^ tang.rj , 



OÙ 
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. , . S IN" 2 .r --:- f)2( y — x ) SIN n ix - B 0* ( >* — x ) 
fin -(--1 )" mn * — -! — n sin" 'ix 

= SIN » [ A - - / „ ( « „ H ) ] 

„ . SIN^FA? -H fiAfti th)1 SIN/if.R - Î - A ( 0, m )1 = ( — \)nm"(\ — 0. y1-1 L — — L- 1 

L SIN [ ' ¿ .R-J-OI y — x ) ] SIN ( y — x)— SIN 6( y — A?)SIN( r — .R) } N 1 

( i)« mn J - --- • : : - ——•—•— — • ( sinixj? sin(jK—x) ) 

X : : — J SIN n J i x -F- 0 ( y — x ) 1 
SIN A A? L ^ 

\ SINF(I — Q ) ( Y — X ) ] I » - 1 

( S M ( / — x) J 

SINF 'xx -J- 0 ( r — . r ) ] 
SIN n [ '}. x — G (y — x )]. 

N O T E DE M . R O U C H É . 

E N M Ô M E TEMPS QUE M . WORONTZOF, M M . DARMANINE ET A U -

DIBERT NOUS ONT ENVOYÉ DES SOLUTIONS DE LA QUESTION 1 5 7 0 . L A 

SOLUTION DE M . DARMANINE NE DIFFÈRE PAS AU FOND DE CELLE DE 

M . WORONTZOF, ET CELLE DE M . AUDIBERT EST UNE APPLICATION DU 

THÉORÈME DE MACLAURIN. 

QUAND NOUS AVONS PROPOSÉ CE PROBLÈME, NOUS AVIONS EN VUE 

LA SOLUTION SUIVANTE, QUI EST À LA FOIS SIMPLE ET DIRECTE : 

L A RELATION 

PEUT S'ÉCRIRE 

POSONS 

NOUS AURONS 

SIN (..R — Y ) = M SIN(.R -F- Y ) 

M SIN X X 
Y — ARC TANS: • " i -h m cosxx 

, X m SIN?..r 
= ARC TANG-I -r- II COS XX 

,, , sin^ r̂ 
I -1- X U COS XX -f- II2 
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ou, en effectuant la division, 

/ <p'(w) = sinix — u sin ^x u:2 sin6.r —.. . 
\ -I- (— i)"-2un~2 sin2(n — \)x 

(0 
Î , x , . sin 

-h (— u'i-i 1-4-2 U COS 2 X -h U2 

Or, si l'on désigne par R le nombre défini par la relation 

l / x m
 ' m2 . , . . \ 'D(ni) = — sin 2.2? sin4# h- — sinb̂ P —... 

(' \ ' 1 2 0 
] mn~l 

| (_ sin2(n — i).r-i-R 

on voit que la fonction 

o( u) sin ¿x -i sin Ax — sin6a? — . . . ' I 2 3 
Un~ 1 Un — (— sin 2 ( n — \ )x — R — /l — I /i 

s'annule pour u — m aussi bien que pour u — o. Sa dérivée 

<p'( u) — sin \).x -i- u sin i\x — u2 sin 6a? —... 
— (— i)"- 1 un~2 sin >.(n — i)x — Ru»-1, 

qui, en vertu de (i), se réduit à 

Y, , sin 2 nx u s i n 2 ( /i — i )./; '] ii'1-^ (— i)"- 1 R , I -r- 2 U COS IX H- ¿¿2 J 

doit donc s'annuler pour une valeur de u comprise entre o et 
m, c'est-à-dire pour u = 6m, 0 étant un nombre convenable-
ment choisi entre o et i. On a donc 

.sin 2 n x 0 m s i n 2 ( /i — i ) x }{ _ / j \n -1 . — 

I -T- 2 0 /?Z COS 2 .T -h 0 2 />i2 

et, par suite, en portant dans (2), 
r. v __ m . m2 . , . p 

y ~ x sin 2 a? H sin!\X — sinb# -
jyin — 1 

— ( — i)rL"1 s i n 2 ( /i — i)x 
n — 1 

v m'1 s m m x m s m ' i i n — \)x 
_u ( j\n — • 

n 1-4-20 m cos 2x -i- 02m2 
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S I R L'INVARIANT DIFFÉRENTIEL DES FIGURES CONGRUENTES; 
P A R M . J . A N D R A D E . 

Cet invariant, dont M. Poincaré a fait un si magni-
fique usage dans sa création des fonctions fuclisiennes, 
a une origine géométrique des plus simples, sur la-
quelle je voudrais m'arréter un instant. 

Considérons la transformation plane qui remplace un 
point M par un point M ; et qui résulte : 

i° D'uue inversion positive (M, ¡JL) autour d'un pôle 
P situé sur une droite X X ; 

Fig . i (») . 

\ J?: 

Ai 

H p x~ 

20 D'une réflexion (p., v) sur la même droite et en 
ce même pôle ; 

3° D'une translation (v, M') parallèle à la droite X X . 
Une pareille transformation est représentée algébri-

quement par une substitution linéaire à coefficients 
réels, effectuée sur la variable imaginaire z représentée 
par le point M ; la droite X X étant prise comme axe réel. 

Considérons deux points A et B et leurs symétriques 
A' et B' par rapport à X X . 

Ce groupement symétrique de quatre points sera 

( 1 ) Les trois points v, M', ;x ne sont pas en ligne droite. 
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évidemment conservé par la transformation qui nous 
occupe} or, si l'on désigne par a, a\ b1 les affixes 
de ces quatre points, la substitution homographique 

Fig. 2. 

B 

A / ; 

N 
B' 

représentée par celte transformation laissera inaltéré le 
rapport anharmoiiique 

a — a b — b' 
a — b' b — a' 

Ce rapport réel et positif se réduit à 
AA'xBP/ 

AIT 

Cet invariant ne dépend que des points A et B. JNous 
le désignerons par IA B ou indifféremment par 

Considérons le cercle qui passe par les quatre points 
A, B, A', B', qui a son centre sur l'axe X X , et qui coupe 
cet axe aux points K et II. 

Soient A et h les affixes de ces points, et envisageons 
le rapport an harmonique 

a — h b — k 
Ja'b = a - /c X ù=h 

réel, et même positif et > i quand A et B sont, comme 
nous le supposerons, d'un même côté de l'axe XX et que 
le sens du parcours du demi-cercle KABH est celui 
que nous considérons. 



Nous aurons 
( ) 

A H . B K -F- A K . B H _ A L L . B ' K - R A K . B ' H 

A K . B H " " A K . B H 

Fig. 3. 

c'est-à-dire, d'après le théorème de Ptolémée, sur le 
quadrilatère inscrit 

. _ K I I . A B ' 
J a 'b + i ~ Â Ï O T ' 

et comme 
A A ' . B B ' 

IA,B = 

A B ' 
on aura aussi 

T , , W K L ! " . A A ' . B B ' 4 . K H " . A P . B Q T  
A ' I { X (JA,IÎ + I ) - = Â 2 = P I J A U P I / J A , B , 

A K . B H " A K . B H . A H . B K * 

ou, d'après une propriété classique du triangle rec-
tangle, 

IA.B x ( J A , B H - I ) 2 

_ 4 . K H 2 . A P . B Q 

V / K P . K H V / Q H . H K . V / P H . K H . V / Q K . K H 

donc enfin 
i 4«Ja.B 1A,B = 

= Ja,B = 4 JA,B ; 

[ J A , B + I ] ! 

JA B est donc aussi un invariant. 



Concevons maintenant que le point B se raççvoclwi 
indéfiniment de A, cet invariant devient 

• h a — k -f- da 
a — k a — h -f- cla 

c'est-à-dire, aux infiniment petits du second ordre près, 

(•h —h) Ja,a+da — 1 (a — \\)( h — a) 
da; 

la partie complémentaire à i est réelle et positive dans 
le cas où le point a-\-cia succède au point a en dé-
crivant une circonférence (KH) dans le sens de la rola-

Fis- 4. 

tion d'un angle droit qui amènerait l'axe imaginaire OY 
en coïncidence avec l'axe réel OX. 

C'est ce que nous supposerons. 
Nous avons donc pour la partie complémentaire cher-

chée l'expression réelle et positive 

K H x m o d da K H . m o d da __ mod da 
AK7AH ~~ / K P . K H v / P H . K H ~ A 1 > 

et, si a — x -f- iji 
_ niod da 

on en conclut que l'intégrale 

m o d da 
s - y 

prise le long d'une ligne L ne change pas par la trans-
formation de figure définie plus haut. 
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Cette intégrale joue le même rôle dans cette trans-

formation que la longueur d'une ligne dans le déplace-
ment d'une figure. 

Nous allons voir maintenant ce que deviennent 
l'invariant différentiel e t l'intégrale correspon-

dante dans la transformation par eongruence. Rappelons 
d'abord la définition des figures congruentes. 

Soit (M, M') la transformation de figure définie plus 
haut. 

Fig. 5 . 

1». •!>' 

• M' 

j\l 

Soit (M, P) la transformation (T) la plus générale 
qui résulte de la combinaison de l'inversion, de la trans-
formation par symétrie et du déplacement d'une figure 
plane. 

Soit (M', P') la même transformation (T) effectuée 
sur le point M'. 

Le point P' est dit le transformé de P par eongruence} 
ou encore la figure (P) est congruente à la figure (P'). 

Analytiquement, si l'on désigne par R la substitution 
linéaire réelle que représente la transformation (M, M') 
et par S la substitution linéaire quelconque que repré-
sente la transformation (M, P) , la transformation par 
eongruence sera la représentation de la substitution 

S-J .R.S. 

Il résulte immédiatement de la définition des figures 
congruentes que cette transformation de figures laisse 
inaltéré un certain cercle du plan, savoir le cercle qui 
est le transformé de l'axe X X , dans la transformation 
T , car cet axe X X restait lui-même inaltéré dans la 
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transformation que nous avons d'abord étudiée. Ce 
cerele se nomme le cercle fondamental. 

On peut se demander ce que deviennent deux points 
A et Ar symétriques par rapport à X X lorsqu'on les 
soumet tous deux à la transformation T . 

Supposons d'abord que la transformation T se ré-
duise à une inversion autour du pôle 0. Par cette inver-
sion, l'axe X X se change, comme on sait, en un cercle 

Fig. 6. 
t, 

; A 

x ~ 1 / ¡ x 

passant par il et dont le centre O se déduit par l'inver-
sion considérée du point I symétrique du pôle 0 par 
rapport à X X . 

D'ailleurs les trois points I, A et A' sont évidemment 
sur une circonférence qui passe 'parQ} leurs transfor-
més O, a et a' seront donc en ligne droite. 

Mais les points a et a' sont sur Je cercle Qaa', 
transformé de la droite AA', et ce cercle doit couper 
orthogonalement le cercle transformé de X X ; nous 
avons donc 

Ol>2= Ox.Oa'. 
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Ainsi deux points symétriques par rapport à X X se 

changent par la transformation T en deux points situés 
l'un il Vintérieur, Vautre ci Vextérieur du cercle fon-
damental, sur un même rayon de ce cercle, dont la 
longueur est moyenne proportionnelle entre les dis-
tances de ces deux points au centre. Ce résultat n'est 
évidemment pas altéré, par les déplacements qui suivent 
Fin version dans une transformation T . 

Voyons maintenant la nouvelle forme de l'invariant 
Kt^t+da dans la transformation par congruenee. 

L'invariant JA>B demeure inaltéré par la transforma-
tion T. 

Considérons alors le cercle qui passe par A et "B et 

coupe le cercle fondamental O orthogonalemeiit en H 
et K. 

jNous avons encore 
. AH BK 
Ja-b== ÂK BIT 

Si B devient in Uniment voisin de A, et si nous dési-
gnons par <p et o{ les angles au centre du cercle O', 
mesurés par les arcs KA et AH, nous trouvons, par un 
calcul très simple, 

s i n I (o cp,) 
* t(a — 1 d'ù j ~ 

sin - ci sin - Qi \>. ' '2 ' 
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et, en désignant par / le rayon du eercle G', nous pour-
rons écrire l'invariant différentiel : 

mod da 
sin-(cp-4-?1) 

l sin - o sin - o , 4 2 1 

et, le facteur de mod ria étant indépendant de la direc-
tion du déplacement ¿/a, nous choisirons ce déplacement 
de la façon la plus commode, c'est-à-dire normal à OA, 
comme la figure suivante le suppose. 

l'i s:. 8. 

KX 

m \ <A i « 
/ 

l'i g. 9. 

\\ 
N : 
H 

Le facteur de mod da est alors égal à 

F = 
l sin2 - o 2 ' 

Soit R le rayon OK du cercle fondamental, et p la 
distance AO. 

Nous avons l — R coto, d'où 

F = „ . , I . 0 I R COS cp R cosci 
It c o t © s i n 2 - © H c o s o sin 2 - o ' -2 4 4 2 4 „i 

c o s 2 - o 
2 4 

or, on a sui- la figure 

R R cos o 
sin ci sino 



d'où 

d'où enfin 
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t a n g U = J 

en faisant abstraction du facteur 4> nous avons donc 

pour remplacer l'invariant différentiel — cet autre 

mod da 

u 1 

et, par suite, aussi l'intégrale 

morì da 

prise le long d'une ligne quelconque. 

PROBLÈME DONNÉ AU CONCOURS GÉNÉRAL EN 1874; 
PAU M . L . L E F È V R E . 

Démontrer que Informe la plus générale d'un po-
lynôme entier F(.r) satisfaisant aux relations 

(i) F(i-x) = T(x), 

\X J X'n 
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est 

(3) j x A^xî—x — i)3(/ 

[ A2(X^ ~ X - L)3L"-2> (¿F* — ¿T )*-+-. . .-4-

zz r/e.9 nombres entiers, et A0, A t, A 2 , . . A „ 
des constant es quelconques, 

1 . Soit a une racine quelconque de l'équation 

F (x) — o ; 

la relation (2) montre que j est également racine de 
cette équation. Posons 

~ — a' \ 
a 

la relation (1) montre alors que 

, i 
i - a — 1 a 

sera une nouvelle racine 5 puis 

i a • — y 
1 a — 1 1 
a 

en vertu de (2), et ainsi de suite. On est conduit de 
cette façon aux six expressions différentes 

. . i l a 1 

O11 reconnaît là les six valeurs du rapport anharmo-
nique de quatre éléments, et l'on sait (ce qui peut se 
vérifier aisément) qu'en prenant l'inverse ou le com-
plément à l'unité de l'une d'elles, 011 en retrouve une 
autre. 
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Les racines Je l'équation F(a#) = o se partagent 

donc en groupes de 6 ; et son degré sera multiple de 6. 
Il n'y a d'exception possible que si deux des valeurs (4) 
déduites d'une racine a sont égales ; je supposerai d'abord 
que ceci n'ait pas lieu. 

Alors F( .r) est de la forme 

A() | ( x — a ) [œ. — . . . ( x — IH - a )"j 

X 

Cela posé, je considère le polynôme du sixième degré 

/( x ) ( x'2 — x -h i y* — A ( x'2 — x y2, 

obtenu en faisant p = o, q = o, n — i dans (3). 
Il est facile de voir que 

f{i—x)=f(x), 

ce qui prouve, comme pour F ( x ) , que les six racines de 
J\x) — o sont de la forme (4), et par suite que 

f{x) == (x*—x H- i)3— A(x* — x)* 

D'ailleurs, a étant connu, on calcule la valeur de A 
correspondante en donnant, dans cette identité, à x une 
valeur particulière. 

Il en résulte enfin que F (a?) est de la forme 

\ A„[(.r2 — ¿r-f-h»—A(a»2—#)*] 
\ x fi./-2 — x -+-1)3— B( . r 2 - xy\. . 



( .6- ) 
ou, en effectuant le produit, 

( A0(A?2— 3- + I)ÎN 

} ) j 4- A ^ 2 — a7-hi)3(«-i)(a?s — A „ (.r2— 

Supposons maintenant que deux des valeurs (4) re-
latives à une racine a de F (x) = o soient égales; les 
autres sont aussi égales deux à deux ou trois à trois, ou 
à l'un des trois groupes suivants de valeurs particulières 
des six expressions (4) (*) : 

( I ) i i o 

( I I ) - T - I A 

(III) —a —a2 —a — — x — s I nique). 

a et a2 désignent les racines cubiques imaginaires de 
l'unité. 

Considérons alors les polynômes 

o(x) === (x — i).r = x2— xj 

b(x) = (x -f- l)(x — 9.')(ïX l) = IX* 3x2— 3x -h 2, 

y (x) == (x -h ct)(x -f- a2) x2 — x -f- j, 

qui ont pour racines les nombres (I), (II) ou ( III)} on a 

: ©(i — x) = o(x), 
j /t\ u(x) 
l 
| 6(i — x) — — 6(x), 

, / i \ 

i / ( - ) = \x J X1 

\ ( d e u x d e s q u a t r e e l e m e n t s 
x x o \ 1 . , 

( coïncident). 

^ ^ 2 ( d i v i s i o n h a r m o n i q u e ) . 

( d i v i s i o n é q u i a n h a r m o -

( l ) V o i r CLEBSCII, Leçons sur la Géométrie, t. I , p. 49 E T 9 ° DE 

traduction f r a n ç a i s e . 

Ann. de Mathémat3E série, l. V i l l ( Vvril 1 8 8 9 ) . 1 1 
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Supposons cjue l'équation F ( r ) = o admette comme 
racine l'une des quantités du groupe (II), par exemple; 
elle admet autant de fois les autres. 

En eilèt, elle les admet au moins une fois ; donc F ( x ) 
est divisible par A ( r ) . Si alors le quotient 

admet encore cette racine, les relations (i), (2) et (7) 
montrent qu'il admet encore les autres et qu'on peut, 
par conséquent, le diviser par . . . ; 011 montre 
de même que F(\r) peut contenir en facteur une puis-
sance de o(x) ou de I)e plus, ces puissances 
sont paires pour o(x) et ; car, si l'on change x en 

j , o(x) seul change de signe, ^ ( x ) et y ( x ) ne chan-

gent pas. Si l'on change x en 1 — x, seul change 

de signe. 
E11 résumé, le polynôme F( . r ) le plus général est 

[ F ( ./• ) - - ( 2 — x f P ( x 2 — x -H •>. .r 3 — 3 x 2 + 2 ) 2 

(8) 1 x f A0Os — a? h-I)3» 
( -F- A ! ( .R2 — x H- 1 )3(«-D ( .R 2 _ x y2 -H . . . -H A„ ( x'2 — x )2« ]. 

Cette forme me paraît préférable à la forme (3) de 
l'énoncé, car s'il est vrai que le facteur 

( i x * — 3 . r 2 — 3 x - h - ' i ) 2 r 

rentre dans le polynôme qui le suit, pour des valeurs 
particulières données aux constantes A0 , A i ? . . . , le fac-
teur (x*2 — X)'2P y rentre aussi bien, si l'on fait 

A0 = A1 = . . . = A p - i = o. 

Il n'est donc pas logique de mettre en évidence l'un de 
ces facteurs plutôt que l'autre. 
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Du reste, pour montrer que le facteur 

( 2 x^ — 3 x2
 — 3 x - h 2 )2'' 

rentre dans le polynôme suivant, exprimons q u c f ( x ) 
s'annule pour x = — i (l'une des racines du groupe II), 
nous obtenons ainsi 

On vérifie d'ailleurs que 

(q) {x2— X -f-1 — (x2— x)2 ~ 7 (2x* — 3x2 — 3x -f- 2)2. 
4 4 

On voit qu'il suffirait, dans la forme (5), de prendre r 

quantités A, B, .. . égales à 

2. Autres formes de F(.r). — Mais cette identité va 
nous fournir deux autres formes de F ( x ) . Si l'on en 
tire soit ( x 2 — x ) - , soit (x2 — «r-J-i)3 et qu'on porte 
dans (8), il vient 

F(x) ~ (x2— X)2P(X2 — x -f- I)</(2T3— 3x2 — 3X -h 2)2r 

* X [B0(x2-x-h i)3" 
Hj (,r2 _ <r , )3(«- 1) i <2T* — 3X2~ 3X -f- 2 )2 

ou 

F(r) == (x2— a?)2/'(a?2 — .r ~ I)7('2r3— 3.r2 — Zx -f- a)2'-

-t- Ci(2a"3 — 3x2 — k + + .]. 

Remarque. — Cette dernière forme permet de ré-
soudre algébriquement une équation F(.r) = o satisfai-
sant aux conditions (i) et (2) lorsque, débarrassée des 
racines (I), (II), (III), si elle en a, sou degré ne sur-
passe pas 24. 
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Posons dans le polynôme entre crochets 

W T ) 

on a une équation en y du quatrième degré au plus, et 
qu'on sait par conséquent résoudre algébriquement. Soit 
j =z"), l'une de ses racines, il faut alors résoudre l'équa-
tion du sixième degré 

<\>-(x) — AO2(X) = o . 

Elle se décompose en deux autres 

il 1) ^(x) — \/'ko(x)=o, 

( i 3 ) + o ( a ? ) = o, 

qui sont du troisième degré, x étant racine de l'une de 

ces équations, les relations ( - ) montrent que - e t i — x 

sont racines de l'autre. 
L'équation (12) aura donc pour racines 

1 1 a, 1 -
a i — a 

par exemple, et alors ( i3) admettra 

On sait d'une manière générale qu'il existe deux 
transformations homographiques qui permutent circu-
lairement les racines d'une équation du troisième degré } 
ces deux transformations sont ici, pour (12) comme 
pour ( i3) , 

Ox = 1 — 02.r = —1 

x 1 — x 
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I . — C L A S S I F I C A T I O N D E S E R R E U R S ; O B J E T E T D I V I S I O N 

DU P R O B L È M E DES A P P R O X I M A T I O N S N U M É R I Q U E S ' , F O R -

M U L E G É N É R A L E D E S E R R E U R S . 

L'introduction du problème des approximations nu-
mériques dans les programmes d'Arithmétique, très jus-
tifiée quand il s'agit d'élèves ne devant pas dépasser les 
notions les plus élémentaires, me paraît constituer une 
surcharge inutile pour ceux qui ont acquis les premières 
notions sur les dérivées*, il y aurait, je crois, avantage, 
pour ces derniers, à restituer à la question sa véritable 
place, en Algèbre, où elle pourrait être traitée plus sim-
plement et constituerait une sorte d'introduction à la 
théorie générale des erreurs. 

L'ensemble du sujet pourrait être exposé ainsi qu'il 
suit; je considère le cas où les calculs doivent être effec-
tués sans Tables. 

Classification des erreurs du résultat d'une formule 
numérique. — Le plus généralement, les formules nu-
mériques contiennent des nombres obtenus par des me-
sures directes ; ces nombres sont toujours affectés d'er-
reurs dues à l'imperfection des instruments et des 
procédés de mesure} de sorte que ces formules, au lieu 
de représenter la valeur exacte du nombre cherché, 
n'en représentent qu'une valeur affectée d'une certaine 
erreur que nous appellerons erreur provenant des don-
nées. 
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En outre, lorsque l'on effectuera les opérations indi-

quées dans la formule donnée, on commettra en général 
une seconde erreur, que nous appellerons erreur de 
calcul. 

L'erreur totale du résultat sera égale à la somme algé-
brique de ces deux erreurs partielles; si l'on désigne en 
effet par N la valeur exacte du nombre cherché, par IN7 

la valeur exacte du nombre représenté par l'expression 
numérique dans laquelle on a introduit les nombres 
obtenus par des mesures directes, et enfin par IV' la 
valeur approchée de JV obtenue par le calcul, 011 a, en 
grandeur et en signe : 

Erreur provenant des données N'— N 
Erreur de calcul IN"— N' 
Erreur totale V— IN 

et enfin 
!V — N = ( .V — -V ) -f- ( Y —- N ). 

Les erreurs commises sur les données sont toujours 
inconnues en grandeur et en sens, mais on peut tou-
jours assigner à la valeur absolue de chacune d'elles 
une limite supérieure, et, de ces limites supérieures, on 
peut déduire une limite supérieure de l'erreur provenant 
des données (N' — N) ; c'est-à-dire une limite que N'— N 
peut atteiudre, mais qu'elle ne peut dépasser. 

L'erreur de calcul — N', qui s'ajoute à celle-ci, peut 
être rendue aussi petite que l'on voudra; mais, lors même 
qu'elle serait nulle, on ne pourra pas compter au résul tat 
final sur une approximation plus grande que la limite 
supérieure de l'autre erreur. 

Par conséquent, la limite supérieure de l'erreur pro-
venant des données représente l'approximation la plus 
grande sur laquelle 011 puisse compter au résultat final. 
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Objet et división du problème des approximations 

numériques. — Désignons par f(a, b, c, . . .) une for-
mule numérique dans laquelle a, c représentent les 
valeurs exactes de certains nombres que l'on obtient 
par des mesures directes, et soit N la valeur exacte de 
cette formule : 

N = / ( A , C, . . . ) ; 

soient al, b\ c\ . . . les valeurs approchées obtenues 
pour les nombres a, ci .... 

Le problème des approximations numériques consiste 
à calculer la valeur de N à une approximation donnée, 
connaissant a!, Z>', c', . . . et les limites supérieures des 
erreurs commises sur ces nombres. 

Il est clair que le problème ne sera possible que si 
l'erreur provenant des données ne peut pas atteindre 
l'approximation demandée : il conviendra donc tout 
d'abord de déterminer la limite supérieure de cette er-
reur. Il faudra ensuite calculer l'expression 

N ' = / ( A ' , B\ C\ . . . ) 

avec une approximation telle que la somme de l'erreur 
de calcul et de la limite supérieure précédemment ob-
tenue soit au plus égale à l'approximation demandée. 

On est ainsi conduit à diviser le problème en deux 
parties : 

i° Déterminer une limite supérieure de l'erreur pro-
venant des données -, 

i ° Calculer avec une approximation donnée une for-
mule numérique donnée. 

Il est clair que, lorsque les nombres contenus dans la 
formule seront tous connus exactement, ou, du moins, 
seront susceptibles d'être exprimés avec une approxi-
mation indéfinie, la deuxième partie du problème subsis-
tera seule. 



( «68 ) 
La solution de ces deux problèmes est fournie par 

l'application de la formule générale que nous allons 
établir. 

Formule générale des erreurs. — Soit f{oc^ y, z) 
une fonction de trois variables indépendantes; désignons 
par of l'accroissement que prend cette fonction lorsque, 
après avoir donné aux variables les valeurs a, c, 011 
leur donne les valeurs a-\- Sa, b 4- 3é, c H- 3c ; on aura 

o/ = f(a -t- oa, b ob, c -f- oc) — f(a, b, c), 

que l'on peut écrire identiquement 

of — f (a OÎÏ, b -h ob, c -+- oc) — f(a, b -f- ob, c -f- oc) 
-+-/(a, b -4- c -f- oc) — f {ct ) b, c -h oc) 
-h/(a, 6, c -f- oc )—/(a, ¿>, c). 

Appliquant à chacune de ces différences la formule des 
accroissements finis, on obtient 

o/ = oa f ' u ( a -f- 0 oa, 6 H- 06, c + oc) 
-H o/; f/,( a, b -1-0' c + oc) 
-hôc/^.(a, CH-6"8C). 

Désignons d'une manière générale par a!, b\ 
b", ¿Z", c', c/;, cw des nombres compris entre a et a -f- 5«, 
b et b -f- Sft, cet c + ou égaux à ces limites elles-
mêmes, on pourra écrire plus simplement 

8/ = oa/«(a', ¿/, c')-t- o b f l { a " , b\ c'r)-^ocfc(a", b"r, c'"). 

Cette formule donne une expression de l'erreur que 
l'on commet lorsque, dans une formule numérique 

/(a, b, c), 

on remplace les nombres exacts a, c par les valeurs 
approchées a -f- Sa, b -j- Sè, c -H Se ; et il est clair qu'elle 
est applicable à un nombre quelconque de valeurs ap-
prochées a, Z>, c, . . . . 



( ) 
Les nombres a', b\c\ a", b\ . . . qu'il faut introduire 

dans les dérivées partielles/^, / j , . . . , pour obtenir 
les facteurs des erreurs 3a, ob, 8c, sont inconnus, mais, 
en prenant pour ces nombres leurs valeurs maxitna ou 
leurs valeurs minima, de manière à donner à ces facteurs 
les plus grandes valeurs qu'ils puissent prendre, on 
pourra déduire de cette formule une limite supérieure 
de l'erreur 3 f . 

Remarque. — Il n'est pas inutile de faire remarquer 
ici que les erreurs 3a, oc, . . . étant en général très 
petites, les valeurs des dérivées . . . varient très 
peu lorsque l'on fait varier les nombres a', //, c', . . . 
entre leurs limites extrêmes ; par conséquent, cette for-
mule permet d'obtenir non seulement une limite supé-
rieure de l'erreur o/*, mais encore une limite très voisine 
de la valeur de l'erreur elle-même. 

I I . — P R E M I È R E P A R T I E DU P R O B L È M E DES 

A P P R O X I M A T I O N S N U M É R I Q U E S . 

Soit proposé de calculer l'erreur provenant des don-
nées a, Z>, c, . . sur le résultat d'une formule numé-
rique 

f(a,b,c, ...) 

dans laquelle les nombres a, Z>, c sont connus à zt A a, 
± : A zt A c près. 

On a, en désignant par 3/, Sa, Sb, . . . les valeurs 
exactes des erreurs en grandeur et en signe 

o/= oafâ(a', b', c', . . .) 
-r- h fh(a", b\ c\ . . .) -f- 5c/t:<y", bw, cw,...)-+-.... 

Désignons par a, , c{ les valeurs approchées con-
nues de a, b1 c. 
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Les sens et les grandeurs des erreurs oa, 3/>, oc, . . . 

sont inconnus, mais leurs valeurs absolues sont plus 
petites cjue A<7, A6, Ac, . . les nombres b\ c' com-
pris entre a et <7,, b et bK, c et ^ sont a fortiori compris 
entre 

-f- A a et ax — A a. 
bi-\-\b et b\ — \b. 
Ci -f- A c et c{ — A c: 

si, par conséquent, dans les dérivées partielles, on rem-
place le nombre a partout où il se trouve, soit par 
a{ -f- A a, soit par aK — A <7, de manière à forcer la valeur 
de cette dérivée, et que l'on agisse de même pour les 
nombres ¿>, c, . . . , 011 obtiendra des valeurs supérieures 
à celles que pourront prendre les facteurs des erreurs 
des données. 

On obtiendra donc une limite supérieure de l'erreur 
of en multipliant ces limites supérieures des dérivées 
partielles respectivement par A A Ac, et en 
faisant la somme des valeurs absolues des produits. 

Remarque. — Pour montrer par un exemple com-
ment on peut obtenir des limites supérieures des valeurs 
des dérivées, supposons que l'on ait 

/. :=• ^ ; 
\J a — b H- b 

les valeurs approchées connues ah, bK, c, et les valeurs 
exactes a, b, c sont comprises entre 

—A a et rtj+Aa-, 

bi — \b et ¿ > , 4 - A £ , 

— A c et c ' i - i - A c . 

Pour obtenir la valeur exacte du coefficient de oc, il fau-
drait remplacer <7, 6, c par des valeurs a', b\ cr com-
prises entre a et b et c et c, ou égales à ces li-
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mites; en remplaçant a au numérateur par aK -+- Aa{ et 
au dénominateur para , — A n o u s augmenterons le 
numérateur et nous diminuerons le dénominateur; nous 
forcerons donc la valeur de l'expression. Nous obtien-
drons le même résultat en remplaçant au numérateur c 
par c, -f- A c, et enfin en remplaçant au dénominateur b 
par b{ -f- A b sous le radical et par b, — A b en dehors; 011 
aura ainsi évidemment 

fe{a\ bc')< — 
/ ( — A a ) — ( bx -+• 1 b ) + ( bi — A ô ) 

O11 peut donc formuler la règle suivante : 

Pour obtenir une limite supérieure de l'erreur pro-
venant de données incertaines, on remplacera datis la 
formule numérique ces données par des lettres a, b, 
c, . . . ; oji prendra les dérivées partielles de l'expres-
sion ainsi obtenue par rapport à chacune d'elles ; on 
remplacera dans ces dérivées les lettres a, c, . . . 
par des valeurs limites par excès ou par défaut des 
nombres qu'elles représentent, de manière à forcer leurs 
valeurs ; on multipliera les résultats obtenus respecti-
vement par les limites des approximations A a, A 
A c, . . . , et Von fera la somme des valeurs absolues 
des produits. 

Exemple I. — Dans la formule numérique 
\ =

 1 1 7 7 1 1 > *V)2, 

\ <'Ï v/îi -f- ) 

les nombres o, 1 17 et 1,43, obtenus par mesures directes, 
sont connus à une unité près de l'ordre de leur dernier 
chiffre; on demande une limite supérieure de l'erreur 
qui peut affecter le résultat N. 
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Ensuivant textuellement la règle, nous avons 

V/,/3-
'XTz(a~ H- b ) i(ar.-+-b) 

J a - — 5 /A ~ , - ' 
v 2 y 3 -H 5 V V > 5 

Remplaçons aux numérateurs a et b par des valeurs 
par excès o,i 18 et î il vient 

277(0,118-^1,4.0 2(0,11877 + 1 ,44) 
Ja< T— > Jb< 

En multipliant ces nombres par 0,001 et par 0,01 et 
en faisant la somme, nous obtiendrons non seulement 
une limite supérieure de l'erreur, mais encore une li-
mite très voisine de celle qui peut être atteinte, puisque 
A a et A b peuvent atteindre 0,001 et 0,015 mais dans 
l'application on 11'a pas intérêt à connaître une valeur 
aussi précise, et l'on évalue en nombres ronds les va-
leurs des facteurs des erreurs, en ayant soin toutefois de 
toujours arrondir les nombres de manière à forcer les 
valeurs de ces facteurs 5 ainsi au numérateur nous rem-
placerons 7: par 4, au dénominateur \J5 P a r 1 1 
par 2 \ on aura ainsi 

8(0,472 + 1,44) ^ a J u < b. 

Jb^ -

On a donc finalement 

oM < 8 x 0 ,00 1 -f- 2 x o , o î ou oN < 0 ,028 . 

Remarque. — Il 11e faut pas perdre de vue que, lors 
même que les dérivées eussent été négatives, il aurait 
fallu faire la somme des produits. 
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Exemple IL — Dans un triangle ABC rectangle en A, 

on a obtenu par mesures directes 

c = i 2 m , 5 à ± 0 , 1 p r è s , 

G = 2 2 0 à ± 3 o ' p r è s . 

On demande une limite supérieure de Terreur qui 
peut affecter le côté b calculé avec ces éléments. 

On a 
b == c c o t C = / ( c , G ) , 

•>? = c o t C ' 

et, par suite, 

/ ; .< cot21°3o', f i < . l9'lùo. ,. 

On trouve, à l'aide d'une Table des valeurs naturelles 
des lignes trigonométriques, 

/ ¿ < a , 6 , f i < 1 2 , 6 X ( 2 , 7 ) 2 < 117 ; 

il reste à multiplier par Ac et AC. On ne doit pas perdre 
de vue ici que les expressions usuelles des dérivées des 
lignes trigonométriques ont été obtenues en supposant 
l'accroissement de l'arc exprimé en fonction du rayon; 
on devra donc exprimer AC de cette manière : on aura 
ainsi 

A c = o , i , 

il viendra donc enfin, en faisant les produits et ajoutant 
les valeurs absolues, 
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Remarque. — La fommie que nous avons considérée 

ici ne peut pas être calculée arilhi&étiquerneiit, mais, 
cette première partie du problème des approximations 
étant indépendante du procédé de calcul, la même mé-
thode convient à tous les cas. 

I I I . — D E U X I È M E P A R T I E DU P R O B L È M E 

D E S A P P R O X I M A T I O N S . 

Actuellement, sans nous préoccuper de l'origine ni 
de d'exactitude des nombres donnés, nous avons à cal-
culer d une approximation donnée le résultat d'une for-
mule numérique donnée. 

Résultat complet d'une formule ou d'une opération 
arithmétique. — îSous appellerons résultat complet 
d'une formule numérique complexe ou d'une opération 
arithmétique simple la valeur exacte de cette formule 
ou du résultat de l'opération; ce résultat ne peut être 
exprimé le plus souvent qu'à l'aide d'un nombre indé-
fini de décimales ou du moins à l'aide d'un nombre de 
décimales supérieur à celui dont ou a besoin. 

Ordre du dernier chiffre à conserver dans le résultat 
approché d'une formule numérique. — Il ne suflit pas, 
pour résoudre le problème que nous avons en vue, de 
calculer un nombre différant du résultat complet de 
la formule d'une erreur moindre qu'une quantité don-
née, il faut encore que ce résultat soit exprimé avec le 
plus petit nombre possible de chiffres; or, quel que soit 
le degré de précision avec lequel 011 effectuera les calculs, 
le résultat complet de la dernière opération différera 
toujours du résultat complet de la formule elle-même 
d'une petite quantité, et, si l'on supprime les chiffres à 
partir d'un certain ordre, même en forçant le dernier 
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chiffre conservé, on ajoutera à cette erreur une nouvelle 
erreur qui pourra atteindre 5 unités de l'ordre du pre-
mier chiffre supprimé; la nouvelle erreur pourra, il est 
vrai, être moindre, mais, comme le nombre cherché est 
inconnu, on ne peut pas affirmer a priori qu'elle sera 
moindre que 5 unités de l'ordre du premier chiffre sup-
primé. 

Supposons que l'on demande le résultat à n unités de 
l'ordre a, 11 étant au moins égal à un-, si n est plus 
grand que 5, soiL 7 par exemple, on pourra exprimer le 
résultat en unités de l'ordre qui précède a : il suffira en 
effet de conduire les opérations de manière que le ré-
sultat complet de la dernière, celle qui donne le résultat 
linal, soit erroné de moins de deux unités en plus ou en 
moins de l'ordre a, car, en supprimant les chiffres de 
l'ordre a 1 et en forçant au besoin le dernier chiffre 
conservé, on ajoutera à cette erreur une erreur moindre 
que 5 : le résultat conservé sera donc erroné de moins de 
7 unités en plus ou en moins. Mais si n est plus petit 
que 5, 011 ne pourra pas faire cette suppression; pour 
n'avoir qu'une seule règle convenant à tous les cas, nous 
conviendrons que, lorsque l'on demandera le résultat 
d'une formule numérique à moins de n unités (11 1) de 
l'ordre a, nous devrons exprimer ce résultat en unités de 
cet ordre. 

Ainsi un résultat demandé à moins de ± o,oo352, 
c'est-à-dire de ± 3mm, 52, devra être exprimé en mil-
lièmes; en d'autres termes, l'ordre du dernier chiffre 
conservé devra être celui du premier chiffre signifi-
catif ¿1 droite du nombre qui exprime l'approxima-
tion. 

Des formules numériques simples. — JNous appelle-
rons formule numérique simple une formule numérique 
dont Je résultat peut s'obtenir par une seule opération 
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arithmétique; ainsi les formules 

y/3,58<j3 '>, 0 , 8 5 4 + 0 , 1 3 0 ) + 7 , 3 ^ 5 

sont des formules numériques simples. 
Mais une formule telle que (6,43)a n'est pas une for-

mule simple, car le résultat ne peut être obtenu que par 
deux multiplications. 

Lorsque l'on aura à calculer la valeur d'une expres-
sion de ce genre à une approximation donnée, on sera 
en général conduit à remplacer les valeurs exactes des 
nombres qui entrent dans l'expression donnée par des 
valeurs approchées plus simples; si l'approximation du 
résultat complet de la nouvelle expression est de i h p 
unités de l'ordre a et que l'on supprime les chiffres de 
l'ordre a -f- i en forçant au besoin le dernier chiffre 
conservé, 011 commettra une nouvelle erreur plus petite 
que dt 5 unités de l'ordre a -+- i, ou unité de l'ordre a : 
le résultat conservé sera donc approché à moins de 
zt(p-{-~) unités de l'ordre a. On est donc conduit «à la 
règle suivante, applicable à tous les cas : 

Si- l'on veut obtenir le résultat d'une opération 
simple à moins de n unités de Vordre a(/i^>i), on 
pourra substituer aux nombres à opérer des nombres 
tels que la somme des influences des erreurs sur le ré-
sultat complet soit plus petite que (n—unités de 
l'ordre a; on effectuera ensuite Vopération sur ces 
nombres plus simples et Von supprimera au résultat 
tous les chiffres qui suivent celui qui exprime des unités 
de l'ordre a, en forçant ce dernier d'une unité si le 
premier chiffre supprimé est plus grand que 5 ou égal 

Remarque. — Lorsque les nombres à opérer sont 
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donnés directement, au lieu d'être les résultats d'opéra-
tions antérieures, on disposera du sens des erreurs qui 
seront commises sur ces nombres lorsqu'on les rempla-
cera par des nombres plus simples : on pourra ainsi 
prendre ces erreurs dans un sens tel que l'erreur sur le 
résultat complet soit dans un sens connu ; supposons que 
ce soit par excès : alors le résultat complet sera approché 
par excès à moins de n unités de l'ordre oc; si l'on sup-
prime à ce résultat tous les chiffres qui suivent celui 
d'ordre a, on commettra une erreur par défaut e 
moindre qu'une unité de cet ordre; par conséquent, le 
résultat simplifié sera approché à moins de n unités de 
l'ordre a par excès, et à moins de s par défaut; s étant 
plus petit que i et par suite querc, le résultat sera encore 
approché à moins de n unités d'ordre a, mais 011 ne con-
naîtra plus le sens de l'approximation. 

O11 pourrait donc, dans ce cas, se borner à prendre 
les nombres à opérer avec une approximation telle que 
l'erreur sur le résultat complet soit plus petite que 
n unités de l'ordre a au lieu de n — comme dans le 
cas précédent; mais l'avantage obtenu ainsi est si faible, 
lorsqu'il existe, qu'il est préférable de s'en tenir à la 
règle précédente, qui convient à tous les cas. 

Calcul des formules numériques simples. — Une for-
mule numérique simple peut contenir un nombre seu-
lement, c'est le cas des carrés, des racines carrées et des 
racines cubiques, ou deux nombres, comme la multipli-
cation, la division, la soustraction, ou enfin plusieurs 
nombres, comme l'addition. 

Pour calculer à moins de n unités de l'ordre a, (zi^> 1), 
la valeur d'une formule numérique simple, on commen-
cera par remplacer par des lettres A, 13, G, . . . les 
nombres que l'on supposera susceptibles d'être sim-

Ânn. de Mcithémat3' série, t. YIIT. ( A v r i l 1889.) 1 2 
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plifiés, on appliquera ensuite, à l'expression obtenue, la 
formule générale des erreurs. 

On obtiendra ainsi une expression de la forme 

O / = M O A + N O B - F P O C - F -

On déterminera, comme on va le voir, les valeurs limites 
à donner à SA, SB, SC, . . . pour que 3 f soit plus petit 
que n — \ unités de l'ordre a; on prendra ensuite les 
nombres A<, B i ? . . . avec les approximations ainsi 
déterminées ; on effectuera l'opération avec ces nombres, 
et l'on supprimera les chiffres qui suivent celui qui ex-
prime des unités de l'ordre a, en forçant ce chiffre ou en 
le conservant, suivant la valeur du premier chiffre sup-
primé. 

Dans le cas de l'addition et de la soustraction, la for-
mule des erreurs est de la forme 

S A - B - - C, . . . . OS ,-R OB - OC, 

I ) = A — B , . . . , O D = O A — O B ; 

dans les autres cas, les facteurs M, N, P dépendent en 
général des nombres à opérer, et ces nombres doivent y 
être remplacés par des valeurs comprises entre les va-
leurs exactes et les valeurs approchées-, ces dernières ne 
sont pas connues; il en est de même des premières 
lorsque les nombres doivent être déterminés par des 
opérations antérieures ; mais, d'une manière générale, 
on peut toujours prendre deux valeurs assez écartées 
l'une de l'autre pour être certain a priori qu'elles com-
prennent la valeur exacte et la valeur approchée. On 
peut donc ainsi déterminer des limites M7, N', P' supé-
rieures des valeurs de ces facteurs. 

On prendra alors pour SA, SC des valeurs telles 
que la somme des valeurs absolues des produits M'SA, 
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Nr SB, F SC soit plus petite que n — ^ unités de l'ordre a; 
si l'on dispose du sens des erreurs SA, SB, SC, on pourra 
encore prendre ces erreurs de manière qu'une partie des 
produits ait le signe -f- et l'autre partie le signe —, et 
l'on prendra ensuite les erreurs telles que chacune des 
sommes des produits de même signe soit plus petite que 
n — | unités de l'ordre a, car la somme des erreurs sera 
plus petite que le plus grand des deux groupes. 

Exemple. — Soit à calculer à ± o, oo4j$ la valeur de 
la formule simple 

O rrr 3 * ^ » . 3 , I 4 I ) ' 
Nous poserons 

O — A ; 

on en déduira 

= —, o A — or : 

l'approximation demandée est 0,0047$, soit 4mm,7^> = n ; 
on devra prendre SA et STT de manière que 3Q soit plus 
petit que (n — f ) millièmes ou 4m m , i5 . 

Si l'on prend SA et STU par défaut l'un et l'autre, il 
suffira que chacun des deux termes soit plus petit que 
(n — millièmes-, il faudra donc que 

/ imm ^ A™ 95 

Si l'on ne veut pas s'astreindre à fixer le sens des ap-
proximations SA et S-, on prendra chacun des termes 
plus petit que la moitié de (n — \) millièmes, savoir 

o A A o r — < imm, 12 5, — ~ < 2mm, 115. 

Résolution des inégalités. — On sera donc ainsi 
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conduit en général à résoudre les inégalités de la forme 

/ ( A ' , B ' ) 8 A < M . 

Ces inégalités se résolvent à vue en nombres ronds, 
mais il importe de ne pas oublier qu'en arrondissant 
les nombres il faudra toujours agir de manière à forcer 
les premiers membres et à réduire les seconds, afin que 
les inégalités que l'on a à résoudre soient vérifiées a 

fortiori; de plus, il ne faudra pas hésiter à prendre 
pour A'et B' des valeurs maxima et minima assez écartées 
l'une de l'autre pour être certain qu'elles compren-
dront entre elles la valeur exacte et la valeur approchée, 
car si l'on prenait des limites trop rapprochées, on pour-
rait constater, une fois le calcul terminé, qu'elles ne 
comprennent pas ces deux valeurs, et il faudrait recom-
mencer. 

Exemple. — Considérons l'exemple cité plus haut, 
et résolvons les deux inégalités 

O V _ A ' OT: —— < 9mm,]9/>, —— < '2,nm, 1 '?. ). 

Pour forcer les premiers membres, nous remplace-
rons TC par la valeur par défaut 3, et A par la valeur par 
excès 4 5 on aura 

- - < •.>,N"\I<2:J, 4 OT: < 
* 9 

chassant les dénominateurs et arrondissant les seconds 
membres en les réduisant, il vient 

OA < 6 M M , 4 OT: < I 8 M M , 

OT: < 4 M M ; 

on prendra donc 

A = 3 , 5 ; , 7Z = 3 , 1 4 ? 

on fera le quotient 3 ,5? par 3 , i4 jusqu'aux dix-mil-



lièmes -, on trouve 
( 181 ) 

Q = 1,1369; 

on supprime le chiffre 9 et l'on force le 6 d'une unité; 
il vient donc enfin 

Formules complexes. — Les formules numériques 
complexes sont celles dont la valeur ne peut être obte-
nue que par une série d'opérations simples successives, 
dont la dernière a pour résultat le nombre demandé. 

Il est clair que, de l'approximation exigée pour le 
résultat final, on peut, en appliquant la règle qui pré-
cède, déduire l'approximation avec laquelle doivent être 
connus les éléments de la dernière opération; de l'ap-
proximation de ces éléments, on pourra déduire celle 
qui est nécessaire pour les nombres à l'aide desquels 011 
les obtient, et ainsi de suite; on arrivera ainsi à con-
naître l'approximation des nombres de la première opé-
ration, on effectuera ensuite les opérations en s'arrêtant 
aux unités de l'ordre indiqué par l'approximation qu'on 
a reconnue être nécessaire pour les résultats, et en for-
çant au besoin le dernier chiffre. 

Le calcul d'une formule complexe n'offre donc aucune 
difficulté nouvelle; mais les calculs successifs doivent 
être faits avec beaucoup d'ordre, et nous engageons au 
moins les débutants à se conformer à la règle pratique 
énoncée ci-après. 

Pour mieux faire saisir les différentes parties de cette 
règle, nous les appliquerons à l'exemple suivant, à me-
sure que nous les formulerons. 

Exemple. — Calculer à rho,oo5 la valeur de l'ex-
pression 

Q =1 , 137 à rh 4inm,75 près. 

\ = 
I > x Ó0,2136 i'2 

3,1 \ 1 5<j->.() 
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R È G L E . — I ° Remplacer par des lettres A , B , C , 

dans Vexpression donnée, le nombre ou les nombres 
auxquels on espère pouvoir substituer des nombres plus 
simples. 

On écrira ainsi 

2° Préparer un Tableau en quatre colonnes ayant, 
respectivement pour titres : ( 1 ) Opérations à effectuer, 
(2) Résultats 

approchés par excès et par défaut, (3) Ap-
proximations nécessaires, (4) Résultats définitifs. 

(Les nombres inscrits dans les colonnes du Tableau 
ci-après seront obtenus comme on va l'indiquer.) 

( 1 ) . (2 ( 3 ) . ( 4 ) . 

Résultats approchés 
Opérations —-- — — — 

à par par Approximations Résultais 
effectuer. défaut. excès. nécessaires - définitifs. 

A 5 o 5i (),Of 5 o , 2 i 
= 4 j x A 9/200 2'-) 00 1 2239 

7Z 3 4 0 , 0 0 1 3 , I 4 I 

55o 800 1 ,2 7 , 9 

1! 
¡s 20 3 o o , o 3 5 2 6 , 8 1 

3° Indiquer dans la colonne (1) les opérations à 
effectuer successivementf en désignant par de nouvelles 
lettres les résultats de ces opérations, et en ayant soin, 
lorsque, dans une de ces opérations} on aura CL utiliser 
lui des nombres qui ont été désignés au début par 
des lettres, de placer la lettre qui désigne ce nombre 
avant l'opération elle-même. 

Ainsi, pour l'exemple considéré, la première opéra-
tion à effectuer est le produit 45 X A : on le désigne par 
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P et 011 inscrit avant P la lettre A ; 011 aura ensuite 

à effectuer le coefficient Q = — ; ayant à utiliser le 
nombre 71 dans cette opération, on inscrira cette lettre 
avant l'opération. On indiquera enfin la dernière opéra-
tion à effectuer N — y/̂ )*, de cette manière, tous les 
nombres dont il y aura lieu de déterminer l'approxi-
mation sont inscrits dans la colonne ( 1 ) et dans l'ordre 
même dans lequel on aura à les employer. 

4° Dans la colonne (2), on inscrira des valeurs 
grossièrement approchées par défaut et par excès des 
nombres mentionnés dans la colonne (1). 

Il est possible que dans la suite quelques-uns de ces 
nombres restent inutiles, mais l'étude préliminaire qui 
serait nécessaire pour reconnaître a priori ceux dont 011 
pourrait n'avoir pas besoin demanderait un travail au 
moins égal à celui qu'exige leur évaluation; il n'y a 
donc aucun avantage à faire cette étude. 

5° Inscrire sur la dernière ligne de la colonne (3), 
en regarà Y approximation àemanàèe, déter-
miner ensuite Vapproximation nécessaire aux éléments 
de la dernière opération, Vinscrire en regard de ces 
éléments, et continuer en remontant jusqu'à ce que la 
colonne soit remplie. 

O11 écrira ainsi, en regard de N, l'approximation de-
mandée o,o35; on aura ensuite, conformément à la 
règle des opérations simples, 

oN = - - ^ o Q < o , o 3 5 — 4 c e n t . , < o , o 3 , oQ < 1 
2 |0 

T P ' 
oQ = —, oP 077 < 1 ,:> — v unité ou 0 , 7 , 



( ' 4 ) 

c'est-à-dire 

o 
i 

o 2 3 00 
— O T : < O , O : ) , d o o GT: < 0 , 0 0 , G T : < O , O O I •'2 9 

et enfin 

oP rr: .( 5 0 A < I U O , ) O.OI 

II ne faut pas perdre de vue qu'en arrondissant il faut 
forcer les premiers membres et réduire les seconds. 

6° On écrira immédiatement, dans la colonne (4), 
les valeurs des nombres qui ont été désignés au début 
par des lettres, avec Vapproximation indiquée en re-
gard, et l'on effectuera enfin les opérations indiquées 
dans la colonne (1) en poussant les calculs jusqu aux 
imités de l'ordre du premier chiffre significatif à 
gauche de U approximation inscrite dans la colonne (3), 
et en forçant ou en conservant le dernier chiffre, sui-
vant que le premier chiff re supprimé est plus grand que 
5 ou égal à 5, ou quil est plus petit que o. 

Ainsi, dans l'exemple considéré, nous écrirons pour A 
et 7i les valeurs 5o, 21 et 3 , 1 4 1 nous calculerons P en 
conservant au résultat le cliiffre des unités qu'il n'y a 
pas lieu de forcer; nous calculerons ensuite le quotient 

— en dixièmes ; nous extrairons enfin la racine carrée en 

poussant jusqu'au chiffre des centièmes, l'aspect du reste 
montrant que le chiffre suivant est plus petit que 5 ; 
nous conserverons le résultat 2 6 , 8 1 , qui est ainsi la 
valeur de IN à io,o35 près. 
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E X E R C I C E . 

^ , , A ( 0 , J [ 7 0 2 7TH- 1 , 4 3 1 1 5 ) 2 , , Calculer A = _ — a =1= 0,0*2 presr 

,01264 

( A Te —j— B N = 
V ^ v ^ H - G 

Opérations 
à 

Résultats 
approchés 

par par Approximations Résultats 
effectuer. défaut. e x c è s . nécessaires. définitifs. 

A 0 , 1 0 , 12 0,00007 0 , 1 1 7 
71 3 4 0,002 3 , i 4 

II o , 3 0 ,5 0,001 0,367 
B 1 , 5 0 ,001 i , 4 3 ) 

S = P + R * , 7 a 0 , 0 0 2 5 I , 7 9 8 

K = S 2 2 4 O , O J 5 3 , 2 3 

R = / 3 2 O , O O 2 5 I , 7 3 3 

D = 2 R 3 4 0,01 3 , 4 7 
G 5 0,01 5 , o i 

E = G + D 8 0,026 8 , 4 8 

II 2 3 0,007 2 ,9 12 

« K 
N = P » » 0,02 1 , 1 1 

D É T A I L DU CALCUL DES APPROXIMATIONS. 

KL I K / 
N = — , 8N = =7 8K — ^jr 8F < 0,02 — \ cent, ou < o .o io , 

r r r L 1 



( '86 ) 

Numérateur. 

K — S 2 . o k - - 2 S ' oS < 0 , 0 1 'j — j cent . < 0 , 0 1 , 

4 O S < O , O Î , G S < O , O O 2 5 , 

S = L> _U B, o S = o P 4 - OB < O,OO25 — ~ mil l . , 

ÔP -i- oB < o , 0 0 2 , 

oP < o,ooi, 
o B < O , o o i , 

P = ATT, OP = A ' OTT + ÏÏ' o A < o , o o i — I mill . , 

A ' O- -H RJ OA < O ,o o o 5 , 

o , o o o 5 A' OTT • 2 
^ O.OOO) 0,120- < ? 

07c «< 0.002, 
O ,000'"» T:' OA < 2 

o A < 0 , 0 0 0 0 7 . 

Dénominateur. 

F - \/K, o F = — ~ o E < 0 , 0 0 7 — -7 m i l l . , v 2 F 2 

8E -
— <C o,oo() >, 
í 

o F < 0 , 0 2 6 , 

F - G -r- l), o F = oG -4- ÔD < 0 , 0 2 6 — \ c e n t . , 

ÔC - r Ò D < 0 , 0 2 0 , 

oG • < 0 , 0 1 , 

oD < 0 , 0 1 . 

D — 2 B , 0 D = 2 0 B < o , o i - I e en t.. 

2 o B < 0 , 0 0 ), 

o B < 0,002") . 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DES QUESTIONS DONNÉES 
AU CONCOURS POUR L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1882 ; 

PAR M. F . F A R J O N . 

On donne deux cercles se coupant en A et B. Une 
conique quelconque passant par ces points et tangente 
aux deux cercles rencontre en C et D l'hyperbole équi-
latère qui a pour sommets A et B : 

i° Démontrer que la droite CD passe par un centre 
de similitude des deux cercles donnés ; 

2° Si l'on considère toutes les coniques qui, passant 
par A et B, sont tangentes aux deux cercles, démon-
trer que le lieu de leurs centres se compose de deux 
circonférences de cercle ; 

3 ° Soit une conique satisfaisant a la question, démon-
trer que ses asymptotes passent par deux points fixes 
situes sur Vaxe radical des deux cercles donnés. 

I . L E M M E . — Si une hyperbole équilatère a pour 
sommets les extrémités d'une corde d'un cercle, elle 
coupe ce cercle en deux autres points qui sont en ligne 
droite avec son centre. 

Soient la eorde AB du cercle O ( fig. i), C son milieu, 
I l'une des intersections du cercle et de l'hyperbole 
équilatère qui a AH pour axe transverse; menons la 
perpendiculaire IP sur AB, on a 

ÏP2 = PG_> — GR2 = ( PC -+- CB ) ( PC — GB ) = PA x PB ; 

donc PI est tangente à la circonférence et I sur le dia-
mètre parallèle à AB. 
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Cela posé, considérons (jfig. 2) deux cercles O et Of 

ayant AB pour corde commune, et traçons une conique 

Fie- 1. 

qui passe par AB et soit tangente aux deux cercles en 
E et F . Je remarque d'abord que les deux tangentes en 

Fitf. 2. 

E et F sont parallèles : en effet, les deux cercles et la 
conique ayant une corde commune AB, les trois autres 
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cordes d'intersection qui sont la droite à l'infini et les 
deux tangentes en E et en F doivent concourir en un 
même point : donc ces deux dernières sont parallèles. — 
Autrement, on sait que les bissectrices des angles que 
fait la corde AB, soit avec la tangente en E, soit avec la 
tangente en F , sont parallèles aux axes< de la conique; 
il s'ensuit que ces deux tangentes sont parallèles entre 
elles. 

Il en résulte que la droite E F passe par l'un des 
centres de similitude des cercles O et O'. 

Si I on considère le système formé par la conique, le . 
cercle O et l'hyperbole équilatère AB, leurs trois cordes 
d'intersection concourent au point T, intersection de la 
tangente en E et du diamètre de O parallèle à AB. De 
même, pour le système de la conique, du cercle O' et 
de l'hyperbole, les trois cordes d'intersection con-
courent au point V, intersection de la tangente en F et 
du diamètre de O' parallèle à AB. La corde d'intersection 
de la conique et de l'hyperbole est, par conséquent, la 
droite TV . Mais T et V7, intersections de droites homo-
logues deux à deux, sont eux-mêmes homologues : donc 
TV passe par le même centre de similitude que EF . 

c. Q. F. n. 

II. La droite E F est un diamètre de la conique, le 
centre de celle-ci est au milieu G de E F (fig. 3) ; OE 
etO'F sont parallèles, la droite GI menée parallèlement 
à ces dernières passe par le milieu I de OO7 et est égale 
à ~ (R-hR') si le point S est le centre de similitude di-
recte, et à ^ (R — R') si S est le centre de similitude in-
verse. Le lieu du centre G se compose donc de deux 
cercles concentriques, ayant pour centre le milieu de la 
distance des centres et respectivement pour rayons la 
demi-somme et la demi-différence des ravons des deux 
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cercles donnés. Le premier, liomotliétique aux deux 
cercles donnés par rapport au centre de similitude di-
recte, est tangent aux tangentes communes extérieures 
aux points M et N où celles-ci rencontrent i axe radical 

Fig. 3. 

AB. Le second est liomotliétique aux deux cercles donnés 
par rapport au centre de similitude inverse-, la distance 

du point I à l'axe radical étant égale à 0 1 1 

d'ailleurs que ce second cercle ne peut rencontrer l'axe 
radical, tandis que le premier le coupe nécessairement. 

III. Soit K le point où la tangente en G au cercle I 
rencontre la droite AR; les axes de la conique sont pa-
rallèles aux bissectrices de l'angle GKA ou de l'angle 
GIO dont les côtés sont perpendiculaires à ceux du pré-
cédent. Si donc P et Q sont les points où le cercleI coupe 
la ligne des centres 0 0 ' , les axes de la conique sont 
GP et GQ. Ainsi les axes de toutes les coniques qui ont 
leur centre sur une même circonférence I passent par 
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deux points fixes qui sont les intersections de cette cir-
conférence avec la ligne des centres. 

Les axes GP et GQ sont les bissectrices de l'angle formé 
parles asymptotes; de plus, le milieu du segment inter-
cepté par celles-ci sur l'axe radical coïncide avec le milieu 
L de AB. Nous avons donc, pour construire le triangle 
formé par les asymptotes et la corde AB, le sommet G 
du triangle, la bissectrice de l'angle en G et le milieu L 
du côté opposé : la perpendiculaire élevée sur AB en L 
coupe les bissectrices de l'angle G aux points où celles-ci 
rencontrent la circonférence circonscrite au triangle. 
Cette circonférence n'est donc autre, dans le cas présent, 
que celle du cercle I, et les deux asymptotes sont les 
droites GM et GJN', qui joignent le centre G aux points 
d'intersection du cercle I et de l'axe radical AB. Les 
asymptotes de toutes les coniques qui ont leur centre 
sur le cercle I passent, par conséquent, par les deux 
points fixes M et N. c. Q. F. n. 

On voit par là que toutes les coniques qui ont leur 
centre sur le cercle ^ (R 4- R'), correspondant au centre 
de similitude directe, sont des hyperboles. La courbe 
se réduit à deux droites, qui sont l'axe radical et la tan-
gente commune aux deux cercles, lorsque le centre est 
en M ou en N. On remarquera qu'une transversale, 
issue du centre de similitude S, détermine deux hyper-
boles dont l'une est semblable à la con juguée de l'autre. 

Toutes les coniques qui ont leur centre sur le cercle 
•~(R— R') sont au contraire des ellipses, puisque, ce 
cercle ne rencontrant pas l'axe radical, elles ont leurs 
asymptotes imaginaires. 

Scolie. — Il existe deux coniques, satisfaisant à la 
double condition de passer par A et B et d être tan-
gentes à O et à O', qui ne rentrent pas dans les groupes 
précédents. Menons par A une tangente à O et par B 
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une tangente à O'; l'ensemble de ces deux droites con-
stitue une conique satisfaisant aux conditions, mais dont 
le centre n'est pas sur le cercle I et dont les asymptotes 
ne passent ni par M, ni par N. De même pour la tan-
gente à O' en A et la tangente à O en B. Ce sont deux 
solutions singulières. 

IV. Examinons le cas particulier où les deux cercles 
O et O' sont tangents extérieurement. 

L'hyperbole équilatère se réduit alors à deux droites 
rectangulaires menées par le point de contact A ( f ig . 4) 

et toutes les coniques correspondant au centre de simi-
litude inverse sont les doubles cordes passant par le 
point A -, ce sont des ellipses indéfiniment aplaties dont 
les centres sont sur le cercle — R'). Quant au 
cercle £ (R -h R'), il passe par les centres O et O' : cha-
cune des hyperboles répondant à la question a un 
double contact avec chacun des cercles O et O', et l'on 
voit, en eiïet, que les axes de ces hyperboles passent 
par les deux centres. 

Si les deux cercles O et O' sont égaux, qu'ils soient 
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sécants ou tangents, le cercle — R') se réduit à un 
point, et le cercle -¿(R-J-R') a sou centre sur l'axe 
radical; d'où il suit que toutes les ellipses de la figure 
sont concentriques, et que toutes les hyperboles sont 
équilatères, puisque leurs asymptotes sont rectangu-
laires. 

On a supposé jusqu'ici dans les figures que les deux 
centres O et O' étaient situés de part et d'autre de l'axe 
radical. S'il eu était autrement, les démonstrations et les 
conclusions qui précèdent resteraient les mêmes. Mais 
si les deux cercles sont tangents intérieurement, ce sont 
les hyperboles, correspondant au centre de similitude 
directe, qui se réduisent à des droites rayonnant autour 
du point de contact, et dont les centres sont situés sur 
le cercle J-(R + R') tangent aux deux cercles donnés. 
Quant aux ellipses correspondant au centre de simili-
tude inverse, elles ont un double contact avec chacun 
des cercles O et O', et comme le cercle — R') est 
alors décrit sur la ligne des centres comme diamètre, on 
voit en efïet que les axes de ces ellipses passent respec-
tivement par les centres des deux cercles donnés. 

Si les deux cercles deviennent égaux, ils se confon-
dent : le cercle j ( R - f - R ' ) e s t cercle O lui-même, et 
le cercle £ (R — R') est le centre, qui est en même temps 
celui de toutes les ellipses qui ont un double contact 
avec O', dans les conditions de la figure. 

V. A quoi correspondent les propositions qui pré-
cèdent, lorsque les deux cercles O et O' ne se coupent 
plus réellement? La corde commune AB est imaginaire, 
mais certains éléments, tels que les cercles + R') et 
,7(R — R7), restent réels. L'interprétation est des plus 
simples. 

Reprenons le lemme du § I. La longueur de la demi-
Ann. de Mathe'mat., 3e série, t. VIII. (Avril 1889.) i 3 
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corde AC est déterminée par la relation 

ÂC 2 = R* —OC2. 

Si AB est extérieure au cercle, AC est imaginaire et 
l'on a (Jig- 5 ) ^ ^ 

— AC2 OC2 — R2. 

AB, au lieu d'être Taxe transverse de l'hyperbole équi-
latère, en devient l'axe imaginaire, et pour avoir un 

Fis. 5. 

sommet de la courbe, il faut prendre sur CO, à partir 

de C, une longueur CA' = \/oC — R 2 . 
Cela posé, soit I le point d'intersection de l'hyper-

bole ainsi déterminée et du cercle; menons la perpendi-
culaire IP sur AB, on aura 

IP CP" + G A " = PO"— R- : 

donc IP est tangent au cercle, et le point I est sur le 
diamètre parallèle à AB. 

Considérons actuellement les deux cercles O et O'. Si 
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la corde commune AB est imaginaire, il est évident que 
les ellipses passant par A et B sont imaginaires ; leurs 
points de contact avec les cercles O et O' le sont aussi, 
mais la droite qui les joint est réelle et passe par le 
centre de similitude inverse. Il en est de même de la 
droite réelle qui joint les deux points d'intersection 
imaginaires de la courbe avec l'hyperbole équilatère 
définie ci-dessus. Les centres des ellipses sont réels et 
leur lieu est le cercle -¿(R — R7) ; les axes sont connus, 
puisqu'ils passent parles points où le cercle ^(R — R') 
coupe la ligne des centres. Enfin ces ellipses ont des 
asymptotes réelles, puisque le cercle ~(R — R') coupe ici 
l'axe radical et que tous les couples d'asymptotes passent 
par ces points d'intersection. 

Quant aux hyperboles passant par les points imagi-
naires A et B, elles ne cessent point d'être réelles, seu-
lement elles ne coupeut plus l'axe radical. 

VI. Supposons que le rayon R' croisse indéfiniment : 
des deux ellipses que détermine une sécante E F menée 
par le centre de similitude inverse, l'une, celle qui est 
tangente aux deux portions de circonférence extérieures 
l'une à l'autre, tendra vers une parabole; l'autre, celle 
qui est tangente aux deux portions de circonférence 
qui se pénètrent, tendra à se confondre avec le segment 
AB. De même, des deux hyperboles déterminées par 
une sécante E F menée par le centre de similitude directe, 
l une, celle dont la branche passant par A et B est tan-
gente au cercle O, tendra vers une parabole embrassant 
extérieurement ce cercle (tandis que la précédente lui 
était tangente intérieurement), et l'autre, celle dont la 
branche passant par A et B est tangente au cercle O', ten-
dra à se confondre avec les deux parties de AB exté-
rieures au segment AB. 
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A la limite, le eerele O' se confond avec AB*, 011 a 

ainsi ce théorème : 

Si Von trace une hyperbole équilatere ayant pour 
sommets deux points A et B pris sur une circonférence, 
et une parabole passant par A et B et tangente, inté-
rieurement ou extérieurement, à la circonférence; la 
corde commune de cette parabole et de cette hyper-
bole passe par l'une des extrémités du diamètre du 
cercle peipendiculaire à AB. 

II est aisé de le vérifier directement. Soient (fig* 6) E 

Fin. (i. 

le point de contact, ET la tangente rencontrant en T 
le diamètre parallèle à AB, SS' le diamètre perpendi-
culaire à AB. Le diamèlre de la parabole au point E, 
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parallèle à Taxe, est perpendiculaire à la bissectrice de 
l'angle ETO, ou parallèle à la bissectrice de l'angle 
S 'OE: c'est donc la droite ES. Décrivons un cercle de 
rayon quelconque passant par A et B. Soit O' son centre. 
Si l'on considère le système des deux cercles et de la 
parabole, on voit que la corde d'intersection de cette 
courbe et du cercle O' sera parallèle à ET, d'où il suit 
que le milieu E' de cette corde se trouvera au point 
de rencontre de son diamètre conjugué ES et de la paral-
lèle O'E' à OE ; la parallèle à AB menée par le centre O' 
étant d'ailleurs la corde d'intersection du cercle O'et de 
l'hyperbole, le point T ; où cette parallèle rencontre la 
corde commune à O' et à la parabole appartiendra, 
comme T, à la corde commune de la parabole et de 
l'hyperbole. Mais les triangles OET et O'E'T', SOE et 
S O'E7 sont semblables deux à deux ; 011 a donc 

T E ' _ E ' O ' __ S E ' 

T E ~~ KO ~ S E : 

les trois points T', S, T sont donc en ligne droite. 
C . O . F . 1 ) . 

SUR LES CUBIQUES MODALES CIRCULAIRES ; 
P A R M . CI , . S E R V A I S , 

Répétiteur à l'Université de Gand. 

1. 

1 . Considérons deux cercles <x> et O se coupant aux 
points A et B; par le point A menons une sécante ren-
contrant les deux cercles respectivement aux points A' 
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et M'; le; lieu du point, M tel que 

( A A/M M') = - i 

est une eubique circulaire ayant le point A. pour point 
double. En elïet, elle est tangente aux deux cercles au 
point A, et elle passe par leurs points communs; B est 
donc un point de la courbe. Nous appellerons AT, , AT2 

r i n . ». 

les tangentes aux cercles. Le cercle osculateur au point /V 
de la cubique, correspondant à la tangente A l \ , est le 
cercle (Àco) décrit sur Aco comme diamètre, car ce 
cercle correspond dans la transformation à la droite de 
l iniini qui ne rencontre le cercle O qu'aux points cycli-
ques. Si C est le point de rencontre des cercles O et 
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(Aw), AC est parallèle à l'asymptote. On peut donc 
énoncer la propriété suivante : 

Au point double A d\nie cubique circulaire, on dé-
crit un cercle tangent ci chacune des branches de la 
courbe; l'un to a pour rayon le diamètre Aco du cercle 
oscillateur et rencontre la cubique au point B; Vautre O 
passant par B rencontre le cercle oscillateur ( Aco) en 
un point C tel que AC est parallèle à Vasymptote. Une 
sécante issue du point double rencontre les cercles to 
et O et la cubique, respectivement en des points A', M', 
M tels que (A A'MM') = — i. 

Soient A t , N7, N les points d'intersection de la 
droite Àw avec les deux cercles et la cubique. On a 

Si les tangentes aux points A, et N' aux cercles to 
et O se coupent au point T, TN est la tangente à la cu-
bique au point N. Appelons 'i l'angle T J N A , O le complé-
ment de l'angle T, AT 2 , 20 le diamètre Aco, N la corde 
normale AN; on aura 

(a) 
A i A Ai Y A, N 

t a n o* iL 
Ai N' = — Ai T cot s = - A, N 

4 lan"-<& 

par conséquent, l'égalité (a) devient 

On déduit de là 

( i . ) 

2p _ tan<?̂  
N tango -h tatig6 

3, La conique transformée de la droite N'T est tan-
gente à la cubique aux points A ctN; elle a pour cercle 



( 200 ) 
osculaleur le cercle (AGJ) et sa corde de courbure est 
parallèle à N'T. Or les deux droites AT2 et N'T sont 
également inclinées sur AN; donc : 

La conique tangente à une cubique circulaire aux 
extrémités de la corde normale AN au point double A, 
et qui a au point A même cercle osculaleur que la cu-
bique, a pour corde de courbure au point A la droite 
symétrique de la seconde tangente au point double par 
rapport ti la première. 

Ceci nous montre que la formule (i) est applicable 
aux coniques, si <p représente l'angle de la normale et de 
la corde de courbure. 

i. On a 
•>. i i 

AA' = ÂVT + ÂAÏ ' 
AiN' sincp 
A M' ~~ sin (o -+-/J ' 

si y représente l'angle MAN} donc 

i i sincp r 
p cos y A Y sin ( o H- y; ) A M ' 

mais 
i __ i i 
4p AÎV N ' 

par conséquent 

i sin(cpH-y) __ tangy tango 
( ' } AM cos~cp " = H N~1 ' 

Conséquences. — En prenant pour sécante la droite 
AC, on obtient 

i\ tangcp 
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y , étant l'angle de l'asymptote et de la normale AN. On 
peut interpréter géométriquement cette formule et 
arriver à la construction du cercle de courbure au 
point A de la cubique. Elevons aux points w et N des 
perpendiculaires à la droite AN rencontrant respective-
ment ATo et AC aux points S et K ; 011 aura 

coS = A to tangcp = N tangy 1 = NK; 
donc : 

Les parallèles menées par les extrémités co et N du 
diamètre du cercle oscillateur et de la corde normale 
au point double A à la tangente AT^ et limitées res-
pectivement ci la tangente AT 2 et à la parallèle AC à 
Vasymptote, sont égales. 

Les sécantes AB et AO donnent les formules 

sin o cos y 2 sin(cp — 
S ^ 4p 

et 
cos2© sin2© sin© 
"Tô^ + I T 1 = "NT' 

si l'on représente l'angle BAN par y 2 et la seconde corde 
normale AN, par N4. Il suffit de remarquer que 

A B = 4 p cos X2 

et que, pour la sécante A N n 

X = 90°- <?. 

II. 

1 . Considérons deux cercles O et O' passant par les 
points A et B et le diamètre AN du premier cercle; 
soit M' un point quelconque de O' : la perpendiculaire 
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élevée au point À sur AM'rencontre NM' en un point M 
dont le lieu est une cubique nodale circulaire. Les tan-
gentes au point double À sont la tangente AD au cercle O 

et la droite AO'; la normale AJS{ à AO' rencontre la 
cubique au point j\, correspondant à l'extrémité C du 
diamètre AO'; donc les qua Ire points N, C7 B, sont 
en ligne droite; mais JNB est parallèle à l'asymptote 
réelle de la cubique; par conséquent : 

Dans une cubit/uè nodale circulaire, la droite qui 
joint les extrémités des normales au point double est 
parallèle à l'asymptote. 
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Soit E le point d'intersection de AD avec le cercle 
O'; en cherchant le point infiniment voisin du point N 
sur la cubique, on voit que la tangente en ce point est 
la droite NE; mais EC est perpendiculaire sur AD; 
donc : 

Les tangentes aux extrémités N et. N, des normales 
au point double A d'une cubique circulaire rencon-
trent: les côtés opposés du triangle formé par les tan-
gentes au point A et la droite NN, aux pieds des hau-
teurs. 

3. Si le cercle 0'est tangent en A au diamètre AN, 
les tangentes au point double coïncident et l'on a une 
cubique euspidale ; donc : 

La tangente a Vextrémité de la normale au point 
de rebroussement d'une cubique circulaire est paral-
lèle h Vasymptote. 

I. Si l'on transforme par l'inversion le théorème 1 de 
notre Note Sur la courbure dans les coniques (Nou-
velles Annales, août 1888), ou obtient le théorème sui-
vant : 

Par le point double d'une cubique nodale circulaire, 
on mène une sécante rencontrant aux points j\I et m 
la cubique et la parallèle menée ci l'asymptote par le 
milieu de la distance du point double ci cette droite. 
La symétrique du point M par rapport au point m 
décrit un cercle, ayant son centre sur la perpendiculaire 
au point A à la droite qui joint ce point au tangentiel 
du point réel ci Vinfini de la cubique. 
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SUR L 'ADDITION DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE PREMIÈRE, 
DEUXIÈME ET TROISIÈME ESPÈCE; 

PAR M. D O L B M A . 

I. Le célèbre théorème d'Abel, exposé dans le Mé-
moire Précis d'une théorie des fonctions elliptiques (1 ), 
se rapporte, comme on le sait, à l'addition de toutes les 
fonctions transcendantes ayant des différentielles algé-
briques. A l'aide de ce théorème, comme nous verrons, 
on obtient, d'une manière très simple, les formules 
d'addition des arguments de première, deuxième et troi-
sième espèce. Quoique la question qui nous occupe soit 
à peu près épuisée, néanmoins une façon nouvelle de la 
poser mérite peut-être quelque attention. 

Nous nous proposons, a priori, de rechercher les va-
leurs de x pour lesquelles 

A.r — i — x- ) ( i — A
2

 x
2

 ) 

s'exprime par une fonction rationnelle et entière dex( 2 ). 
Ces valeurs se déterminent par l'équation algébrique 

( i ) lx = a b x — e x2 -4-.. . /xm 

ou 

(•2) (\x )2 — (a bx -h ex2-f-.. ,-t- 1x»1)2 — o. 

dont le degré et les coefficients sont des quantités arbi-

(*) Œuvres complètes, t. I, p. 5i8; 1881. 
(

2

) L'idée fondamentale développée ici est indiquée dans l'ou-
vrage de M . Halphen ( Traité des fonctions elliptiques et de leurs 
applications, t. I, p. 3o, .

r

>S, :ÎI5: 1886). 
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traires. Si M O U S désirons que les équations ( 2 ) aient 
p racines arbitraires 

Xt, X 2, . . . . Xp, 

nous prendrons dans la première partie de l'équation 
p coefficients arbitraires. 

Une si grande généralité de l'équation (2) permet de 
traiter la question de l'addition des arguments ellip-
tiques de différentes manières. Pour le but proposé, il 
suffit que l'équation (2) ait trois racines, et par con-
séquent deux coefficients arbitraires. Dans l'ouvrage de 
MM. Briot et Bouquet (Théorie des fonctions ellip-
tiques, p. 688; 187D), on donne à l'équation fondamen-
tale la forme suivante 

( \x)2 — (1 -+- p x -I- q X2 y2 = o. 

Au moyen de cette forme, on voit de suite que, après 
la disparition du facteur .r, il reste une équation du 
troisième degré, qui, par conséquent, aura trois ra-
cines. O11 peut disposer arbitrairement de deux de ces 
racines, car les coefficients p et q sont indéterminés. 

Vbel (*), et après lui d'autres auteurs ( 2) , donnent 
à l'équation (2) la forme 

( 3 ) ( 1 — ) ( 1 — /c2 x2 ) — ( rj.x —(— 3 a?3)2 = f(x) = o. 

Cette équation a six racines 

± x u ±.x2, zt x3. 

Si «x̂ , x 2 , oc?1 satisfont à l'équation 

IX ( 7.X -f- ) = O, 

(') Œuvres complètes, t,. I, p. 538; 1881. 
( 2 ) J . B e r t r a n d , Calcul intégral, p. 58:> ; 1870. 
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les racines (— j:, ), (— .r2), (— satisferont à l'équa-
lion 

A x -4- zx -H SA? 3 —- O. 

Prenant la différentielle totale de (3), nous aurons 

f ( x ) dx — 2 Ax(x doc -h xz d'i ) — o, d'où 
d r t .7'3 
— = » —— dy. -h o d°> 
A.R j ( x ) J'(x) ' 

ou 

par conséquent, 

Za —, = — ^ » Za -777 -; -

D'après le théorème bien connu d'Euier ( ' ) , nous 
aurons 

s 

donc 

d'où 

* dx; 

1 

i 

Y .r/ _ 

F 

r - - H - f r ' d i i ^ - • -f- CO II si. 

( ' ) H a l h i k n , Traité des fonctions elliptiques et de leurs appli-
cations, t. 1, p . :>i(), 2 i - : iNN(>. 
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Dans cette équation, on peut disposer arbitrairement 

des racines et x2. Supposons = o, il en ré-
sulte nécessairement j?3 = o (*), et comme ~ = ar'fx^xi;, p~ 
si nous avons xK == xt = o, 011 obtient 

donc 

et, par conséquent, 
const. = o 

rrt.r\d.rl f X°'T\ d.r.2 , Ç >3xl dx?> = X1X9X3. 

lleman/ue. — La propriété des racines x^ x 
par laquelle, si x { = o, 011 a 

,R3 = O, 

peut être démontrée de la manière suivante. Nous 
avons 

OLXI -f- — IXI = o , 

ax-2 H- 3 x\ — A.r2 = o, 
a.r3-i- fi x'I — Ixz — o. 

d'où 
x{ x\ A./'j 
x* x\ A . R 2 

E11 faisant x{ = o, on obtient 

j x-i x\ A.r2 

I x:i A,r3 

X-2 X IJ 1 .7-2 

xJ I x\ 

OU 

i
1

) B e r t r a n d . Calcul intégral, p. 5 8 R ; 1870. 
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Si donc x 2 = o, nous aurons 

2. De l'équation 

ri r T .7'" 
— = 2 -77—- (h. 4- :>. — ¿ 3 . A.7» J'cr) ,/(.rj 1 

déduit 

y d n - o rh. y - u / s v ^ , 
^ A./V ¿ d j ( -Ti ) 1 ¿ d j < .r ) 

t 1 1 

d'où 

r''c!.r, r'V/.r, /"'V.r, 

«'" . ( - v - . / A,: • - . / 

Posons 

/ T— = "1 / T- = W-2, / T- = "aï 

nous avons 
-f- «2 = 

«-3 = — ( «-1 -t" U2), 

L'équation (4) nous donnera 

, a //1 1 k * x ( n i - - fi* ) 

' r>"\ /»"s 
I — / A-z^c/;/]-- / À2f/2 r///24- / 
\ « 0 • 0 ' 0 

Supposons que soit une quantité constante, alors 

r//̂  = r/«2. 

E11 diiïérentiant (6) relativement à ut, nous aurons 

X ( U ! -t- U2 ) ( [J. U\ V X — JJL ti2 V U2 A Wi) = X2 — X2 162, 
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d'où 
À(w.1+ ¿¿2) = ? ? , À II 1 |Jl ?/2

 v — A Mo ,,JL Ml v Ml 
OU 

. , , X [JL ¿/-9 V ll9 -f- X Wo fj. Ui V M« ( 8 ) = — < 

Nous voyons avec quelle simplicité on obtient la for-
mule fondamentale de la théorie des fonctions ellip-
tiques proprement dites. L'addition des arguments ellip-
tiques du n° 3, troisième espèce, est obtenue tout aussi 
simplement, quoique le calcul en soit plus compliqué. 

Nous avons évidemment 

Ox ) a- x -X a-:r:i 

a a --

En décomposant les deux fractions 

(a2— x2)f'{x) (a1- x- ) /' ( x ) 

d'après les règles bien connues, nous aurons 

•la^-x a- f 1 r \ o(x) 
( a- — x1 )/' ( x ) """ /' ( a ) \ a — x a -7- ./• J ' f ( x ) 

•>.«2.r3 cCk / 1 1 \ : (x ) / \ , 1 \ \ 
( a ) \ a - - x ' a x J j {a2 — x2 ) /' ( ./• ) /' ( a ) \ a - - x ' a -f- x J f ( x ) ' 

ici le degré de '¿(x) est moindre que le degré de f'(x), 
et le degré de S(x) moindre que le degré ff(x). 

Par cette raison, 

dxl 

\ — ~ ) Ax 
2 

1 

= ( / i V ^ / Ï D 2 + Ï T T , ) '• 

de Mathémat3
e

 série, t. VIII. (Mai 1889.) j4 
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Mais 

i 

par conséquent, 

2/ i ^ ' \ = fia), 
\a — Xi a ~r X{ ) /{ a ) ' 

dxi a- _ a'' — = (lOL -r- -¡rt < 
*f\k .A«> J(Ci) 

> ( i - ^ ) A ^ 

En posant + ¡3a:î = nous avons 

j\a)~ (A ¿y)2— Ç 2 " ! A<7 - >; y 

et, par suite, 

^ r/.r/ __ a j )fy / -h a <7 -'r- 3 r/3 

1 ô ( ' " " ^ H 
Si x , = x> — — o, on obtient 

« P 
p = oc, a = ce, — — ce, r a 

par conséquent C = o -, donc 

'2 la \ a « -}- p a 3 — Aa 
¿/.r,- _ <7. / a a h- p « 3 -h A« \ 

h \ a r t -f- prt3— A a / 
> - 4 h-r/ a 

A. L'équation d'Abel 

(j) I — (l 4- Â~2)X24- (0LX+ — O 

se transforme en celle-ci 

T /.2 / a 
r6 .r- ' / 

En remarquant que est la fonction linéaire et 
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tière de la fonction JJZ* ( Weierstrass), l'équation (i), re-
lativement à la fonction p/i, sera de la forme 

( 2 ) f { X ) == 4 P*U - PU - ^ - ( F L F T T ~)R b f = O, 

pu = X. 

M. Halphen emploie cette équation dans son impor-
tant ouvrage, que nous avons eu déjà l'occasion de citer. 
Par un raisonnement très simple, on obtient 

db x 
du = —- -h 1 —— da, 

/(*) J (x) 

(3 ) u{ -f- Uo r- M3 — line période. 

D'ailleurs, 
» V^ x\ no V^ >Tf de > pUl du J — 9. > —; T- 2 > 

¿ J jUif'xO ¿d(J'xx 

Or 
y ^ y 1. 

Z à f \ x { ) ¿ * f \ x x ) v 

par conséquent, da ^ J>W] — 

( 4 ) Pu 1 — ~ const. = s/pu^ - r -f- p« 3 -h C. 

Posons ÎÎ3 = const. ; alors du{ —— du2. 
En differential! t (4) relativement à u n o u s aurons 

P M I - p M 2 

(5) P^l Pu2 ~ - è 

2 v/pW!-+- pW2-f- p«3 

d'où 

1 f p' Ui P'« 2\2 

( A ) P U T + P „ T + P „ , = ^ _ _ R J • 

C'est la première formule fondamentale. 
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De l'équation (4) on déduit 

où i — ± I . 
Posons ux -(- i/o H- //3— o, 

nous aurons 

'2 pw, — pu2 

d'où 

; ( « , ) - ; ( « t ) - ? ( « , - « , ) = i + c, a ptil— PU2 

pil\— pu-i 

Posons u{ = (o (une demi-période); alors 

£(to)— Tj, Ç(w + H2) + Ç ( w - ii2) = 2Tr p'co — o; 

par conséquent, 
C -- o, 

et 
1 P'ui — P'u* " 2) - - 1 — "2) : 
^ pwi — 

En posant ici Iim(ii i ) = o, nous voyons que la partie 
principale du premier membre de cette équation est 

- , et celle du second — ; par conséquent, 

1 — — 1 
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et l'on a 

. Y ( „ . • „ \ _ 1 P — ,P 

2 pwj — pu,2 

C'est la seconde formule fondamentale ( H A L P H E N , 

p . , 3 8 ) . 

6. Remarque. — L'exactitude de l'équation 

3 

V M D X I 

Zdj ±Xi 

peut être démontrée comme il suit. 
Posons 

3 

j " u i dut — U î î j X a2 X ¿¿3r 

i 
où 

k=zr:i. 

En diiférentiant relativement à on obtient 

X2 U j — X2
 W 2 — — k X ( ux - F - « - 2 ) ( X £ ¿ 2 ^ Wi VKj — lui [X U2 V £¿2 ) • 

En posant ici u2 — o, nous aurons 

X 2 ^ r-z A' X2 f/̂  , 
d'où 

K — I . C. Q. F . D. 
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PRÉFACE. 

Le Traité de Calcul différentiel et intégral de Boucharlat est un des 
Livres de Mathématiques transcendantes qui ont eu le plus de succès. Sept 
éditions se sont rapidement écoulées, et cet Ouvrage, déjà ancien, est toujours 
recherché par les étudiants. 

Sur le point de publier une huitième édition, la Maison Gauthier-Yillars 
devait se préoccuper de mettre au courant de la Science un Traité dpjit 
les qualités avaient été à un si haut degré appréciées du public. Quelles 
etaient ces qualités? Telle était la question qu'il fallait d'abord se poser. En 
lisant attentivement l'Ouvrage dont nous parlons, on s'aperçoit que l'auteur 
s'est toujours astreint à entrer dans les plus minutieux détails lorsqu'il 
s'agissait de l'éclaircissement d'une définition ou d'un point de doctrine, et 
que de nombreux exemples, toujours fort simples, venaient élucider les par-
ties délicates de la Science. Ainsi le caractère essentiel de l'Ouvrage, et que 
nous avons cru devoir conserver, est celui de la simplicité et de la clarté. 
A côté des qualités que nous venons de signaler, et qui, à notre avis, sont 
les plus essentielles, car, évidemment, les plus belles théories, les artifice* 
les plus ingénieux, sont lettre morte s'ils ne sont pas exposés avec assez de lu-
cidité pour être compris du lecteur, à côté de ces qualités, dis-ie, subsistaient 
quelques défauts que nous avons essayé de faire disparaître. L enseignement. 
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depuis Cauchy, a fait des progrès, et les méthodes rigoureuses sont aujour-
d'hui aussi simples et je dirai môme plus claires, plus faciles que les anciennes 
méthodes des infiniment petits, des coefficients indétermines appliqués aux 
séries, etc. Il nous a été facile de faire disparaître ces imperfections, souventen 
changeant un mot; parfois nous avons dû complètement modifier une dé-
monstration, mais nous ne l'avons fait qu'avec une extrême circonspection. 

Nous avons conservé l'ordre des matières de l'édition primitive et respecté 
le texte même de l'auteur toutes les fois que la rigueur n'était pas en cause 
ou que des simplifications évidentes, naturellement amenées par les progrès 
de la Science, ne nous indiquaient pas ce que l'auteur aurait corrigé lui-même 
s'il eût vécu plus longtemps. C'est ainsi que nous avons modifié le paragraphe 
relatif à la formule de Taylor, en donnant la démonstration si simple et si 
facile de M. Hommersham-Cox, que nous avons introduit ou modifié quelques 
passages relatifs à la doctrine des infiniment petits, des différentielles to-
tales, etc. Le changement le plus essentiel que nous avons apporté est relatif à 
l'intégration des équations aux dérivées partielles. Nous avons substitué aux 
méthodes trop nombreuses et trop particulières de l'auteur la méthode 
unique développée par Jacobi dans ses Dilucidationes. 

Enfin nous avons cru pouvoir supprimer quelques notes, inutiles aujour-
d'hui, et nous en avons introduit d'autres, destinées à éclaircir certains 
points qui n'ont pas été suffisamment développés dans le texte ; mais, en 
respectant la pensée dominante de l'auteur, nous n'avons jamais rien intro-
duit dans les notes qui ne fût à la portée des lecteurs ordinaires de Bou-
charlat. 

Nous espérons que les modifications apportées à l'Ouvrage que nous réé-
ditons ne lui auront pas ôté sa valeur et que le public voudra bien l'accueillir 
favorablement comme par le passé. 
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SUR LES LIGNES DE COURBURE DE L 'ELLIPSOÏDE 
ET LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX DU SECOND ORDRE; 

P A R M . LE VICOMTE DE S A L V E R T , 

Docteur ès Sciences, 

Professeur à la Faculté libre des Sciences de Lille. 

Si on laisse de côté le point de vue géométrique, pour 
n'envisager que les conséquences analytiques et le parti 
qu'on en peut tirer, le principal intérêt qui s'attache 
au problème de la détermination des lignes de courbure 
d'une surface donnée consiste en ce que la connaissance 
de ces lignes permettra de former immédiatement un 
système de coordonnées orthogonales sur cette surface, 
dont l'emploi facilitera notablement ensuite la solution 
de la plupart des questions soit géométriques, soit mé-
caniques, que Ton pourra se poser à propos de cette 
surface. En second lieu, cette solution supposée ob-
tenue constituera un premier pas vers la solution d'un 
problème encore plus important, mais bien autrement 
difficile, à savoir la recherche d'un système triple or-
thogonal (en supposant qu'il en existe un) dont la sur-
face donnée fasse partie. Aussi la solution du problème 
des lignes de courbure d'une surface donnée doit-elle 
toujours, à notre sens, être poursuivie sans perdre de 
vue ce but capital, et la méthode employée pour cette 
recherche nous semblera-t-elle meilleure ou moins bonne 
suivant qu'elle y tendra plus ou moins directement. 

Or la plupar t des auteurs des traités d'Analyse, lors-
qu'ils veulent montrer, à propos de l'ellipsoïde, une 
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application de la méthode générale donnée pour cet 
objet, présentent la solution sous la forme donnée par 
Monge, laquelle suffit bien à la vérité pour mettre en 
relief la propriété géométrique essentielle de ces lignes 
de courbure, à savoir que leurs projections sur les plans 
principaux de la surface sont des ellipses ou des hyper-
boles, mais remplit fort mal par ailleurs la condition 
fondamentale que nous venons de rappeler, par suite 
de radicaux qui s'introduisent forcément dans ces équa-
tions, lorsque l'on veut représenter isolément l'un ou 
l'autre des deux systèmes de ces lignes de courbure. 

II nous a semblé que l'on pouvait, au contraire, diriger 
l'applicalion de la méthode générale, c'est-à-dire l'in-
tégration des équations classiques que l'on sait, de façon 
à donner pleine satisfaction à ce desideratum, en s'ar-
rangeant pour obtenir cette même solution sous la 
forme symétrique, si simple et si commode, que donne 
immédiatement l'application du théorème de Dupin au 
système triple des surfaces homofocales du second ordre, 
mais sans supposer en quoi que ce soit, bien entendu, 
l'existence de ce système. Et, dès lors, cette solution 
une fois obtenue constituera une voie non seulement 
légitime, mais qui sera peut-être la plus logique et la 
plus naturelle (nous ne disons pas pour cela la meil-
leure et la plus rapide) pour arriver sans effort d'inven-
tion à la notion si féconde de ce remarquable système, 
notion en réalité fort compliquée, malgré l'apparence de 
simplicité qu'elle doit à sa merveilleuse symétrie, et que 
les illustres inventeurs Lamé et Jacobi posent d'emblée 
dans leurs Ouvrages, comme par une sorte de divina-
tion, sans avoir jamais fait connaître par quel enchaî-
nement logique de raisonnements et de calculs ils étaient 
parvenus effectivement à la découvrir. 
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1. Il suffira pour cela de mettre à profit la remarque 

suivante : 
Etant donnée une surface quelconque 

F (.7-, J , - ) O. 

si Ton suppose que l'on ait déterminé par l'intégration 
de l'équation différentielle connue l'ensemble de ses 
lignes de courbure, et que l'on représente par A et FJI 
les paramètres correspondant à chacun des deux sys-
tèmes, cet ensemble sera alors défini par trois équations 
telles que 

(1) F(x,y, z)-r-o, F s ) = X, F î ( . v 9 y ,z)= [L, 

et l'on obtiendra isolément soit le premier, soit le se-
cond système en associant la seconde ou la troisième de 
ces équations à la première, qui est par liypothèse 
l'équation de la surface donnée. 

Or, si l'on suppose ces trois équations résolues par 
rapport à x , j , c'est-à-dire mises sous la forme 

(2) x / ( X , ;JL), y — o ( X, ¡jj, £ = à ( X, ), 

on pourra envisager ces trois dernières équations comme 
représentant isolément à volonté l'un ou l'autre des 
deux systèmes, à la condition d'y considérer comme 
une constante celui des deux paramètres X ou JJL qui lui 
est relatif, et l'autre comme une variable auxiliaire ana-
logue au temps ou à l'are, de courbe, en fonction de 
laquelle les coordonnées d'un point quelconque de la 
courbe sont exprimées, et qu'il y aura avantage dès 
lors, par une raison évidente de symétrie, à prendre 
pour variable indépendante dans tous les calculs relatifs 
à cette courbe. 
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Cela posé, l'équation différentielle des lignes de cour-

bure, qui est en général, pour la surface F ( x , y , z) == o, 

dx, d¥ 
dx ' 

dF dV 
~dz 

= o, 

dans le cas particulier de l'ellipsoïde 

( 3 ) 

est la suivante 

x£ 

a2 

dx, 

dy, 

dz, 

b2 C2 

X dx 
a2 

Y dy 
V-' i>2 

z dz 
C2 T2 

= a, 

5 ( i - ¿ ) d y d z + & ( ¿ - ¿ ) d z dx 

-f- - T i r - , 'r ) dx dy = o, r;2 \b'2 a2) J 

laquelle, en multipliant par t\xyz^ peut encore être 
écrite 

x 2 o.y dy '>.z dz 
c2 

( 4 ) 
, « y2 izdz ix dx -f-(c2—«2)tt 5 V— bl c- a-
, , 7ox s2 ix dx i y dy -r- ( a2—h2)— Vr~ ~ c2 a2 h2 

Or, si nous envisageons d'abord spécialement le pre-
mier système de lignes de courbure au paramètre et 
que nous nous proposions d'obtenir des équations sous 
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la forme (2), en y considérant, ainsi que nous l'avons 
expliqué, fi. comme une variable auxiliaire, on aperçoit 
de suite qu'on pourra satisfaire aux deux équations (3) 

27 2 y2 ¿2 

et (4) en prenant pour — > ^ des fonctions linéaires 

de la variable indépendante ¡JL, c'est-à-dire en posant 
.r2 

a2 = A1 [x -r- A\ , '2 x dx 
a2 = A, dp, 

.r2 

'b2  = B ! jx -h B; , 
x><y ày 

b2  = Bi d\xy 

-2 
= Cl [X -f- c\, 

'). z d z 
= Ci C2 = Cl [X -f- c\, c2 = Ci 

les coefficients A i 3 C M A'n , étant dès lors des 
fonctions de car, par la substitution de ces valeurs, les 
deux équations (3) et (4) qui définissent les lignes de 
courbure, devenant 

( A1 l^+COîx-f-ÀW-Bi-f-C; - I , 
[(b2 ~ c2)( A , ¡X - H A ' I ) B J C I H - (C* - JJL H - B J ) G , A , 

(a
-2 __ ¿,2 )( r

M
 ïjl -h G; ) A ! B, ] d\x2 - o, 

dont la seconde se réduit simplement à 

A1 B j G j ¿>2 — c- ) ~ - ( c2 - ) ]- j ( « 2 - b* ) J d{x2 = o , 

on voit immédiatement qu'elles seront vérifiées, en dis-
posant des constantes de manière à satisfaire aux trois 
conditions 

( :> ) Ai -1- J>t -- Gt = o, A\ B ; -r- c ; = I , 
A' G' 

( 6 ) ( b2— c2 ) —- ( c2 — a2 ) -+- ( a2 — b2 =0. 
A I B I < M 

On reconnaîtrait exactement de même que l'on ob-
tiendra les équations du second système au paramètre JJ., 
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x1 y2 z2 

en prenant pour ? ^ les fonctions linéaires de A 

~ = B 2 x h- B'2, + 

dans lesquelles les coefficients A2, B2, • • • > C 2 , qui sont, 
par hypothèse, des fondions de [jt, vérifieraient les con-
ditions 

( 7 ) A 2 -f- B 2 ~ C 2 — o, A;
2 -x- B'2 -f- G'2 — i , 

8) _ . ! _ ( C 2 _ a 2 ) | ! l = 0 . 

Ainsi donc on pourra obtenir simultanément les 
trois équations des deux systèmes de lignes de courbure 

2*2 yl ¿I 
sous la forme (2), en prenant pour ? , ~ des ex-
pressions qui soient linéaires à la fois par rapportai et 
par rapport à fx. On satisfera à cette double condition 
de la façon la plus simple possible, en prenant pour 
ces quantités des expressions, telles que 

= a î X - T - ^ Î Î X + O , 

[ ¡ = G ( X + Â-)(;x + #i), 

les coefficients A, B, C, g , A, Z, //i, étant à présent 
de véritables constantes, auquel cas ceux que nous 
avons appelés précédemment Ai , B4 , . . . , C, ; A2, . . . , 
C2 auront alors pour expressions 

Ai = A(À -h/?) , B 1 = B(X -+-/¿), C] = C(A -+-Á-), 

A\ = A(X + g)l, B 1 = B(X -f- G', = G(X -+- k)n, 

A 2 = A ( ;JL l), B 2 = B ( rj. H- m), G2 = C( ¡1 -F- n), 
A 2 = A( jx-i- /),¿r. B 2 = B( -i. m ) h, G2 = 0(ÎJL + n)k. 
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Avec ces valeurs, les conditions (5) el (7) étant alors 

( A h - B - H G ) X --kg H- B h -hGA- = 0 . 

(A -h B C)[j. A / -1- B m -t- Cn = o, 

< A l B m -r- G n)l -f- + B à w i -r- G = 1, 

(kg B A - r C / O u - f A / ^ + B m U C / i ^ 1, 

exigeront, pour être satisfaites quelles que soient et 
|JL, c'est-à-dire quelle que soit la ligne de l'un ou l'autre 
système que l'on considère, 

(10) A -r- B -v G — o, A gl -!•- B hm -f- G kn = 1, 
(11) A g B h h- G/- — o, A / - i - 13 wi G ^ = o. 

Enfin les deux conditions (6) et (8) deviendront de 
même 

( ( b- — c 1 ) l ( c2 — a2 ) m -1- ( a 2 — 62 ) /¿ -•_- o, 

( a*) h - : - ( a2 — ¿>2)/e ^ (). 

Outre les conditions (10), (11), (12), une nouvelle 
équation entre les constantes résulte de ce que les deux 
systèmes de lignes de courbure se coupent orthogonale-
ment, condition exprimée dans le cas actuel par l'équa-
tion 

0, <):r â.r Oy à y àz dz 
* d\ TTj. ~ ÚÁ à'x ' âk " (>1 

car, au point de rencontre, les cosinus directeurs de 
l'élément de ligne du premier système sont évidemment 

proportionnels à JJ. étant la variable indé-

pendante pour cette courbe, et X une constante-, et de 
même les cosinus directeurs de l'élément de ligne du 

-, -, , dx dy àz second système sont proportionnels a —ri ces 

différentes dérivées étant les dérivées partielles que 
fournissent les expressions (2). 
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Or, si l'on a égard aux valeurs (9) de x , y-, s, qui 

représentent ces expressions (2) dans le cas actuel et 
qui deviennent, en extrayant les racines, 

| x = ~ ay/A(X - H .¿R)([X-4- 0 , 

04 ) J - rt b y / l H , 

1 s = ± c y / C ( X -4-

d'où l'on tirera 

<)x 
âï 

(!z 
ôl 
c)z 
5X 

la condition ci-dessus ( i3) est simplement, en multi-
pliant par 4? 

\ a 2 - - - B b - - C c 2 ^ o. 

Si I on joint cette dernière équation à la première 
équation (10), et qu'on les mette sous la forme 

A = B = G 
'̂2 c2 c2— a2 a ï f/l 

en introduisant une nouvelle indéterminée G, on voit 
qu'on pourra les remplacer par les trois autres 

( 15 ) A — (6 2 — c 2 ) G , B = ( c « — A 2 ) G , C = (CÎ—A*)G, 

et dès lors, en substituant ces valeurs dans les équa-
tions (1 1) et (10), et remarquant que les premières se 
confondent alors avec les équations (12), on voit que 
l'on n'a, en définitive, à satisfaire jusqu'ici qu'aux trois 

a \J A / ¡JL -+- l 
— V î t T 

p \ / G / ! • « • - i - » 

' - \ T V 

d r _ + a y/ A 
V 

A 
V JJL H - / ' 

6\/B 4 / / X -+- /I 

0[JL V -F- m 

^ — H -
CY/C t / /X • -R- / # 

DLJL V> V ¡1 
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seules conditions 

i ( — c 2 ) / - i - ( c 2 — a 2 ) m -±-(a*--b2)n = o , 

(16) ] (b2 — c2)g - v ( c 2 — a2)/* ¿>2)£ = 0 , 

( G [ ( 6 2 - c 2 ) ^ / - i - (c2 — a2)¡un -h (a2— b2)kji] = 1. 

Mais la symétrie complète manifestée entre les deux 
systèmes de lignes de courbure par ce fait, que cet en-
semble de conditions subsiste quand on y permute en-
semble les deux groupes (g, /z, À ), (/, m, »), impose de 
plus trois dernières conditions, qui achèvent de déter-
miner les constantes (ou plus exactement leurs rap-
ports). 11 faudra, en eifet, dans ce même ordre d'idées, 
que, si l'on a obtenu par les formules (i4)? à l'aide de 
ces dernières équations ( i5) et (16), une solution du 
problème correspondant à un certain système de valeurs 
des coefficients g", A, /f, /, /w, w, G, on obtienne encore 
une nouvelle solution avec ces mêmes valeurs en per-
mutant les paramètres i et pi ou, ce qui revient au 
même, en écrivant dans les formules (i4) g> h-> h à la 
place de /, w, rc, et vice versa. Dès lors, il est nécessaire, 
pour l'identification des valeurs (9) ou (i4) correspon-
dant aux deux solutions, que l'on ait 

g z= h = m, k = n. 

Etant données ces nouvelles conditions, le mode le 
plus simple de satisfaire aux deux premières équa-
tions (16) consiste à prendre 

soit g — t = 1, h — m — 1, k = n — 1, 

soit g — / = a 2 , h = m = b-, k = n = c2. 

La première de ces deux solutions est inadmissible, 
parce qu'il en résulterait par la dernière équation (16) 
pour G, et, par conséquent, par les équations (15)pour 
A, B, C, des valeurs infinies. En adoptant donc la se-
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conde, on aura, au contraire, 

( ( , ( b ' 2 - c 2 ) a ^ - { c 2 — a 2 ) b ^ { a 2 - b2)c+ 

[ = ( ¿ 2 — C 2 ) ( C 2 — a2)(ci2 — 6 1 ) 

et, par suite, pour A, B, C, par les équations (i5), 

v = 1 
(a2 — b2)(a2— c

2

) ' 

B = (b2~ c
2)(62 — ) 

i 
(c

2

 — a
2

) ( c
2

— b2)' 

En reportant enfin ces valeurs, ainsi que celles (17) 
de g, A, Zr, /, 72, dans les expressions (9), on aura 
définitivement, pour les équations de l'ensemble des 
lignes de courbure de la surface proposée (3), 

( 1 9 ) 

Cl2 ( a 2 - b2)(a2 — -C2) 
72 - l)(b2-^ ¡J.Ì 
b2 ( b 2 - c2)(b2 — a2) 

z2 
(C2~r -l)(c'2-f- ! A ) 

e
 2

 ( c
2

— «
2

) ( c
2

— b
2

) 

La solution du problème des lignes de courbure étant 
ainsi obtenue sous la forme (2), on pourra la mettre 
sous la forme des équations (1), en écrivant tout d'abord 
ces trois dernières équations de la façon suivante, eu 
égard à la seconde expression (18) de G, 

[a^-f- ( A -4- |JL ) a2-H X jji ], X2 b2—C2 

a2 — G 

y2 c
2

 — a2 

b* ~ - G 

z2 rt2 ¿>2 

c
2 

~~ G 
+ -i-[jOC' + À.U], 
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puis ces dernières elles-mêmes, en les multipliant res-
a2 h- c2 

pectivement en premier lieu par ^r^ry > JI^Tx' c2 — )' 7 

a
2

 6
2

 c
2 

puis en second lieu par — j , — 1 ce qui t 1 a
2

-H a b 2-{-\x c
2

+ jJL
 1 

les transformera dans les suivantes : 

x* a2(bs — c
2

) 

a2 -h À — G 
y2 b2(c2—a2) 

b2-f- A Ci 

z2 c-( a2 
— b2) 

c 2 -4- A _ G 

X2 a2(b2 — c2) 

a2-r- u G 

. r 2 b2(c2 
— a2) 

[JL — G 

c2 ( a2 
- b2) 

C2 -r- ¡JL 

a), 

( c 2 - - Í - u ); 

( « 2 -R- A ), 

f c 2 - i - X i : 

dès lors, en ajoutant membre à membre, d'une part les 
trois équations (20), et d'autre part les trois équations 
de chaque ligne du groupe (21), et tenant compte de la 
première expression (18) de G, 011 obtiendra 

O . , 

X2 
z-

a2 " b 2 c2 

X2 , y 1 _2 

a2 — A ' 'b2 - A 0 2 - f - X 

X2 y 2 

a2 ^ b2-+ u ' C2 -+- Ut 

— T , 

Les lignes de courbure appartenant à chacun des deux 
systèmes sont donc tracées sur l'ellipsoïde par deux fa-
milles de surfaces du second ordre, à centre unique, 
homofocales entre elles et avec la surface proposée, c'est-
à-dire dont les sections principales admettent les mêmes 
foyers. La condition que chacune d'elles doit remplir 
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forcément de couper en un point réel à la fois la surface 
proposée et toutes les surfaces de l'autre famille exige 
que chacune des trois surfaces (22) appartienne à une 
variété différente, c'est-à-dire que les deux dernières 
soient deux hiperboloides, l'un à une nappe et l'autre 
à deux nappes. 

II. Ce résultat important étant acquis, quelques 
mots suffiront maintenant pour s'élever de là à la notion 
du système orthogonal des surfaces du second ordre et 
du même coup pour poser les formules fondamentales 
du système des coordonnées elliptiques. 

En effet, l'identité de forme que présentent les équa-
tions des deux dernières surfaces (22) invite tout natu-
rellement à appliquer la solution qui précède à une 
famille d'ellipsoïdes de même forme, c'est-à-dire ayant 
pour équation 

, _ .r2 v2 
( 2 3 ) — h y i i- -T = I. 

a1-i-v 6 - + v c2 —)— v 

Il suffira évidemment pour cela de changer a- en 
<Ï S -T-v , Z>2 en b- - F - v et c- en c2 -h v dans la solution (19) 
et dans les équations (22) qui en découlent. On aura 
ainsi tout d'abord pour les trois premières, en chassant 
les dénominateurs des premiers membres, 

_ ( « 2 -4- X ) ( a 2 -4- ¡JL) (A2-HV ) 

~~ ( <72 — b- ) ( a2 — c2) ' 

(b2-hl)(b2-4- ui)(fr2~f-y) 
(b2— c2)(b2 — a2) ' 

(c 2 H-X)(c 2 -F- |JL) (C2H- V ) 
(c2— a2) (c2— b2) 

Quant aux autres, c'est-à-dire aux deux dernières 
équations (22), il est clair que les deux familles de sur-
faces qu'elles représentent, étant complètement définies 

Ann. de M allié m cit., 3" sórie, t. VIII. (Mai 1889.) i5 

(2 :0 < y---
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par ces seules conditions d'avoir à la fois même centre, 
mêmes plans principaux et mêmes foyers pour les sec-
tions principales que la surface (3), tout en appartenant 
chacune à une variété différente, subsisteront sans mo-
dification lorsqu'on substituera à la surface particu-
lière (3) la famille de surfaces (28) qui la comprend, 
et qui a toujours même centre, mêmes plans principaux 
et mêmes foyers qu'elle. 

Or il est bien clair que la solution que nous venons 
d'obtenir ainsi pour l'ellipsoïde nous fournit en même 
temps celle relative à l'un et l'autre des deux hyperbo-
loïdes,car nos raisonnements ni 110s calculs ne supposent 
en quoi que ce soit que les constantes a2, Z>2, c1 soient 
toutes trois positives^ il faut seulement que l'une d'entre 
elles le soit, afin que la surface (3) ne soit pas imagi-
naire. Cela posé, vu l'analogie complète de forme entre 
les équations des trois familles (22) et (23), il résulte 
de ce qui précède que l'une quelconque d'entre elles est 
coupée par les deux autres suivant ses lignes de cour-
bure, car tout ce que nous venons de dire s'applique 
indifféremment à toutes les trois; la tangente à l'inter-
section de deux quelconques de ces surfaces est donc nor-
male à la troisième, ce qui revient à dire que les trois 
surfaces forment un système triple orthogonal. 

Pour que les trois équations de même forme (22) 
et (23) représentent chacune une variété différente de 
surfaces du second ordre, il faut évidemment que le pa-
ramètre de chacune soit renfermé entre des limites qui 
lui soient propres. Or, si l'on suppose, suivant l'habitude, 

b2 c2, et si l'on convient d'appeler ¡JL, V les 
paramètres correspondant respectivement à la famille 
d hyperboloïdes à une nappe, à celle d'hyperboloïdes â 
deux nappes et à celle des ellipsoïdes, on aura tout d'a-
bord comme condition nécessaire de réalité de ces trois 
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a2 -h À > 0 , a2 -h ;x > o, a2
 - h v > o ; 

le cl asseoient imposé des trois surfaces entre les trois 
variétés que nous venons de dire exigera en outre 

b2 -+- À < o, b2 -4- fx > o, ¿ 2 + v > o, 
C 2 - T - Â < 0 , C 2 - F - ( X > 0 , c 2 - F - V > O , 

c'est-à-dire simplement, en rapprochant les conditions 
préœdenles, 

(i5) — a2<X< —jx<—c*<v. 

On reconnaît de suite qu'en supposant A, ¡X, V astreintes 
à ces conditions, les expressions (24) fournissent con-
stamment pour x, z des valeurs réelles. D'autre part, 
on s'assure sans peine, par des substitutions convena-
bles dans le premier membre, que, quelles que soient 
x , jr, z, l'équation du troisième degré en p 

x2 y2 z2 

—r-< h ji 1- = 1 
b 2 - + - p c j p 

a toujours ses trois racines réelles et séparées par les 
quantités — a 2 , — — c 2 et en sorte que l'on 
peut alors convenir de les désigner par A, ¡x, v. J1 suit 
de là qu'à un point quelconque de l'espace correspondra 
un système de valeurs réelles, unique et parfaitement 
déterminé, des variables À, ¡x, v, condition nécessaire et 
suffisante pour que ce système de variables, renfermées 
par définition entre les limites (20), puisse être em-
ployé comme un système de coordonnées, et les équa-
tions (24.) seront précisément les formules de transfor-
mation qui permettront de les introduire dans les calculs 
à la place des coordonnées rectilignes. 
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Bien que nous ne parvenions ainsi, en fin de compte, 
qu'à des résultats fort connus, nous ne pensons pas 
néanmoins que les développements qui précèdent doi-
vent être regardés comme complètement inutiles, attendu 
que la marelie et l'esprit de la méthode qu'ils ont pour 
but d'indiquer peuvent être essayés à propos d'autres 
surfaces que les surfaces du second ordre, et qu'ils pour-
ront peut-être conduire ainsi un analyste plus habile à 
la découverte de nouveaux systèmes orthogonaux. 

SUR LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 
EN FRACTIONS SIMPLES; 

PAU M. V. JA3V1KT. 

1. LEMMU. — Le polynôme entier, de degré n, 
F(.r), est identiquement nul, si l'on peut trouver des 
quantités a., ¿>, c, . . ., /, telles que Von ait identique-
ment 

F(a) = o, F'f a) = o, . .., = 
F (b) = o, F'(b) = o F<P-i>(fc) = o, 

F ( / ) =r= O, F'( / ) = O F(X-1)( / ) = o 
et 

a [3 -h Y H- . . . + A > 7i ; 

car, s'il en était autrement, l'équation F(J?) — o aurait 
a racines égales à ¡à racines égales à 6, . . . , \ racines 
égales à /-, par conséquent, plus de racines qu'il n'y a 
d'unités dans son degré. 

Il s'ensuit que deux polynômes f(x) et dont le 
premier est de degré le second de degré m, sont 
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identiques, si Von a 
/(«) = ©(«), /'(«) = ?'(«), ... . /<»-"(«) = 

/(& ) - /'(¿>) - ç/(&) = 

et 

car la fonction entière y ( x ) — 'f(^) ^st alors identi-
quement nulle. 

2. Cela posé, so i t / (x) un polynôme entier de degré 
inférieur au degré de la fonction entière F ( x ) définie 
comme il suit : 

FO) — (x — a)*(x — . .(> — I jk. 

Soient aussi 

= (./' — ¿O^U' — c)Y. . .( J- — / 
77JJ3 ( X ) = ( x — a Y1 ( x — c )T. . . ( x — / fA, 

et 
o(x) 
FJ1F) 1 . 2 . 3 . . 

1 

. a — i 

1 . 2 . 3 . . 

r 

. 3 — 1 

/( a ) 
( x — a)rna(a)_ 

/(à) 
[_(x — b )Tvp(b ) 

- i [ An 
1 . 2 . 3 . . . à - I 

La fonction <p(x), définie par cette égalité, est une 
fonction entière, car l'expression 

(0 D * - 1 R F { A ) 1 

est égale à une fonction rationnelle de x , dont le déno-
minateur est (x — a)*. Le produit de cette expression 
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par F( . r) est donc une fonction entière de x , et il en est 
de même pour tous les autres termes du second membre 
de Tégalilé précédente ; il faut remarquer, en outre, 
que la fonction f(x) est d'un degré inférieur à celui de 
F ( x ) ; car le numérateur de la fraction rationnelle 
équivalente à (1) est d'un degré inférieur à a ; de môme, 
le deuxième terme est une fonction rationnelle, dont le 
numérateur est d'un degré inférieur à ¡5, . . . . 

3. Soit maintenant p un nombre entier inférieur à 
pr oposons-nous de calculer la valeur que prend o ^ ( . r ) , 
c'est-à-dire la dérivée d'ordre p de o(x) quand on y rem-
place X par a. 

Obser vons, à cet eiïet, que la dérivée d'ordre p de 
l'expression 

sera nulle, ainsi que les dérivées des expressions ana-
logues, quand on y remplacera x par a ; il y aura ex-
ception pour l'expression suivante : 

Je dis que celle-ci sera égale à J{p)(<?)- En eiïet, si 
dans l'expression ( 2 ) 0 1 1 applique à la dérivée d'ordre 
a — 1 qu'elle renferme la formule qui fait connaître 
les dérivées successives du produit de deux fonctions 
données ; si Von pose 

et si l'on multiplie tous les ternies du développement 
obtenu par F(.r), ou ( x — 0 1 1 voit que cette 
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expression est égale à 

{ x — Cl I <|/(a)wa(:r)-+- <]/(<*)—-— 

I A r — aV , x (3 ) / H - f ( a ) ' 

( X — < 7 - y *
- 1 

+ - -~=mx(x). 
1.2.3. . .a — i 

Dans ce dernier développement, considérons le terme 

1 .2.3 . . . I 

et observons que sa dérivée d'ordre p est nulle pour 
x = a, si Ton suppose i ^>p. Dans le cas contraire, elle 
est égale à 

^ { - aywT(oc) ^ i ^ - ^ ' - i ^ - D i / J - f . . . 

•+" P(P — — a). • •(/> — i I • 

Pour x = <7, elle se réduit à 

/>(/> — l ) . . . ( / ? — i H - i ) 
— ^ — ( a ) . 

i . 1 . J . . . i 7 

Donc, pour x = la dérivée picinti de la fonction ( 3 ) 
se réduit à 

£ y (a) mg-" (a) 

-f- -4-. . . -t- yi>Ha)m%(a ), 

c'est-à-dire à 

ou y*̂ /7- (<7Ì, 
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4. On conclut de là les identités suivantes : 

<p(a) =/(«), *'(a)=f(a), (a) = J" (a), .... (a) = (a), 

o(b) = / ( / , ) , = / '(7/>, <?"(6) = / " ( & ) , . . . . (6), 

?(') = /</>, ?'(/) = / ' ( / ; , <?"(/) = / " ( / ) , . . . . <?<*-"(') = f C k ~ 1 ) ( i ) . 

Donc la fonction cp est identique à la fonction f\ et 
l'égalité qui définit la fonction cp(x) constitue une for-
mule propre à faire connaître un mode de decomposi-

f ( T) lion de la fonction rationnelle \\ en fractions sim-V ( .r ) 

pies, savoir 

y v i - 1 i ) i f fini 1 
" 1.2.3...a — i " I i.r —ri)nra(>/)J 

^ i _ __ {)o . . r f(h) 1 

POTENTIEL D'UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE OU COMPOSÉ DE 
COUCHES HOMOGÈNES CONCENTRIQUES, DONT LA DENSITÉ 
VARIE D'UNE COUCHE A LA SUIVANTE ; 

P A R M . A . A S T O R . 

I. Considérons deux surfaces fermées S et liomo-
tliéliques et infiniment voisines. Soient O le centre 
d'homothélie, v le volume de la couche comprise entre 
les deux surfaces. Un rayon issu de O les coupe en deux 
points A et A j infiniment voisins, pour lesquels les plans 
tangents sont parallèles. Menons la normale en A à S ; 
elle coupe S { en un point B, infiniment voisin de kK \ 
la distance de Bj au plan tangent en A4 est d'ordre su-
périeur au premier, et, si nous appelons dn la dis-
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tance AB,, nous pouvons Ja supposer égale à la distance 
des deux plans tangents. Dès lors, P étant la perpendi-
culaire menée de O sur le plan tangent en A, nous au-
rons 

dn=P — , r 

— étant le rapport constant -Q -̂* 

Si nous considérons sur S des points infiniment voi-
sins de A, nous voyons que la longueur dn en ces diffé-
rents points demeurera constante, aux infiniment petits 
d'ordre supérieur au premier près. JN'ous rappellerons 
Y épaisseur normale de la couche au point A. Ceci posé, 
soient d? un élément superficiel de S en A et dv l'élé-
ment du volume de la couche, limité entre S, S t , le 
contour de ¿/<r et les normales le long de ce contour; 
nous aurons 

dv = dn dn = P dv — • r 

Supposons qu'on ait pris des axes rectangulaires pas-
sant en O; nous aurons, avec les notations habituelles, 

dv = dx dy \J \ p- -+- q-, 

p = J y , 

de sorte que 

d\> — dx dy — Px — 1Y)-

Si l'équation de S est de la forme 

(0 f(x,y,z) = >, 

où f est une fonction homogène et de degré /¡rz, 

- - px — r/y 
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devient, d'après le théorème d'Euler, égal à et l'on a 

7 dx dv dr 
dv = m —— • 

Jz r 

Faisons maintenant la transformation homographique 
définie par les formules x = \x\ y = ¡jl)7, Z = v z ' , où 

¡JL, v sont des constantes données; l'équation (1) se 
transformera en la suivante : 

(•2) o(x'.y',*') = f ( l x ' , \xy\vz') = i, 

qui représente une surface S' dont les points x\ y*, z' 
correspondent individuellement aux points x , y, z de 
S. Considérons la couche comprise entre S'et une sur-
face homothéticjue S', infiniment voisine, définie par le 

rapport^-; nous aurons, pour l'élément dv' de cette 

couche correspondant à l'élément dv de la première, 

j , m dx' dy' dr m dx dy dr 
L ~ r' ~~ V' J'z r' ' 

de sorte que 
dr' 

dv' i r' 
dv À dr 

r 

Ce rapport étant constant est égal à celui des volumes 
des deux couches, et ces dernières peuvent être divisées 
en éléments correspondants qui sont dans le rapport des 
volumes des couches elles-mêmes. 

Si nous considérons deux ellipsoïdes donllcs équations 
seraient 

a1 I/1 ' c1 
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nous voyons qu'ils rentrent dans le cas précédent, en 
posant 

et, pour le rapport de deux éléments correspondants de 
deux couches comprises, d'une part entre les ellipsoïdes 
d'axes a, h, e, a + da, b-\-db, c de, d'autre part 
entre les ellipsoïdes d'axes a!, hc\a-\-da\ b'-hdb1, 
c'-\-dcf, satisfaisant aux conditions 

da db de 
a b c 

da' db' clc 
a' h' c 

nous aurons 
da' 

dv' a'b' c a b' c' da' 
dv abc da bc da 

a 

II. Proposons-nous maintenant de calculer le poten-
tiel d'un ellipsoïde E d'axes A, B, C, en un point M de 
coordonnées a, ¡3, y. 

Nous supposerons d'abord l'ellipsoïde homogène et le 
point M extérieur. Décomposons E en couches infini-
ment minces par des ellipsoïdes homothétiques et con-
centriques, et soient a, c, a -f- da, b -f- db, c -f- de 
les axes des ellipsoïdes e et eK qui limitent une de ces 
couches-, calculons le potentiel de cette couche. Pour 
cela, par M faisons passer l'ellipsoïde e', d'axes a', b1, 
c , hoinofoeal à e, et formons une couche ellipsoïdale au 
moyen de e' et de l'ellipsoïde e\ homothétique à e' et 
d'axes a!-f- da\ //-f- dbf

7 c'-f- de'. Sur e prenons l'homo-
logue M' de M; soient a la distance d'un point D' de e h 
M, a' la distance, égale à de son homologue D sur e 
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à M'; p étant la densité commune des deux couches y et 
v, nous aurons, en appelant dV et d\' les potentiels de 
v en M et de v' en M', 

r dv bc da 
d\ = i l — = ,, dX . 

J u b c da 

Pour avoir ¿/V, il suffit donc de calculer dS r et de le 

multiplier par le rapport des volumes des deux 

couches. 
Le potentiel d\' étant indépendant de la position du 

point M' intérieur à la couche e\ nous pouvons le cal-
culer, et c'est ce que nous allons faire, en supposant le 
point au centre même de la couche. Calculons le poten-
tiel de l'ellipsoïde e' au centre O. Considérons un cône 
infiniment délié de sommet O et d'ouverture dto dont 
une nappe coupe ef en I)'. Soient x j ' , u' les coor-
données de D' et sa distance au centre. Le potentiel de 
la nappe est 

0 / U du <7tO r- S doj — • 1 . f0 ' * 

Si nous posons 

x' — a' cosO, y' — u si 11 0 cos6, r' = u' sin 0 sin 

nous pouvons faire 

doj = si 110 dO dà: 

d'autre part, 

/O 1 
l'os-O sin20eos-d> sin"20sin2'^' 

a'* b'- c -
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le potentiel V' de e! est donc 

sin 0 ¿/0 
7o 

^2TC d<b 

£ r si 
* Jo 

/' a<v 
X I _ ! / /cos-0 sin-0\ . /cos20 sin'2 0 \ . 

J o {-¿r + - z t t + + V ^ j 

En posant cosQ = r, on peut ramener immédiatement 
eette intégrale double, par un calcul connu, à la forme 

r b'c' „ f* ds> ?.7t p a 2 
1 <7 2 

b'2—Ct!2 \2/ A"2 

*'2 M H nr— 

Le potentiel Y'-b ¿ V de l'ellipsoïde e\, homothétique à 
e , s'obtiendra en remplaçant, dans la formule précé-
dente, les axes //, c' par ceux de et, comme 

ne changent pas, on voit que b'c' b'2—a'2 c'2—a'2 

W*' ci'2 ' a'2 

d\' = / 
do 

dv 

/ b'2—ct'2 \2 / c'2—a'2 \2 
— « " ) ( I H ' ) 

Pour avoir Î/V, il suffit de multiplier d\f par ^ , i & C Cl Ct 
et, comme da!1 = a da!, on voit que 

C/\ = 4 7Tp 
- / -J. (' 1 

//2 — a'2 

Faisons le changement de variable donné par la for-
mule 

v _ u 
a a ' 

remarquons que 
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l posons, comme c'est l'usage, 

/ , 2 _ _ A 2 J > 2 — R 2 — TT2 C 2 A 2 _ . , 

A2 

il vient 

dX — 4 -TT; / 

J 0 ( I -f- A2 M2 ) 2 ( ï -4- A'2 il- )2 

BC , r"' du 
= fap'-j^ada I 

( L + X 2 ^ 2 ) 2 ( I - F - X ' 2 U 2 ) 2 

Le facteur -7-7 éiral à ? M étant la masse de E. 
* k A 2 A-* 

Remarquons que a! est donné par l'équation 

a- ^ ^ _ ^ 

a '2 ' a'2-\- b2—a2 a'2-\-c2—a2 

que l'on peut écrire 

a2 ft2 y2 _ „ 
\ a1 J a2 \ a - J <t - \ a 1 / 

Si donc nous posons = nous voyons que 

a- = u2 (a2 H C-—, H ' ^ 
\ I H - A 2 U 2 I ~T~ A 2 U 1 J 

et 
RFV = I ^ L + - — ) I 

A 3 L V 1 -+- X " I H - A 2 U 2 / J 

r " du 
x y 

T / 0 ( I - H X'2 A 2 ) 2 ( I -F- A ' 2 U - ) 2 

Si nous appelons A', B', C les axes de l'ellipsoïde lio-

mofocal de Equi passe en M, u variera de o n de sorte 
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que 

3m r x ' ,r . / » 3"2 
A 

2A3
 y #/0 X ' H - À ^ 2 + À'2^2) j 

rit du X / r r . 
JQ (i-t- À2 w2)2 ( I l'ïu'-y1 

Intégrons par parties et remarquons que, pour u — ^ 

l'expression u2 ^ > 2̂ -> ~ H ^ u;1 J devient égale 

à A2 ; il vient 

A 

_ 3 M " A 

2 0 
du 

X — i I 
(l-t-X2M2)2(i-HÀ'2?i2)2 

Supposons maintenant l'ellipsoïde, non plus homo-
gène, mais composé de eouehes homogènes; le potentiel 
de la couche e, de densité p, peut s'écrire, v étant le vo-
lume de l'ellipsoïde, 

d\ = p r/ L 2 (a2 -+- , + , N)1 
2 A3 1 L \ 1 -+-A 1 1 1 -+-A 1 1 ) J 

r ! t du x / 
J 0 ( l X2 it2 ) 2 ( I —r- X'2 IC~ ) 2 

p étant fonction de ou ; posons 

p r/«2 = r/ © ( a2 ) 
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la fonction » se déterminera par une quadrature, et 
nous aurons 

v = ^ [ « . ( . ^ - L H £ L _ , ) 1 2A5
t/0 ' L \ I4-X2i*2 l + A ^ V J 

du r" du 

J0 ( I —A" II2 )2 ( I -f- X'2«2 )2 
X 

70 

Intégrant encore par parties, nous trouvons immé-
diatement 

du X ] 1 7 

(i h2u2)2 (i -+- X'2 ii- )2 

formule qui comprend la première (juand on suppose 
<p(a,J) — pa-, p étaut la densité supposée constante. 

Pour avoir les composantes de l'attraction de E sur 

ÎYl, il suffit de calculer ~ et de les multiplier 1 <)y. f)\i <7 Y 1 

par le produit x de la constante de la loi de Newton et 
de la masse de M. Or V dépend de a, ¡J, y pour deux 
raisons : d'abord, parce que ces quantités entrent expli-
citement dans le terme 

. - X . ? . . .yi. 4 I \ 1 -T- X2 u1 I -t- A 2 U2 J J 

puis, parce qu'elles entrent implicitement dans la limite 

supérieure ~ de l'intégrale définie, car A' est une fonc-

tion de a, ¡5, y donnée par l'équation 
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niais la dérivée de l'intégrale par rapport à étant ee 

que devient la fonction de u qui multiplie du sous le 
A 

signe /quand on y remplace u par -, ? s'annule-, car 

J — P i — + _ : ( i _ 

devient, par cette substitution, 

En remarquant que 

M ( * | j,l | ) N1 ) do 

rf ^ ! i l ) V i —A -u1 i-h i-u-J 

on trouve donc 
A_ 

*A o ir1 flu 
1 L 

( i - î - X 2 ) 2 Cl -H X '2,/2)« 

A 
y - v r . , ' A ' P U1 du 

W ; I -4- À2 //* )2 ( I -H À'2 M2 y2 

7 — L * . J 

'' ~ A3 4 
rA' p M2 

J o (n-Aîïiî^H-A'ï/ii) '-

Ce sont les formules connues. 
Les expressions trouvées, dans les deux cas, pour Je 

potentiel, supposent le point M extérieur à l'ellipsoïde ; 
il est facile de voir que, à condition de remplacer la li-
mite supérieure par l'unité, elles subsistent quand le 
point M est sur l'ellipsoïde ou à son intérieur. La chose 

^4/?/?. de Mathémat., 3 e s é r i e , t . V I I I ( M a i I88ÇI). 1 6 
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est évidente quand M est sur l'ellipsoïde. Supposons-le 
intérieur5 par M faisons passer l'ellipsoïde homothé-
tique ; soient A { , B4 , ses axes ; le potentiel V se com-
pose de la partie constante V4 correspondant au volume 
compris entre les deux ellipsoïdes et du potentiel V2 de 
l'ellipsoïde Ai B< G|. 

Supposons la densité constante; le même raisonne-
ment servirait dans le second cas. Nous avons d'abord 

v r x 7 r l du v * = vr / a d a v 1 
' At J o ( I X2

 U- )-( I -+- X'2 II2)-

- l ' i . r \ v <*" . 
" »A' / ( A A , ) , v , ' ./„ (1 -h A2

 II-)1 < I -+- A H 
puis 

du 
X 1 1 ' 

(i \2u2)2 (i -4- l'2u2)2 

de sorte que 

v . . . r ' i ' a - , ^ . • - - t . m 

a A3,/ L \ i -4- A2 ?/2 ]-i-/'2i/2/J 
du x r~ i * 

(i -V- l2u2 )2 ( I -4- X'2//2 V2 

c. Q. F. n. 

L'équation générale des surfaces de niveau a l'une des 
deux formes 

XV- i - r t f e + TTfe)] 
du 

x ¡| = const., 
(I 4- X2W2)2( 1-f- A'2U2)2 
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A 

du x - = const. 
(I -T- X2î£2)2 ^ )/2 

Si la surface doit passer par un point extérieur, A'est 
une fonction de z déterminée par l'équation 

•r2 y- ~2 _ 
Â7* ^ A'2-f-B2 — A 2 -

Si elle doit passer par un point situé sur l'ellipsoïde ou 
à son intérieur, la limite supérieure doit être remplacée 
par l'unité. Dans ce cas, les surfaces de niveau sont des 
ellipsoïdes, si la densité est constante ; mais il n'en est 
plus de même si elle est variable. Elles peuvent être 
algébriques ou transcendantes. Si l'on supposait, par 
exemple, <p(a>2) = k( a 2 ) 2 i l e s surfaces de niveau se-
raient, comme on le voit, du quatrième degré. 

NOTE S I R LA QUESTION DU CONCOURS GÉNÉRAL 
ME MATHÉMATIQUES SPÉCIALES EN 1888 ; 

PAR M . L E M A I R E , 

Professeur au lycée de Lorient. 

Transformant en coordonnées polaires l'équation de 
la courbe C, nous obtenons une équation de la forme 

p
4

— 2F(CO) p
2

-f- K — o. 

K étant indépendant de co. Le produit des racines de 
cette équation est constant. Nous eu concluons que la 
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courbe C est transformable en elle-même par rayons 
vecteurs réciproques, l'origine d'inversion étant le 
centre O de l'ellipse donnée, et la puissance y/K. On 
sait que les courbes qui jouissent de cette propriété, 
auxquelles on a donné le nom de courbes anallagma-
tiqueSy sont des enveloppes de cercles coupant ortliogo-
nalement un cercle fixe, réel ou imaginaire, et ayant 
leurs centres sur une courbe fixe, dite déférente. Il est 
facile de trouver, dans le cas qui nous occupe, le cercle 
iixe et la déférente : celle-ci est une conique. 

Cherchons, en effet, l'enveloppe d'un cercle 

coupant orthogonalement le cercle fixe 

r r^- j r 2 - R2 — o 

et ayant son centre sur la conique 

A x"1
 - 4 - B y - — i — o : 

p, />, q satisfont aux relations 

A/?
2

 -H B y î - I r r O . 

7>2-f-<72= R2-f- p2. 

L'équation du cercle variable peut s'écrire 
(x — />)'2-Hy — <7Y2 — p- — <72-f- R 2 ~ o 

ou 

X2 -f- y2 — 2px — 2 qy -f- R2 — o, 

avec la condition 

A p2 -4- B q'1 — ï — o. 

Eliminons p et q entre ces deux relations et Ap Bq 
x ~ y 



nous avons 
( •) 

A p _ B q __ 2 ( A p- -4- B <7 2 ) 
x y ~ l(px^r-qy) ~ x2 -4-y- -+- R 2 ' 

d'oïl 
9. x 

P 

<7 = 

A^-r-^S-f- H«) 
2 y 

B(.r2 + jK2-i-R2) 

L'enveloppe a donc pour équation 

On trouve bien une équation de la forme de (C) 

(G) (x2 -T- v2 — a2 — b2)2 i—- (b2x2 p* a2y2 — a2 ¿2) = tang-0 

L'identification donne 

a2b2, 

| — (¿z2-4- b2) —J— — ^ a2-f-R2. B tang26 

Pour simplifier l'écriture, conservons les notations 
(A. B, R). Tout ce que nous dirions de la courbe (1) 
s'appliquera à la courbe (C). (1) admet pour asymptotes 
les droites isotropes du plan. Donc 011 peut dire que 
tout cercle du plan a avec cette courbe aux points cycli-
ques une bitangente imaginaire. 

Un cercle la touchera donc en quatre points, s'il a 
avec elle deux points de contact à distance finie. 

Or les cercles qui ont pour enveloppe (1) lui sont pré-
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Gisement bitangents : tout revient donc à chercher com-
bien de ces cercles sont tangents à une droite donnée 

( D ) mx -h iiy H- i — o. 

La condition de contact du cercle variable 

X2 yî — <zp x — '). qy + R
2

 = o 

avec la droite D est 

i o — p 
o I — q 

-p -q R2 

m n i 
ou 

( np — mq )2 — i ( mp -h nq ) = ( ni14- ri2 ) R 2 -r- i. 

Finalement, nous voyons que le centre de tout cercle 
répondant à la question se trouve à la fois sur les deux 
coniques 

A a?2 -f- By2 — i = o, 

(nx — my)2— i(mx -+- ny) = (m2-4- /i2)R2-f-i. 

Donc il y a au plus quatre cercles pareils. 

ERRATA AUX TARLES DE LOGARITHMES DE SCHROV. 

Page u.'|, log. fi'1270, au lieu de 8o3oo83, lisez 8o8ooS3. 
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SUR LES PLANS DIAMÉTRAUX DANS LES SURFACES 
DU SECOND ORDRE; 

Par M. CH. BIEHLER. 

1 . Soit f [ JC,y, z) = o l'équation de la surfaee du 
second ordre : si l'on coupe cette surface par des droites 
toutes parallèles entre elles et si l'on désigne par 

.r = .r„ -- I'J. 

r = y( 
z =• Zy) -r- yp 

les équations de Tune de ces droites, les points de ren-
contre de cette droite avec la surface sont donnés par 
l'équation du second degré en p 

P2 ? (a- Y) ? ^fy^l/L) -+-/(*•<>, -«,) = <>» 

z) étant l'ensemble homogène des termes du 
second degré de l'équation de la surface. Pour que le 
point ( J C OI J OÎ ^ O )

 s o l i Ie milieu de la corde, il faut que 
l'équation en p ait ses racines égales et de signes con-
traires-, si donc <p(a, 6, y) est différent de zéro, les coor-
données du point («zv,J"(b zo ) devront satisfaire à l'équa-
tion 

Le point (x0 , y0-, z0) se trouve donc dans le plan 

T/= = 

Réciproquement, tout point de ce plan jouit de cette 
propriété que, si par un point quelconque de cc plan on 
mène une droite parallèle à la direction a, 6, y, le point 
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considéré est le point milieu de la corde correspondante. 

J N O U S allons passer en revue les diverses surfaces du 
second ordre. 

I . — S U R F A C E S Q U I O I N T U N C E N T R E U N I Q U E 

A D I S T A N C E F I N I E . 

L'équation du plan diamétral de la direction a, ê, 
est, comme nous l'avons vu, 

ifx-^vfy-^ Y/s = û. 

Cette équation nous montre que, dans le cas des sur-
faces à centre unique où les équations fx = o, f r = o, 

J 'z=zo ont une solution, le plan diamétral passe par le 
point dont les coordonnées sont données par cette so-
lution, et qui est le centre de la surface, quelles que 
soient d'ailleurs les valeurs de a, ë, y. Tous les plans 
diamétraux, dans les surfaces à centre unique, passent 
donc par le centre. 

3. Nous avons supposé jusqu'ici que ©(a, S, y ) < o , 
c'est-à-dire que les cordes parallèles à la direction a, ê, y 
rencontrent eilectivement en deux points la surface*, \e 
plan 

* fx o/v "H V/c =-' ° 

est alors le lieu des points milieux de ces cordes. 
Mais, dans le cas où le cône asymptotique de la sur-

face z) — o est réel, il existe une infinité de 
directions a, ë,y pour lesquelles <p(a,ë,y) = o ; elles sout 
données par les génératrices du cône asymptotique: alors 
le plan 

a/.r+ s/y-1- Yf'z = o 

est le lieu des points tels que, si, par chaque point du 
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lieu, on mène une parallèle à la direction asymptotic]ue, 
ces droites ne rencontrent plus la surface. Le lieu de 
tous ces points est un plan qu'on appelle le plan asym-
ptote : c'est en même temps le lieu de toutes ces droites. 
On peut, en effet, écrire l'équation du plan diamétral 
sous la forme 

x ?ot Y ? 6 z ?'y 2 ( C a G' 8 C" y ) o. 

La droite 

y = ro-+-
z = Z0 - r - V s 

est parallèle à ce plan, puisque 

a -f- oog-f- = 7) = o ; 

la droite ayant le point ( x 0 , y 0 , zQ) dans ce plan, et lui 
étant parallèle, y est contenue tout entière. 

Les plans diamétraux des directions asymptotiques 
sont aussi appelés les plans diamétraux singuliers de la 
surface. 

Nous allons démontrer maintenant que le plan asym-
ptote est un plan tangent au cône asymptote de la sur-
face le long de la génératrice asymptotique de direction 
a,6, y. 

Pour le démontrer, nous allons faire voir que, si la 
direction a, 6, y des cordes se rapproche jusqu'à se con-
fondre avec une génératrice du cône asymptotique, le 
plan diamétral correspondant tend à se confondre avec le 
plan tangent au cône asymptote le long de la génératrice 
asymptotique. 

Soient 

O le centre de la surface ( f tg . i) que nous prenons pour 
origine des coordonnées; 
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OA la droite de direction a, ë, y ; 
G la section faite dans le cône asymptote par un plan 

parallèle au plan des xy ; 

z
 — z\ 

le plan diamétral de la direction OA est le même pour 
la surface et pour le cône asymptote. 

Fig. i. 

Supposons que le point A soit dans le plan 3 ~ 3, : 
ses coordonnées seront 

=«/', ^1 = 67*, = Y1
 ' 

Si l'on remplace a, ë, y par leurs valeurs tirées de ces 
équations dans l'équation du plan diamétral, nous aurons 

Cette équation n'est autre que l'équation de la polaire 
du point ( x { , y t ) par rapport à la courbe C, cette courbe 
étant rapportée à un système d'axes parallèles aux axes 
O x , Oj' menés par le point du plan de la courbe C, où 
l'axe des z rencontre ce plan, en faisant dans cette équa-
tion z et 3, égaux à l'unité. 

La polaire DE du point A 11'est donc autre que la 
trace du plan diamétral de AO sur le plan de la courbe G. 
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On voit donc que, si la droite OA tend à se rapprocher 

d'une génératrice du cône asymptote, le point A se rap-
proche de la courbe C, et la polaire DE se rapproche 
de A ; on voit donc que, si le point A vient en un point 
quelconque de la courbe C, la droite DE devient tan-
gente à la courbe en ce point, et le plan diamétral de la 
direction limite de OA devient alors tangent au cône 
asymptote le long de la génératrice avec laquelle vient 
se confondre OA. 

4. Nous avons vu que tous les plans diamétraux pas-
sent par le centre. Inversement, tout plan qui passe par 
le centre de la surface est diamétral d'une certaine di-
rection de cordes. Proposons-nous de trouver cette di-
rection. 

Soit 
ax by -+- c z - f - cl — o 

l'équation du plan donné; il sera diamétral de la direc-
tion a, ê, y si l'on a 

il _ _ iy _ 2(C a -î- Ç'g-f- C/y) 
a b c d 

Soit \ la valeur commune de ces rapports : on aura les 
relations 

B"a-4-A'6-i-By — X6=o, 
B'a-+-B6 -h A"y -Xc = o, 
Ca + C'6-f-C"y -ld= o. 

Ces quatre équations devant être satisfaites pour des va-
leurs de a, ë, y, \ non toutes nulles, le déterminant 

A B" B' a 
B" Ar B b 
B' B A" c 
0 C C d 
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devra être nul. Cette condition exprime que le plan 
donné passe par le centre. Les trois premières équations 
déterminent a, ë, y en fonction de A sous la forme 

a0, ê0, y0 ayant des valeurs parfaitement déterminées, 
puisque le déterminant 

A B" H' ! 
B" A' B ! 
B' B A | 

est diiférent de zéro5 l'équation 

déterminera pour A deux valeurs égales et de signes con-
traires, qui fournissent deux directions a, 6, y de signes 
contraires, et par suite une seule direction de cordes. 

I L — P A R A B O L O Ï O K S . 

o. Nous supposerons d'abord que o(a, y) soit dif-
férent de zéro*, l'équation du plan diamétral de la direc-
tion aêy est, comme précédemment, 

Nous allons montrer que tous ces plans diamétraux 
sont parallèles à une même droite, l'axe du parabo-
loïde. 

E11 effet, pour que la surface soit un paraboloïde, il 
faut que deux des plans des centres se coupent suivant 
une droite à distance finie; nous supposerons, dans ce 
qui suit, que les deux p lans/^= = o se coupent. Il 
s'ensuit que les trois déterminants 

A B A B' B" B' 1 

B'' A 
> 

15" B 
? 

A' B ! 
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ne sont pas nuls à la fois; admettons que 

A B" 
B" A' 

est différent de zéro. 
Le déterminant du système^ = o, fy — o,f'z = o est 

nul, mais le caractéristique du troisième ordre 

A B" G 

B" A' C 

B' B G" 

est différent de zéro si la surface est un paraboloïde, au-
trement la surface admettrait une ligne de centres. 

Des deux conditions précédentes, on déduit l'identité 

A B" 2 fx A B" G 
B" A I f y — B'' A' G' 
B' B lf~ B' B G" 

Cette équation est de la l'orine 

* fx \±fy s*f'z H- - = O, 

où v et T: sont différents de zéro; cette équation peut 
donc être résolue par rapport à fz; 011 a identiquement 

/•>— 

et l'équation du plan diamétral devient 

«/ ; - s / ; - ^ a ./y - f i/ ; -f- t: ) = o 
ou 

fx(av — Y*) fy(— ÏP) — Y- = 0 ; 

on voit, sous cette forme, que tous les plans diamétraux 
sont parallèles à la droite d'intersection des deux plans 
/ ; = o, f ' r = o qui se coupent suivant la droite dans la 
direction de laquelle le centre est rejeté à l'infini; cette 



( *54 ) 
droite est parallèle à l'axe : nous dirons que les deux 
plans o, fy = ° définissent la direction de Taxe de 
la surface. 

6. Pour que les plans diamétraux correspondant à 
deux directions a, ë, y, a', ë', y' soient parallèles entre eux, 
il faut que les directions considérées soient parallèles à 
un même plan, parallèle à l'axe de la surface. 

En effet, si les plans 

z ? y -î- 2(Ca -h G'6 -f- G"ç) — o, 
^ 'FY ' " 5 " C ' 6 ' H - G " y ' ) — <> 

sont parallèles, on aura 

Ça Ç6_ Çy 4 1 — ~ cpa- ç£- cpy' 
mais, de l'identité 

l f x -r- [J-/; -r- v/;. + r = n; 
on déduit 

vÇy = 

-h ucp'g. -h vç'y,= o. 

il est aisé de voir que la seule relation 

Ça' Ço' 

entraine le parallélisme des deux plans. 
On a, en effet, 

Ça __ çV> _ ÀÇq -f- tJ-çV, _ — vçy __ ç^ 
Ça' Ç5' AçV-4- — vçy ç'y 

Or, de l'égalité 

on déduit 
o a 



( ) 
et, si Ton désigne par m la valeur commune de ces rap-
ports, on voit que les deux directions a, 6, y, a', 6', y7 sont 
situées dans le plan 

qui est parallèle au plan 

fx — mfy = ° 

et, par suite, la proposition est démontrée. 
Inversement, si la direction des cordes est contenue 

dans un plan parallèle à l'axe, les plans diamétraux cor-
respondants sont parallèles entre eux. En effet, si 

o'j. — m '¿>'y — O, 

est le plan auquel les cordes restent parallèles, 011 aura 

m 

• o » o 
d'où 

i l — i l — >vCPq -+- l^'o _ ~ V?Y _ ?y. 
?a' " <?ê' ~ X?a' + WS' ~ — V?r' ~ ' 

les plans diamétraux conjugués des directions a, 6, y, 
a', 6', y sont donc parallèles. 

7. Le plan diamétral dans les paraboloides n'est in-
déterminé pour aucune direction de cordes, et il est re-
jeté à l'infini pour une seule direction, qui est celle de 
l'axe. 

En effet, pour que le plan diamétral de la direc-
tion aêy soit indéterminé, il faut que l'on ait à la fois 

A « -+- B ' y = o , 

B " a - f - A ' ê - f - B y = 0 , 

B ' a - 4 - B ê - f - A f f Y = o , 

G a + es h-C'Y = 0. 
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Ces équations montrent que les trois caractéristiques 

du troisième ordre des équations fx — o — ° 
sont nuls-, cela n'est pas possible, car la surface serait 
un cylindre; le plan diamétral dans les paraboloides ne 
peut donc être indéterminé pour aucune direction de 
cordes. 

Le plan diamétral n'est rejeté à l'infini que pour une 
seule direction des cordes conjuguées. Les équations 

A a P/Z ~ B'y o. 

B"a A'S - B y ^ o, 

B' a -f- BS -i- A v Y = o 

sont compatibles, et les deux premières équations nous 
donnent <j p a : - a y y , r-> — °üV-

a0 et ë0 étant bien déterniinés, ce qui ne fournit qu'une 
seule direction, comme nous l'avons déjà vu. 

jNous allons examiner maintenant ce qui arrive quand 
ç(a, 6, y) est nul, et nous allons établir les résultats 
précédents par quelques considérations géométriques. 

Plans diamétraux singuliers dans les paraboloides. 

8. La condition g (a, 6, y ) < o est toujours remplie 
quand la surface est un paraboloide elliptique; mais 
cp(a, 6, y) peut être nul dans le paraboloide hyperbo-
lique. La fonction v(x,j", z) est alors le produit de 
deux facteurs linéaires à coefficients réels, et ces fonc-
tions linéaires égalées à zéro fournissent les équations 
des deux plans, qui constituent dans ce cas le cône asym-
ptotique de la surface. Les deux plans se coupent suivant 
une droite parallèle à l axe. 

Faisons, dans la surface, une section dont le plan ne 
soit pas parallèle à cette droite-, par le centre de cette 
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section, qui est toujours une hyperbole, menons une 
droite parallèle à la droite d'intersection des plans 

z) = o-, prenons pour origine le point de ren-
contre de cette droite avec la surface, et pour axe des Z 
cette parallèle, les axes OX et OY étant dans un plan 
parallèle au plan de la section. Le cône des directions 
asymptotiques a alors pour équation 

A x2 -r- A' y2 -+- 2 Bff xy — o 

et l'équation de la surface sera 

A x2 -i- A jr2 H- i B " x y -f- G"z = o ; 

l'équation du plan diamétral de la direction a, 6, y est 

Zfy+^fz = 
OU 

a ( A x + B> ) -+-€ (B"x A ' y ) -H y CT = o. 

Supposons que nous fassions dans la surface une sec-
tion par un plan parallèle ail plan des JJ, z = la 
section sera une hyperbole dont l'équation, rapportée 
aux axes orrn parallèles à Ox et Oy menés par le 
point (o où l'axe des Z rencontre le plan z — z^ est 

A x2 -h A ' r 2 -h 9, W xy -f- G" ̂  = o. 

Soient . r n yh, zs les coordonnées du point A où la 
droite OA vient rencontrer le plan Z = Z, ; on aura 

= ccr, r1==ê/*, z 1 = 7 r: 

l'équation du plan diamétral deviendra 

x{(Ax -+• B"y)-hyi(B"x-*- A'y)-+- C"¿1 = o, 

en remplaçant a, ê, y par les valeurs zt qui leur 
sont proportionnelles. 

Ann. de Mathémat3' série, t. VIII. (Juin 1889.) 1 7 
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Cotte équation peut être considérée aussi comme l'é-
quation de la section faite dans le plan diamétral par le 
plan z — zy, cette section étant rapportée aux axes 
co!;, 

Si maintenant nous considérons un point A' du plan 
5<07;, dont les coordonnées par rapport aux axes toc, to7, 

Fift. 

IV 

x V 

sont 2.r,, { , la polaire de ce point Af par rapport à 
la section de la surface par le plan ço)7, aura pour équa-
tion 

•i x{ ( A x -4- i V y ) H- iyx ( W x -b A 'y ) -+-'x C" zx — o; 

on voit, par suite, que la polaire DE du point A' coïn-
cide avec la trace du plan diamétral de OA sur le plan 

Cette remarque permet de faire aisément l'étude des 
plans diamétraux singuliers du paraboloïde. 

En elfet, quand le point A se rapproche indéfiniment 
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de l'une des asymptotes de l'hyperbole, point A' s'en 
rapproche également, puisqu'il est situé sur to A, à la 
distance to A' = 2 to A ; mais alors la polaire de A' tend à 
devenir parallèle à l'asymptote toB et, quand OA vient 
prendre la position OA,, le point A' vient en A't et la 
polaire de A\ devient la parallèle D, E, à l'asymptote. 
Le plan diamétral de Ox\, devient alors le plan mené 
par D , E , parallèlement à Oto et, par suite, au plan 
OtoB; les plans OtoB, OtoB' ne sont autre chose que les 
plans directeurs de la surface. 

O11 a donc ce théorème : 

Si la direction des cordes tend à devenir par allele 
à un plan directeur, le plan diamétral conjugué tend 
¿1 devenir parallèle à ce même plan directeur. 

Si la direction des cordes OA, se déplace dans le plan 
directeur OtoB, le plan diamétral correspondant se dé-
place parallèlement au même plan directeur. A mesure 
que la direction OA! se rapproche de Oto, dans le plan 
OtoB, le plan diamétral correspondant D, E, s'éloigne 
de toB et, lorsque la direction OA, coïncide avec Oto, le 
plan diamétral correspondant est rejeté à l'infini, et cela 
n'arrive que pour la seule direction Oto. 

La figure précédente nous montre aussi que les plans 
diamétraux conjugués de deux directions OA, OA" ne 
peuvent être parallèles que si les polaires des points cor-
respondants A', A//r, de coordonnées moitié moindres que 
celles de A, A", sont parallèles ; ceci 11'ayant lieu que si 
les points A', Aw décrivent la droite OA conjuguée de 
DE, 011 voit que les plans diamétraux conjugués de deux 
directions ne peuvent être parallèles que si ces direc-
tions sont dans un même plan avec l'axe de la surface, 
et cette condition est évidemment suffisante. 

9. Les considérations précédentes nous montrent 
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quelles circonstances géométriques correspondent au 
cas où, la surface étant un paraboloïde, deux des trois 
plans f j = o, f 'y= o, J"z= o sont parallèles entre eux, 
le troisième les rencontrant à distance finie. Supposons 
que les plans f ' y = = o soient parallèles, ces plans 
sont diamétraux conjugués des directions OY, OZ-, par 
suite, les axes des Y et des Z sont dans un même plan, 
parallèle à l'axe du paraboloïde : l'axe du paraboloïde 
est donc parallèle au plan des YZ. 

Si deux des trois plans des centres se coupent à dis-
tance finie, le troisième plan, — o par exemple, étant 
rejeté à l'infini, l'axe des Z est parallèle à l'axe de la sur-
face. 

10. Proposons-nous maintenant de trouver la direc-
tion des cordes conjuguées d'un plan 

ax h y + f 5 + i i = o. 

Soient a, 6, y les cosinus directeurs de la direction 
cherchée : le plan diamétral correspondant a pour équa-
tion 

x cp'a -h y o g -F- z o y - H :>. ( G a H- G' ê -+• G" y ) = o, 
d'où 

o'a O?, Oy _ ?€( COL -I- G'6 -h C'Y") ^ 
'a " 7T = ÎT = 7T~ ' 

les premiers rapports nous donnent 

o'i Cg Cpy Xcpa -f- JJLCpg -f- VOy 
(t. h c a A -t» b u. cv 

et, si la relation entre f'r, f'z dont nous avons démon-
tré l'existence est 

on aura 
-h ^Oy-t- VO-' — O 
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a A -F- b (JL -f- c v = o. 

Cette condition doit lier les coefficients de l'équation 
du plan donné pour qu'il soit diamétral d'une direc-
tion. 

Cette relation exprime que le plan donné est paral-
lèle à l'axe du paraboloïde. 

Supposons, comme précédemment, que cette direction 
soit donnée par les plans 

Des relations 

011 déduit 

/*•=<>, J 'y ~ <>• 

A À - 4 - B " - - B ' v — o . 

B " A - 4 - A ' ; x B v = o , 

a À -4- b a fv — o 

A B " B ' ! 

B " A ' . B j = o . 

a b c 1 

On en tire l'identité 

A B " 

B " A ' 

a b ax-\-bv-\- c z 

• o ; 

d'où 
a x H- b y -+- cz = X'o^-f- ¡J-'o' 

Cette identité, où V et ¡JL' sont bien déterminés si nous 
supposons 

A B " 

B " A ' 

montre que le plan ax -f- by -f- c z -j- d = o est paral-
lèle à la droite d'intersection des deux plans f 'r= o, 
f 'Y~ o qui défi »vissent la direction de l'axe. 
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Les équations 

o* _ og _ '¿(Cï -- C'ê C/'y ) 
a d 

donnent Ju direction a, 6, y. Si [¿m est la valeur com-
mune de ces rapports, ou aura 

A A - r B " Ê -h B ' Y — am, 
B " A - F - A ' 6 - 4 - B Y = 

G A -4- G 'O -I- C ' Y = dm\ 

Je déterminant du système de ces équations est dilïérent 
de zéro si la surface est un paraboloide} par suite, on lire 
de ces équations des valeurs a, 6, y de la forme 

a r l, ni. 

6 = lil> m, 
Y = 3//i, 

qui déterminent avec a- -t- 62-4- y- ~ i deux valeurs 
égales et de signes contraires qui définissent une direc-
tion unique de cordes. 

I I I . C v L I J N N I I K S A C E J N T R K S . 

1 1 . Les cylindres à centres admettent une ligne de 
centres. 

Ils sont caractérisés par l'existence d'une relation ho-
mogène identique entre les dérivées f^ fz, 

'¿fy-^ = O. 

où les coefficients A, v ne sont pas tous nuls. 
Dans les cylindres à centres autres que le système de 

deux plans parallèles, on a o = o ; mais les mineurs du 
deuxième ordre de o ne sont pas tous nuls. Nous suppo-
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serons dans ce qui suit que le déterminant 

A 14" 
ir A ' 

est différent de zéro; les plans f x = o, f r — o détermi-
nent alors la ligne des centres. 

Nous allons démontrer d'abord que tous les plans 
diamétraux passent par une môme droite qui est la ligne 
des centres. 

Pour cela, nous établirons la relation 

en cherchant les valeurs des coefficients A, p.. 
De l'équation 

! A B" B' 
j B" A' B = o 

on déduit 
ir 

A B" 

A" 

G 
B" V 1 n - c — o 
B' B l A - v 

ou 
A B" ./:;. A B" G 

i B" -v J'y = B" A' G' = 0, 

IV B f'z B' B G" 

Les trois déterminants caractéristiques du troisième 
ordre étant nuls dans le cas des cylindres, on aura 

A B" / ; 
B" A' fy 

| B' B f l 

cette relation est de la forme 

\fx -1- \\fy vfz = ^ 

où v est di lièrent de zéro. 
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On eu déduit 

fz— ~Jy•> 

l'équation du plan diamétral de la direction a, 6, y, 

devient par la substitution de la valeur de f ' en fonc-
tion d e / j e t / ; . , 

( av — Xy )/*-*-( pv — Yjj.)/; = o, 

ce qui montre qu'il passe par la droite d'intersection des 
deux plans 

/ ¿ = o, /•>'• = o. 

12. Pour que deux directions a, 6, y, a', (j', y7 donnent 
le même plan diamétral, il faut et il suffit que les direc-
tions considérées soient dans un même plan avec la di-
rection de l'axe. 

Soient 

•RO'X - - Y o ' e - - ,GÇ ' v - h ), ( G A - f - G ' o -+- C ' Y ) = o , 

'-¿(Ga'-f- Co'-f- G"Y') = <> 

les deux plans diamétraux ; pour qu'ils soient confondus, 
il faut que l'on ait 

Ça _ Ç6 _ G a-h Co -f- Cyy 
Ç^ ~ ~ ?r ~~ Ca'+G'S'-r-CY 

L'égalité des deux premiers rapports entraîne celle 
des deux autres, car de l'équation 

I A ! r G ! 
; H" A' C ! == o 
| IV B G" | 

on déduit 
A B" G 
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X' o'x -s- tj.r o'y -h 2v'( Cx -4- C'y H- C" z ) •= o ; 

comme on a déjà 

ces identités nous montrent que l'égalité 

entraîne les autres. 
Cette égalité peut s'écrire 

et, si m est la valeur commune de ces rapports, elle nous 
montre que les deux directions a, 6, y, a',S',yf sont dans 
le plan 

O'X — JWV'Y = o . 

Inversement, si la direction des cordes satisfait à cette 
relation, on aura 

et l'on en déduit l'égalité des rapports 

2* _ ili _ ¿r _ Ca-f- CS-^C'y 
~ o'fy ~~ o: ; ~ C a ' + C/o'-- C/y' 

et, par suite, les plans diamétraux correspondants sont 
confondus. 

1 3 . Il n'existe qu'une seule direction de cordes pour 
laquelle le plan diamétral conjugué est indéterminé. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut que les quatre èqua-
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tions 

A a -i-B"o-h B'y = o, 
B"a-f- A'S-T-BY = O, 
B'a -+- B 6 -f- A"y = o, 
Ga 4-C 'ê -T- G"y = o 

soient satisfaites pour un même système de valeurs de 
a, 6, y . 

Les deux premières définissent la direction a, 6, y, les 
deux autres sont des conséquences des premières : on 
voit que c'est pour la seule direction de l'axe que le plan 
diamétral est indéterminé. 

Plans diamétraux singuliers dans les cylindres. 

14 . Si les coefficients directeurs a, 6, y annulent 
f i { x i J-i z)f l'équation du second degré en p s'abaisse au 
premier degré et l'équation 

^fx^f'y-^r y / : = O 

est le lieu des points tels que, si par ces points on mène 
des droites parallèles à la direction a, 6, y, ces droites 
ne rencontrent plus la surface. 

Les plans diamétraux sont appelés, comme précédem-
ment, les plans asymptotes de la surface. 

La fonction cp(.r, 7 , 3) ne peut s'annuler pour des va-
leurs réelles de tr, y, 3, que dans le cas où la surface est 
un cylindre hyperbolique. 

Nous allons considérer ce dernier cas : 
Prenons pour axe des 3 la droite d'intersection des 

deux plans j-, z) = o, et pour plan des xy un plan 
quelconque. 

L'équation de la surface sera de la forme 

f(..r, y, s) = A > * - H » 1 1 V / + D = o. 
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Le plan diamétral de la direction a, 6, y est alors 

%fy = o. 

Si nous coupons la surface par un pian parallèle au 
plan des x y , 

Z — Z [. 

Nous obtenons une hyperbole qui, rapportée à des axes 
toc, to74 parallèles à Ox , Ojy menés par le point to où le 
plan z — zK rencontre l'axe des a pour équation 

À J 2 + A ' / 2 -h 2 B ' V 7 - r- D = o. 

Si nous désignons par ,, les coordonnées du 
point A (/¿¿r. 3), où la droite OA de direction a, 6, y 
vieni rencontrer le plan ^ = s, , nous aurons 

= xr\ JKi = £>/•, • z{ = yr\ 
l'équation 

/ 
/y' 

/o 

y 

représente alors, dans le plan 5w/é, l'équation du dia-
mètre conjugué de la direction coA dans la conique du 
plan 3 = On voit que, si le point A se rapproche de 
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l'asymptote wB, le diamètre conjugué OA'de cette di-
rection se rapproche de l'asymptote 5 le plan diamétral 
de OA étant le plan OtoA'' tend à se confondre avec le 
plan asymptote OtoB lorsque la direction OA se rap-
proche indéfiniment du plan O co B. Lorsque OA se trouve 
dans le plan OtoB, le plan diamétral conjugué corres-
pondant est le plan OtoB. 

On voit, de plus, que si le point A se déplace sur la 
droite to A, le plan diamétral de OA reste le même, et 
cette condition est nécessaire pour que le plan OtoA' 
reste conjugué de OA ; par suite, pour que deux direc-
tions de cordes a, ë, y, a'. ë', y' donnent le même plan 
diamétral, il faut et il suffit que ces directions soient 
dans un même plan avec l'axe. 

1 5 . Ceci nous explique quelles circonstances géomé-
triques se présentent lorsque, la surface étant un cy-
lindre, deux des trois plans des centres sont confondus. 
Supposons (jue / } = o , fl= o soient deux plans de 
centres confondus. Ces plans étant conjugués des direc-
tions OY et OZ, les deux directions OY et OZ sont dans 
un même plan avec celle de l'axe; par suite, l'axe de la 
surface est parallèle au plan YOZ. 

Si les plans f'v — o, f 'y = o se coupent à distance finie 
et si l'équation f 'z = o est une identité, l'équation 

/ O , y, z)=o 
représente un cylindre dont l'axe est parallèle à l'axe 
des car la direction de l'axe est la seule pour laquelle 
le plan diamétral correspondant est indéterminé, comme 
011 le voit aisément sur la figure précédente. 

16. Proposons-nous maintenant de trouver la direc-
tion conjuguée des cordes d'un plan 

ax -f- h y + c; + cl — o. 
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Soit a, 6, y la direction cherchée. Le plan diamétral 

correspondant est 

S z ? y + 2 C ( a + C'ê -f- C ' y ) — o; 

il faut que l'on ait 

cp'a _ cp'e _ o ' y _ _ i f C a + G ' o - f - C ' y ) 

a b c d 

Supposons encore que les deux plans j " c = o,t/j'. = o 
se coupent à distance finie, et 

A B" 
B" A' 

Nous avons établi les identités 

- h ¡ J /pg - r - V O y = o , 

a' <p'a -f- ¡j.cpg -h a v'( G a -f- G' o -f- G"y ) = <> ; 

011 en conclut les conditions 

a \ b \x -h cv = o, 
« )/ -t- ¿> a' -f- ¿/v' = o, 

auxquelles doivent satisfaire les coefficients de l'équa-
tion du plan donné pour qu'il puisse être diamétral 
d'une direction. 

Ces conditions expriment que le plan donné passe par 
l'axe de la surface. 

En effet, de l'identité 

¡V.V-+- w = ° 
on déduit 

A X -f- B > -f- B'v = o, 
B"À 4- A'{i. -f- Bv = o, 

et l'on a de plus 
a À H- b [x -f- c v = o. 
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Ces trois équations nous donnent 

A B" B' 

B" A' B 

a b c 

Désignons, pour abréger, par P le premier membre 
de l'équation du plan donné 

P = a x -h by -h cz -+- d ; 

de l'équation précédente nous déduisons 

A B" \ / ; — G 

ir A' G' 
r/ ft P — d 

bien 
A B" A IV G 

B" A' i f y — IV A' G' 

a b P a b d 

ii est aisé de voir que le déterminant 

A B" G 
B" A' G' 
a b d 

t\st nul. 
En elïcl, de l'identité 

on déduit 

on a de plus 

par suite, 

JJL' CP'V -F- '). V ' ( G x ~ C'y -F- G" z ) -

A X' -f- B" JJL' H— G V' = o, 

B" X' - H A' JJL' -f- G' v' = o ; 

a X ' - H b JJL' -h- dï = o, 

A B" G 
i r A' G' 
a b d 

: o ; 



la relation entre/j , f y et P devient doue 

I A B" j / ; 
A' i / ; . 

I a 6 P 

et dans cette relation, le coefficient de P étant différent 
de zéro, P est une fonction linéaire et homogène de fc 

et f'y) par suite le plan P ~ o passe par l'axe du cy-
lindre. 

L'équation 

a h 

qui en train e toutes les autres, nous donne le plan au-
quel toutes les cordes conjuguées du plan P = o sont 
parallèles. 

I V . — C Y L I N D R E P A R A B O L I Q U E . 

17 . Lorsque l'équation f(x,y, z) = o représente un 
cylindre parabolique, l'ensemble homogène des termes 
du second degré est le carré d'une fonction linéaire; les 
dérivées partielles de la fonction o ( x , y , z) sont donc 
de la forme 

cp.V = il 6(x, y, z), 
— x m 0 ( ¿r, y, z), 

O'. rrr 211 6(x, V, z), 

0(.r, yz) étant une fonction linéaire de x, y, z. 
Le plan diamétral de la direction a, 6, y devient dans 

ce cas 

( lx my -H nz) 6 ( a , S, Y ) + Ca -+- G'6 -h C'y = o. 

On voit que tous les plans diamétraux sont parallèles 
entre eux. 
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18. Pour que deux directions de cordes a, ë, y, a', 6', y' 

donnent le même plan diamétral, il faut et il suffit que 
ces cordes soient dans un même plan parallèle aux gé-
nératrices du cylindre. 

Car il faut pour cela que Ton ait 

-G" y ~~ Ca'-H G'ê'-f- C'y' ' 

ce qui indique que la direction des cordes est parallèle 
au plan 

( - ) ( .R, y, s) — « I ( GJÎ+ G > + G f 3 ) = o , 

///. étant la valeur de l'un des membres de l'égalité pré-
cédente. 

Inversement, si la direction des cordes satisfait à la 
relation 

H(.r, y, z)~ m(Gx -+- C'y -f- G'^) = o, 

les plans diamétraux correspondants sont les mêmes. 

Plans diamétraux singuliers. 

19. Si la direction des cordes annule 'p(.r, r , 3), le 
plan diamétral correspondant est, comme précédem-
ment, le lieu des droites qui, menées parallèlement à la 
direction a, ë, y, ne rencontrent plus la surface. 

Dans ce cas, le plan diamétral est rejeté à l'infini, car 
'v(\r, 7 3 ) est, à une constante près, le carré de 

<-)f.r, V, z). 

L'égalité <p(a, ë, y ) = o entraîne 0 ( a , ë , y ) = o , et, 
par suite, l'équation du plan diamétral se réduit à 

G a G'o + G" Y = o. 

Le plan diamétral sera indéterminé si les coefficients 
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y., ê, v satisfont aux deux conditions 

e(a,6,T)=o, 

Ca -T- <76 C'y — o, 

c'est-à-dire si la direction des cordes est parallèle aux 
génératrices du cylindre. 

On peut aisément suivre la variation de la position du 
plan diamétral lorsque la direction des cordes varie. 

Prenons pour axe des z une génératrice du cylindre, 
pour origine un point quelconque de cette génératrice, 
pour axe des x et des y deux droites quelconques pas-
sant par ce point. L'équation de la surface est alors 

A. x- A y 2 — iVxy -f- •>. Cx H- x C'y — o 
avec 

VA' — B f f 2 = o. 

Faisons une section dans la surface par le plan z = z{ : 
cette section est une parabole, et la trace du plan dia-

Fig. 4. 

métrai de OA {fig- 4) S l l r ' e plan z = z{ est précisé-
ment le diamètre MN de la direction wA dans la para-
bole. 

Ann. de Mathé/nat.. 3e série, t. VIII. (Juin 1889.) 18 
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Si le point A se déplace sur to A, c'est-à-dire si OA se 

déplace dans le plan OtoA, le plan diamétral reste le 
même; à mesure que le point A se rapproche de situé 
sur la droite to A, parallèle à MN, le diamètre corres-
pondant à la direction to A s'éloigne à l'infini : par suite 
le plan diamétral de OA, est rejeté à l'infini. 

Si le point A s'approche de co, le plan diamétral cor-
respondant à OA a une position bien déterminée pour 
chaque direction de OA, suivie par le point A, mais le 
plan diamétral prend une position quelconque si l'on 
considère des directions quelconques OA; par suite, le 
plan diamétral conjugué de Oto est indéterminé. 

20. Étant donné le plan ax -h by -h cz -4- d — o, 
proposons-nous de déterminer le plan des directions des 
cordes conjuguées de ce plan. 

Pour qu'il soit diamétral d'une direction aëv de cordes, 
il faut que 

/ e ( «êv ) _ m e( aêY ) _ n 0 ( aêy ) _ C a -:- G' 6 -+- G" y 
a b c cl 

OÎI en tire 

/ m n Ga--G'6 -G"Y 
a b c 

soit )sla valeur de ce rapport. 
Ou voit que 

l.r -f- n? y — // z 
R, A; 

a.r -f- h y — c z 

le plan donné doit donc être parallèle au plan 

l.r m v b n z — o 
ou 

f)(./•, y. z)~. o: 

cette condition suffit pour qu'il soit diamétral d'une in-
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finité do directions situées dans un plan, car l'équation 

C a - f - C'6 - 4 - C'y = X dB(a, 6, y) 

nous montre que, si la direction des cordes est dans le 
plan 

Gx-r- G>~ C"z = A dS(x, y, 

les trois équations d'identification sonf satisfaites, et 
toutes les droites tracées dans ce plan ont pour plan dia-
métral le plan donné. 

Enfin, si le cylindre parabolique se réduit à un sys-
tème de deux plans parallèles, toutes les directions de 
cordes donnent le même plan diamétral : nous ne nous 
y arrêterons pas. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1888. 

Physique. 

1 . Microscope composé. On demande seulement la marche 
des rayons lumineux et la mesure du grossissement. 

2. Détermination, par la méthode de Dumas, de la densité 
de la vapeur d'un liquide bouillant au-dessous de ioo°. 

Chimie. 

Exposer les analogies qui conduisent à placer l'azote, le 
phosphore et l'arsenic dans une même famille naturelle. 

Composition française. 

Les Sociétés modernes sont en progrès évident sur celles 
qui les ont précédées au point, de vue de l'accroissement des 
connaissances dans toutes Je s branches de la Science : elles 
tendent manifestement à un adoucissement général des mœurs, 
à un développement plus libre et plus heureux, de l'humanité. 
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L'idée de Patrie doit-elle être entamée par cette évolution ? 

Ne doit-elle pas, au contraire, se fortifier de plus en plus? La 
nature, l'histoire, les aspirations les plus nobles de l'être hu-
main ne se trouvent-elles pas d'accord pour commander d'en-
tretenir l'énergie morale que donne le patriotisme ? 

Lavis. 

Faire à l'encre de Chine à teintes plates le lavis d'un cône 
de révolution reposant sur un socle cylindrique et se déta-
chant sur un fond gris dégradé à teintes fondues. 

No/a. — Les traits pour le cadre, les arêtes ou les contours 
apparents des solides seront faits à l'encre. 

On observera les filets de lumière. 

Calcul trii>'<>nonicirique. 

On donne dans un triangle les trois côtés : 

a -- i •>/>?, |'n,6>. 
h -rr. 

Déterminer les trois angles et la surface. 

Epure de Géométrie descriptive. 

Représenter par ses projections le solide qui reste quand, 
d'une portion de cône supposée remplie, on enlève ce qui se 
trouve à l'intérieur d'un cylindre donné. 

Le cône est de révolution et a son axe vertical ; l'angle au 
sommet est droit. La portion remplie va du sommet à un plan 
horizontal mené à om , i2 plus bas. 

Le cylindre est aussi de révolution. L'une de ses généra-
trices coïncide avec celle des génératrices de front du cône, 
qui est située à droite sur la nappe inférieure. Son axe est en 
avant de celui du cône ; la perpendiculaire commune à ces 
deux droites rencontre la seconde à om, 09 au-dessous du som-
met ; elle a om,oS de longueur. 

On placera la projection horizontale cîu sommet du cône à 
0^,07 plus bas, et la projection verticale à o^ic) plus haut que 
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le centre du cadre, sur la parallèle aux grands cotés menée 
par ce point. 

En fait de constructions autres que celles qui se rapportent 
aux points remarquables, on ne laissera subsister dans le trace 
à l'encre que la détermination d'un point quelconque de chaque 
courbe, et celle de la tangente au même point. 

A U T R E S U J E T ( 1 )• 

Un cube plein effectue une rotation entière autour d'une de 
ses diagonales : représenter, par ses projections, le solide 
ainsi engendré. 

Chaque diagonale du cube a i \ ' m de longueur; celle autour 
de laquelle il tourne est de front et fait, avec le plan hori-
zontal, un angle égal à la sixième partie de l'angle droit ; des 
deux extrémités de cette diagonale, celle de droite est la plus 
élevée. 

On placera les projections du centre du cube à i5vm de dis-
tance l'une de l'autre, de manière que la droite qui les join-
drait ait pour milieu le centre du cadre et soit parallèle aux 
grands cotés. 

En fait de constructions, et en dehors de celles qui se rap-
portent aux points remarquables, on ne laissera subsister dans 
le tracé à l'encre que la détermination d'un point de chaque 
courbe et celle de la tangente en ce point. 

On n'indiquera aucune asymptote. 

CONCOURS GÉNÉRAL DE 1888. 

Philosophie. 

P U E Al [EH S U J E T . 

1. On donne un angle ROS et un point A sur l'un des cotés. 
Par A on mène un cercle qui est tangent au côté OR et coupe 

( ' ) Fiiit par quelques élèves qui n'ont pu ((imposer en même 
temps que les autres. 
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OS aux points B , G. On mène en B et G les tangentes CD et 
B D . Puis on jo int A B , A G : 

i° T r o u v e r les l ieux du centre du cercle inscrit et des cen-
tres des cercles exinscrits au tr iangle A B C ; 

2° T r o u v e r les l ieux du centre du cercle inscrit et des cen-
tres des cercles ex inscr i ts au tr iangle B G D ( 1 ) . 

2 . Deux cercles de centres A et B se coupent suivant la 
droite CC' qui rencontre A B au point O. 

Les droites A C et GB sont rectangulaires . On donne 

AO = a, OB = b, (afb). 

T r o u v e r sur A B un point D tel que, si l'on élève par ce point 
une perpendiculaire à A B , qui rencontre les deux cercles, la 
somme des carrés des cordes déterminées par la perpendicu-
laire soit égale à un carré donné K 2 . Discuter . 

D E U X I È M E S U J E T . 

1 . On donne dans un plan deux points fixes A et A ' ; on 
mène, dans ce plan, un cercle G de rayon quelconque tangent 
à la droite A A ' au point A et un cercle C' tangent à la même 
droite au point A ' et tangent au cercle G'. On mène la tan-
gente commune extér ieure , autre que A A ' , aux deux cercles 
G, G' ; soient B , B ' les deux points de contact . S u r B B ' c o m m e 
diamètre, dans le plan de la figure, on décrit un cercle G" : 

i ° Démontrer que tous les cercles tels que le cercle G", 
qu'on obtient en fa isant var ier le rayon du cercle G, sont tan-
gents à un môme cercle fixe ; 

T r o u v e r le lieu du centre de chacun des cercles, tels que 
le cercle G", obtenus en faisant varier le rayon du cercle G. 

2 . É tant donnés les trois côtés a, c d'un triangle A B C , 
calculer les rayons de trois sphères tangentes entre elles deux 
à deux et tangentes au plan du triangle A B C , la première en 
A , la seconde en B , la troisième en G. Gela fa i t , considérant 

(M Le concours a été annulé, parce que le lieu des centres des 
cercles exinscrits au triangle BCD est une courbe du quatrième 
ordre, et que la Géométrie élémentaire est seule enseignée en Phi-
losophie. 
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les deux cotés a et b comme seuls connus, déterminer le troi-
sième côté c de façon que la somme des rayons des trois 
sphères soit égale à une longueur donnée l. Discuter ce der-
nier problème, seulement dans le cas particulier où b — a\ et 
reconnaître alors, suivant la grandeur de dans cas quel l'angle 
ÀCB est moindre que 6o°, compris entre 6o° et go°, plus grand 
que 90°. 

ÉCOLE FORESTIÈRE (CONCOURS DE 1888) . 

M al h ém a tiques. 

1 . a et b désignant les côtés de l'angle droit d'un triangle 
rectangle, h la hauteur perpendiculaire sur l'hypoténuse, 
prouver la relation 

Ï _ I 1 

h- a'1 b'1 

En conclure le moyen de construire géométriquement la 
longueur h donnée par la relation 

1 1 r 1 /, •> - ~a > Jl + ¿ r 

où a, b. I sont des longueurs données, en nombre quel-
conque. 

2. Un voyageur doit se rendre du point A au point G parla 
voie ferrée AX et par une voie partant d'un point indéterminé 
B de AX et se dirigeant vers le point G. On demande de dé-
terminer le point B de façon que sa dépense soit minima, 
sachant que, payant place entière sur la voie BC, le voyageur 

paye seulement — du tarif sur la voie AX. 

On interprétera toutes les solutions, et l'on examinera spé-
cialement les cas de a = oc et de a = i. 
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Trigonométrie et calcul logarithmique. 

1. Trouver la différence de hauteur de deux points inacces-
sibles. 

2. On donne, dans un triangle, les trois hauteurs 

h = 12 566™, 368, h' = 9424™, 776, A"-- 73 3 9™, 8 »08 ; 

on demande les côtés et les angles. 

AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 
(CONCOURS DE 1887) . 

Algèbre et Trigonométrie. 

On considère un quadrilatère convexe ABCD, le centre de 
gravité G de sa surface, et le point de rencontre O de ses dia-
gonales. Soient a, {J, y, o les aires respectives des triangles 
GAB, GBG, GCD, GDA et a', ¡3'. y', celles des triangles 
O A B, OBC, OGD, ODA : 

Démontrer que la surface S du quadrilatère est exprimée 
par le binôme 3 a-f- y, ou par les binômes analogues ; 

>° Trouver la relation entre les quatre surfaces a', (3f, y', ù'. 
puis la relation entre les surfaces a, (3, y, o ; 

>° Résoudre le quadrilatère, sachant que les distances du 
centre de gravité G aux côtés A B , BG, CD, DA sont respecti-
vement (en mètres) 

8 7 T O 7 
a = - /•, b = - - /•, c = — d = -v /', ) lo 3 IO 

et sachant, en outre, que l'on a (en mètres carrés) 

oc -f- ¡3 = 51\ ¡3 -d- y -- í y -T- o = i o — a = ryr. 

où r désigne la racine positive de l'équation 

\ \ x- — i —- o. 
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Mécanique. 

Un ni de fer vertical AB, de ioni de longueur, et dont la 
section normale mesure 5ommq, est fixé par son extrémité supé-
rieure A, et se termine par un crochet à son extrémité infé-
rieure B, Ce fil s'allonge de icm quand on exerce sur lui, sans 
choc, une traction de 2okg par millimètre carré de sa section, 
et, pour des tractions moindres, l'allongement est propor-
tionnel à la traction. Cela posé, le fil de fer étant au repos, 
on accroche en B, sans choc, une charge donnée de P kilo-
grammes, assez faible pour que les allongements ne dépassent 
pas icm, et l'on demande : 

i° Quel sera le plus grand allongement absolu qu'éprouvera 
le fil, ou de combien s'abaissera le crochet B ? 

2° Au bout de combien de temps se produira cet allonge-
ment maximum ? 

Si cet allongement persistera, et quelles seront les prin-
cipales circonstances du mouvement ? 

4° Quelle est la plus grande valeur que puisse avoir le poids 
P sans que la limite de i rm, pour les allongements, soit dé-
passée ? 

On négligera la masse et le poids du fil en comparaison de 
la masse et du poids du fardeau. 

Géométrie descriptive. 

Une sphère opaque est posée sur le plan horizontal, et un 
angle droit est donné dans ce plan. Construire un point tel que, 
si l'on y place une lumière, l'ombre que portera la sphère sur 
le plan horizontal soit limitée par une parabole tangente aux 
deux cotés de l'angle droit donné. Déterminer cette ombre 
portée, ainsi que l'ombre propre de la sphère. 

Epreuve pratique de calcul. 

On donne la base BC = a d'un triangle et les angles adja-
cents B et C. Inscrire au triangle ainsi défini un triangle équi-
intéral dont un côté NT soit parallèle à la base BC du triangle. 
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M B 
On cherchera l'expression du rapport k — r̂̂ rr? ainsi que les Mu 
segments MB, MG et le coté NP du triangle équilatéral. 

Application : BG = 1294™,67 ; B — 5o°y5y "; G = 39° 56'3". 

Epreuve pratique de Géométrie descriptive. 

Une demi-sphère creuse AGB, éclairée par le point lumineux 
P, repose, par son sommet G, sur le plan horizontal. Déter-
miner l'ombre propre, ainsi que l'ombre portée sur le plan 
horizontal. 

Données numériques. — Le centre O de la sphère est à 5(m 

au-dessus du plan horizontal et à 85mm en avant du plan ver-
tical. Le point P est situé dans le plan de front qui contient 
ce centre, à i'25mm au-dessus du plan horizontal et à la même 
distance de i25mm à droite de la verticale du centre. 

CONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENCE 
(TOULOUSE 1888) . 

1. Décomposer en deux facteurs réels du second degré le 
polynôme 

x* — 4 x Z c o s a cos ¿> •> x2 ( 1 -i - cos 2 a -r- cos 2 b ) 
- - \x cos a cos b H- I . 

2. On donne une ellipse rapportée à son axe et sur cette 
ellipse un point M(x', y' )\ former l'équation générale des co-
niques osculatrices à l'ellipse au point M. 

Exprimer que cette équation représente une parabole ; dé-
montrer ensuite que, par un point P ( a , P) du plan, il passe 
quatre de ces paraboles, que les quatre points ( x , y ' ) corres-
pondants sont situés sur deux droites parallèles, et que, parmi 
eux, deux au plus sont réels. 

Former l'équation d'une parabole passant par les quatre 
points (x'.y') qui correspondent à un point (a, p), et trouver 
le lieu décrit par ce dernier point lorsque la parabole en ques-
tion passe par un point fixe du plan. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NAVALE 
(1888). 

A rit luné tique. 

Calculer à moins de 0,01 près en centièmes la valeur de l'ex-
pression 

/iz X 9 ,876:) 

V 
A Igèbre. 

Etant donnés un triangle ABC, rectangle en A et isoscèle, et 
un point D situé sur le côté A B , par un point X situé sur le 
côté AC on mène X E parallèle à AB et l'on joint ED. Dési-
gnant par b le côté AB = AC, par x la distance CX = X E et 
par d la distance AD, on demande : 

i° L'expression du volume engendré par le trapèze A X E D 
tournant autour de AC : 

20 L'interprétation géométrique dont cette expression est 
susceptible lorsque l'on donne à x des valeurs négatives ; 

3° L'étude des variations du volume représenté par cette 
expression quand le point X se meut sur AC et sur son pro-
longement au delà du point C ; 

4° L'étude du même problème en supposant le point D situé 
à droite de B ; 

5° L'étude du même problème en supposant le point D situé 
à gauche de A. 

Géométrie descriptive. 

Une droite est définie par les deux points (a, a) (b, b'){{). 

oc a — 
= 2i,nm, 

a a — I2m t n . 

p6'="58 m m , 
a S = 8omn\ 

( ' ) a et ^ sont les points d'intersection avcc la li^uc de terre des 
lignes de rappel aar, bb'. 
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On demande : 
i° De déterminer les projections de la perpendiculaire com-' 

niune à cette droite et à la ligne de terre ; 
'2° De tracer les projections de la sphère décrite sur cette 

perpendiculaire comme diamètre ; 
Intersection avec les plans de projection ; 

. 3° De tracer les projections du cube circonscrit à cette 
sphère dqnt l'une des faces passe par la droite donnée et dont 
l'une des arêtes est parallèle à cette droite. 

Calcul Ir ¿go no nié trique. 

Calculer les valeurs de x comprises entre o° et 36o° qui sa-
tisfont a l'équation 

O , o(>4 3?. 17 X COS 2 I '2° 1 o' 2 >" 
sin3( 'IX -r- l3°) —: ( tang32i°2i'i9"j^ 

Géométrie. 

D'un point pris sur la surface d'une sphère, on peut tou-
jours abaisser un are de grand cercle perpendiculaire à un 
petit cercle donné. 

Définitions et théorèmes à l'appui. 
Propriétés des arcs de grand cercle perpendiculaires et obli-

ques à 1111 arc de petit cercle. 

G é o m é trie a n a ly t iq u e. 

Les axes étant supposés rectangulaires, on considère la co-
nique définie par l'équation 

IO — a )-• • - y2 — p3](i m2) — (y — mx)2 — o, 

dans laquelle a et p sont des constantes et m un paramètre 
variable. 

On demande de montrer : 
i° Que cette conique a un double contact avec la circonfé-

rence 
( x --•• a)2 -r-y2— p"2 = o 

au point où elle est coupée par la droite 

y - in .r .-.-_ o : 
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Que cette conique est une parabole quel que soit le para-
mètre m. 

Trouver l'équation de l 'axe de cette parabole. 
Cet axe passe par un point fixe quand m varie. 
Lieu géométriqne des points de contact des tangentes me-

nées par l'origine à toutes ces paraboles. 
3° A u x points où chacune de ces paraboles coupe l'axe des 

.r, on mène des normales. 
Lieu géométrique du point de rencontre de ces normales. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 
( 1888). 

Ma i hé m at iq a e s. 

1. A B et A ' B ' sont deux droites parallèles et A A ' e s t une 
perpendiculaire commune à ces deux droites qui les rencontre 
en A et A'. Sur ces deux droites on prend, d'un même coté de 
AA ' , deux longueurs AO — x et V O' - y, qui sont \ariables, 

a2 
mais liées entre elles par la relation xy — —? a désignant la i j 4 

distance AA/. De O et de O' comme centres, avec les rayons ¿r 
et y , on décrit deux circonférences : 

i° Démontrer que ces deux circonférences sont tangentes ; 
Trouver le lieu de leur point de contact ; 

3° M désignant ce point de contact, on mène la droite AM, 
que l'on prolonge jusqu'à sa rencontre C' avec A ' B ' ; on mène 
de même A ' M que l'on prolonge jusqu'à sa rencontre C avec 
A B , on joint C C . 

Déterminer x et / de manière que le trapèze A A ' C ' C ait une 
surface donnée. 

On donne un cone circulaire droit et un point A sur le 
plan de sa base. On mène par ce point A une droite rencon-
trant la circonférence de base aux points B et G. Quelle doit 
être la distance de cette droite au centre de la base, pour 
que le triangle S B C ait une surface donnée (S étant le som-
met du -cone) ? 
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,'L Dans un triangle Tangle A est de j ^ . - ' / p " , 7 et le rap-

port des côtés qui le comprennent est égal à ^ / j » calculer les 

angles B et G. 
Géométrie descriptive. 

Un tétraèdre SABG, dont la face A B C est située sur le plan 
horizontal, est déterminé de la manière suivante : le sommet 
S a pour cote 7omm, et pour éloignement 3omm. L'arête SA est 
dans un plan de profil et le point A a pour éloignement u5 m m . 
La face SBG (B à gauche) est parallèle au plan vertical. Les 
faces S A B et SAG font chacune avec le plan de profil qui con-
tient l'arête SA un angle de 45°. — Sur l'arête SB on prend, 
entre S et B, un point D à iomm du sommet S, et par ce point 
D on mène un plan perpendiculaire à l'arête S B ; ce plan 
coupe SG en E et SA en F : 

i° Construire les projections du triangle D E F ; 
•>° On considère la sphère qui a DE pour diamètre : repré-

senter le solide commun à cette sphère et au tétraèdre. 

Lavis. 

Laver, soit à teintes plates superposées, soit à teintes fon-
dues, la projection verticale d'une borne en pierre formée d'un 
prisme octogonal régulier surmonté d'un cylindre. 

Les rayons lumineux sont parallèles à une droite dont les 
deux projeetions font des angles de 45° avec la partie gauche 
de la ligne de terre. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
EN 1888. 

Mathématiques. 

1. Voir l'énoncé, 3e série, t. VII , p. 314-

2. Construire la courbe représentée par l'équation 

x{x~ — r ^ x y { x — r)- — 4 y('±y — = o. 
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Physique. 

t . Quelle quantité de chaleur au max imum pourra céder imc 

d'air chauf fé sous la pression atmosphérique à telle tempéra-
ture aussi élevée que l 'on voudra ? 

2. Une lunette astronomique est munie d'un réticule formé 
de deux fils paral lèles . En face de cette lunette est disposée 
une mire divisée en centimètres. Pour que le nombre de cen-
timètres que l'on voit entre les deux fils du réticule soit pro-
portionnel à la distance de la mire au pied vertical qui sup-
porte la lunette, on a intercalé dans celle-ci une troisième 
lentille. Étudier l ' instrument ainsi modifié. 

ERRATA A l \ TABLES DES QUARTS DE CARRÉS 
DE J. BLATER ( ' ) . 

Transmis par M. ADOLF WEIXLER, employé du Bureau de trian-
gulation au Palais Royal Impérial de l'Établissement géographique 
militaire à Vienne (Autriche). 

Arguments. 

i»ag«*s. 
9.8 . . . 

184 . . . 
18 ' , . . . 

Su btlivision. I.iprne «le N. Colonne lï. Au lieu de : Kiscz : 
1 1 .V, 1 .')o 08 
I 918 354 3.r)( > 
T 9" (>j8 •2-J 

( * ) B LATER (Joseph). — Table des quarts de carrés de tous les 
nombres entiers de 1 à 200000, servantà simplifier la multiplication, 
l'élévation au carré, ainsi que l'extraction de la racine carrée, et à 
rendre plus certains les résultats de ces opérations, publiées avee 
la collaboration de A. STEIXHAUSKR, Conseiller impérial à Vienne. 
Grand in-4°; 1888. Prix : Broché, i5fr; cartonné avec signets de 
parchemin, 2ofr. 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE LA QUESTION PROPOSÉE 
AU CONCOURS GÉNÉRAL EN 1889; 

PAU M. G. L E I N E K U G E L , 

Elève de Mathématiques spéciales au lycée de Douai. 

On donne un cercle ayant pour centre le point O et 
une parabole P, on considère les coniques C inscrites 
dans le quadrilatère formé par les tangentes com-
munes au cercle et ci la parabole. Cela posé, on de-
mande : 

i° De trouver Venveloppe des polaires A du centre 
O par rapport aux coniques C ; 

2° L'enveloppe des tangentes O aux coniques C 
telles que la normale au point de contact passe par O; 
Tenveloppe des axes des coniques C. Le lieu géomé-
trique des pieds des perpendiculaires abaissées de O 
sur A, sur les tangentes o et sur les axes de C. 

i° Nous nous appuierons sur cette propriété bien 
connue ( C H A S L E S , Traité des Sections coniques) : 

Le lieu des centres (c) des coniques circonscrites ci 
un quadrilatère donné est une hyperbole équilcitère. 

Cette hyperbole équilatère, dite hyperbole des neuf 
points, passe, comme on le sait, par les sommets du 
triangle formé par les diagonales du quadrilatère, par 
les milieux des côtés et des diagonales intérieures. Elle 
a pour centre le centre de gravité du quadrilatère. 

Si Ton suppose que le quadrilatère abcd auquel sont 
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circonscrites les coniques (c) est déterminé par l'inter-
section d'un cercle (O) et d'une conique (p), l'hyper-
bole équilatère (h) des neuf points relative aux coni-
ques (C) aura ses asymptotes parallèles aux bissectrices 
de deux côtés du quadrilatère, puisque ce sont les di-
rections des axes des deux paraboles circonscrites à 
abcd. 

Les axes des coniques (c) sont, d'ailleurs, parallèles 
à ces mêmes droites (théorème de Joachimstalil). 

Cette hyperbole équilatère (/?) passera par le centre 
du cercle (O) qui fait partie de la famille des coniques 
(c) circonscrites à abcd. Supposons en ou tic que la co-
nique (p) passe par le centre de (O). 

Si nous transformons la figure précédente par polaires 
réciproques par rapport au cercle (O), nous obtenons la 
réponse à la première question : 

L'enveloppe de la polaire A du centre d'un cercle 
(O) par rapport aux coniques (C) inscrites dans te 
quadrilatère circonscrit au cercle (O) et ci une para-
bole donnée (P) est une parabole (H) inscrite dans le 
triangle auto polaire commun aux coniques (C) et ad-
mettant pour directrice la droite qui joint les milieux 
des diagonales du quadrilatère circonscrit à (O) et 
à (P). 

Cette parabole (H) est la transformée de (A) par rap-
port à (O). De sorte qu'au lieu des pôles a de la droite 
de l'infini par rapport aux coniques (c) correspond 
l'enveloppe de la polaire A du centre de (O) par rapport 
aux coniques (C). 

Cette transformée est une parabole parce que (h) 
passe par le centre du cercle (O). De plus, comme l'hy-
perbole équilatère (h) passait par les milieux des côtés 

Ann. de Mathémat3e série, t. VI IL (Juin 1889.) 19 
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et des diagonales intérieures du quadrilatère abcd, les 
six droites menées par les six sommets du quadrilatère 
ABCDEF [circonscrit à (O), les points de contact étant 

b, c, d] parallèlement à leurs polaires respectives 
seront six tangentes à cette parabole (H). 

On peut voir a priori que les quatre droites AC, BD, 
EF et la droite de l'infini sont des tangentes à l'enve-
loppe cherchée. Les trois droites AC, BD, E F peuvent, 
en eilèt. être considérées comme représentant trois co-
niques inscrites dans le quadrilatère ABCDEF. Les po-
laires de o par rapport à ces coniques réduites à des 
droites doubles sont précisément ces droites. Quant à 
la droite de l'infini, c'est la polaire de o par rapport au 
cercle (O) qui appartient aux coniques (C) inscrites 
dans le quadrilatère ABCDEF. 

L'hyperbole (h) passant par les sommets du triangle 
MNP formé par les diagonales de abcd, la parabole (H) 
sera inscrite dans ce triangle. Sa direction passera, par 
suite, par le centre o de (O) puisque MNP est auto-
polaire par rapport à ce cercle. Je dis maintenant que 
cette directrice est précisément la droite joignant les 
milieux des diagonales du quadrilatère ABCDEF qui 
contient o et qui est appelée droite de Newton. 

Nous nous appuierons pour cela sur ces deux pro-
priétés : 

L E M M E I . — L'hyperbole (h) lieu des centres des 
coniques (c) passant par l'intersection d'un cercle (O) 
et d'une conique (/>) qui passe par son centre O a pour 
tangente en ce point o la normale h (/;). 

L E M M E II. — Quand on transforme par polaires ré-
ciproques une parabole} le centre du cercle (O) par rap-

port auquel on transforme étant sur la directrice, on 
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obtient, une hyperbole équilatère tangente à la direc-
trice au centre du cercle (O) et réciproquement (<). 

Cela posé, quand nous transformons la conique (p), 
la direction des diamètres de la parabole (P) trans-
formée de (p) par rapport à (O) est la droite À de 
jNewton relative au quadrilatère ABCD. 

Cette droite n'est autre que la normale à (p) en o, 
qui est la tangente à (h) en ce point (lemme I) et, 
d'après le lemme II, ce sera la directrice de (H). 

Comme les parallèles menées par ABCD à leurs po-
laires par rapport à (O) sont quatre tangentes à (H), il 
résulte de là que le quadrilatère inscriptible a^yo ainsi 
formé est tel que la droite A' qui joint les milieux de ses 
diagonales est perpendiculaire à la droite A de iNewton 
du quadrilatère ABCD, d'où ce théorème : 

T H É O R È M E I . — Si, par les quatre sommets d'un qua-

( ' ) Considérons une hyperbole équilatère ( h ) de rentre G (a, ¡3), 

{H) xy — fiy — OLX o, 
(o) x2--h y2—p2--o. 

La transformée par polaires réciproques sera, par rapport au cercle 
( O ) , 

( H ) (O)' - — P«)«— =R= 0, 

qui est une parabole ( H ) a4mettant pour direction des diamètres la 
droite a y —¡á¿c = o perpendiculaire à la droite py H- OLX = o qui 
est la tangente en o à ( h ) . Cette parabole est de plus tangente aux 
deux parallèles, aux asymptotes de (h) menées par le centre o de 
(O). 

Sa directrice est la droite PY -t- OLX o perpendiculaire à la di-
rection des diamètres et passant par l'origine qui est le sommet 
d'un angle droit circonscrit à (H). On voit que cette directrice 
n'est autre que la tangente à ( h ) en ce point o. 

Cette droite PY •+• OLX — o est parallèle à la polaire du centre G 
(a, p) de (h) par rapporté ( O ) qui a pour équation 

PY H- OLX — O2 = o. 
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drilatere circonscrit à un cercle, on mène des paral-
lèles à leurs polaires par rapport au cercley ces quatre 
dernières droites forment un second quadrilatère qui 
est tel que la droite qui joint les milieux de ses diago-
nales est perpendiculaire ci la droite analogue dans le 
premier. 

La droite M donne en effet la direction des diamètres 
de H. 

Cette seconde partie se déduira immédiatement de la 
propriété suivante, que nous allons établir : 

L E M . M K I I I . — L'hyperbole aux pieds des normales 
menées du centre d'un cercle à l'une des coniques qui 
sont circonscrites à un quadrilatère inscrit dans ce 
cercle est la même pour toutes les coniques et coïncide 
avec Vhyperbole des neuf points relative à ce quadri-
latère. 

En effet, considérons l'une des coniques (¿M): l'hv-
perbole (hK ) aux pieds des normales menées de o à (ci ) 
n'est autre que l'hyperbole (h). Les axes de (c,) sont, 
comme 011 Je sait, parallèles aux bissectrices de deux des 
cotés du quadrilatère abcd \ c'est-à-dire que les asym-
ptotes de (h) et (/it) sont parallèles. De plus, (/?.) et 
(/?,) ont encore en commun le centre o du cercle (O) 
et le centre de la conique (cj) considérée-, pour qu'elles 
coïncident, il suffit de montrer qu'elles ont un cin-
quième point commun. Or, si nous montrons que ceci 
a lieu pour l'une des coniques (c), il est évident, par 
raison de continuité, que ce sera vrai pour l'une quel-
conque des coniques (C). 

Prenons, à cet effet, les coniques particulières (ac, bd), 
( ab, de) et (ad, bc) \ les pieds des normales menées de 
o sur (ac, bd) sont les milieux des segments ac et bd. 
Or ces points appartiennent à h. 



( ) 
Pour cette conique (c) particulière les deux hyper-

boles coïncident; il en est de même pour les coniques 
(ab, de) ; la propriété est par suite démontrée. 

Si T on transforme par rapport au cercle (O), nous 
en déduisons : 

Venveloppe des tangentes S aux coniques (G) in-
scrites dans un quadrilatère circonscrit ci un cercle (O) 
et a une parabole (P) aux points ou la normale passe 
par le centre o de (O) est la para,bole (II) tangente 
aux côtés du triangle autopolaire commun aux coni-
ques (C) et admettant pour directrice la droite de 
Newton A relative à ce quadrilatère. 

Remarquons que cette parabole (H) a son axe per-
pendiculaire à celui de (P) ; par suite, les paraboles (P) 
et (H) se coupent en quatre points formant un quadri 
latère inscriptible dans un cercle. 

Nous rappelons, pour trouver l'enveloppe des axes, 
cette propriété bien connue : 

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un 
quadrilatère est la droite joignan t les milieux des dia-
gonales $ cette droite est dite droite de Newton rela-
tive à ce quadrilatère. 

Je dis que l'enveloppe des axes des coniques (G) est 
la parabole (H) déjà trouvée. 

Considérons, en effet, un point to sur la droite de 
Newton relative au quadrilatère ABCD ; il existe une et 
une seule conique (C) tangente à trois côtés du quadri-
latère et admettant ce poinl OJ pour centre. Elle sera 
évidemment tangente au quatrième côté. Puisqu'il 
n'existe qu'une seule conique (C) admettant ce point M 
pour centre, il n'y a que deux droites rectangulaires qui 
passent par ce point et qui soient tangentes à l'enve-
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loppe cherchée. Celte enveloppe de seconde classe sera 
conséquemment une conique. Cette conique étant telle 
que le lieu des sommets des angles droits qui lui sont 
circonscrits est une droite A, c'est une parabole admet-
tant A pour directrice. 

Si l'on considère les coniques particulières AC, BD, 
El7 , on voit que ces droites et les perpendiculaires 
en leurs milieux sont six droites tangentes à cette para-
bole qui est précisément la parabole H comme ayant en 
commun avec elle trois tangentes et la directrice. 

Nous déduisons de ce qui précède les propriétés re-
marquables, peut-être nouvelles, du quadrilatère cir-
conscrit à un cercle. 

T H É O R È M E II. — Les perpendiculaires aux diago-
nales d'un quadrilatère circonscrit ci un cercle en leurs 
milieux forment un triangle dont le point de concours 
des hauteurs est sur la droite de Newton de ce qua-
drilatère. 

T H É O R È M E II bis. — Etant donné un quadrilatère 
quelconque, il existe toujours une parabole (H) tangente 
aux trois diagonales et admettant pour directrice la 
droite de Newton de ce quadrilatère. 

T H É O R È M E III. — Etant donné un quadrilatère 
ABCD circonscrit à un cercle (O), si l'on circonscrit 
le cercle (Tj) au quadrilatère aßyi obtenu en menant 
des points A, B, C, D des parallèles à leurs polaires 
par rapport à (O), et les cercles ( T 2 ) , ( r 3 ) circonscrits 
aux triangles formés, l'un par les trois diagonales de 
ABCD, Vautre par les perpendiculaires élevées aux 
milieux de ces diagonales, on obtient trois cercles 
(T|), (To) et (T3) se coupant en un même point. Les 
projections orthogonales de ce point sur les côtés des 
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deux triangles et sur les côtés du quadrilatère a^yo 
sont dix points situés sur une droite perpendiculaire à 
la droite de Newton relative au quadrilatère A B C D . 

T H É O R È M E I V . — Etant donné un quadrilatère cir-
conscrit à un cercle9 si Ton trace les symétriques des 
trois diagonales par rapport à la droite de Newton 
relative à ce quadrilatère, on obtient trois droites 
concourantes sur le cercle circonscrit au triangle formé 
par les trois diagonales. 

T H É O R È M E V . — La perpendiculaire menée du centre 
o d'un cercle (O) à la droite de Newton relative à un 
quadrilatère circonscrit à ce cercle passe par le centre 
(x de gravité du quadrilatère inscrit dans ce cercle et 
qui a pour sommets les points de contact du premier. 

Ce dernier théorème résulte de ce que la polaire (*) 
du centre de gravité G du quadrilatère inscrit par rap-
port au cercle est parallèle à la droite de Newton du 
quadrilatère circonscrit, de sorte que GO est perpendi-
culaire à la droite de Newton. 

Remarquons que la première et la troisième question 
sont susceptibles de généralisation. 

I° L'enveloppe de la polaire A d'un point de la 
droite de Newton d'un quadrilatère quelconque par 
rapport aux coniques (C) inscrites dans ce quadrila-
tère est une parabole (H| ) inscrite de ce triangle auto-
polaire commun aux coniques (C). 

2° L'enveloppe des axes des coniques (C) inscrites 
dans un quadrilatère quelconque est la parabole (H) 

(») La polaire de G est donc bien parallèle à la directrice, c'est 
à-dire à la droite de Newton, 



( 2 9 6 ) 
inscrite dans le triangle autopolaire commun aux co-
niques (C), sa directrice étant la droite K. de Newton 
de ce quadrilatère. 

11 n'y a rien à modifier, pour la démonstration, aux 
méthodes données. Les paraboles (H) et (H1 ) ne coïn-
cident que si le quadrilatère est circonscrit à un cercle. 
Il résulte de cette généralisation que les théorèmes II 
et IV sont encore vrais pour un quadrilatère quel-
conque. 

La seconde question ne peut se généraliser, car le 
lieu dans le cas d'un quadrilatère quelconque est une 
quartique qui, lorsque le quadrilatère est circonscrit 
à un cercle, se décompose en deux coniques : le cercle 

et la parabole (H). 
Cherchons maintenant la polaire de O par rapport à 

cette parabole remarquable; nous résolvons ainsi la der-
nière partie de la question. 

Cette polaire sera une cubique circulaire unicursale 
à point double réel, puisque le point o se trouve sur la 
directrice de (H). Les tangentes au point double seront 
rectangulaires; pour les construire, il suffira de mener 
par o des parallèles aux asymptotes de (h) -, ces droites 
sont en effet les tangentes à (H) qui passent par o. 

Ces asymptotes sont parallèles aux bissectrices des 
angles formés par deux des côtés du quadrilatère abcd : 
on a donc les tangentes au poiut double. 

Nous voyons immédiatement, d'après ce que nous 
avons dit sur la parabole (H), que cette cubique passera 
par les six sommets du quadrilatère ABCDEF et aussi 
par les pieds m, p des hauteurs du triangle MNP 
formé par les trois diagonales du quadrilatère [ce sont 
en effet les pieds des perpendiculaires abaissées de o sur 
ce triangle MNP autopolaire par rapporta (O)]. 
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Cette cubique (T) passe aussi parles pieds coh co2, w3 

des perpendiculaires abaissées de o sur le triangle formé 
par les perpendiculaires élevées aux milieux des diago-
nales de ABCD. Ainsi cette cubique circulaire passe par 
les douze points A, B, C, D, E, F , /?/, AI, P, toM w2, to3. 

Elle admet de plus comme asymptote la parallèle à 
la droite de Newton A de ABCD menée parle symétrique 
du foyer de H par rapport à A. Ceci résulte de la pro-
priété suivante : 

Les podaires des différents points de la directrice 
d'une parabole sont des cubiques circulaires (F) ad-
mettant toutes même asymptote, qui est la parallèle 
à la directrice menée par le sy métrique du foyer de la 
parabole par rapport à la directrice (1). 

Cette cubique (T) est suffisamment déterminée. 
Cette cubique (T) n'est autre que la cubique (r'}) 

que Ton trouve comme lieu des foyers des coniques (C) 
inscrites dans le quadrilatère ABCD. En effet, ces cubi-
ques ont d'abord à l'infini trois points communs : les 
deux points circulaires I et J , et le point rejeté à l'infini 
dans la direction de la droite A de Newton de ABCD. 
Car on sait que la cubique (T\) circulaire passe par les 
six sommets du quadrilatère ABCDEF et a pour asym-
ptote la droite parallèle à A menée par la symétrique du 
foyer de la parabole (P) par rapport à A. Outre ces trois 

( ' ) Soit-l'équation de (H) 

(H) y — + <>, 

la podaire du point (o, h) situé sur la directrice de (II) sera 

(T) x[x'--h(y- hy]-i-2hx(y — k) — p[x2 — {y - /¿)2]= o, 

la cubique circulaire (T) admettant pour asymptote 

x p — o. 
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points à l'infini, les deux cubiques (F) et (Tj) ont en 
commun les six sommets de ABCDEF. Ayant neuf points 
communs, elles coïncident donc. De ce que les asym-
ptotes des deux cubiques (T) et (Tj ) coïncident, nous en 
concluons : 

T H É O R È M E VI. — Etant donné un quadrilatère cir-
conscrit à un cercle (O), si Von considère les deux pa-
raboles (P) et (H) qui sont l'une inscrite dans ce qua-
drilatère, l'autre inscrite dans le triangle formé par 
les diagonales et admettant, pour directrice la droite de 
Newton A de ce quadrilatère, elles ont pour foyers 
deux points tels que la droite qui les joint est parallèle 
à A. 

T H É O R È M E VII. — La cubique ( T ) lieu des foyers des 
coniques inscrites dans un quadrilatère circonscrit à un 
cercle {o) peut être considérée comme la pod aire du 
centre O de ce cercle par rapport à la parabole (H). 

SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION PROPOSEE 
AU CONCOURS GÉNÉRAL EN 1889; 

P A R M . G . L E I N E K U G E L , 

Élève de Mathématiques spéciales au lycée de Douai. 

i° Prenons pour équations du cercle et de la para-
bole les équations suivantes 

C = w2-f- v- — p2 = o, 

P = au2-^ a' ib" uv - H 2 C M - H 1c1 v — o. 

L'équation des coniques F inscrites dans le quadrila-
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tère circonscrit à C et à P sera 

r = XC + P = o. 

Soient M0, v0 les coordonnées de la droite A-, l'équa-
tion du pôle sera 

arî<0-i- vr;,owY'Wo = o. 

Pour que ce pôle soit l'origine, il faut que 

r^a= o, 
ou 

X ¿¿o -i- P«0 = (>, 

d'où pour l'enveloppe 

(H) uP'i,-vP'u = o, 

équation d'une parabole (H) inscrite dans le triangle 
autopolaire commun à C et à P et admettant pour di-
rectrice la droite ex — c'y = o. 

2° Une tangente de coordonnées M0, à T 

[rOo, *>o)= o] 

a son point de contact déterminé par l'équation 

a F ^ - f ^T^o-f- wT'Wli = o. 

Le point situé à l'infini sur cette tangente a pour 
équation 

IW o— VUq = o. 

Pour que ces deux points soient vus de l'origine sous 
un angle droit, ce qui exprime que la normale à T au 
point de contact de la tangente de coordonnées (u0, ç>0) 
passe par l'origine, il faut que 

Eif» f® = Î où —0 = ^ = " o ï " ' • 
r'p0 u0 u0 v0 ^ 

en tenant compte de la relation 

r(w0. v0) = u0T'u9-hp0ri-,, 
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on obtient 

X ¿¿0 --h \>'„n _ X r0 -f- Kn _ — Àp2-f- P».„ 
w(> "" ô ~~ — ("o-i-ç,o) 

Le lieu s'obtiendra en éliminant JJL entre les trois 
équations suivantes 

À U,ô -f- JJL U0 -T- P„0 — O, 
A t>(>-f- fJLP0 — Pt,0 — o, 

•— ^ ? - - ^ ( U 0 -r- ^ U ) 1 ' «'„ = ° : 

l'élimination donne 
u o 
Co 

"o p;,0 K. 

I p2 - -{u\ -f- vl ) Plv0 

Multiplions la première ligue par /¿0, la deuxième 
par et ajoutons à la troisième, on a 

u() UQ P„() 

l'o 
G o P 

ou, en développant et en supprimant les indices, 

C4uK — vP'u)=o. 

Le lieu se compose donc de la parabole (H) et du 
cercle C. 

L'équation du système des axes de la conique T est 

— (a — a' ) [ À u -f- P ^ K ^ - r P ; ) ^ o, 

ou, ordonnée par rapport à A, 

X2[6"2(w2 — P2) —(a — a')uv\ 
-±-l['±b"(u Vu~ -vP\,) — (a — a')(iiP;-i- "P«)]2 

+ ( p;2 - P',2 ) - ( a - a' ) vu K = o. 

L'enveloppe est, par suite, 

| '±b"(uVu -- i>P',,) -{a- - a') (u V[. -f- «-'P'«)]2 

4 | b" ( u- — ) — ( a — a2 ) uv | 
x | b " { p ' j p;.2) (a - a2)p;, p;,| = <>. 
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En si m pli liant, il vient 

On retrouve donc la même parabole (H). 
La podaire de l'origine s'obtient en remplaçant dans 

l'équation de (H) u et v par les valeurs suivantes 
X y 

u — , p _ . 

elle a pour équation 

(x2-\-y2) (ex — c'y)-h b"(x2 — y2)-Jr{ a' — a)xy — o. 

C'est une cubique circulaire à point double réel, les 
tangentes en ce point double étant rectangulaires. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1888. 

P R E M I È R E S E S S I O N . 

Calcul trigonométricjue. 

On donne les trois côtés d'un triangle : 

a = 1 2 3 5 2 ™ , 2 2 , 

b = i5637m,43, 
c = 18211™,65. 

On demande de calculer les trois angles, la surface et la 
longueur de la bissectrice de l'angle A de ce triangle. 

Géométrie analytique. 

Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy et un point 
A sur l 'axe des x, on considère le faisceau des coniques pour 
lesquelles l'axe des y est une directrice et le point A un som-
met de l'axe focal. Par un point quelconque M du plan des 
axes passent deux coniques de ce faisceau, réelles ou imagi-
naires. 

i° Déterminer les parties du plan dans lesquelles doit être 
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le point M pour que les deux coniques du faisceau qui pas-
sent par ce point soient réelles, et celles où il doit être pour 
que les deux coniques soient imaginaires. (La ligne de sépa-
ration est de degré supérieur au second.) 

Reconnaître, d'après la position d'un point par lequel 
passent deux coniques réelles, le genre de ces coniques. 

3° Trouver le lieu des points de contact des tangentes me-
nées de l'origine des coordonnées à toutes les coniques du 
faisceau considéré. 

Chimie. 

i° indiquer les usages de l'acide sulfurique, en donnant, 
sous forme de tableau synoptique, les réactions de préparation 
des divers corps pour lesquelles on emploie cet acide. 

2° On donne dans un eudiomètre 4occ d'un mélange d'oxyde 
de carbone et d'hydrogène. On y ajoute 20cc d'oxygène et on 
enflamme le mélange des gaz par une étincelle électrique. 

Il se dépose de l'eau sur les parois de l'eudiomètre et il 
reste dans l'appareil un résidu de 20" d'acide carbonique 
absorbable totalement par la potasse. 

On demande de déterminer à l'aide de ces données la com-
position du mélange gazeux mis en expérience. 

On donne les équivalents en volume : 

GO = a"1, O = i - ' . 
H = 2V"1, GO* = 2vo1, 

HO = 2vo1. 

Physique. 

1 . Quelles sont les expressions x et y des tensions, mesurées 
à o et à t degrés, de l'acide carbonique sec emmagasiné dans 
un ballon en verre fermé qui reste en équilibre dans l'air dans 
des conditions de température, de pression et d'état hygromé-
trique données. 

2. Exemple numérique : 

Volume extérieur du ballon à o° 
Volume intérieur 
Poids de l'enveloppe 
Température 

V = iaUt,5;5 
U = iaut,57i 
7i = 68r,348 
t = 32° 
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Pression atmosphérique H = 76c,n,83 
Etat hygrométrique e — 0,68 
Tension maxima de la vapeur d'eau à t° F — 3cm, 536 
Coefficient de dilatation de l'enveloppe K == 0,000023 
Coefficient de dilatation du gaz a— o,oo3665 
Poids du litre d'air à o° et 76cm de pression.. a — ier, 293 
Densité de l'acide carbonique d — 1,5-29 

Epure. 

On donne dans le plan horizontal une droite ÀB, A 'B ' de 
1 oo,nm de longueur, faisant un angle de 45° avec la ligne de 

terre. Par le point A, on mène une droite A c , A'c' également 
inclinée sur les deux plans de projection; puis, ensuite, on 
mène la bissectrice A d, A ' dr de l'angle c A B , c A 'B ' . Par le 
point B, B' dans le plan des deux droites AB, A 'B ' , Ac, A'c', 
on mène une droite Be, B'e' faisant avec AB, A 'B ' un angle 
e B A , e 'B 'A ' de 3o°. 

On considère maintenant la surface conique engendrée par-
la droite A c, A'c' tournant autour de Ad, A' d', puis la surface 
conique engendrée par la droite AB , A ' B ' tournant autour de 
Be, B'eet l'on demande de déterminer l'intersection de ces 
deux surfaces coniques. 

Dans la mise à l'encre, on supposera que la surface conique 
ayant comme sommet B, B' n'existe pas, et que, de l'autre sur-
face (supposée opaque), il n'existe que la partie comprise entre 
le sommet A', A et l'intersection des deux surfaces coniques. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions d'un point 
quelconque de l'intersection et de la tangente en ce point. 
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celle des points remarquables et des tangentes en ces points. 
Ces constructions seront succinctement expliquées à l'aide 
d'une légende placée dans la partie gauche de l'épure. 

Titre extérieur: Géométrie descriptive. Titre intérieur : In-
tersection de cleax surfaces coniques. 

On prendra la ligne de terre parallèle aux grands côtés du 
cadre et à 90™™ du côté inférieur du cadre. La projection ver-
ticale A' du sommet A se trouve sur la ligne de terre, à égale 
distance des deux petits côtés du cadre. 

S E C O N D E S E S S I O N . 

Caleul trigonométrique. 

Calculer les angles d'un triangle et le rayon du cercle cir-
conscrit, connaissant les trois côtés 

a = 4435i,22, 

h — 59134.96, 
c — 7391 (S, 70. 

Géométrie analytique. 

On donne une ellipse rapportée à ses axes 

a2 y2 H- b2x2 = a2b2 

et, dans son plan, un point P (/?, q) par lequel on mène deux 
droites parallèles aux bissectrices des angles des axes. On con-
sidère toutes les coniques passant par les points d'intersection 
de ces droites avec l'ellipse donnée. Ecrire l'équation générale 
de ces coniques; trouver le lieu de leurs centres et distinguer 
les portions de cette courbe qui correspondent à des centres 
d'ellipse ou à des centres d'hyperbole. 

On prend la polaire de l'origine des coordonnées par rapport 
à chacune des coniques et on abaisse, du point P, une perpen-
diculaire sur cette polaire. Trouver le lieu des pieds de ces 
perpendiculaires. Parmi les coniques considérées se trouvent 
deux paraboles: trouver leurs foyers pour une position donnée 
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du point P et les lieux de ces foyers lorsque le point P par-
court : i° une des bissectrices des axes de l'ellipse donnée, 2° la 
circonférence circonscrite au rectangle des axes de cette el-
lipse. 

Physique. 

Un ballon vide pèse 2jo* r ; plein d'air il pèse 2 5 7 ^ , 8 0 ; plein 
d'un autre gaz, il pèse 264^,68. 

On demande de calculer la densité de ce gaz par rapport à 
l 'air : 

i ° Dans le cas où la pression et la température sont les 
mêmes pendant toute la durée des pesées ; 

20 Dans le cas où, la température restant la même, la pres-
sion a été de 0 m ,770 pendant la pesée du ballon plein d'air, et 
o m ,78o pendant la pesée du ballon plein de gaz : 

3° Dans le cas où, la pression restant la même, la tempéra-
ture a été i5° pendant la pesée du ballon rempli d'air, et 2:5° 
pendant la pesée du ballon rempli de gaz ; 

4° Dans le cas où, pour la pesée du ballon plein d'air, la 
pression a été 0 m ,770 et la température i 5 ° e t , pour la pesée du 
ballon plein de gaz, la pression a été o"\ 780 et. la température 25°. 

On donne 

a coefficient de dilatation du ^az — o,oo'>(>7. 

Chimie. 

i° Décrire les préparations et les expériences dans lesquelles 
on fait, usage du chlorate de potasse. 

2° Analyse du bioxyde d'azote. 

Epure. 
On donne : 
i° Un cylindre de ré\olution F dont l 'axe est la droite de 

front cd, c ( ï ; cette droite, qui fait un angle de 6o° avec le plan 
horizontal, est éloignée de om, i3 du plan vertical de projection ; 
la trace horizontale c est à 0m ,070 du côté vertical de droite 
du c a d r e ; le rayon du cylindre est de om, o 3. 

2° Une surface de révolution H engendrée par une hyper-
bole tournant autour de l 'axe vertical O, O' z' situé dans le 
même plan de front que l 'axe du cylindre : le point O est à égale 

Attn. (te Mathvmcit.. 3* s é r i e , t . M U . i J u i l l e t i 8 s { ) . j '.>.0 
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distance des deux côtés verticaux du cadre. L 'hyperbole gé-
nératrice est située dans un plan P ' a P perpendiculaire au plan 
vertical et faisant un angle de 6o° avec le plan horizontal . 

Ce plan rencontre Taxe de la surface en un point dont la 
cote est o " 1 , ^ . L ' axe de l 'hyperbole est l ' intersection du plan 

P ' a P et du plan de front qui passe par l 'axe de la surface de 
révolution. La projection horizontale de l 'hyperbole a le point 
O pour un de ses foyers , le point a pour sommet correspon-
dant, le point (o pour centre ; la distance O a est de o,oo5 et la 
distance a to de 0,010. Les points a et w sont tous deux à 
gauche du point O. 

Cela posé, on demande de trouver les<-projections de l ' inter-
section des deux surfaces F et H. 

Dans la mise à l 'encre, on représentera le cylindre comme si 
c'était un corps plein et existant seul, en supprimant la partie 
de ce corps comprise dans la surface H. On limitera le cylindre 
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par le plan horizontal de projection et par un autre plan ho-
rizontal situé au-dessus et à om.i6o du premier. On indiquera 
à l'encre rouge les constructions d'un point quelconque de 
l'intersection, de la tangente en ce point, et celles des points 
remarquables. Ces constructions seront succinctement expli-
quées à l'aide d'une légende. Titre extérieur : Géométrie 
descriptive. Titre intérieur : Intersection de surfaces. Prendre 
la ligne de terre parallèle aux petits c o t é s d u cadre et à égale 
distance de ces deux cotés. 

DÉMONSTRATION Dli THÉORÈME DE PASCAL; 
P A R M . A L E X A N D R E R K \ 0 \ , 

K l è v e d e M a t h é m a t i q u e s s p é c i a l e s a u l y c é e d e M o u l i n s . 

Soit A.BGDEF un hexagone inscrit dans une conique. 
Les cotés AB, BC, CD coupent respectivement DE, E F 
et FA en trois points L, M et iNT, Les trois premiers côtés 
forment un triangle BCH, les trois autres un triangle 
EFK. Pour démontrer que L, M et N sont en ligne 
droite, il suffit de démontrer que ces deux triangles sont 
homologiques, et, pour cela, que les trois droites BE, HK 
et CF concourent. La droite HK coupe la conique en 
P et Q et les droites AC, AE en C et F/. Tout revient à 
démontrer que les deux faisceaux A(BPC), A(FQE) 
sont en involution. Or, si nous appliquons le théorème 
de Desargues au quadrilatère ACDE inscrit dans la co-
nique et coupé par HK, nous voyons que les couples 
HE', PQ, K C sont en involution. Donc les deux fais-
ceaux A(BPG), A(FQE) sont en involution; les droites 
BE, HK et CF concourent et le théorème de Pascal se 
trouve démontré. 
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SUR l i » DÉPLACEMENT PARTICULIER D'UNE FIGURE 
DE FORME INVARIABLE; 

i> .\r M. A. M ANIN H E I M . 

Extrait du Tome III (1889) des Iiendiconti del Circ-olo matcmatico 
di Palermo. 

Dans mon travail Sur les trajectoires des points 
(Vune droite mobile dans l'espace ( ' ) , j'ai démontré 
que : Lorsque quatre points d'une droite mobile restent 
sur quatre plans donnés, un point quelconque de cette 
droite décrit une ellipse. 

Je suis arrivé à ce théorème en faisant usage de quel-
ques propositions de Géométrie cinématique. 

Cei tes, la découverte d'une vérité géométrique consti-
tue toujours un progrès, quelle que soit la voie suivie 
pour y parvenir. Mais, à coté de ce progrès, il y en a un 
autre d'ordre diiï'érent, qui consiste à démontrer géo-
métriquement une vérité géométrique, en ne recourant 
qu'au plus petit nombre possible de propriétés primor-
diales. 

Les démonstrations données par plusieurs géomètres 
du théorème que je viens de rappeler ne répondent pas 
à cette idée. C'est pourquoi, le reprenant moi-même, 
j'ai entrepris l'essai suivant. 

E11 outre, j'ai réuni dans le présent travail quelques 

(') Comptes rendus de /'Académie des Sciences, séances des 
o et to mars iS-;>, et Bulletin de ta Société mathématique, t. I, 
p. n>i>. 
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théorèmes qui se rattachent directement à celui énoncé 
plus haut et j'ai terminé en étudiant d'une façon pure-
ment géométrique ce qui est relatif au déplacement 
d'une ligure dont chacun des points décrit une ellipse. 

§ I . S I ; I L L E D É P L A C E M E N T T U N S L ' E S P A C E I ) ' R N E D R O I T E 

D O N T T O U S L E S P O I N T S D É C R I V E N T D E S E L L I P S E S . 

T H É O R È M E I. — On donne quatre plans (P<), (1\>)> 
(P 3 ) , (P4), et une droite I) qui les rencontre aux points 
P\-, pii P31 P\ d 'un point quelconque de l'un des plans 
on peut mener une droite, et une seule, qui soit par-
tagée par les plans donnés comme ceux-ci parta-
gent D. 

Soitc/4 un point quelconque de ( P< ). Menons un plan 
parallèle à (P 2) et à une distance telle, qu'une droite 
arbitraire, issue de soit partagée par (Pa) et ce plan 

parallèle, en segments dont le rapport est égal à 

Ce plan parallèle à (Po) coupe (P., ) suivant une droite. 
On obtient une droite analogue sur (P4) en opérant 
avec (P3) comme nous venons de le faire avec (P2). 

Ces deux droites se coupent en un point ak : la droite 
<7, ak est la droite demandée et il résulte de sa construc-
tion qu'elle est unique. 

Pour simplifier le langage, je dirai que la droite a sa^ 
est proportionnelle à D et que les points a2, ah 

où elle rencontre les plans donnés sont des points cor-
respondants. 

R E M A R Q U E . — La droite proportionnelle à D qui 
passe par un point à Vinfini sur Vun des plans est tout 
entière à Vinfini. 

T H É O R È M E I L — Sur chacun des plans donnés les 
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points correspondant aux points d'une droite arbi-
traire as b{ de l'un d'eux sont en ligne droite. 

Des points an b{ menons les droites b\ b4 pro-
portionnelles à D et formons le quadrilatère a {b^a^b/t. 
Les droites a2b2^ b:i partagent, comme I on sait, en 
segments proportionnels aux segments de D toutes les 
droites qui divisent proportionnellement les cotés ax 

¿7.4 ¿4 : de là résulte le théorème énoncé. 
Je dirai (pie les droites axb\, «»¿s« t'h^-i sont 

coi 'resp o n d a n t es. 

T H É O R È M E I I I . — On construit des droites propor-
tionnelles à D et Von prend sur chacune de ces 
droites le point homologue ci un point arbitraire p$ 
de D : tous ces points appartiennent à un même plan 
(p.). 

11 résulte de la démonstration du théorème précédent 
que les points homologues de p$, sur les droites pro-
portionnelles à D qui s'appuient sur asb, appartien-
nent à une droite a:>bs. On peut dire la même chose 
pour toutes les droites issues de qui s'appuient sur 
aKbK. On obtient ainsi des droites partant de et qui 
s'appuient sur ar> b5. Le lieu de ces droites est un plan 
(P 5 ) qui contient d'après cela l'homologue de p$ pris sur 
une droite quelconque proportionnelle à D. 

Par chacun des points de D passe un plan, tel que 
(P5). Je dirai que tous ces plans appartiennent au sys-
tème des quatre plans donnés. 

R E M A R Q U E . — Du théorème II résulte qu'« une droite 
de Vun des plans du système correspond une droite 
sur tous les autres. 

T H É O R È M E I V . — Si l'on prend sur Vun des plans 
du système des droites convergentes en un point à dis-
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tance finie ou infinie, il leur correspond, sur tous les 
autres plans, des droites convergentes en un point à 
distance finie ou infinie. 

Ce théorème se démontre immédiatement en em-
ployant la droite proportionnelle à D qui passe par le 
point de convergence des droites données. 

T H É O R È M E V . — A une conique tracée sur l'un des 
plans du système correspond une conique sur chacun 
des autres plans du système. 

A une droite de l'un des plans du système correspond 
une droite sur chacun des autres plans, par suite à une 
courbe d'un certain ordre correspond une courbe de ce 
même ordre sur chacun des autres plans du système. 
En particulier, ceci est vrai pour une conique tracée sur 
l'un des plans du système. 

T H É O R È M E V I . — Si une conique C , tracée sur ( P , ) 

est une ellipse, les courbes correspondantes sont aussi 
des ellipses. 

Car C, n'ayant pas de point à l'infini il en est de 
même sur les coniques correspondantes. 

T H É O R È M E V I I . — Les centres des coniques corres-
pondantes C,, C 2 , C ¡I sont des points correspondants. 

En effet, une tangente à C, a pour correspondantes des 
tangentes aux coniques correspondantes C2 , C3, . . . . 
Deux tangentes à Ci9 qui sont parallèles, ont pour cor-
respondantes, d'après le théorème IV, des tangentes pa-
rallèles pour chacune des ellipses correspondant à G,. 
Par suite, les diamètres de contact de ces tangentes pa-
rallèles se correspondent et alors aussi les centres des 
el 1 ipses correspondan tes. 
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Appliquons les théorèmes précédents : prenons un 

ellipsoïde (S) et coupons-le par un plan arbitraire (P) . 
Appelons S la section ainsi obtenue. On sait que les 
normales à (S), dont les pieds sont les points de S , 
sont partagées par (P) et les plans principaux de (S) 
en segments proportionnels, c'est-à-dire que ces nor-
males sont des droites proportionnelles. 

De ce que nous venons de démontrer il résulte que : 

Les traces de ces normales sur les plans principaux 
de (S) sont des ellipses, que les centres de ces courbes 
sont sur une droite qui passe par le centre de S et enfin 
que cette droite des centres est proportionnelle aux 
normales de (S). 

Prenons l'ellipsoïde concentrique et homothétique à 
(S) qui est tangent à (P). Son point de contact avec 
(P) est, comme l'on sait, le centre de S. La perpendi-
culaire à (P) élevée de ce centre est la normale à cet 
ellipsoïde. Comme cette surface est homothétique à (S) , 
cette normale est proportionnelle aux normales de (S) : 
elle est alors la droite des centres des ellipses qui en-
trent dans le dernier énoncé. Ou peut donc compléter 
celui-ci en disant : Cette droite des centres est perpen-
diculaire au plan (P). 

Reprenons maintenant les plans du système et la 
droite D dont nous nous sommes servis d'abord. 

J'appelle droite égale à D une droite sur laquelle les 
plans du système déterminent des segments égaux aux 
segments que ces plans déterminent sur D. 

T H É O R È M E " V I I I . — Sur une droite arbitraire aK bK 

de (Pi) , d ne peut y avoir que deux points par les-
quels passent des droites égales cï D. 

Par <7, et b{ ( f i g. i) menons des droites proportion-



( 3«3 ) 

nelles à D ; elles rencontrent (P2) en a2 et ¿0. Par 
a2 menons la droite a 2/, égale et parallèle à aK b^ puis 
menons la droite lb2. Sur le plan bKlb2 décrivons du 
po inté comme centre une circonférence ayant un rayon 
égal au segment compris sur D entre (P4 ) et (P*)-

Cette circonférence coupe lb2 aux points g , de ces 
points menons gm2, hn2 parallèlement à a2l. Les points 
///2, /z2, où ces droites rencontrent a2 b2 appartiennent 
aux droites égales demandées : l'une m2mK est paral-
lèle à gb4, l'autre parallèle i\hbK. 

D'abord les segments m^m2l ii\ti2 sont égaux, puis-
qu'ils sont respectivement [égaux aux segments égaux 
gb {, \ ensuite ils appartiennent à des droites pro-
portionnelles à D, puisque aK niK m2, nK n2y étant pa-
rallèles au plan Ib^b, partagent aKbK et a2b2 en seg-
ments proportionnels. 

On voit ainsi que les droites égales qui s'appuient sur 
as b{ sont les deux seules droites 777,, m2l nK n2. 

R E M A R Q U E S . — Lorsque l'arc décrit du point bK 

comme centre coupe l2b en deux points, il y a deux 
droites égales qui s'appuient sur a, h {. Mais, si cet arc est 

1. 
b. 
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tangent à /¿2 il n'y a plus qu'une droite égale o, o2 dont 
la longueur est celle de la perpendiculaire abaissée de 

sur 1b2. La droite oio2 i-st alors, parmi les droites 
proportionnelles à D qui s'appuient sur a{b,, celle sur 
laquelle les plans du système interceptent les plus petits 
segments. L'arc tangent à /Z>2 touche celte droite au mi-
lieu de gh. De tout cela résulte que : 

La droite proportionnelle à D qui s appuie sur aj b< 
et sur laquelle il y a. les plus jyetits segments, est la 
droite o^o^ qui joint les milieux des segments m{n^ 
///2//2 détermines sur les droites correspondantes aK bs, 
a2b-2 Par deux droites égales. Le segment o, o2 est égal 
à la bissectrice du triangle isoscèle g b,//. 

T H É O R È M E I X . — Le lieu des points d'un plan du 
système d'où parlent des droites égales est une el-
lipse E. 

Ce lieu est une conique, puisque, d'après le théorème 
précédent, une droite quelconque de ce plan ne le ren-
contre qu'en deux points. Celte conique est une ellipse, 
car il ne peut y avoir de point à l'infini, puisque d'un 
pareil point on ne peut mener une droite égale à une 
droite donnée à distance finie. 

R E M A R Q U E . — On peut encore énoncer ainsi ce théo-
rème : 

Si l'on déplace une droite de façon que quatre de 
ses points restent sur quatre plans donnésy tous ses 
points décrivent simultanément; des ellipses. 

Ces ellipses sont des courbes correspondant à E et, 
en vertu du théorème VII, leurs centres sont en ligne 
droite. 

iNous avons ainsi retrouvé le théorème rappelé au 
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commencement de ce travail en y ajoutant ce qui con-
cerne la nature du lieu des centres des ellipses dé-
crites. 

T H É O R È M E X . — La droite O des centres des ellipses 
correspondant à E est, parmi les droites proportion-
nelles ci D, celle sur laquelle les segments interceptés 
par les plans du sj sterne sont les plus petits possi-
bles ('). 

Avec une corde de direction arbitraire de l'ellipse E , 
la corde de l'ellipse correspondante sur ( PL>) et les droites 
égales qui réunissent les extrémités de ces droites, 011 
forme un quadrilatère gauche analogue au quadrilatère 
m i m27i\ n 2 de la fi g. i . 

D'après ce que nous avons vu la droite proportion-
nelle à D qui s'appuie sur ces cordes, et sur laquelle il y 
a les plus petits segments, s'obtient en joignant par une 
droite les milieux de ces cordes. Pour chacune des 
cordes de E parallèles entre elles, 011 obtient ainsi une 
droite qui passe par le milieu de cette corde} toutes ces 
droites s'appuient sur le diamètre dont la direction est 
conjuguée de celle de ces cordes parallèles. 

On peut répéter pour ce diamètre ce que je viens de 
dire pour une corde et l'on trouve ainsi que la droite 
proportionnelle à D, sur laquelle les plans du système 
interceptent les plus petits segments, passent par le 
•centre de E et alors aussi par les centres des ellipses 
correspondant à cette courbe. Le théorème se trouve 
ainsi démontré. 

T H É O R È M E X I . — Les droites égales, qui s'appuient 

( ' ) H a l p h e n . Bulletin de la Société mathématique de France, 
i. I, p. n'

f
. 
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sur E , sont également inclinées sur la droite O des 
centres des ellipses correspondant ci E. 

Supposons que mK nK ( f i g. i ) soient les extrémités 
d'un diamètre de E. Parmi les droites proportionnelles 
à D qui s'appuient sur ce diamètre, celle sur laquelle il 
y a les plus petits segments est la droite o^o2 qui est 
égale, comme nous l'avons vu, à la bissectrice du triangle 
isoscèle gbji dont les cotés égaux sont parallèles à 
mhm2, nKn2. Les droites égales m{m2, nh /?2 sont alors 
également inclinées sur o,o 2 . Mais, pour un autre dia-
mètre de E , on est toujours conduit à construire un 
triangle isoscèle égal à gb K h, puisque les côtés de ce 
triangle doivent être égaux à m^m2j nKn2 et que la bis-
sectrice doit être égale à o1 o2. Ces triangles isoscèles 
étant égaux, le théorème est démontré. 

T H É O R È M E X I I . — La distance O , o2 des centres des 
ellipses décrites par les points m^ m2 d'une droite 
égale mobile est égale à la projection du segment 
//z, m2 sur la droite O. 

Cela résulte de ce que o ( o2 est égale et parallèle à la 
bissectrice du triangle isoscèle gbji et que cette bissec-
trice est en même temps la hauteur de ce triangle. 

T H É O R È M E X I I I . — Les points de deux droites pro-
portionnelles à I) qui se déplacent en restant chacune 
égale à elle-même décrivent sur chacun des plans 
donnés des ellipses concentriques et homothétique s (M. 

Quelle que soit la droite proportionnelle que l'on 
prenne comme droite égaie mobile, on a toujours le 
même centre pour les ellipses décrites sur l'un des plans 
donnés parce que ce point est sur la droite unique O, 

( ' ) F I A M M I K X , toc. rit. 



( 3 . 7 ) 

proportionnelle à D, sur laquelle les plans donnés dé-
terminent les segments les plus petits possibles. 

Prenons ( f i g . i) les droites proportionnelles n{n2n^ 
et bK b063 qui partent de deux points d'une droite issue 
de o, . O11 a 

Oj ai 1 o^n2 eh 
olbl o2b.2 eb-i 

Ce dernier rapport est constant, quelle que soit la posi-
tion de b{ sur E, puisque les triangles isosceles, tels que 
gb^h sont toujours égaux et que bK b2 est un segment 
de grandeur constante. 

Le rapport est alors constant et le théorème est 

démontré. 
Voici une application des théorèmes précédents : 

Lorsqu'une droite se déplace de façon que trois de 
ses points restent sur trois plans donnés, un quatrième 
point de cette droite décrit un ellipsoïde qui a pour 
centre le point de rencontre des plans donnés. 

Ajoutons un quatrième plan passant par le quatrième 
point de la droite mobile. Si l'on déplace maintenant la 
droite de façon que ce point reste sur ce plan, il décrira 
une ellipse. La section faite par ce plan dans la surface 
engendrée est donc une ellipse. Comme ceci est vrai, 
quel que soit ce plan, cette surface est donc un ellip-
soïde. 

Si le plan mené par le point décrivant passe par le 
point de rencontre des trois plans donnés, il résulte du 
théorème X que ce point est Je centre de l'ellipse dé-
crite. Ce plan, mené par le point de rencontre des plans 
donnés, étant arbitraire, ce dernier point est le centre 
de l'ellipsoïde engendré par Je quatrième point de la 
droite mobile. Le théorème est donc démontré. 
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Ce théorème, qui est dû à Dupin, donne lieu à ee eas 
particulier intéressant : 

Lorsqu une droite se déplace de façon que trois de 
ses points restent, respectivement sur trois plans paral-
lèles à une droite, un quatrième point de cette droite 
décrit un plan. 

Je ne fais qu'énoncer ce résultat, ayant laissé de coté 
les cas particuliers des théorèmes démontrés dans ce 
premier paragraphe. 

§ I I . — S U R L E D É P L A C K M K K T D A N S L ' E S P A C E D ' U N E 

FIGUliE DE GRANDE!!!* IX V ART A RLE DONT LES POINTS 

T) É <. R I V E NT D I : S I : L1.1P s E S . 

Comme figure de grandeur invariable nous n'avons 
considéré jusqu'à présent qu'une droite égale mobile 
dont quatre points restent sur quatre plans fixes. Nous 
allons montrer comment la propriété de cette droite, de 
faire toujours, pendant son déplacement, le même angle 
avec la droite des centres des ellipses décrites par ses 
points, conduit aisément à déterminer les conditions de 
déplacement d'une ligure de forme invariable dont 
chacun des points décrit une ellipse. 

Conservons les notations précédentes avec cette seule 
différence que nous appellerons D' la droite désignée 
précédemment par I). Plaçons O verticalement, appe-
lons (H) un plan horizontal fixe. La droite égale mo-
bile 1)', se déplaçant toujours de façon que quatre de ses 
points restent sur les plans (P<), (Ps)i (Ps)? (P-0> 
constamment le même angle avec (H). 

Appelons D la projection de D' sur le plan (H). 
Puisque, comme nous l'avons démontré, les points 

de D' décrivent des ellipses dont les centres sont sur O, 
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les points de la droite D décrivent des ellipses con-
centriques dont le centre commun est le pied o de O 
sur (H). 

L E M M E . — Le déplacement sur ( H ) de la droite D , 

dont les points décrivent des ellipses concentriques, 
peut être obtenu en liant cette droite ci une circonfé-
rence qui roule dans Vintérieur d'une autre de rayon 
double. 

Pour 1111 déplacement infiniment petit de I), 011 a un 
centre instantané de rotation c. La circonférence dé-
crite sur oc comme diamètre rencontre (je le suppose 
d'abord) I) en deux points réels. Les normales aux tra-
jectoires de ces points passent par c et par suite les tan-
gentes à ces trajectoires passent par o. Mais les trajec-
toires de ces points sont des ellipses et il ne peut y 
avoir pour une pareille courbe de tangente passant par 
le centre que si cette courbe est infiniment aplatie : 
ces deux points décrivent donc chacun une droite et Je 
déplacement de I) est alors celui d'une droite dont deux 
points décrivent chacun une droite. 

Un pareil déplacement peut être obtenu, comme l'on 
G 

sait, en supposant quel) soi l lié à la circonférence ~ dé-
crite sur oc comme diamètre que l'on fait rouler à l'in-
térieur delà circonférence C décrite du point o comme 
centre avec oc pour rayon. 

Mais ces circonférences existent toujours et ne dépen-
dent aucunement de la réalité des points de rencontre 
de D avec la circonférence décrite sur oc comme dia-
mètre} par conséquent le résultat auquel nous venons 
d'arriver est général et le leinme est démontré. 

Nous savons que D' fait toujours un angle constant 
avec sa projection I). On obtiendra alors le déplacement 
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de jy en supposant que sur son plan projetant, entraîné 
avec I), cette droite soit transportée en même temps 
parallèlement à la direction des projetantes, c'est-
à-dire qu'elle glisse dans la direction de O. 

D'après cela, appelons ( C j ) le cylindre dont C est la 
/ C YN C section droite, et ( ~ j I e cylindre dont — est la section 

droite; nous obtiendrons le déplacement de D' en liant 

cette droite au cylindre J qui roule à l'intérieur 

de (C7) , en même temps qu'il glisse dans la direction 
de ses génératrices, de façon qu'un point de D' soit 
assujetti à se déplacer sur le plan du système qui le 
contient ( 1 ). 

Le déplacement de étant ainsi défini, on peut 

entraîner une figure deforme invariable avec ce cylindre 
mobile. INous savons déjà que tous les points de D' dé-
crivent des ellipses. jNous allons montrer qu'il en est de 
même de tous les points de la figure entraînée. Pour cela 
il sullit de faire voir (pie la trajectoire d'un quelconque 
de ces points est une ligne plane, puisque la projection 
de cette trajectoire sur (1 1) est la ligne décrite par un 

point du plan de — qui roule dans C, et l'on sait que cette 

courbe est une ellipse. 
Pour y arriver démontrons d'abord le théorème sui-

vant, qu'on n'avait pas encore énoncé : 

T H É O R È M E X I V . — Le ejluidre roule ¿1 Vin-

rieur de (CJ ) et glisse de façon qu'un point mf se dé-

(') Voir dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
la Communication faite par M . Darboux le T7 janvier 1SK1 : Sur le 
déplacement cVune figure invariable. 
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place sur un plan fixe donné : parmi tous les points 
entraînés il y en a une infinité qui décrivent des 
droites. 

Soit (M) le plan donné sur lequel se déplace m'\ sup-
posons que le plan horizontal (H) passe maintenant par 
le point de rencontre de (M) et de O*, désignons toujours 
par o ce point de rencontre. 

Vi{r. >. 

Prenons le plan (H) pour plan de la Jig. a. Soit ot 
l'horizontale de (M) qui passe par o. Menons par mf 

l'horizontale m!l' qui se projette sur (H) suivant la 
G 

droite mt qui passe par le point de rencontre t de — et 
de l'horizontale ot du plan (M), 

L'horizontale /nV, menée ainsi par m', rencontre le 

cylindre a u point f dont la projection est f . 

Lorsque roule et glisse, comme nous l'avons 

dit, le point t! se déplace dans le plan vertical ot. Je dis 
que le point f décrit une ligne droite. 

La ligne décrite par f se projette sur (H) suivant la 
ligne of 

Sa projection sur le plan vertical of faite au moyen 
de parallèles à oi, est une droite, comme la projection 

Ami. de Mat.hémnt3" série, t. VIIÏ. (Juillet 1889.) ' i l 
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de (M) sur ee plan. Car les perpendiculaires à O abais-
sées des points de cette dernière droite sont partagées 
dans un rapport constant par cette projection de la tra-
jectoire de J'y puisque ce rapport est toujours égal 
, m.t 

La trajectoire de f se projetant suivant des droites 
sur deux plans différents est donc une droite. 

Comme tous les points de la verticale, qui contient f \ 
décrivent des lignes égales à la trajectoire de ce point, 
ils décrivent des droites. Le théorème est donc dé-
montré. 

T H É O R È M E X V . — En dehors des points de la verti-
cale f \ tous les points invariablement, liés au cylindre 

j décrivent des ellipses. 

Par le point y menons arbitrairement, l'horizontale 

y i//dont la projection (fig. '>•) est fit. Un point quel-

conque n de cette droite, entraînée avec décrit 

une ligne plane, caria projection de cette ligne, faite sur 
le plan vertical of par des parallèles à ou, partage dans 
un rapport constant les perpendiculaires abaissées des 
points de la droite of sur O. La trajectoire de n' se pro-
jette sur ( i l ) suivant une ellipse, puisque cette courbe 
est engendrée par le point n du segment de grandeur 
constante uf dont les extrémités décrivent les droites 
ou et of. La trajectoire de nf est donc une ellipse. 

Les points de la verticale qui contient n' décrivent 
évidemment des ellipses égales à l'ellipse décrite par ce 
point. On voit donc que tous les points de toutes les 
horizontales partant de f , c'est-à-dire tous les points du 
plan horizontal mené par f \ décrivent des ellipses et 
qu'il en est aussi de même de tous les points de l'espace 
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qui peuvent toujours être liés au point de ce plan à 
l'aide de verticales. En résumé, tous les points liés à 

décrivent des ellipses, excepté les points de la 

verticale f qui décrivent des segments de droite, les-
quels, à proprement parler, sont des ellipses aplaties. 

R E M A R Q U E S . — Les ellipses décrites par les points du 
plan horizontal mené par f ont toutes même centre au 
point o. 

Les plans des ellipses décrites par les points d 'une 
horizontale menée par f passent par une même droite 
issue du centre commun o. 

T H É O R È M E X Y I . — Les plans des ellipses décrites 
par les points d'une horizontale arbitraire, liée au 

cylindre mobile ettveloppetit un cône du second 

degré. 

Prenons une horizontale arbitraire à la hauteur du 
point f . Nous savons construire pour un point m' de 
cette droite l'horizontale ot du plan de sa trajectoire. 
Appelons v le point où celte droite rencontre la projec-
tion sur (H) de l'horizontale donnée. La droite vin est 
alors, sur le plan projetant de cette horizontale, la trace 
du plan de la trajectoire de m!. Les droites, telles q u e f t 

et ot, qui se coupent sur ^ forment deux faisceaux ho-

mographiques. Les points, tels que m'etv, déterminent 
alors deux divisions homographiques, et les droites, telles 
que qui joignent les points correspondants, enve-
loppent une conique. Cette conique n'est autre que la 
trace du cône enveloppe des plans des trajectoires dé-
crites par les points de l'horizontale donnée. Le théorème 
est donc démontré. 
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R K V I A M O I K S . — Les plans des trajectoires décrites par 
les points d'une horizontale étant respectivement paral-
lèles aux plans des trajectoires des points d'une droite 
entraînée et dont cette horizontale est la projection, le 
théorème précédent s'étend à une droite quelconque. 

Il est facile de voir que la conique, trace du cône sur 
le plan projetant de la droite donnée, est tangente aux 
plans horizontaux menés par o et f . 

Le centre de cette conique appartient à la projection 
orthogonale, faite sur le plan de cette courbe, de 

l'axe de f j>* H esL du reste sur un plan horizontal 

à égales distances de o et de f . 

Pour terminer, j'énoncerai les résultats suivants, con-
séquence de ce qui précède. 

T H É O R È M E X V I I . — Lorsque les points d'une figure 
mobile dans l'espace décrivent des ellipses, ces courbes 
ont leurs centres sur une même droite et leurs projec-
tions sur un plan perpendiculaire à cette droite sont 
des ellipses dont la somme ou la différence des axes est 
constante. 

P R O B L È M E . — Etant donné un plan arbitraire, con-

struire le point lié à ) <*t- qui se déplace sur ce 

plan. 
Le point de rencontre y du plan donné et de O est le 

centre delà trajectoire du poiut demandé. Par le point y 
menons l'horizontale du plan donné et par le point où 

cette droite rencontre ( ~ j menons la génératrice de ce 

cylindre-, l'horizontale, qui s'appuie sur cette généra-

trice TH qui passe par le point où ( j est rencontré 
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par la parallèle à ojf menée du point y , coupe le plan 
donné au point cherché. 

NOTE SlIR HIV SYSTÈME DE DEUX COURBES PLANES; 
PAR UN A N C I E N É L È V E DE MATHÉMATIQUES S P É C I A L E S . 

J e me propose de résoudre géométriquement des pro-
blèmes traités par M. Laisant dans la Communication 
qu'il a faite à la Société mathématique de France, le 
18 juillet 1888, sous le titre même que j'ai conservé pour 
cette courte JNote. 

On déplace une droite aa' {fig. i) de façon que les 
arcs parcourus par ses extrémités soient dans un 

Fin. I. 

r.ï a 

rapport constant \ et l'on partage aa! de façon que 

— A : on demande de déterminer pour la courbe 
ma ' 
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(m), lieu des points tels que m, sa normale en m et son 
rayon de courbure. 

Commençons par construire le point e où la droite 
mobile aa' touche son enveloppe. De ce point, supposé 
connu, élevons une perpendiculaire à aaf. Désignons 
par a et a'les points de rencontre de cette perpendiculaire 
et des normales menées en a et a! aux courbes (<7) et (a') 
décrites par ces points. Si d(a) et d(a') désignent les 
arcs infiniment petits parcourus simultanément par a 
et a! pendant le déplacement de aa', 011 a 

d(a) _ ^ 
d(a') ~~ 

Mais, en vertu d'une formule connue ( 4 ) , 

d(a) _ a.% 
d(a') ~ a'a! ' 

donc 

a a 

On a donc le point e en cherchant le pied d'une per-
pendiculaire à aa' qui détermine sur les normales à (a) 
et (af) des segments «a, a!v! dont le rapport est donné. 

Pour résoudre ce problème de Géométrie élémentaire, 
prenons le point quelconque b sur aa et, parallèlement 
à la normale a'a', menons la droite bc sur laquelle 

1 i ., ab nous prenons le point c de maniéré que = À. 

La droite ac coupe en l la perpendiculaire a!I à aa!. 
La parallèle /a à la normale a! a! coupe a a au pointa 
dont la projection sur aa' est le point e cherché. 

Il y a deux solutions puisque l'on peut porter le seg-

(') Foumile 3, page 2o5 de la deuxième édition du Cours de 
Géométrie descriptive de M . Mannheim, 
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menl be dans le sens contraire où il a été porté sur la fi-
gure. 

Ces deux solutions correspondent aux cas où, (a) 
étant parcouru par a dans un même sens, le point a! 
décrit (a') successivement dans les deux sens opposés. 

Normale en m ci la courbe (ni). — Puisque les 
points tels que m partagent toujours aiz'dans le même 
rapport A, 011 sait ( i ) qu'on obtient la normale demandée 
en joignant le point m au point u qui est tel que 

a ¡j. _ am 
4aa' ma' 

Menons mf perpendiculairement à aa!. Cette droite 
coupe al au point f et l'on a 

a-L = x f l 

Mais 1 on a aussi 
a CL . 
VI = : 

donc la droite a/est la bissectrice de l'angle Ict.a. 
On a 

. , , am . api 
mf — a i j — a a —, — a a. 

aa aa 

Ainsi mf=. a a ; par suite, m ¡JL est parallèle à la bis-
sectrice cnf : donc 

La normale demandée est également inclinée sur les 
normales a a, afcé (2). 

Hayon de courbure de la courbe (m) pour le point m. 
— Pour un déplacement de aal'angle de a A et de m\JI 

i1) Loc. cit., p. 172. 

(*) Si a'parcourt (a') dans le sens opposé à celui qui a été adopté, 

la normale est perpendiculaire à celle qui est tracée sur la figure* 
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varie. La variation de cet angle est égale à la différence 
des variations angulaires de a a et my.. Ces variations 

i . » , dia) dim) , angulaires sont égalés a —-—- et —-—-, en appelant pa ?a Pm 
et p;/l les rayons de courbure de (a) et de (m). 

Puisque la normale m p. fait des angles égaux avec 
aoi et a!a', écrivons que les variations de ces angles sont 
égales; on a 

d'c 

dia) dim) _ d(m) dia!) 
pa p/n pm pa' 

dia) d(a') vi 

d(m)pu d(m)pa' p„ 
a a. a a' a 

m\x.pa m\x.pa' p,n 

Du point 7/z, menons mg égal et parallèle à ato, rayon 
de courbure de (a) et du point g, menons gh parallèle-
ment à al. Les triangles semblables av.f, gmh donneur 

i 

De même, 
m h et/', mg m \x.pa 

mh' m\L.pa> 

La relation précédente peut donc s'écrire 

I I __ '2 
mh mh' pm 

Si l'on prend en i l'harmonique conjuguée de m par 
rapport à h et il résulte de cette dernière relation que 

pm mi. 

Comme la droite mi estla bissectrice de l'angle g'mg, 
on obtient le point i à la rencontre de la normale m p. et 
de la droite gg' ; on peut donc dire : 

Du point m on mène mg égal et parallèle au rayon 
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de courbure au et mgf égal et parallèle au rayon de 
courbure a! to' : la droite gg1 coupe la normale au 
centre de courbure demandé. 

CONSTRUIRE LES AXES D'UNE ELLIPSE DONT ON DONNE 
DEUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS; 

P A R UN ANCIEN É L È V E DE M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

Le segment ZS de grandeur constante ( fig. x) se dé-
place de façon que ses extrémités glissent sur les cotés 
de l'angle droit x Q y . Un point m de ZS décrit, comme 

i. 

l'on sait, une ellipse (m) dont les axes sont dirigés 
suivant O x , Oy et égaux à niL, m S. On montre facile-
ment que le déplacement infiniment petit de ZS est une 
rotation autour du sommet i du rectangle O Z f S et, par 
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suite, cjue la droite im est la normale en m à l'el-
lipse (m). Construisons la figure O'Z'OS'égale à OZi S 
et faisons correspondre les lignes perpendiculaires entre 
elles. Le point m de ZS est venu en m' sur Z'S ' et le seg-
ment Oui' est égal et perpendiculaire à im. 

Le segment Om', perpendiculaire à la normale mi, 
est alors le demi-diamètre conjugué de Om et mi est 
égal à ce demi-diamètre. 

On a alors la construction suivante : 

Etant donnés les demi- diamètres conjugués O ///, 
O m!, on abaisse du point m une perpendiculaire sur 
Om'. On porte sur cette perpendiculaire le segment mi 
égal à Om'. Sur Oi comme diamètre on décrit une 
circonférence de cercle et Von mène par m le diamètre 
ZS de cette circonférence. Les segments //? Z, mS sont 
égaux aux demi-axes cherchés. LAI droite OZ, qui 
passe par le point Z, extrémité du segment mz égal au 
demi petit axe, donne la direction du grand axe de 
l'ellipse (m) (1 ). 

On est conduit à une construction analogue en por-
tant, à partir de m dans le prolongement de im, un 
segment égal à Om!. Cette construction correspond au 
cas où l'on considère l'ellipse (m) comme engendrée 
par le point m du segment Z ^ j mobile dans l'angle 
droit xOj et dont la longueur est égale à la demi-diffé-
rence des axes de (ni). On obtient, pour le point m, la 
position de ce segment en menant de ce point une 
parallèle à Oi. On a 

m S j r : m S , mZ{— mrL, 

et, par suite, le segment Z< S, est bien égal à la demi-
diiïérence des axes de (ni). 

(' ) Voir dans le tome XVII, 2
e

 série, un article de M . A. Mannheim. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1889. - AUTRE SOLUTION; 
PAR M. E . MARCHAND, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Caen. 

On donne un cercle ayant pour centre le point O et 
une parabole P, on considère les coniques C inscrites 
dans le quadrilatère formé par les tangentes com-
munes au cercle et à la parabole. Cela posé, on de-
mande de trouver : 

i° IJenveloppe des polaires A du centre O par rap-
port aux coniques C ; 

2° L'enveloppe des tangentes o aux coniques C 
telles que la normale au point de contact passe par O; 
Venveloppe des axes des coniques C; le lieu géomé-
trique des pieds des perpendiculaires abaissées de O 
sur A, sur les tangentes o et sur les axes de C. 

I. L'emploi des coordonnées tangentielles permet de 
résoudre très simplement la première Partie} mais sans 
expliquer pourquoi l'on trouve trois fois la même para-
bole comme enveloppe (l'axe étant perpendiculaire à 
celui de la parabole donnée P et la directrice passant 
par O). 

La seconde Partie résulte aussitôt de la première. Il 
suffit d'ouvrir à la page 551 le Traité de Géométrie ana-
lytique, par M . H . P I C Q U E T , pour constater que, toute 
podaire de parabole par rapport à un point O de la 
directrice est une strophoïde dont le point fixe est à l'in-
tersection de la tangente au sommet avec la droite qui 
joint le point O au foyer. 
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II. Pourquoi les trois enveloppes coïncident-elles, 
ou plutôt comment peut-on ramener les trois ('nonces 
à un seul ? Telle est la question à laquelle je tacherai de 
répondre en m'appuyant sur les propriétés les plus 
simples des réseaux de coniques ( H . P I C Q U E T , p. 5 2 ^ ) 

(i) ^ C j H - ^ C a + X s C s ^ o . 

J'aurai besoin de rappeler quelques théorèmes de 
Chasles (Journal de Liouville, 2 e série, t. V) et je 
reproduirai rapidement leur démonstration, telle que 
M. Darboux l'a présentée dans son Cours de 1875 à 
l'Ecole Normale. 

III. Le réseau (1) contient une infinité de faisceaux 
dont un quelconque est déterminé, comme on le prouve 
facilement, par 

(' 2 ) <(A X, -h a2 X2 — aA X3 — o, 

a>2, a:i étant des nombres fixes donnés. 

T H É O R È M E F O N D A M K I N T A I . . — Deux faisceaux d'un 
même réseau ont toujours une conique commune. 

E11 elfet, cela revient à dire que deux équations telles 
que (2) déterminent toujours un système de valeurs 
uniques de À2, Xs. Le théorème n'a pas de cas d'ex-
ception . 

Ici l'on prendra un réseau tangentiel (H. P I C Q U E T , 

p . 5 2 5 ) 

O ) Ti -h u2r2-4- u 3 r 3 = o, 

les trois coniques T,, F 2 , T3 qui définissent géométri-
quement le réseau étant le système des points circulaires 
1, J , uu point double O et une conique quelconque T. 
Si l'on combine ces trois coniques fondamentales deux à 
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deux, ou a les trois faisceaux suivants, qui appartiennent 
au réseau : 

i° Le système des cercles de centre O, c'est-à-dire 
le faisceau tangentiel déterminé par le point double O 
et par les points I , J . 

2° Le système des coniques homofocates à T, déter-
miné par la conique T et les points I, J . 

3° Le système des coniques tangentes à V aux deux 
points G, G' de contact avec les tangentes menées de O, 
déterminé par T et le point double O. 

Si donc on considère le faisceau tangentiel ayant pour 
base deux coniques quelconques du réseau, d'après le 
théorème fondamental, ce faisceau comprendra un 
cercle de centre O et une conique homofoeale à F, cette 
dernière pouvant se réduire exceptionnellement aux 
points 1 , J . 

On ne saurait mieux montrer l'intérêt de ces consi-
dérations qu'en rappelant comment Chasles en déduit 
la propriété élémentaire des coniques 

p Z- p' 'J. <( . 

Soient deux points G, G' sur une même conique, l'un 
fixe G, l'autre mobile G'. 11 suffit d'établir que la 
somme ou la différence des rayons vecteurs est la même 
pour les deux points. Or je mène les tangentes en G 
et (V qui concourent en O et je considère le réseau dé-
fini par le point double O, la conique donnée F et les 
deux points I, J . Lue première conique du réseau est 
donnée par GG', puisque GG' est une conique du fais-
ceau (3°) déterminé par F et par O. [Jne seconde co-
nique du réseau est fournie par les foyers F et F ' de la 
conique T, puisque F F ' est une conique du faisceau (20) 
des coniques homofocales à F. Les deux coniques GG' 
et F F ' ont comme tangentes communes FG, FG' , F ' G , 
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F 'G ' . Les coniques tangentes à ces quatre droites for-
ment un faisceau du réseau ; ce faisceau doit admettre, 
d'après le théorème fondamental, un cercle de centre (X 
Le quadrilatère F F ' G G ' est donc circonscriptible à un 
cercle de sorte que la somme de deux de ses cotés est 
égale à la somme de deux autres côtés. On verra facile-
ment qu'on peut avoir, soit 

P ?'= pi Pi > 

soit 
p p ~ p 1 pi' 

Si le point G' se meut d'une manière continue sur la 
courbe, il est clair que l'on conservera toujours, soit la 
somme, soit la différence constante; mais je n'insiste 
pas sur cette discussion, inutile pour la suite, 

IV. Le réseau tangentiel ( 3 ) contient une infinité de 
coniques réduites à deux points G , G7} la droite qui 
joint ces deux points sera appelée par la suite droite 
double du réseau. 

La polaire A du point O par rapport à une conique 
quelconque C du réseau est la droite qui joint les points 
de contact G , G' des tangentes menées de O à G. On 
vient de voir que GG' est une des coniques du réseau, 
appartenant au faisceau OO, C. 

Donc A est une droite double du réseau. Réciproque-
ment, sur toute droite double du réseau se trouvent, par 
définition, deux points G, G' formant une conique du 
réseau. On a vu que toutes les coniques tangentes en G 
et G' à OG et OG' forment un faisceau du réseau. D'a-
près le théorème fondamental, tout faisceau de coni-
ques G, compris dans le réseau, comprend une conique 
tangente à OG, OG' en G et G ' . 

Donc : î^ les polaires du point O par rapport aux 
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coniques C formant un faisceau quelconque du réseau 
ne sont autre chose que les droites doubles du réseau. 

Soit maintenant une conique du réseau admettant 
une tangente T , telle que la normale au point de con-
tact M passe par O. Je prends comme seconde conique 
le cercle de centre O et de rayon OM, et, si je circonscris 
un quadrilatère à ces coniques, il est clair que deux 
sommets opposés G et G' seront sur T . Donc T est une 
droite double du réseau. Réciproquement, si l'on prend 
une droite double GG', 011 peut dans chaque faisceau du 
réseau trouver une conique tangente à GG' . Je dis que 
le point de contact est le pied M de la perpendiculaire 
abaissée de O sur GG'. En eiïet, si l'on prend le faisceau 
défini par la conique GG'et une seconde conique du ré-
seau tangente à GG' , deux des quatre tangentes com-
munes ser ont venues se confondre, de sorte que la limite 
de leur intersection soit le point de contact M 5 or le 
quadrilatère circonscrit à deux coniques du réseau 
étant toujours circonscrit à un cercle de centre O, si 
deux côtés du quadrilatère tendent à se confondre, la 
limite commune des deux points de contact avec le 
cercle sera la position limite de l'intersection des deux 
droites, c'est-à-dire le point M déjà nommé, et Ton sait 
qu'une tangente à un cercle en M est perpendiculaire 
au rayon OM. 

Alors, les tangentes T aux coniques G d'un fais-
ceau quelconque du réseau, telles que les normales au 
point de contact passent par le point O, 11e sont autre 
chose que les droites doubles du réseau. 

Je ferai remarquer ici que le point M est un des deux 
points en lesquels se décompose une des coniques du 
faisceau précédent; il ne diffère nullement des points G 
et G', comme on le verrait, en prenant, par exemple, le 
faisceau déiini par le cercle de centre O et de rayon OG 
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et par les deux points G , G ' ; le point G occupera par 
rapport à ce nouveau faisceau la position qu'occupait M 
tout à l 'heure. 

Enfin tout axe d une conique G du réseau contient 
deux foyers F et F ' . Si l'on prend le faisceau formé par 
C et 1 J , on voit que le système de deux points F , F ; est 
une conique du réseau. Donc tout axe est une droite 
double du réseau. Réciproquement, sur une droite 
double du réseau on a deux points G , G' formant une 
conique du réseau. Le faisceau GG' , I.f, c'est-à-dire le 
faisceau de toutes les coniques ayant G et G' comme 
foyers, appartient au réseau. 

D'après le théorème fondamental, dans tout faisceau 
de coniques G du réseau, il y en aura une admettant 
G , G' comme foyers et par suite GG' comme axe. Il faut 
toutefois observer que, si l'on prenait les deux faisceaux 
formés de coniques homofocales à deux coniques quel-
conques du réseau, la conique commune se réduirait 
aux points I , J . 

Par suite : 3° les axes des coniques C d'un faisceau 
quelconque du réseau ne sont autre chose que les droites 
doubles du réseau. 

Remarquons, en terminant, que les points de contact 
d'une conique du réseau avec sa polaire A, prise par 
rapport à O (appelés G , G') , ainsi que le point de con-
tact d'une tangente T , telle que la normale pas?>e par O 
(appelé M), peuvent être considérés comme foyers d'une 
conique d'un quelconque des faisceaux du réseau qui 
ne1 soit pas formé de coniques homofocales. 

\ . L'application au problème est dès lors évidente. 
On est ramené dans les trois cas à trouver l'enveloppe 
des droites doubles du réseau, la cayleyenne du réseau 
(II. Picgi i T, p. 5Î>,6). Je reviendrai plus tard sur ce 
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point. Pour l'instant, je remarque que l'énoncé de la pre-
mière Partie peut être modifié de bien des manières. 

Au lieu de considérer le faisceau des courbes C de 
l'énoncé, je puis prendre un autre faisceau quelconque 
du réseau, par exemple le faisceau des paraboles liomo-
focales à la parabole donnée P, ou même le faisceau des 
coniques homofocales à une conique quelconque du ré-
seau. Je suis ramené à cet énoncé d'un problème, traité 
par Painvin dans sa Géométrie analytique (n° 976) : 

L'enveloppe des polaires d'un point fixe P par rap-
port à un système de coniques homofocales est une pa-
rabole dont l'axe est perpendiculaire a PO. 

O étant le centre des coniques homofocales, si l'on 
prend le système de paraboles homofocales à P, on voit 
que Taxe de la nouvelle parabole est perpendiculaire à 
l'axe de P. 

Ceci montre, en passant, que toutes les coniques du 
réseau ont leurs centres sur une droite, savoir la paral-
lèle à l'axe de la parabole P menée par O. 

Comme par tout point du plan passent deux coniques 
homofocales d'un même système se coupant orthogona-
lement, on a cet énoncé de Painvin (n° 976) : 

Si par un point 011 mène des tangentes aux coni-
ques d'un système homo focal les normales correspon-
dantes enveloppent une parabole. 

Au lieu de détacher du réseau un faisceau de coniques 
homofocales, on peut en détacher le système des coniques 
tangentes à deux droites OG, OG' en deux points don-
nés G et G'. On voit qu'une parabole est la solution de 
ce problème (Concours académique de Lyon en 1877) : 

Enveloppe des axes des sections coniques tangentes 
¿1 deux droites données en deux points donnés. 

Ami. de Mathémat., série, t. VII I . (Juillet 1889.) 
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Il est inutile, après ce qui a été dit (III), de démon-
trer que tout système de coniques homofocales et tout 
système de coniques tangentes à deux droites en deux 
points donnés peuvent être rattachés à un pareil ré-
seau. 

Si l'on passe maintenant à la seconde Partie, au lieu 
de définir le lieu comme podaire d'une parabole, on 
peut le ramener à ce problème (Géométrie anal) tique 
de B R I O T et B O U Q U E T , 6 E édition, p. 3 5 2 ) : 

Trouver le lieu des points de contact des tangentes 
menées d'un point donné aux diverses courbes du 
second degré ayant pour foyers deux points donnés F 
et F ' . 

Il suflira enfin de citer ce problème proposé en ï86I , 
pour Tad mission à l'Ecole Normale : 

Ou donne une conique et un point P dans son plan. 
Par ce point on mène une sécante VAXÎ, puis, par les 
points A et B oil elle rencontre la conique, des tan-
gentes qui se coupent en M. On abaisse MR perpen-
diculaire sur PAB. Trouver : i° le lieu des points K 
qui est le même pour toutes les coniques homofocales ; 
2° /'enveloppe de la droite :MK. 

Nous avons vu aussi que le lieu de la deuxième Partie 
n'est autre chose que le lieu des foyers des coniques 
inscrites à un quadrilatère circonscriptible à un cercle; 
ceci, comme on va le voir, montre que la strophoïde ob-
tenue est hessienne d'un certain réseau tangentiel. 

VI. Pour terminer, je vais indiquer comment ou vé-
rifie que le problème dont on s'occupe ici n'est qu'un 
cas particulier dont la solution est donnée par la théo-
rie générale des réseaux. Je m'appuierai sur le Livre de 
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M. H. Picquet (Livre III, Cliap. VII, Propriétés de 
trois coniques), où Ja question générale est traitée d'une 
manière très remarquable et très utile, comme j'espère 
le montrer rapidement. 

Nous avons ici un réseau tangentiel 

( 3 ) pj r, ¡i2r2 H- a3 r3 = o, 

et Ton peut prendre 

Fi =«'2, 
r.2 — u2 v-, 

r 3 = A u2 -r- B v2 -h 'i F rtr -h •>. G \vu -h u H ui\ 

On fera F ou G nul si l'on veut que la droite, lieu des 
centres, soit un des axes de coordonnées. 

A ce réseau tangentiel correspond un réseau ponc-
tuel corrélatif (voir H. P I C O U E T , p. 5s5 , n° 220), Soit 

(4) G — ax2-r- by2 + C 5 2 + \f}'z + 2 ^ + 2 h x y = o 

une des coniques de ce second réseau. On doit avoir 

r v \ « ( [M -+- ^ A ) -f- b ( ¡J.2 -i- y.3 B ) 
{ J ) ( -i-cui-h -A ps(fF - r g G h- h II ) = o. 

Egalant à zéro les coefficients de u.,, U 2 et JJLs dans 
(5), on a 

c — o, 

a -f- h — o, 

a A -t- b B — o. ( / F -v- g G -V- h\\ ) = o ; 

donc, pour les coniques cherchées, 011 a 

a{x2— y2)-\- ifyz -r- o.gzx ^-ihxy = o, 
( 6 ) ( a ( A — B ) + a ( / F - h ^ G - f - ^ H ) = o . 

Éliminant un des paramètres a , f , g , l i entre les 
deux équations (6) et égalant à zéro les coefficients des 
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trois autres, on aura trois coniques 

Cj = o, C 2 = o, C 3 — o 

et le faisceau ponctuel corrélatif de (3) 

( j ) l i C r -f- À 2 C 2 -h =: O. 

On peut aussi écrire que les coefficients de a , f , g> h 
sont proportionnels dans les deux équations (6) 

— yz z.v ory 
A ^ B = "F ^ "G = Il ' 

On voit que les trois coniques C 0 C 2 , C 3 , qu'on peut 
former en égalant ces rapports deux à deux, sont des 
hyperboles équilatères passant toutes les trois par l 'o-
rigine O des coordonnées. Or je lis dans l'Ouvrage de , 
M. Picquet (p. 533) : 

« Un des cas d'exception est celui où les coniques C n 

C 2 , C 3 sont toutes les trois des hyperboles équilatères; 
alors il en est de même de toutes les coniques du ré-
seau, et elles 11'ont en général aucun point commun. 
Dans ce cas, une couple de points conjugués communs 
est formée par les points cycliques, et la hessienne du 
système est le lieu des foyers des coniques du faisceau 
tangentiel dont deux courbes sont les deux autres coni-
ques, qui, avec le couple des points cycliques, définissent 
le réseau tangentiel : la cayleyenne est l'enveloppe des 
axes de ces coniques. » 

Ici les trois hyperboles équilatères C { = o, C 2 = o , 
C 3 = o passent par un même point, le point O. 

Le lieu demandé dans la première Partie est l 'enve-
loppe des axes ou la cayleyenne; le lieu demandé dans 
la seconde Partie est le lieu des foyers ou la hessienne. 
On a d'ailleurs vu que l'on a une infinité de faisceaux 
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de coniques, tous ceux appartenant au réseau, pour 
lesquels ces deux lieux seraient les mêmes, ce qui me 
paraît une généralisation très curieuse de l'énoncé. Les 
lieux i° et 2° ne sont pas altérés si l'on remplace le 
faisceau C de l'énoncé par tout faisceau défini par doux 
coniques de notre réseau. 

La solution dépend ici, non du cas général, c'est-
à-dire des énoncés 1 1 et 1 2 que donne M. Picquct à la 
page 535 , mais de l'énoncé 9 de la même page : 

u Si les coniques d'un réseau ponctuel ont un point 
commun, la cayleyenne se réduit à ce point et à une 
conique, et la liessienne a un point double en ce point. » 

Resterait à déduire des résultats généraux (énoncés 
1 1 et 1 2 ) que l'on a une parabole dont l'axe est perpen-
diculaire à celui de P et dont la directrice passe par O. 
Je ne m'en occuperai pas. 

Pour terminer, j'applique au réseau tangentiel ( 3 ) l'é-
quation générale de la cayleyenne (H. P I C Q U E T , p. 5 2 8 ) 

e q ui donne 

1 1 U 1 1 tf 1 1 u> 

1 -2 u l 2 <' 1 2 u' 

ri. » r':,„ 

0 0 
u V 0 
r'„ r;, vu 

On a w — o, c'est-à-dire l'origine O, et la parabole 

uY'v — v F u = o. 

C'est bien ce que donne le calcul direct. Je laisse de 
côté le calcul de la liessienne, qui ne présente d'ailleurs 
pas plus de difficultés ( H . P Î C Q X T E T , p. 3 2 7 et p. 0 2 8 ) . 
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Si l'on partait du réseau ponctuel corrélatif (7 ) d'hy-
perboles équilatères, on aurait encore d'autres énoncés 
conduisant toujours à la parabole enveloppe du n° I, à 
la strophoïde podaire du n° II. O11 sait, par exemple 
( H * P I C Q U E T , p. 6 2 6 ) , que les droites appelées A , T dans 
l'énoncé seront l'une des deux droites auxquelles peut 
se réduire une conique décornposable du faisceau ponc-
tuel (7). De même les points que j'appelais G, G' ou M 
sont l'intersection de deux droites auxquelles peut se 
réduire une conique décornposable du faisceau (7). La 
question est donc loin d'être épuisée. 

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE AU CONCOURS 
D'AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES EN 1888; 

PAR M. G A M B E Y , 

Professeur au lycée de Rouen, 

1 . — M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S . 

Soient deux points A et A' et deux droites I) et I)', 
parallèles ci A A! et Squid ist antes de cette droite : 

I° Démontrer cjucï tout point P, pris sur la droite 
I), correspond un point P', pris sur D', tel que la 
droite PP' soit tangente aux cercles S et S' circonscrits 
run au triangle PAA', Vautre au triangle P 'AA ' ; 

20 Trouver le lieu décrit par la projection de chacun 
des points A et A' sur la droite PP'-, 

3° Construire les droites PP' qui passent par un 
point donné Q ; 

4° Démontrer que les cercles S et S' se coupent sous 
un an g lé constant ; 



( 3 4 3 ) 

5° Soit O le milieu du segment AA'; étudier les va-

riations de Vangle POP'. 

i° Soit C le centre du cercle determine par les trois 
points A, A', P : une perpendiculaire élevée en P sur CP 
détermine la tangente au cercle C-, cette droite coupe 
AA' en I et la droite D' en P'. 

De Y Â . I Â ' ^ I p 2 , on tire Ï Â . I Â ' ^ ÎP* , à cause de 
IP = IP' ; donc PP' est tangente au cercle de centre C 
qui passe par les trois points A, A', P'. 

2° Projetons A et A' en H et H' sur PP' ; le point P 
en K sur A A'; traçons A'H, et remarquons que la pro-
jection de A'H sur AH est égale à A'H' (le point A' est 
supposé entre le point A et la droite PP'). Les triangles 
semblables AIH, A'IH', PIK donnent 

d'où l'on tire 

A H 

Ai 
A 'H ' 
\ T Ï 

P K 

~PJ ' 

A 11.A ïP P K A 1

 ' ̂
 1 

et, comme les dénominateurs sont égaux, il en est de 
même des numérateurs; donc le produit AH. A7 IL est 
constant et égal au carré de la demi-distance des paral-
lèles D et I)'. 

Ceci obtenu, le triangle A A'H donnant l'égalité 

AA 2 = ÂTl2 -f- A H
2

— 9.AH .AH, 

on en conclut que la somme AH -f- A'11 est aussi con-
stante. 

Le lieu géométrique de H est donc une circonférence 
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qui a le point milieu 0 de AÀ' pour centre. Le point H' 
décrit le même lieu. Le ravon de ce cercle a pour valeur 

Remarque. —- De ce qui précède, on conclut que la 
droite PP' est constamment tangente à une ellipse qui a 
pour foyers les points A et A', et dont le cercle précé-
dent est le cercle principal, ce qui suffit à la déter-
miner. Elle est tangente aux droites D et D'. 

3° La construction des droites PP ; qui passent par un 
point donné Q revient à mener par ce point des tan-
gentes à l'ellipse que nous venons de considérer; ou bien 
à joindre le point Q aux points d'intersection du cercle 
principal de cette ellipse avec la circonférence qui 
aurait AQ ou A 'Q pour diamètre. Le problème est donc 
impossible quand le point Q est situé à l'intérieur de 
l'ellipse. 

4 > Soient B et B' les points où les droites D et D' 
sont coupées parleur perpendiculaire commune menée 
par le milieu de AA/. Traçons AC, A C , AB, AB'. Si 
l'on prend BC et B'C' pour bases des triangles ABC, 
A B ' C , ces triangles auront même "hauteur et seront 
proportionnels à BC, B'C'. Mais les triangles sembla-

/ A V 

1)1 es BCP, IVCP' donnent 

B C _ C P _ C \ C A x A B 

ii'Tv ̂  <;
7

P' - c'I = r/A X I F 
ca r 

A B = AB ' . 

On a donc 

s triangle A B C __ C A x À B 

t r i a H g 1 e A B'C' c
7

 \
 x
 \ j j 
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ce qui exige que les angles BAC, B ' À C soient égaux ou 
supplémentaires. Or ils sont évidemment aigus tous les 
deux, donc ils sont égaux. 

Il en résulte que les angles CAC7 et BAB7 sont aussi 
égaux. Donc les cercles de centres C et C7 se coupent 
sous un angle constant, qui est le supplément de 

l'angle B A R . 
5° Traçons en lin OP et OP'. La double symétrie de 

l'ellipse à laquelle la droite PP/ doit rester tangente 

montre qu'il suffit d'étudier la variation de l'angle POP\ 
de la valeur qu'il a quand la droite PP' est perpendicu-
laire à A A7, à celle qu'il prend quand cette droite de-
vient parallèle à A A', tout en restant toujours tangente 
à l'ellipse. La demi-valeur initiale de cet angle étant 

toujours moindre que 45°, l angle POP' part d'une va-
leur moindre que 90°, et il varie d'une manière con-
tinue de cette valeur à go°, valeur qu'il prend quand 
OP a la direction AA', et OP7 la direction perpendicu-
laire, car alors l'un des cercles qui passent en A et en A' 
se réduit à la droite A A7 prolongée indéfiniment. 

La m ê m e quesliou a été résolue par M . G. Leinckugel, élève du 

lycée de Douai, et par M . G.-H. Niewenglowski,'élève de Mathéma-

tiques élémentaires au lycée Louis-le-Grand ( classe de M , Humbert ). 

I L — M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . 

On donne un ellipsoïde S et deux points P et P7, et 
l'on considère les ellipses C et C suivant lesquelles 
Vellipsoïde est coupé par les plans polaires des points 
P et P' : 

Démontrer que les coniques C et (/et les points 
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P et P' sont situés sur une quadrique S (¡ni est en gêné -
ral unique ; 

2° Discuter cette qiuidrique en supposant que le 
point P' se déplace dans l'espace, le point P et l'ellip-
soïde S restant fixes ; 

3° Les points P et P' étant supposés fixes et situés de 
façon que la quadrique^ soit indéterminée, trouver le 
lieu du centre de cette quadrique ; 

4° En supposant que les points P et P/ se déplacent 
de façon que la quadrique S soit une sphère, trouver 
la surface enveloppe E de cette sphère ; 

5° lJeut-on déterminer un point A tel que la trans-
formée par l'ayons vecteurs réciproques de la surface 
E, en prenant le point A pour pôle} soit un cône du 
second degré? 

i° Soit l'ellipsoïde rapporté à son centre et à ses 
axes 

( S ) + = , a1 bl c1 

P(a , ¡3, y) et P'(a' , ¡3', y') étant les deux points donnés, 
leurs plans polaires ont pour équations 

a.v y ô __ a'.r 3 ' r 
a '1 b l c '1 ' a '1 b '1 c '1 1 

et toute quadrique passant par les points P et P' et par 
les coniques, intersections de l'ellipsoïde S et des plans 
polaires des points P et Pr, a une équation de la (orme 
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à laquelle il faut joindre les d e u x conditions 

d ) 
\ n-a- b2 c2 

+ + + + T 
aï b* c* j \ a*- é» c< 

«'« ^ p'« 

Supposons d abord que les deux points P et P' ne soient 
pas situés sur l'ellipsoïde donné. Alors on pourra diviser 
i " • / \ «2 Y2 / \ 1 équation (i) par - - -f- ~ -f- ^ — i , et 1 équation (2) 

par "+"" — 1 ? e t c e s deux équations se rédui-

ront à l'équation unique 

, aa ' p ^ - y v' 
A -f- — -+- ^ -+- — 1 = o, 

a 2 b2 c2 

q u i d é t e r m i n e u n e seule valeur d e A. L'équation ( A ) 

devient alors 

\ \afi b2 ' c* ) ' b* c2 / 

[ V a * ' 6* c® / V a* 
_ ! 

Si l'un des points P ou P est situé sur l'ellipsoïde 
donné, l'une des équations (1) et ( 2) est vérifiée identi-
quement et l'autre donne la même valeur de \ déjà ob-
tenue. 

Mais si les deux points P et P' sont tous les deux 
situés sur l'ellipsoïde donné, les équations (1) et (2) 
sont vérifiées identiquement, quel que soit À : il y a donc, 
dans ce cas, une infinité de quadriques répondant à la 
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question, tandis qu'il n'y en a qu'une seule dans les 
deux autres cas. 

2° Pour discuter plus commodément l'équation (B), 
je rapporte momentanément l'ellipsoïde S à trois dia-
mètres conjugués dont l'un, l'axe des z, passe au point P. 
Appelant a b ' , d les trois demi-diamètres conjugués, 
l'équation à écrire se déduira de l'équation (B), en fai-
sant a = ¡3 = o, et supposant que a', ¡3', y' et y soient 
les nouvelles coordonnées des points P' et P. Ce sera 
donc 

(B) ' 

,r2 

r2 è'* 

z 2 

è'2 /T 2 ' 

Je suppose les points P et P' non situés sur l'ellip-
soïde et, par suite, qu'il n'y a qu'une quadrique S satis-
faisant aux conditions énoncées. 

Toutes les quadriques qu'on^kient en faisant, varier 
seulement le point P' ont une dnection commune de 
diamètres conjugués; c'est la direction de l'axe des z, 
et les équations de ce diamètre, pour une quadrique 
déterminée, sont données en égalant à zéro les drivées 
du premier membre de (B)' par rapport à x et à j v 9 

On obtient ainsi 

1 ( y y' — c'2 ) x — < y z — c'2 ) a' — o, 

2 ( YY' — c"2 )y — ( Y 5 — C '2 ) = 0 Î 

d'où 
vs — r'* , fZ—c'* 

2 ( Y Y ' — c ' 2 ) ' " 2 ( Y Y ' — C ' 2 ) 

Ces valeurs de x et de y substituées dans l'équation 
(B)' conduisent, pour déterminer les z des points d'in-
tersection* de la quadrique avec son diamètre parallèle 
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à O2, à l'équation 

I , , R « ' 2 S ' 2 4 ( T Y ' — C 2 ) 

En écartant le cas de yy'— c'2= o, qui donnerait pour 
la quadrique S deux plans, ceux des coniques C et C', 
on peut écrire ainsi la condition de réalité des racines 
de l'équation (3) 

Si l'on regarde a', yr comme des coordonnées cou-
rantes, les équations 

a2 o 2 Y 

représentent : la première, un cône circonscrit à l'ellip-
soïde dom*4suivant la conique C et ayant le point P 
pour sommet; la*seconde, un paraboloide^Ua^flHBn-
gent au plan de la conique C au point où (^^W^RTst 
percé par l'^flff^rlesTa^^inscrit dandle cône H suivant 
la courbe déterminée sur ce cône par le plan 

( 2 Y 2 — c'2) Y ' — C ' * Y = o. 

Cela posé, distinguons deux cas. 

I. — Le point P est extérieur à /'ellipsoide donnei 

On a al ois 
C ' 2 - Y 2 < ° -

La condition (4) montre que, si le point P' est à l'exté-
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rieur (lu cône H, l'équation (3) aura ses racines imagi-
naires, et par conséquent la quadrique S sera un hyper-
boloïde ci une nappe. Si le point p ' est sur le cône H, 
les racines de (3) sont égales et S représente un cône. 
Mais si le point P' est à l'intérieur du cône H, l'équa-
tion (3) aura ses racines réelles et distinctes. Il faudra 
alors examiner si ces racines sont toutes les deux supé-

c-

rieures ou inférieures à — > ou bien si elles comprennent 

entre elles cette quantité. 

Or la substitution à z, dans l'équation (3) , de — ? 

conduit à l'expression 

i 

qui est positive. Donc, si le point P' est situé à l'inté-

rieur du paraboloïde K , la quantité sera comprise 

entre les racines de (3), et la quadrique S sera un ellip- . 
soïde réel, tandis que, si le point P' est extérieur au 

cr 
même paraboloïde, — sera extérieure aux racines de (3) 

Y 
e t S sera un hyperboloïde à deux napjtes. 

point P' vient sur le paraboloïde K , l'équa-
tion (3) acquiert une racine ^^ î i i e , et^J devient un 
paraboloïde elliptique. 

II. — Le point P est intérieur ci l ellipsoïde donné. 

Alors on a 
c'i __ y2 > o ; 

les racines de ( 3 ) sont toujours réelles et distinctes. 
La discussion est analogue à la précédente. Ainsi la 

substitution de — à la variable c dans (3) donnant ici 
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un résultat négatif', si le point P' est intérieur au parabo-
loïdeK (qui n'est pas le même que dans le cas précédent), 
S sera un hyperboloïde à deux nappes, et si ce point 
est extérieur à K , la quadrique 2 sera un ellipsoïde réel. 
Ce sera encore un paraboloïde elliptique si le point P 
est situé sur K . 

Les cas particuliers se discutent facilement. 
3° Je conserve encore le même système d'axes, sauf 

que je suppose que le plan des zx contient le point P', 
d'où jj' — o. 

La quadrique 2 est indéterminée, avons-nous dit, 
quand les deux points P et P'sont situés sur l'ellipsoïde 
donné. On doit donc supposer ici 

( d ) - — c et — - f - -V- — i == o, 
' a 2 c'2 

et l'équation générale des quadriques 2 sera 

. / œ'2 y2 z- • \ z — ci a! x z \ 
( ï i + - • j = 

En égalant à zéro les dérivées du pr emier membre de 
cette équation par rapport à x ^ y et z7 on obtient 

•>. A.r z — c' a' 
- -, i .— - , — o, , a2 c a 2 

i A y 
hi "" 

•à A z z — c' Y ' a'.r Y ' z 

r c c a 2 f '2 

et, pour toute valeur de différente de zéro, on voit que 
le lieu cherché est tout entier dans le plan des zx. 

En éliminant À, on arrive à l'équation 



Si l'on multiplie par a' et si l'on remplace ~ par 

j — ±_9 o n p e ut la mettre sous la forme 

[(c '-h — A' z][( c'— y')x CL'Z — c ' a ' ] = o; 

et elle représente la droite qui joint l'origine au milieu 
du segment PP', et la droite PP' elle-même. 

Remarque. — Les quadriques S sont toutes tangentes 
aux deux plans 

, CL'R z 
a'1 c'~ 

aux points P et P ; de l'ellipsoïde donné. Parmi ces qua-
driques se trouve évidemment l'ellipsoïde S ; donc l'ori-
gine devait faire partie du lieu obtenu. L'ensemble des 
deux plans tangents en P e tP 'à l'ellipsoïde constituant 
une variété des quadriques S, 011 doit trouver leur inter-
section comme faisant partie du lieu. Mais, comme cette 
variété 11e peut s'obtenir qu'en faisant \ = o, dans l'é-
quation générale des quadriques 011 11e pouvait pas 
trouver cette partie du lieu par la méthode précédente. 
Il faut faire A — o dans les trois équations du centre. 
Alors 011 n'a plus nécessairement y = o, et l'on obtient 
en eiïet les deux équations 

, a x y'z z - r — o, - -, • • - . l—o, a 2 r -

qui déterminent l'intersection cherchée. 
4° Je reprends les coordonnées rectangulaires, et, par 

suite, l'équation (B) , obtenue en supposant que les 
points P et P' 11e soient situés ni l'un ni l'autre sur l'el-
lipsoïdt* S. 
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Celte équation développée devient 

\b* c* V f l i ' \a* ~ )bï 
V h ± ) 

P ï ' - i - y ? ' x y ' -h Y « ' af l ' - f-

a -f- a' P + 3' Y -+- Y' / aa' 33' v v ' \ 
H — .27 - h 7 — y -f- J - i - 5 — — - f - -VT -r- = O. a- 6 2 " c'2 \ r 2 / 

Elle représentera une sphère si l'on a 

V«2 b'1 /c2' 

PY ' -I - Y? ' = « Y ' - h Y a ' = « P 'H- 0A' — O. 

Supposons que l'on ait a ^ > b ^ > c . 11 faudra faire 
ft = ¡ 3 ' = o, ce qui est, du reste, tout indiqué par ce fait 
que les ellipses C et Cf devront être des cercles. 

On obtient facilement les expressions de a', y' et yen 
fonction de a, et l'on a 

le , — acln 
2, a(«'2-4-<r2—b'~) 1 an a ( a 2 - i - c 2 — 

en posant, pour abréger, 

b2 — r-2 = /2, — c'1 = m 2 , a 2 — 62 = w2, 

et en remarquant que ces différences sont toutes posi-
tives. 

L'équation de la sphère devient alors 

naic(x1^- y2-h z* )— ne [( a2 H- c2 — b- ) a2 -+- n-a2]x 
— al [ ( a 2 - 4 - c 2 — ¿> 2 )a 2 — 

-h- na~ c ( / i 2 — / 2 ) a = o ; 

Ann. de Matkcniat., 3* sér ie , t . V I I I ( \oùt 1889). 2 3 
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et, en ordonnant par rapport à a, 

( a'1 -f- c2 — b-) ( ncx -4- alz ) a2 

— na2 c( x2 -r y2 -f- z2 4- n~ — t1 ) a 
-+- a2 n2( ncx — al z) — o. 

En exprimant que cette équation en a a ses racines 
égales, on aura l'enveloppe cherchée. On obtient ainsi 

} aWat + yi + zi+ni-l*)* 
*> \ _ /, ( «ra c2— b2){c2n2x2 — a2l2 z2)= o. 

Cette enveloppe est donc une surface du quatrième 
ordre qui admet le cercle de l'infini pour ligne double; 
c'est une des anallagmatiques de M. Moutard, c'est-
à-dire une de ces surfaces qui demeurent invariables 
quand on les soumet à une transformation par rayons 
vecteurs réciproques convenablement choisie, et l'on 
sait qu'elles possèdent cette propriété par rapport à cinq 
pôles différents. C'est aussi une des surfaces étudiées 
sous le nom de cyclides, par M. Darboux, dans son Mé-
moire Sur une classe remarquable de courbes et de 
sut fac es a Igë briqu es. 

5° Proposons-nous de trouver un pôle tel que la 
transformée de (E) par rayons vecteurs réciproques 
soit un cône du second degré. Les formules de transfor-
mation sont 

K2 „ k* v k2 

r
 ~ K 2 R i Z ; 

x2-+- v2-+-z2= r2: Rr = K2 

Portons l'origine des coordonnées au point A( .r 0 , j0 , 
l'équation (E) deviendra 

C2 [(a, + iTo)2 -h(y -f- jo )2 + -0 )2 + "2 - ¿2 ]2 

— 4 (a2 -f- c2 — b2 ) [ n2 c2(x 4- x» )2 — a2l2 (4- z0)2 ] = o. 

Développant et employant les formules ci-dessus, 



( 355 ) 

cette équation devient 

- C2— b 2 ) ( n 2 C 2 X * — « 2 l 2 Z 2 ] ( X 2 + Y 2-h Z2)2 

-h 4 K 2 [a2 c2 (¿P2 H- yl-h s 2 4- n2 — l2) (x0 X-h y0Y-hz0Z) 
-4-2(a2-4- c2 — 

-^'2a2c2K^(x2^-y^z2-h n2— l2)(X*-+- Y2-+- Z 2 ) 
H- a2c2K^{ix0X -h -+- -+- K 2 ) 2 

— \ K'*(a2 c2—b2)(n2c2X2 — a2l2 Z2) = o. 

On aperçoit facilement la solution 

xQ = o, = o, yl 4- n2 —I2— O. 

Elle ne sera réelle que si l'on a 

l2 > 712, 
c'est-à-dire 

9. b2 > a2 -+- c2. 

L'équation précédente se réduit alors à 

\ ( a 2 -+- c2 — 62 ) ( n2 c2 X 2 — a 2 /2 Z2 ) 
_ at ri ( K 2 ^ f l 1 — * 2 Y ) Î = o 

et représente bien un cône du second degré, dont le 
sommet est au point ayant pour coordonnées 

± K2 

O, — = r <it O. 
y /2 — il2 

Il y a même deux solutions, symétriques par rapport 
au plan des zx. 

I I I . A N A L Y S E E T A P P L I C A T I O N S . 

T H É O R I E . — - Démontrer que, si L'aire d'une por-
tion continue de surface S limitée par un contour fermé 
et donné est la plus petite possible, la somme des 
rayons de courbure principaux est nulle aux divers 
points de la portion de surface considérée. 

Définition des surfaces minima. Intégration de leur 
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équation aux dérivées partielles. Formules de Monge. 
Formules de M. f f eierstrass. 

A P P L I C A T I O N . — I ° Trouver la surface minima réelle 
qui admet pour ligne géodésique la cycloïde définie en 
coordonnées rectangulaires par les équations 

x — a(v — sin v), 
y — a( i — eos v), 

Z — o. 

Indiquer Informe de la surface ; montrer que le 
plan des xy est, un plan de symétrie et que les tan-
gentes à la cycloïde en ses points de rebroussement 
sont des axes de symétrie de cette surface 

3° Montrer (/ue la surface peut être coupée par une 
infinité de plans suivant des paraboles du second 
degré ; 

4° Former Véquation différentielle des lignes de 
courbure de la surface. Demontrer qu'un plan} per-
pendiculaire à la base de la cycloïde et à égale dis-
tance de deux points de rebrousse/ment consécutifs de 
cette courbe, coupe la surface suivant une ligne de 
courbure. 

Pour la théorie, voir l'Ouvrage (le M. Darboux : 
Leçons sur la théorie générale des surfaces. Voici la 
solution du problème donné comme application. 

Les formules de M. Weierstrass sont 

~ ~>. ( ~~ u'2)^(li)du -+- ^ — u\)F1(m1 ) dux, 

r = l u-)V(u) du — ^ f*(\-+-iii)Fl(ul)dui, 

z -- jU F( u ) du -H I //, Fj ( u{ ) duI. 



et l'on sait que, pour qu'elles représentent une surface 
réelle, il faut que les variables u et uK soient imaginaires 
conjuguées ainsi que les fonctions F , ( M ) et F ^ Z Z I ) . De 
plus, les intégrations doivent s'eifectuer suivant des che-
mins imaginaires conjugués. 

Cela posé, les quantités zz, F(/z), F^zzj) devien-
nent, pour un point quelconque de la cycloïde donnée, 
des fonctions de la variable réelle p, et, pour exprimer 
que la cycloïde est une ligne géodésique de la surface 
inconnue, il faut écrire que la normale à cette surface 
en un point quelconque de la cycloïde est contenue dans 
le plan des x j . Or les cosinus des angles que fait cette 
normale avec les axes sont proportionnels aux binômes 

Weierstrass, et identifions, pour un point de la cy-
cloïde, avec les équations de cette courbe ; puis dif-
férenlions les équations ainsi formées. Nous aurons 

a , uA— u et uiii — i 

On doit donc poser uuK — i — o- d où 

i dii\ — i du 
1 u ' dv u1 dv 

Substituons à u{ la valeur — dans les formules de 

d'où l'on tire 

Ci — iï2 ) F ( u ) —r- == a ( i — cos p), 
dv 
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et 
, t, du 

t. f i -4- u- ) r ( u ) —-- — a si ne, 
dv 

du a( i — cose) . a sine 
IM W. ) - r = — >— = " I ; • 

dv f — u1 i H- u1 

L'égalité formée par les deux derniers rapports, né-
cessaire pour que les équations précédentes soient com-
patibles, détermine u en fonction de v. On en tire 

puis 

d'où 

v . I — u1 

î ano - — I — -

r . . v 
cos £ si 11 -

11-= -- — = e~vi\ 
v . . v 

cos h /• si n -

. . du . . , .du 
'X U — — (7, '>. = — l dv, dv — '2 1 — • U II 

D'autre part, on trouve facilement 

. 2 V (L — U'1)'1 

i — cos v = > sin — — —— 

L'équation 

devient alors 

x du (i — cost>) 
v (uj-j- == a — 

dv i— u2 

v / . . « ( i—^^ 2 ) 
h (a) = — 

La fonction F (u) étant déterminée, la fonction F j (f/j) 
l'est par cela même, puisqu'elle doit être imaginaire 
conjuguée de F (M). 

Elle est du reste inutile, et l'on a, pour les équations 
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différentielles de la surface cherchée, 

. f(i — u2)2 

x — «Ri / du, 
J 11 

y—: a R / du, 
J u* 

z — — 'i a H i / —du, 
J 1(1 

R désignant la partie réelle de la fonction devant la-
quelle cette lettre est placée. L'intégration donne 

z — 2 a R i \u -+- — -f- C", 
L « J 

C, C , C" étant des constantes réelles. Posons 

a-,3 i 

a et ¡5 étant des quantités réelles. Les équations précé-
dentes deviendront 

x = ~ R [ — w « ( c o s P — i ' s inP) 

-4- ¿e-a(oos¡3 -4-¿ sin p ) - f - 2 ¿ ( a — POJ + C, 

y — — y R | e a ( c o s 3 — ¿sin ¡3) 

H- c ~ a ( c o s fi -+- i sin p)] -+- C', 

r = 2 a R I ie2 ¡3 . . fi 
ros - — i sin -

2 2 
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fil, en séparant les parties réelles et les parties imagi-

X = a ( 3 — — sin S ) -h G. 

y — ^ Cog Q Q' 
À 

a / * - * \ 
.3 = ¿a sin - — e 2 / -I- G". 

Remplaçons a par /¿, ¡3 par v, it et y étant des va-
riables réelles ; puis déterminons les constantes de ma-
nière que, pour u = o, on obtienne les équations de la 
eycloïde proposée, nous aurons définitivement 

• e~u . 
sin ç I, 

] / c» -h \ ( <, > J y ~ a ^ i cos v), 

( " " \ v 
e'1 — e 2 J sin - • 

Telles sont les équations qui déterminent la surface 
cherchée. 

Discussion. — Remarquant que l'on a 

eu e-u — 2 _ e 2 ) .2j 

on élimine facilement entre les équations (C) ; et l'on 
peut alors regarder la surface comme engendrée, soit 
par la parabole variable définie par les équations 

— y \ 
3
 2

 — b < 2
2

 si ii"
2

 - l ) = o , 

i \a cosv / (•> { • 
(a — y ) sine } <¿-1 'r~ x — av = o ; 
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soit par celle qui esl définie par 

9 U 5 ' •> P l a V — X \ 32 — 8a 2 sin2 - ( : i ) — o, 2 \ a sin v ) 

! cose -h-y — a — o. 

Ces deux paraboles sont identiques pour une valeur 
donnée de y , on emploiera les équations ( î ) pour les 
valeurs de v qui annulent sinp, et (2) pour celles qui 
annulent cosp. 

Ces équations montrent que la surface que nous étu-
dions est coupée par une infinité de plans suivant une 
parabole. Cette parabole a son plan constamment paral-
lèle à l'axe des et son axe dans le plan des xy. Son 
sommet décrit la cycloïde donnée, comme 011 le con-
state facilement, et, pour les valeurs de v égales à 

- — e t -H v{) < 

les paramètres de ces paraboles sont les mêmes; elles 
sont symétriquement placées par rapport au planx = 

Les plus remarquables de ces paraboles sont don-

nées par les valeurs de v égales à o, ^ ? T:, ^ et nz. 
Pour v = o et pour r = 27:, 011 obtient par (1) l'axe 

des y et sa parallèle menée par le point .r— 2 ar^ 7 —0, 
z — o. Ce sont les tangentes à la cycloïde en ses points de 
rebroussement. Ces tangentes sont donc situées sur la 

surface. Pour v = ^ et pour v = les équations (2) 

donnent les deux paraboles égales 

(3) y = a, z--\- !\ax — 2a2(r*—2) — o, 
( 4 ) Y = A , Z 2 — 4 - + • 2 A 2 ( 2 - H 3 T : ) = O. 



( 36:>. ) 
situées toutes deux dans le plan y — a= o, niais orien-
tées en sens contraire. 

Enfin, pour v = - , les équations (i) donnent la para-
bole 

./• = <7 7:, Z-2— 8AY -+- 16«2 = O, 

située dans le plan x — aiz = o, perpendiculaire à la 
base de la cycloïde, en son milieu. C'est la parabole de 
paramètre maximum. 

En général, pour 

r — ( x -f- i ) > 

on a, si A est pair, la parabole 

y — a — », •>. a2 [( » k -h i ) - — i ] = o ; 

et si k est impair, la parabole 

y — a = o, z-— 4 a x -+- a~ I ( 1 k -H i )t: -f- Jt] = o. 

Le mode de génération qui vient d'être étudié indique 
d'une manière assez exacte la forme de la surface. 

En donnant à u et à v d'abord les valeurs u0 et 
puis les valeurs u~- — //0, v> = i'o, les formules (C) don-
nent les mêmes valeurs de x et de 7 ; celles de £ sont 
égales et de signes contraires ; ce qui prouve que les 
points M(a 0 , r 0 ) , M ' ( — u 0 , r 0 ) sont symétriques par 
rapport au plan des xy. Ce plan est donc un plan de 
symétrie de la surface. 

Si l'on fait u — ¿¿01 v — puis u — a{), v = — 
les mêmes formules donnent les mêmes valeurs pour x 
et pour z ; niais les valeurs de y sont égales et de signes 
contraires. Les points !\I(«0, M'^/Q, — ^0) sont donc 
symétriques par rapport à l'axe des y. Cette droite est 
donc un axe de symétrie de la surface. On ferait voir 
de la même manière que la tangente au point de re-
broussetuent x = '¿kna, > = o, ~ = o est aussi un axe 
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de symétrie de la surface. Il suffirait pour cela de donner 
à u et à i' les deux couples de valeurs 

u{). — L ' . J - R • Î . / I T : . 

Équation différentielle des lignes de courbure de la 
surface. — Les cosinus directeurs de la normale à la 
surface au point ( x , y z ) étant proportionnels aux bi-
nômes 

U{ H- II. i( U] — U ), Ullx — I , 

les équations de cette normale peuvent s'écrire 

\ = - - ( U I H - U: ) A . 

Y = y -+- i( , — / / ) A , 

Z 3 H- {UUi— 1 ) A. 
Exprimons qu'il existe sur la surface un déplacement 

tel que le point ( X , Z) de la normale décrive une 
courbe tangente à cette normale. JNous devrons écrire 

dX d\ drL 
U\ -f- U i{ U] U ) UUl — I 

ce qui se ramène aisément à 

dx diii -f- du ui -f- u 
dy i( dii^ — du) i{ ut — u ) 
dz u dux -f- iii du uui — i 

En substituant dans cette équation les valeurs de dx, 
dj ", dz qu'on tire des formules de M. Weierstrass et 
en effectuant les calculs et les réductions, on arrive à 
l'équation bien simple 

(D) Y (u )du^- -¥ ï (u ï )du\ = o, 

après suppression du facteur 2(1 -f- uuA)2 
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Maïs on a trouvé plus haut 

17/ X . l — U
2 

F ( u ) — — ai 
V Y M « 

les équations cherchées seront donc 

R I 1 / 1
 ( J f du — const., Wy 

const . 

Mais on peut tirer directement ces équations des for-
mules (C), indépendamment de toute quantité imagi-
naire. On obtient ainsi 

<E) < 

| (eu — e~u ) cos dit- — <x{eu e~n 4- •>) sin - du dv 

| — ( e" — e~" ) cos dv2
 = o, 

les variables u et i> étant réelles. L'intégration ne paraît 
pas possible par les fonctions élémentaires. 

En effectuant les calculs qui conduisent à l'équation 
(E) , on remarque la relation 

/) v 
s - = — cot ¿ r - , q 9, 

p et q étant les dérivées partielles de z par rapport à x 
et H Y, ce qui montre que, pour V = TZ, c'est-à-dire pour 
tous les points de la parabole obtenue en coupant la 
surface par un plan perpendiculaire à la base de la 
eycloïde, à égale distance de deux points de rebrous-
sement consécutifs, on a p = o. Mais les cosinus direc-
teurs de la normale à la surface étant proportionnels à 
p, (j et — î , on en conclut que la normale à la surface 
est, pour tous les points de la parabole considérée, dans 
un plan perpendiculaire à Taxe des x , c'est-à-dire dans 
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le plan même de cette courbe qui est dès lors à la l'ois 
une ligne géodésique et une ligne de courbure de la 
surface, tout comme la cycloïde donnée. 

I V . — M É C A N I Q U E R A T I O N N E L L E . 

T H É O R I E . — Les éqnations du mouvement d'un sys-
tème matériel étant supposées mises sous la forme ca-
noniquey montrer comment Jacobi a ramené l'inté-
gration de ces équations à la recherche d1 une intégrale 
complète d'une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre. 

A P P L I C A T I O N . — Etant donné un hj perboloïde ci 
une nappe représenté en coordonnées rectangulaires 
par Véquation 

ou Von suppose a<^b, déterminer le mouvement d'un 
point matériel non pesant dont la niasse est égale à 
l'unité9 qui est assujetti à rester sur la surface de 
Vhy perboloïde et qui est attiré vers le centre par une 

force égale au produit d'une constante OJ2 par la dis-
tance du mobile au centre. 

jL l'instant initial, le mobile est situé dans le plan 
des xz, à la distance b du centre, et la vitesse VQ est 
parallèle à Vaxe des y. 

Discuter les diverses formes que peut affecter la 
trajectoire suivant les valeurs de v0 indiquer notam-
ment les lignes de courbure de Vhy perboloïde entre 
lesquelles elle est comprise. On déterminera la position 
du mobile sur Vhy perboloïde à une nappe à Vaille 
des coordonnées elliptiques \ et JJL définies par les deux 
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équations 
X* Y 2

 U 

X H- A 2 A ^ ~ A — c2 

A 2 — [JT b2— ¡JL C 2 4 - ;J. 

<?/? supposant c- A a 2 < ] u />*. 

/r6>//' la Dynamique analytique (le M. Emile Ma-
thieu, où un calcul analogue est fait pour l'ellipsoïde. 

SUR LES P O L Y È D R E S ; 
PAR M. G. B O l ' R L E T . 

Définition. — Un poljèdre est une surface composée 
de polygones plans, à contour unique ou à contour mul-
tiple ( ' ) , ayant deux à deux un coté commun, de telle 
façon que deux polygones voisins n'aient pas leurs plans 
confondus et qu'un coté quelconque de l'un de ces po-
lygones appartienne toujours à un autre polygone et à 
un seul autre. 

Les portions de plan, limitées par ces polygones, et 
composées des points intérieurs «à ces polygones sont 
appelées les faces du polyèdre. Les cotés de ces poly-
gones sont les arêtes, <4 les sommets, les sommets du 
polyèdre. 

Remarque I. — ¡Nous supposerons dans tout ce qui 

(*) Uu polygone plan est dit -A contour unique si Ton peut aller 
d'un point quelconque de ce contour à un autre point de ce même 
conlour en suivant le contour. Dans le cas contraire, on dira que le 
contour est multiple. 
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suivra que le polyèdre est à surface unique, c'est-à-dire 
qu'on peut aller d'un point quelconque de la surface à 
un autre point de cette surface par un chemin continu 
tracé tout entier sur elle. Toute surface répondant aux 
conditions de la définition et ne satisfaisant pas à cette 
dernière serait un ensemble de plusieurs polyèdres à 
surface unique. 

Remarque II. — II pourra arrive1!1 que deux 
faces (*) se coupent, c'est-à-dire que deux faces aient 
en commun des points non situés sur des arêtes. Il ne 
faudra pas confondre ces droites d'intersection de deux 
faces avec les arêtes : nous les appellerons droites sin-
gulières du polyèdre. 

Remarque III. — 11 résulte de la définition que par 
toute arête il passe deux faces et deux faces seulement 
et qu'à tout sommet aboutissent au moins trois arêtes. 

Remarque 1F. — Les arêtes étant des portions limi-
tées de droites, il en résulte que, si un plan se déplace 
parallèlement à lui-même, il devra arriver un moment 
où il ne rencontrera plus aucune arête, car sans cela il 
y aurait des arêtes illimitées. Donc on peut toujours 
trouver un plan parallèle à un plan donné et qui ne 
coupe aucune des arêtes du polyèdre. De même, les 
faces étant des portions de plans limitées par des con-
tours fermés, on pourra toujours trouver une droite pa-
rallèle à une droite donnée et qui ne rencontre aucune 
des faces du polyèdre. 

(*) Je rappelle que le mot face désigne une portion de plan li-
mitée par un polygone. Il ne faul pas confondre la face et le plan 
de la face. 
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T H É O R È M E 1 . — Toute droite indéfinie coupe un po-
lyèdre en un nombre pair de points. 

Remarquons d'abord que, quand une droite D se dé-
place, si un des points d'intersection de cette droite avec 
le polyèdre disparaît, il disparaîtra en même temps un 
autre point d'intersection et un seul. En effet, pour que 
le point d'intersection Pde D avec une face F disparaisse, 
quand D se déplace, il faut que ce point vienne rencon-
trer uu coté A de la face F , c'est-à-dire que la droite D 
rencontre une arête A du polyèdre; or, uue arête A 
d'un polyèdre étant toujours commune à deux faces F 
et F ' , et à deux seulement, il pourra se présenter deux 
cas : ou bien la droite D rencontrait F ; en un point P' 
avant de traverser A, et alors, quand D rencontre A et 
la dépasse, P et P' viennent se confondre et disparaissent 
en même temps-, ou bien D ne rencontrait pas F ' avant 
de traverser A, niais alors D rencontrera F ' en un point 
P 'après avoir traversé A, et le point P disparu sera rem-
placé par le point V. Donc, quand une droite D se dé-
place, il apparaît ou il disparaît toujours un nombre pair 
de points d'intersection : la parité du nombre des points 
d'intersection avec le polyèdre est donc la même pour 
toutes les droites de l'espace. Or, d'après la remarque IV, 
il existe toujours une droite qui ne coupe pas le poly-
èdre : donc toute droite indéfinie coupe le polyèdre en 
1111 nombre pair de points. 

T H É O R È M E II. — Si l'on considère un polyèdre et un 
point fixe P dans l 'espace, non situé sur le poly èdre, 
la parité du nombre des points d'intersection d'une 
semi-droite, issue de P, avec le polyèdre, est toujours 
la même quelle que soit la direction de cette semi-
droite dans l'espace. 

Ceci résulte immédiatement du fait, démontré dans 
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le théorème 1 , que, quand une semi-droite tourne autour 
de P, le nombre des points d'intersection qui apparaît 
ou qui disparaît est toujours pair. 

Ce théorème nous permet de classer les points de 
l'espace en deux groupes par rapport au polyèdre. 

Définition. — Un point, non situé sur l'une des faces 
du polyèdre, est dit extérieur au polyèdre si le nombre 
des points d'intersection des semi-droites, issues de ce 
point, avec le polyèdre est pair. Quand ce nombre est 
impair, le point est dit intérieur au polyèdre. 

L'ensemble des points intérieurs au polyèdre forme 
ce que nous appellerons Y intérieur du polyèdre; nous 
montrerons plus loin que c'est une grandeur mesurable 
et sa mesure sera ce que nous appellerons le volume 
du polyèdre. 

Remarque. — Il résulte de la définition des points 
intérieurs que toute seuii-droite issue d'un tel point 
coupe le polyèdre au moins en un point. 

T H É O R È M E III. — Si un plan II ne coupe pas un po-
lyèdre P : 

i° Le polyèdre P est situé tout entier d'un même 
côté de 11*, 

2° Tous les points de il et tous les points situés d'un 
côté de II difièrent que P sont extérieurs à P ; 

Tous les points intérieurs à P sont situés d'un 
même côté de II que P. 

En effet : 
i° Supposons que deux points A et B, appartenant 

à P, soient situés de part et d'autre de II. Alors, tout 
chemin continu allant de A en B traverserait nécessai-
rement le plan II et, comme II ne contient aucun point 
de P, on ne pourrait aller de A en B par un chemin 

Ann. de Mathémat:»
e

 série, t. VIÏI. (Août 1889.) 2^ 
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continu tracé tout entier sur la surface de P. Il ne peut 
donc y avoir deux points de P situés de part et d'autre 
de n. 

2° Soit E un point situé sur II ou de côté différent 
de I lqueP. Si l'on mène par E une semi-droite parallèle 
au plan H, cette semi-droite ne rencontrera pas P : donc 
E est extérieur. 

3° Soit 1 un point intérieur à P. Menons par I une 
semi-droite parallèle au plan II; puisque I est intérieur 
à P, cette semi-droite coupera P au moins en un point C. 
Mais le segment de droite IC, étant parallèle à 11, ne ren-
contre pas II; I et C sont donc d'un même côté de II : 
donc P et I sont d'un même côté de II, puisque tous 
les points de P sont d'un même côté de II et que C ap-
partient à P. 

Définition. — Quand le nombre des points d'inter-
section des semi-droites issues d'un point quelconque in-
térieur à un polyèdre est toujours égal à un, le polyèdre 
est dit convexe. 

T H É O R È M E 1 \ . — Toute droite indéjinie coupe un 
polyèdre convexe en zéro ou deux points. 

En effet, soient {fig. i) A , , A 2 , . . . , A2/, les points 
d'intersection d'une droite indéfinie avec le polyèdre au 

Fig. i. 
a 

, ! , h — 

nombre de \>.p (p^> o). Soit a un point de cette droite 
compris entre les deux premiers points à gauche A, et 
Ao ; la semi-droite a A l p coupera la surface en ip — i 
points : donc le point a est intérieur au polyèdre et l'on a 

¿p — i = i et p = î . 

Donc, ai p n'est pas nul, on a nécessairement p = i. 
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Réciproquement, si une droite indéfinie coupe un po-
lyèdre en deux points au plus, ce polyèdre est convexe : 
car, les seini-droites issues d'un point intérieur coupant 
le polyèdre en un nombre impair de points, ce nombre 
impair, étant au plus égal à 2, est nécessairement égal 

Remarque. — Il suit de là que si P et P sont deux 
points, situés sur la surface d'un polyèdre convexe et 
non situés dans une même face, tout point situé sur le 
segment de droite PPr est à Vintérieur du polyèdre. 

T H É O R È M E V . — Si l'on prolonge indéfiniment le 
plan d'une face quelconque d'un polyèdre convexey le 
polyèdre est situé tout entier d'un même côté de ce 
plan. 

En effet, soit {fig. 2) ® le plan de la face F et suppo-
sons qu'il y ait, de part et d'autre de ç, deux points A 

et B appartenant au polyèdre -, soit alors C un point quel-
conque de la face F et considérons le plan P qui passe par 
les trois points A, B et C; ce plan coupera le polyèdre 
suivant un polygone dont un des côtés sera situé sur la 
droite o, intersection des plans P et ç, et contiendra le 

a 1. 

p 
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point C. D'ailleurs ce polygone passera en A et B : donc 
il ne sera pas convexe, puisque A et B sont de part et 
d'autre de S. On pourra donc trouver une droite D, 
située dans le plan P, qui coupera le polygone en plus de 
deux points et, par suite, qui coupera le polyèdre en plus 
de deux points. Le polyèdre n'est donc pas convexe. 

Réciproquement^ si un polyèdre est tel qu'en pro-
longeant indéfiniment le plan de l'une quelconque de 
ses faces le polyèdre soit situé tout entier d'un même 
côté de ce plan, ce polyèdre est convexe. 

Car, si le polyèdre n'était pas convexe, 011 pourrait 
trouver un point intérieur a et une semi-droite a i s s u e 
de a, tels que a x coupe le polyèdre en plus d'un point, 
par exemple en trois points A,, A2 , A3-, mais .alors, en 
prolongeant le plan de la face à laquelle appartient le 
point du milieu A2 , et A3 seraient de part et d'autre 
de ce plan et le polyèdre ne serait pas tout entier d'un 
même côté de ce plan. 

Corollaire 1. — Les faces d'un polyèdre convexe 
sont des polygones convexes. 

Corollaire 11. — Lu polyèdre convexe 11'a pas de 
droites singulières. 

T H É O R È M E V I . — Tout point intérieur ci un polyèdre 
convexe est situé, par rapport au plan de chacune des 
faces, du même côté que le polyèdre, et réciproque-
ment, si un point est situé, par rapport au plan de cha-
cune des faces, du même côté que le polyèdre, il est 
intérieur. 

La proposition directe résulte de la troisième partie 
du théorème III; démontrons la réciproque : 

Soit A un point situé par rapport à toutes les faces du 
polyèdre convexe P, du même côté que ce polyèdre; 
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soit a un point pris dans une face. Si A était extérieur 
à P, la semi-droite A a couperait le polyèdre en un 
second point p et un seul. Soit alors F la face qui con-
tient celui des deux points a ou ¡5 qui est le plus voisin 
de A : A et l'autre point d'intersection seraient alors 
situés de part et d'autre du plan de F et, par consé-
quent, A et le polyèdre P seraient situés de part et 
d'autre de ce plan, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Corollaire. — Si un point A est extérieur à un po-
lyèdre convexe P, il existe au moins une face de P telle 
que A et le polyèdre P soient de part et d'autre du plan 
de cette face. 

Ici se placeraient maintenant, dans un cours complet 
sur les polyèdres, la définition et l'étude des polyèdres 
convexes simples : prismes et pyramides, troncs de 
prismes et troncs de pyramides, ainsi que la recherche 
de l'expression de leur volume. Nous laissons au lecteur 
le soin de faire cette étude en restant dans l'ordre d'i-
dées dans lequel nous nous sommes placé et nous passons 
immédiatement aux polyèdres non convexesy en consi-
dérant cette étude comme faite. 

Définition. — On dira qu'un polyèdre P est décom-
posé en un certain nombre k de polyèdres, si l'on a 
trouvé k polyèdres Pi , P 2 , . . . , P* satisfaisant aux con-
ditions suivantes : 

i° Un point quelconque situé à Y intérieur de l'un de 
ces polyèdres est extérieur à tous les autres; 

2 ° Deux polyèdres peuvent avoir en commun une 
l'ace, ou une arête, ou un sommet ; 

3° Si l'on supprime les faces et les arêtes communes 
dans tous ces polyèdres, la figure formée par les faces 
restantes est identique au polyèdre P. 
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L E M M K . — Si deux polyèdres convexes P et L Y sont 

tels qu'ils sont tous deux situés d'un même côté du 
plan de l'une quelconque des faces de Vun d'eux, ces 
deux polyèdres coïncident. 

Pour démontrer ce leirime, nous allons montrer que 
tout point intérieur à l'un est intérieur à l'autre et que 
tout point extérieur à l'un est extérieur à l'autre. Soit I 
un point intérieur à P, et soit F 'une face quelconque 
de P', I et P sont situés d'un même côté du plan de F ' 
puisque I est intérieur à P (théorème III) : donc I et P' 
sont situés d'un même côté de I, étant du même côté 
que P' par rapport aux plans des faces de P', est, en 
vertu du théorème VI, intérieur à P'. On verrait de 
même que tout point intérieur h P' est intérieur à P. 

Soit E un point extérieur à P. D'après le corollaire 
du théorème VI, il existe au moins une face F de P telle 
que E et P soient de part et d'autre du plan o de F ; 
mais alors, comme P et P' sont d'un même côté de es, on 
en conclut que E et P' sont de part et d'autre de cp. Donc 
(théorème III) E est extérieur à P'. 

L'identité des points intérieurs et extérieurs à P et P' 
entraîne nécessairement celle des points situés sur ces 
surfaces. 

T H É O R È M E V I L — Tout poly èdre qui n'est pas con-
vexe est décomposai)!e en polyèdres convexes. 

Soit P un polyèdre non convexe dont les faces sont 
F j , Fo, . . . , F«. Prolongeons indéfiniment, dans tous 
les sens, le plan cp< de la face FK et, si ce plan rencontre 
le polyèdre, nous imaginerons qu'il le coupe. 

Précisons ceci : le plan cpf pourra couper certaines 
des faces F 2 , . . . , F/? suivant des segments de droite et 
partager*ainsi ces faces en deux polygones ayant un côté 
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commun. Imaginons alors que l'on considère, pour un 
instant, le plan <p( comme résultant de la superposition 
de deux plans o\ et situés, l'un à gauche, l'autre à 
droite de ; et chacun de ces segments de droite comme 
deux segments de droite superposés situés l'un dans cp'f 
et l'autre dans . En outre, considérons chacun des 
côtés de F t comme tracé dans celui des deux plans o\ ou 

qui se trouve, par rapport à cp1? du même côté que la 
face, différente de F 1 ? à laquelle appartient ce côté (ceci 
revient à dire qu'on laisse chaque côté dans la face, dif-
férente de F , à laquelle il appartient). 

Nous avons ainsi imaginé deux systèmes de segments 
de droite situés dans les plans z>\ et Il est aisé de se 
rendre compte que les segments de droite (intersections 
de avec les faces F 2 , . . . . F„ , ... et côtés de F<) tracés 
dans l'un quelconque de ces deux plans forment un po-
lygone fermé} à contour unique ou multiple, en remar-
quant que l'extrémité d'un quelconque de ces segments 
de droite est sur une arête, que par une arête il passe 
toujours deux faces et par conséquent que toute extré-
mité d'un de ces segments est l'extrémité d'un autre. 

Cela étant, considérons les portions des plans <p'4 etcp j 
limitées par ces deux polygones et composées des points 
intérieurs à ces polygones, que nous appellerons 
et Y'\. Remplaçons alors dans le polyèdre P chacune 
des faces F 2 , . . . , F „ par deux faces ayant un côté com-
mun situé dans le plan Ot et la face F4 par les deux 
faces F\ et . 

Par cette opération, nous aurons substitué au po-
lyèdre P un ou plusieurs polyèdres répondant bien à la 
définition des polyèdres (cela est aisé à voir) et jouissant 
des propriétés suivantes : 

i° Chacun de ces polyèdres est situé tout entier d'un 
même côté du plan z>[. 
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2° Si I on supprime dans ces polyèdres les arêtes et 

les portions de faces communes, l'ensemble des arêtes et 
des faces restantes reproduit le polyèdre P. 

Cela fait, imaginons qu'on prolonge de même, dans 
tous les sens, le plan <p2 de la face F 2 et, si ce plan ren-
contre les faces des nouveaux polyèdres, nous imagine-
rons de nouveau qu'on ait tracé les segments de droite 
d'intersection avec ces faces. Nous recommencerons la 
même opération que précédemment en remplaçant cha-
cune des faces rencontrées par deux faces ayant un côté 
commun et en introduisant deux nouvelles faces situées 
dans le plan <p2. Nous aurons ainsi substitué aux nou-
veaux polyèdres et, par suite, au polyèdre P, des po-
lyèdres tels que : 

i° Ils sont situés d'un même côté de et cs2 ; 
>/' Si l'on supprime les arêtes et les portions de faces 

communes, ou reproduit P. 
Nous prolongerons ensuite et ainsi de suite jusqu'à 

tpn. Au bout de la nu'me opération, nous aurons substitué 
à P plusieurs polyèdres P , , P 2 , . . . , P* jouissant des 
propriétés suivantes : 

i° Ils sont tous convexes, car le plan de Tune quel-
conque des faces de l'un d'eux est un des plans <pM 

• • • •> 'f« chacun d'eux est situé tout entier d'un 
même côté de l'un quelconque de ces plans; 

:Î° Si l'on supprime les faces communes et les arêtes 
communes, les faces restantes constituent le po-
lyèdre P; 

3° Un point quelconque intérieur à l'un de ces po-
lyèdres P/ est extérieur à tous les autres. En effet, il 
existe toujours au moins un plan o^ tel que deux des 
polyèdres, P/ et Py, soient de part et d'autre de o C a r , 
si P/ et P, étaient tous deux d'un même côté par rapport 
à tous les plans s , , s*, • . . , ils coïncideraient, en 
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vertu du lemme, puisque les plans de leurs faces sont 
tous compris dans la suite , <p2, • • • 

Soit alors I un point intérieur à P/, il est du môme côté 
de o/t que P/ (théorème III, 3°) et, par suite, il est de 
côté différent de o^ que Py : il est donc extérieur à P7 

(théorème III, 2 0 ) . 
Les polyèdres convexes P<, P 2 , . . . , P* constituent 

donc bien une décomposition du polyèdre P. 

Remarque I. — II est aisé de se rendre compte que, 
puisque la surface du polyèdre P est unique, on peut 
toujours trouver une suite de polyèdres pris dans la 
suite P M P 2 , . . . , PA commençant par un polyèdre 
donné P/ et se terminant par un autre Py, et telle que 
tout polyèdre de la suite ait une face ou une arête com-
mune avec le polyèdre précédenl, c'est-à-dire qu'on peut 
trouver une suite continue de polyèdres rattachés les 
uns aux autres et formant ainsi une chaîne reliant deux 
polyèdres quelconques P/et Py. 

Remarque II. — Quand deux polyèdres P,- et Py ont 
en commun une arête et une arête seulement, on voit 
immédiatement que l'une des faces de P/ aboutissant à 
cette arête doit être dans un même plan avec une des 
faces de P/ aboutissant à cette même arête, car sans cela 
le plan de l'une de ces deux faces traverserait le polyèdre 
auquel elle n'appartient pas, ce qui est impossible 
puisque les plans de toutes les faces de P/ et Py appar-
tiennent à la suite <pl5 <p2, . . . , cp„ et que ces deux po-
lyèdres sont chacun situés en entier d'un même côté 
par rapport à chacun de ces plans. O1 1 en conclut que 
la suppression de cette arête commune donnera dans le 
polyèdre P une droite singulière. Donc, si un polyèdre 
n'a pas de droites singulières, deux polyèdres de la dé-
composition n'ont jamais une arête seule en commun : 
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s'ils se touchent, ils ont en commun soit un sommet, 
soit une face. Donc, dans ce cas, un polyèdre de la suite 
qui lie deux polyèdres P/ et Py a en commun, avec le 
précédent, une face tout entière. 

T H É O R È M E V I I I . — Tout poly èdre peut être décom-
posé en tétraèdres. 

i° Je dis que tout polyèdre convexe est décomposable 
en tétraèdres. En elfet, les faces étant des polygones 
convexes, 011 peut décomposer chacune de ces faces en 
triangles enjoignant un sommet quelconque à tous les 
autres (tout point intérieur à un de ces triangles n'est 
situé à l'intérieur d'aucun autre). Par ce procédé les 
faces du polyèdre sont décomposées en triangles 14, 
/2, . . tfi. Soit alors (fîg. 3) O un point quelconque 

Fig. 3. 

intérieur au polyèdre : je joins O à tous les sommets du 
polyèdre. Les sommets des triangles i2 , . . . , coïn-
cident avec les sommets du polyèdre; donc les trois 
droites (M, OB, OC qui joignent le point O aux trois 
sommets qui déterminent un triangle £/ forment, avec ce 
triangle, un certain tétraèdre T N o u s formons ainsi 
k tétraèdres T , , T 2 , . . . , T*. Ces tétraèdres ont deux 
à deux une face commune : car, si deux triangles t/et tj 
ont un coté commun AC, les tétraèdres T/ et T/ ont eu 
commun la face OAC. 

Foutipoint situé à l'intérieur d'un tétraèdre T, est à 
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l'extérieur de tous les autres : en effet, soit a un point 
intérieur à T/; la semi-droite Oa, prolongée au delà 
de a, coupera ti \ d'ailleurs, comme le polyèdre est con-
vexe et que O est intérieur, Oa coupe une face et une 
seule du polyèdre : elle ne rencontre donc aucun autre 
triangle que La semi-droite issue de a et de direction 
opposée à la direction aO ne coupe aucune des faces des 
tétraèdres autres que T/ : a est donc extérieur à tous ces 
tétraèdres. Enfin, il est bien clair que, si l'on supprime 
les faces communes, telles que AOC, il ne restera que 
les triangles f 2 , • • • -, ¿k qui constituent la surface du 
polyèdre donné. Les tétraèdres Tj , T 2 , . . . , T* décom-
posent donc ce polyèdre. 

20 Un polyèdre quelconque est décomposable en té-
traèdres. En effet, commençons par le décomposer en 
polyèdres convexes, puis décomposons chacun de ces 
polyèdres convexes en tétraèdres ; mais, dans cette dé-
composition, nous aurons soin de décomposer une face 
commune à deux polyèdres de la même façon dans les 
deux polyèdres. Nous aurons ainsi obtenu la décomposi-
tion demandée. 

T H É O R È M E I X . — Quand un polyèdre P est décom-
posé en un certain nombre de polyèdres P, , P 2 , . . . , 
I1/, : 

i" Tout point intérieur à un polyèdre Pi est inté-
rieur au polj èdre P ; 

Tout point extérieur à la fois ci tous les polyè-
dres P<, P 2 , . . . , P/i est extérieur au polyèdre P. 

En effet : 
i° Soit A un point intérieur à P< ; A sera extérieur à 

tous les polyèdres Vj(j-^éi). Considérons une semi-
droite Ax issue de A et ses intersections avec tous 
les polyèdres P 2 , . . . . P/t : celle semi-droite coupe 
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P/ en un nombre impair de points et chacun des autres 
en un nombre pair de points. Le nombre total des 
points d'intersection est donc impair. Or ces points 
d'intersection sont composés d'abord des points d'in-
tersection de Ax avec les faces de P et en outre des 
points d'intersection avec Jes faces communes-. Chaque 
point d'intersection avec une face commune à deux po-
lyèdres est comptée deux fois et deux fois seulement : le 
nombre total de ces points d'intersection est donc pair. 
Donc Ax coupe P en un nombre impair de points : A 
est intérieur à P. 

2° Si A est extérieur à P 2 , . . . , P/i, A x coupe 
chacun des polyèdres P 1 , . . . , P^ en un nombre pair 
de points; elle coupe donc P en un nombre pair de 
points et A est extérieur à P. 

Corollaire. — Tout point intérieur à P est intérieur 
à un polyèdre P/ et à un seul. 

Donc l'ensemble des points intérieurs à P est iden-
tique à l'ensemble des points intérieurs aux divers po-
lyèdres composants P, . P2 , . . . , P/,. 

P R E M I È R E C O N S É Q U E N C E . — intérieur d'un polyèdre 
est égal à la somme des intérieurs des divers polyèdres 
composants. 

L'intérieur d'un polyèdre est donc mesurable et le 
volume d'un polyèdre est égal à la somme des volumes 
des polyèdres en lesquels il est décomposé. 

En particulier, si l'on décompose un polyèdre P en 
tétraèdres T M To, . . . , T*, on a 

vol. P = \ oi. Ti vol. T2 . . . î vol. T/t.. 

S E C O N D E C O N S É Q U E N C E . — Si un polyèdre P IL a ¡tas 
de droites singulières, 011 peut toujours trouver un 
chemin «ontinu, situé tout entier à Vintérieur du po-
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lyèdre, et allant d'un point intérieur quelconque à un 
autre point intérieur. 

En eifet, soient I et J deux points intérieurs à P. Ima-
ginons qu'on ait décomposé P en polyèdres convexes P4 , 
P 2 , . . . , PA, et soient P/ et Py les deux polyèdres à l'in-
térieur desquels se trouvent respectivement I et J 
(théorème IX, corollaire). 

Soient P/, PA , . . . , P,;i des polyèdres tirés de la suite 
P i , . . . , PA et tels que la suite P/, P i t , . . . , P/w, Py forme 
une suite continue (théorème VU, remarque I), P/et P^ 
auront une face commune F , (théorème VII, remar-
que II), P¿a et P,t une face F 2 , . . • , P/n^t Py auront une 
face commune F « + l . 

Soient alors A, , A2 , . . A,?+i des points situés res-
pectivement à l'intérieur des faces F*, F 2 , . . 
Le chemin polygonal IF iFo . . . F / / + J J sera situé tout 
entier à l'intérieur de P ; car chacune de ses parties, 
par exemple F/F/ + 1 , étant à l'intérieur de P^ (théo-
rème IV, remarque) tout entière, est située «à l'intérieur 
de P. 

Remarque. — Dans le cas des polyèdres admettant 
des droites singulières, on peut encore trouver un chemin 
continu situé à l'intérieur et reliant deux points inté-
rieurs quelconques, mais ce chemin pourra quelquefois 
traverser la surface en des points situés sur des lignes 
singulières. En tous cas, ce chemin se composera de 
points intérieurs et d'un nombre fini de points situés 
sur la surface et ne contiendra pas de points extérieurs. 

P O L Y È D R E S S E M B L A B L E S . 

Définition. — Deux polyèdres P et Q sont dits cor-
respondants si l'on peut établir entre leurs éléments 
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une correspondance univoque et réciproque, de telle 
façon qu'à chaque sommet de P corresponde un sommet 
de Q, à chaque arête une arête, etc.-, et, de plus, de 
telle façon que deux couples de sommets correspon-
dants soient reliées par des arêtes correspondantes, que 
deux arêtes correspondantes soient à l'intersection: de 
faces correspondantes, etc. ( { ) . 

T H É O R È M E X . — Lorsque deux polyèdres corres-
pondants ont leurs angles polyèdres correspondants 
égaux et les faces correspondantes égales, ils sont 
superposables (on suppose évidemment que les éléments 
qui se correspondent dans les angles polyèdres et dans 
les faces sont des éléments égaux). 

Soient F une face du polyèdre P, F ' la face correspon-
dante égale dans le polyèdre P'. Faisons coïncider F ' 
avec F en faisant coïncider les sommets correspondants. 
Soient A un sommet de F , h! le correspondant dans F ' ; 
soient AB et AC les côtés de F qui aboutissent en A, 
V1V et A ' C les côtés correspondants dans F'. A'B' et 
A'C' coïncident avec AB et AC; donc deux arêtes de 
l'angle polyèdre A' coïncident avec leurs correspon-
dantes dans l'angle polyèdre A, et les angles polyèdres 
A et A' coïncident. On verrait de même que tous les 
angles polyèdres B et IV, C et C\ . . . , aux différents 

( 1 ) Je rappelle qu'on peut imaginer une correspondance toute pa-
reille pour les polygones plans et pour les angles polyèdres. Deux 
polygones plans, égaux et correspondants, coïncident quand deux 
côtés correspondants coïncident et cette coïncidence n'est possible 
que d'une seule manière (ainsi il n'y a qu'une seule manière de 
l'aire coïncider deux triangles équilatéraux correspondants et égaux 
si l'on fait coïncider les éléments correspondants). De même, deux 
angles polyèdres, correspondants et égaux, coïncident si deux arêtes 
coïncident avec leurs correspondantes, et cette coïncidence »'est pos-
sible que d'une seule manière. 
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sommets de F et de F', coïncident. Mais alors la face F p 

adjacente à F' suivant A'B', coïncide avec sa correspon-
dante F 4 , adjacente à F suivant AB, car A'B' coïncide 
avec AB, et les deux côtés de F\ passant par A! et B' et 
différents de AB coïncident en direction avec leurs cor-
respondants dans F 4 . On verrait de même que toutes les 
faces adjacentes à F ' coïncident avec leurs correspon-
dantes. En recommençant pour ces faces le même rai-
sonnement que pour F', on verrait de proche en proche 
que toutes les faces de P' coïncident avec leurs corres-
pondantes dans P ; car nous avons supposé que Ton pou-
vait aller d'un point quelconque de la surface d'un po-
lyèdre à un autre par un chemin continu tracé tout 
entier sur la surface. 

Définition. — Deux polyèdres sont dits semblables 
s'ils sont correspondants, si les angles polyèdres corres-
pondants sont égaux et les faces correspondantes sem-
blables. 

Les éléments correspondants de deux polyèdres sem-
blables sont appelés éléments homologues. 

Remarque. — Le rapport de similitude de deux faces 
homologues de deux polyèdres semblables P et P' est le 
même quelles que soient ces faces. Soient F et F , deux 
faces de P ayant un côté commun AB; les deux faces ho-
mologues dans P', F' et F', auront un côté commun A' B': 
le rapport de similitude de F ' à F , ainsi que celui de F't à 

F i 9est : deux faces voisines sont donc dans le même 

rapport de similitude avec leurs homologues. Il en est 
donc de même pour deux faces quelconques, car, puisque 
la surface est unique, deux faces quelconques d'un po-
lyèdre sont reliées par une suite de faces ayant deux à 
deux un côté commun. 
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Ce rapport de similitude commun à toutes les faces 
homologues des deux polyèdres est ce qu'on appelle le 
rapport de similitude des deux polyèdres. 

Il n'est pas évident a priori qu'il existe un polyèdre 
semblable à un polyèdre donné dans un rapport de simi-
litude donné : nous allons montrer qu'il y en a un. 

T H É O R È M E X I . — Il existe un tétraèdre semblable à 
un tétraèdre donné dans un rapport de similitude 
donné et un seul. (Nous passons cette démonstration.) 

T H É O R È M E XII. — Si Von décompose un polyèdre 
quelconque P en tétraèdres T4 , T 2 , . . . , T* et si Von 
construit des tétraèdres T,, T.0 . . ., T^ semblables aux 
précédents, dans le même / apport de similitude A, les 
tétraèdres T0 T!0 . . ., T^ pourront être assemblés de 
la même façon que les tétraèdres T , , T 2 , . . - , TA- et 
leur ensembley après suppression des faces communes, 
constituera un polyèdre semblable au polyèdre pro-
posé P. dans le rapport de similitude X. 

Supposons d'abord que les deux tétraèdres T, et T2 

aient une face commune Soient (/ig* 4) Ai 13, Ci celte 
lace dans TJ et A 2 B 2 C 2 cette face dans T2 : A, coïncide 

avec A2 , etc. Soit A', B'4 C'̂  la face de T\ homologue de 
A J B , C I et A 2 B 2 C 2 celle de T 2 homologue de A 2 B 2 C 2 : 
A^B'jC, et A'„ B!,C'2 sont deux triangles égaux et corres-

A 
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pondants comme semblables à des triangles égaux dans 
le môme rapport de similitude X. Faisons alors coïncider 
ces deux faces en faisant coïncider A2 avec A\, B't> avec B',, 
C; avec CV (ce qui est possible), puis supprimons cette 
face commune dans T'4 et T'2 ; de même supprimons <Ao 
dans T j , T 2 . Nous obtenons ainsi, par la superposition 
de T< et T 2 , T , e t ï 2 , deux polyèdres Q et Q' qui sont sem-
blables. En effet, les polyèdres sont correspondants : il 
suffit de considérer comme correspondants les éléments 
qui se correspondaient soit dans et T 'n soit dans T 2 

et T', ; les angles polyèdres correspondants sont égaux : 
l'angle polyèdre TA est égal à T'f et T2 à T'2; je dis que 
l'angle A' est égal à l'angle A ; portons A'sur A de façon 
à faire coïncider le point A' avec A, que A ' C prenne la 
direction AC et A'B' la direction AB, à cause de la cor-
respondance et de l'égalité des angles A' B'C/rF4 et A B C T Î , 
A 'T, prendra la direction AT\ et de môme A/fT2 prendra 
la direction AT 2 . 

Les faces sont semblables : car, si aucune des faces 
de T, n'est dans un même plan avec une des faces de T 2 , 
aucune des faces de T\ ne sera dans un même plan avec 
une des faces deT 2 , et les faces correspondantes de Q 
et Q', étant des faces correspondantes des tétraèdres 
composants, sont semblables. Supposons, au contraire, 
que AT< C et A T 2 C soient dans un même plan : alors 
le quadrilatère A T , C T 2 sera une face de Q, A 'T, C'et 
A'T0C' seront aussi dans un même plan et A'T4 C'T2 

sera une face de Q' qui sera semblable à A T \ C T 2 , 
comme composée d'un même nombre de triangles sem-
blables et correspondants. Les deux polyèdres Q et Q' 
sont semblables. 

Supposons en second lieu que les deux tétraèdres T, 
et T 2 aient une arête commune. Soit ( AB), A, B, , A2 B2 

cette arête dans TÎ et T 2 , les deux faces ABT^ et ABT2 

Ann. de Mathémat.. série, t. VIII. (Août 1889.) 2.) 



( 386 ) 

ainsi que les faces ABC| et ABC2 sont dans un même 
plan, et l'ensemble de T, et T 2 forme, après suppression 
de l'arête commune (AB), un polyèdre Q ayant quatre 
faces triangulaires et deux faces quadrangulaires AC< BC2 

et AT| BT 2 [(AB)est une ligne singulière de Q]. Les 
deux arêtes A\ 13, et A'2 B., dans les tétraèdres T, et T 2 

sont égales comme semblables à deux arêtes égales At B,, 
A2B2 dans le même rapport de similitude Pour la 
même raison les dièdres A\B\ et A'2B'2 sont égaux. Fai-
sons alors coïncider A^ et A',, 13, et B.> et disposons le 
tétraèdre T!, de façon que la face A'B'T., soit dans le même 
plan que la face A'B'T'j et extérieure à celte face. Les 
deux dièdres A', B4 et A2B2 seront alors dans la position 
de deux dièdres opposés par l'arête et A'B'C., sera dans 
le même plan que A'B'C, et extérieure à cette face. Si 
l'on supprime l'arête commune (A'B') on obtient un po-
lyèdre Qf ayant deux faces quadrangulaires A'C, B'C., et 
A'T', B' T'2 qui sont évidemment semblables respective-
ment aux faces ACtBCo et AT , BT2 de Q. 

D'ailleurs les angles polyèdres de Q et Q'sont égaux. 
C, est égal à C, , C2 à C 2 , T { à T , , T 2 à T'2 $ A' est égal à A, 
car si l'on porte A ; sur A de façon que A'C, prenne la di-
rection AC< et A'C2 la direction AC2 i la droite singulière 

* 
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A'B'prendra nécessairement la direction AB et les deux 
dièdres A B C | T 1 et A'B'G'4T'4 coïncideront, puisqu'ils 
sont égaux et que deux arêtes correspondantes A'B' et 
AB, A'C, et AC| auront la même direction; A'T'4 prendra 
donc la direction AT, et de même A'T., prendra la di-
rection AT2 : les deux dièdres A'G!, C', T4 T 2 et 
A C 2 C | T 1 T 2 sont donc égaux. Les polyèdres Q et Q' 
sont semblables. 

Gela étant, un des deux tétraèdres L\ ou T 2 aura soit 
une arête, soit une face en commun avec un des tétraè-
dres T 3 , . . . , : par exemple, T 2 aura une face com-
mune avec T 3 et, après suppression de celte face com-
mune, l'ensemble des tétraèdres T | T 2 T 3 , c'est-à-dire 
l'ensemble de O et de T3 formera un certain polyèdre II. 
On verra alors aisément, par des raisonnements identi-
ques à ceux que nous venons de faire, que T'., et T;{ 

pourront être assemblés comme T 2 et T:{ et que l'en-
semble de Q' et de T';{ forme un polyèdre IV sem-
blable à R. Eu continuant de la sorte, on verra de 
proche en proche que, puisqu'à deux tétraèdres de la 
série (T), avant une arête ou une face commune, cor-
respondent deux tétraèdres dans la série (T'), pouvant 
être assemblés de la même façon, on pourra assembler 
successivement les tétraèdres (T ;) de la même façon que 
les tétraèdres (T), et que les polyèdres successifs 
R, . . . , Q', IV, . . . seront toujours semblables. Donc, 
finalement, 011 pourra superposer tous les tétraèdres (T') 
de même que les tétraèdres (T) , et le polyèdre final P' 
obtenu sera semblable au polyèdre P dans le rapport de 
similitude A. 

Nous avons ainsi prouvé qu'il existe un polyèdre sem-
blable à un polyèdre donné, dans un rapport de simili-
tude donné; nous allons maintenant montrer qu'il n'y eu 
a qu'un seul. 
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T H É O R È M E X I I I . — Si deux polyèdres P < et P 2 sont 
semblables à un même polyèdre P, dans le même rap-
port de similitude \ ils sont identiques. 

En effet, faisons correspondre dans P, et P2 les élé-
ments qui sont homologues d'un même élément de P : 
les deux polyèdres P, et P 2 sont donc correspondants. 
D'ailleurs, deux angles polyèdres correspondants sont 
égaux, puisqu'ils sont égaux à un troisième, et deux 
faces correspondantes sont égales, comme semblables à 
une même face de P dans le même rapport de similitude. 
Donc (théorème X) , PI et P2 sont superposables. 

Corollaire I. — Il n'y a qu'un seul polyèdre sem-
blable à un polyèdre donné dans un rapport de simili-
tude donné. 

Corollaire II. — Deux polyèdres semblables sont 
décomposablcs en un même nombre de tétraèdres sem-
blables et semblablement placés. 

T H É O R È M E X I V . — Le rapport des volumes des deux 
tétraèdres semblables est égal au rapport des cubes 
de deux arêtes homologues. (Nous passons cette dé-
monstration.) 

T H É O R È M E X V . — Le rapport des volumes de deux 
polyèdres semblables est égal au rapport des cubes de 
deux arêtes homologues. 

En effet, soient P et P' deux polyèdres semblables 
dans le rapport Supposons P décomposé en tétraèdres 
T<, T 2 , . . . , T* et soient T\, T'2, . . T ^ les tétraèdres 
semblables dans le rapport On aura 

vo l .P = vol. TT -+- vol. T 2 - K . . -+- vol. Ta, 
# vol. P' = vol. T ' , -4- vol. T ' S + . . . -t- vol. T'a; 
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_ ~vol.T| _ vol. T'2 _ _ vol. T/r _ vol . T\ - K . . + vol. T'/c 

~ vol. T j ~~ v o l . T j " " voI.T/, ~ v o l . T j H-...-4- vol. T / / 

Donc 

vol. P 

°k est égal au rapport de deux arêtes homologues quel-
conques de deux tétraèdres semblables T^ T/, et par 
conséquent X est égal au rapport de deux arêtes homo-
logues quelconques de P' et P. 

INTERSECTION D'UNE DROITE ET DE LA SURFACE RÉGLÉE 
DÉFINIE PAR TROIS DIRECTRICES RECTILIGNES; 

PAR M. L . L E F E V R E , 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d'Amiens. 

Des droites variables G 2 , G 3 , G/,, G5, . . . rencon-
trent trois droites fixes A, B, G respectivement aux 
points aK, a 2 , a3, ¿z5, ... ; , b2, •• • *> , 
C2-) csi ' - • • J e dis <Jue ces trois séries de points 
sont liomographiques deux à deux. Il suffit, pour cela, 
d'établir l'égalité des rapports anharmoniques, tels que 

, b2, ¿3, ¿4) et , c2, c3 , c4)5 c'est ce qu'on recon-
naît immédiatement en coupant B et C par les plans 
menés par A et chacune des génératrices G*, G 2 , G 3 , G4 , 

Cette remarque va nous permettre d'obtenir les points 
d'intersection d'une droite donnée D avec la surface 
engendrée par les droites G, ce qui revient à trouver une 
droite G s'appuyant sur D. On est conduit à considérer 
les deux hyperboloïdes définis par les directrices A, B, 
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D el A, 0 , 1). Les génératrices du premier coupent Act 
D en des points a n a t . . . . , f ì ì , r/3, . . . ; 
celles du second en des points , , Cl 2, y ft 't i • • • i rj \ ? ^ 2 ? 
S», 5', 

Or, d'après ce qui précède, les deux divisions tracées 
sur I) : <!r/2, . . . , o,, o:l, o4, . . . , sont lio-

mographiques à <72, <7,;{, (i't1 . . . ; elles sont donc ho-
mographiques entre elles. Les points doubles P et Q de 
cette liomograpliie sont les points cherchés, puisque 
par chacun de ces points passe une droite qui s'appuie 
à la fois sur A, B, I) et sur A, C, D, c'est-à-dire sur A, 
B, C, I). 

Pour définir une homographie, trois couples suffisent. 
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Donc, par irois poinls quelconques ¿*,, ¿z2. as de A, on 
mènera les droites qui s'appuient sur B et D et celles 
qui s'appuient sur C et D : on aura ainsi les trois couples 
d< ù{, c/o02, Î/353. 

Dans l'épure, on a placé aK à l'intersection de A et 
du plan projetant D horizontalement, puis on a coupé B 
et C par ce plan, ce qui donne aisément dK et o,. On 
place a» à l'intersection de A et du plan projetant D 
verticalement, d'où d2, o2. On prend a3 au point d'in-
tersection de A et du plan projetant B horizontalement5 
ce plan contenant r/3 et B coupe D au point Enfin 
011 mène par a2 une droite qui coupe C; 011 prend celle 
dont la projection verticale est A', elle coupe C en e, e' : 
sa projection horizontale est a^e. Le plan passant par 
celte droite et par C coupe D en o3. 

Quant à la construction des points doubles, elle se fait 
très simplement à l'aide d'un cercle que l'on peut faire 
passer par a2 pour simplifier (voir Géométrie de 
MM. Rouché cl de Comberousse, 1 1 1 9 ) . 

SOLUTION RE LA QUESTION PROPOSÉE POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1888; 

PAR M . L E I M A J R E , 

Professeur au lycée de Lorient. 

On donne un quadrilatère plan OACB et deux sé-
ries de paraboles : les unes tangentes en A à AC et 
ayant pour diamètre OA ; les autres tangentes en B à 
BG et ayant pour diamètre OB. 

On demande : 
i° De trouver le lieu du point de contact M d'une 
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parabole de la première série avec une parabole de la 
deuxième série ; 

2° D'indiquer, en laissant le triangle OAB inva-
riable, dans quelle région du plan il faut placer le 
point C pour que le lieu soit une ellipse ou une hyper-
bole ; 

3° De démontrer, dans l'hypothèse oit OACB est un 
parallélogramme, que la tangente commune en M aux 
deux paraboles pivote autour du point de concours K 
des médianes du triangle ABC : 

4° De trouver, dans la même hypothèse, le lieu du 
point d'intersection P de la tangente en M aux deux 
paraboles avec l'autre tangente commune DE que l'on 
peut mener à ces deux courbes. 

N. B. — On représentera la longueur OA par a, et 
la longueur OB par b. 

S O L U T I O N A N A L Y T I Q U E . 

I. Prenons pour axes de coordonnées OA et OB ; 
soient (a, o), (o, ¿), (/?,</) les coordonnées de A, 13, C ; 

Fig. i. 

J o celles d'un point du lieu {fig. i). Les paraboles 
P de la première série ont une équation de la forme 

4 y2 — i P \y (p — a) — q(x — a)] = o. 
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De même, l'équation générale des paraboles P' de la 

seconde série est 

x2— — b) — p(y — b)] = o. 

Le point M du lieu appartenant à la fois aux deux 
paraboles, 011 a 

7o — Lro(p— a) — q(x0— a)] = o, 
xî — iF'lxo (q — b) — p(y0—b)] = o. 

Ecrivons que les tangentes en M aux deux courbes 
sont confondues, nous aurons 

Pff = .ro— F*(p — <*) 
¿C 0 — — ô ) P'y> 

Pour avoir l'équation du lieu, il suffira d'éliminer les 
paramètres P et P'entre les trois relations précédentes, 
ce qui n'offre aucune difficulté puisque les deux pre-
mières sont du premier degré par rapport à ces para-
mètres. On trouve ainsi, en supprimant les indices, 

iq(q — b)x2^- >?,p{p — a)y2 

, — [3pq-±-(p — a)(q- b)]xy (j) ' 
H- 'X q [ a ( b — q ) -h ipb ] x 
H- 'ip[b(a — p) -f- 'iqa\y — \pqab — o. 

Cette équation représente une conique passant par 
les points A' et B', par le symétrique O de O par rap-
port à C, et enfin par les points de rencontre de C'A' 
avec O y et de C'B' avec O x , C'A' et C'B' étant les pa-
rallèles à CA et à CB, menées par le point C'. 

IL Cette conique sera une ellipse, une parabole ou 
une hyperbole, selon que nous aurons 

[3 pq -\-{p — a)(q — b)]2 — ï6pq(p — a)( q — b ) £ o, 
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illégalité qu'on peut facilement mettre sous la forme 

(-2 ) \( p — a)(q — b) — |[ — arj — bq H- ab] > o. 

Cela posé, conslruisons la droite ayant pour équation 

( A L> ) — ay — bx — ab = o. 

et l'hyperbole représentée par 

(II) (x — a )(y — b ) — 9 x y = o. 

La droite n'est autre que AB. L'hyperbole passe en A 

et B, a pour centre le point ^— — ^ et ses asym-

ptotes parallèles aux axes de coordonnées {fig- 2). 

Fig. •.!. 

On reconnaît aisément que pour tous les points situés 
dans les parties du plan couvertes de hachures, le pre-
mier membre de (:>) est positif, et, par suite, (1) repré-
sente une hyperbole. Si C est dans les autres parties du 
plan, l'équation représente une ellipse. 

Dans le cas particulier où C est un point de H ou de 
AB, laconique (1) est une parabole. 
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III. Si OABC est un parallélogramme, on a 

p — a et q — b. 

Les équations générales des paraboles deviennent, 
dans cette hypotlic*se, 

y- -+- > P b(x — a ) = o, 

x- HK i P' a (y — b ) = o. 

La tangente en M a pour équation 

Vb. 
y—y o = — — — y« 

avec les conditions 

( 3 ) y% •>. P b ( jtq — a ) — o, 

(4 ) -f- iV'a(yQ—b) = o, 

Pô *o 

de sorte que réquation de la tangente s'écrit 

La relation qui exprime que cette droite passe par le 
centre de gravité K de ABC, dont les coordonnées sont 
» a 2 b 

V - ? - T T ? E S T o > 

i(xQ — — JKoj — Jo — = O 
O U 

— ' 5 x 0 y 0 ~ ^ 4(63*0-+-tf/o— « 6 ) = o. 

Or, en tenant compte de (3) et (4), on peut mettre (o) 
sous la forme 

yo _ '¿(yo— ¿0. 

(V est précisément la relation demandée. 



( 396 ) 
IV. Pour résoudre la quatrième partie, prenons pour 

paramètre le coefficient angulaire de la tangente com-
mune en M ( fig. 3). 

Fig. 3. 

Comme cette droite pivote autour du point K , son 
équation est de la forme 

( M T ) 3 y — %b = 77i($x— ici). 

Cherchons les conditions pour que l'équation 

( 6 ) y — p..r - h v 

représente la seconde tangente commune aux deux pa-
raboles correspondant à une direction donnée m de MT. 

L'équation aux abscisses des points communs à la 
droite (6) et à la parabole P est 

-h v) 2-f- i V b ( x — a ) — o, 

d'où la condition de tangence 

2 (JLV -h 1 * b -h 2 a [JL2
 = o. 
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Nous trouverons de même la condition suivante de 

contact de la droite (6) et de la parabole ( F ) 

( 8 ) 2(v — ô) = O. 

Eliminant v entre les relations (7) et (8), on trouve 

P ' a fx3 H- 2 a p.2 -h 2 b *JL -4- P b = 0 , 

qui est l'équation aux coefficients angulaires des tan-
gentes communes aux deux paraboles. Cette équation 
doit admettre la valeur m pour racine double, d'où les 
relations 

2 
{JL 2 m — — —; 9 

2 I X M - H M 2 = —7— ? k P a 

[J- m2 =— • 1 Va 

Eliminant P et P*, nous obtenons facilement 

m(ib ~+- a m ) ,x — 
k b-h'iam 

La valeur correspondante de v est donnée par l'équa-
tion (8), par exemple. On trouve 

(am — b)2 

3(2am -h- b ) 

de sorte qu'enfin, m étant le coefficient angulaire de la 
tangente commune en M, l'autre tangente commune a 
pour équation 

m(ib-ham) (am — b)2 
y == : qq —. — — 

J b -h 2 am 3 ( 2 am H- b ) 

( D E ) 3 ( 2 a m -t- b)y -h 1m(ib am)x -h (am - by = o. 
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Nous aurons le lieu du point P d'intersection de 

(iVJT) et de (DE) en éliminant nt entre les équations de 
ces deux droites. 

Tirant m de la première, et transportant la valeur 
trouvée dans la seconde, nous obtenons 

y (3 x — '). a )( 2 a y -h bx — ±ab ) 
-i- x( 3 y — 2 b)( a y o. bx — 'iab)-\- ( a y — bx)- — o 

ou 
i.yry{ay -r- t>x) — ( 3st2y2H- 3 b 2 x - 1 8 a b x y ) 

H- 4 ab ( a y -f- bx) = o, 
ou 

| 3 ( a y -k- b.r) — 4 ab ] [ 3 xy — ( ay b x )] = o. 

Le lieu se compose donc d'une droite et d une hyper-
bole. La droite est la parallèle menée par K à AB. 

Fi-. 

L'hyperbole a ses asymptotes parallèles aux axes de coor-
données; son centre est le centre de gravité de OAB; 
elle est tangente en K a la droite précédente et en O à 
la parallèle à AB menée par ce point {fig* 4 )• 

» 
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C O N S I D É R A T I O N S G É O M É T R L O L E S 

I. 11 est facile de reconnaître géométriquement que 
le lieu de M est une conique { f i g . 5). Soit, en effet, 
MTla tangente commune à un groupe de deux para-
boles de l'énoncé -, et B< les points de rencontre de 

cette droite avec O x et O y ; MD et ME les parallèles 
menées par M à G A et CB. Il résulte d'une propriété 
connue de la parabole que A est Je milieu de A, I), et 
B le milieu de B« E. 

Par O, menons une parallèle à MT, rencontrant AM 
en a, et BM en ¡3, et menons par a et ¡3 des parallèles à 
MD et ME \ soient A' et IV les points de rencontre de 
ces droites avec O J et Oy. A est le milieu de OA'; B le 
milieu de OB', de sorte que le lieu du point M peut 
être engendré comme il suit : 

Faisons pivoter autour de O une droite rencontrant 
C'A' en a et C B' en ¡3 ; le point M d'intersection de A a 
et B[3 est un point du lieu. On voit que le coté du 
triangle v ariable M a¡3 passe par un point iixe O ; et les 
cotés Ma et M ¡3 passent en A et H, points également 

T 
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fixes. Le point M décrit donc une conique (théorème 
de Maclaurin). D'ailleurs cela résulte de ce que les 
points a et |3 forment sur C'A' et C'B' deux divisions 
homographiques et, par suite, A a et B[3 deux faisceaux 
homographiques. La conique lieu de M passe par les 
sommets A et B des faisceaux. Elle passe aussi par C et 
par les points de rencontre de O y et C'A' d'une part, 
de Ox et C'B' d'autre part. 

II. On reconnaît aussi simplement que la tangente 
commune en M pivote quand OACB est un parallélo-
gramme ( f i g . 6). Soit, en effet, M A I B J une tangente 
commune en M à deux paraboles. A étant le milieu de 

Fig. 6. 

/ •/, 
/ / 1 
! H / / 

O'l " y A :1 A D 

A, 

A, D? G est le milieu de A4 M. De même, H est le milieu 
de B| M. Il en résulte que A, B, est double de HG, et, par 
suite, à cause des triangles semblables CGH et OA, B î5 

que OB4 est double de CG. Le rapport de similitude 
des triangles semblables KOBj et KCC est donc 2 ; donc 
enfin OK = 2KC, ce qui démontre la proposition. 

» 
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ÉTUDE DU COMPLEXE PROPOSÉ AU CONCOURS GÉNÉRAL 
DE 188;» 

[Suite cl fin ( ')] ; 

PAR M. E . MARCHAND. 

1. Rectifications. — Avant d'aller plus loin, je cor-
rigerai deux résultats indiqués trop légèrement dans les 
considérations géométriques finales. 

J'avais admis comme évident que toute droite du 
complexe, pénétrant entre les deux nappes de la surface 
des ondes, devait rencontrer la surface en deux points 
réels et en deux points imaginaires. Or il suffit de cou-
per convenablement par un plan parallèle au plan 
double touchant suivant un cercle pour s'assurer qu'une 
droite peut parfaitement rencontrer la nappe extérieure 
en quatre points réels et avoir deux segments compris 
entre les deux nappes de la surface. Je ne suis plus 
fondé à dire, comme je l'ai fait à tort, que la droite sin-
gulière relative à un point M de la nappe extérieure 
donne deux foyers imaginaires. Malgré tout l'intérêt 
géométrique que pourrait présenter une discussion ap-
profondie, je laisserai ce point complètement de côté. 

La seconde erreur saute immédiatement aux yeux. 
J'écrivais : « Les courbes E et I se confondent pour les 
plans qui touchent la surface des ondes en tous les points 
d'un cercle. Ce cercle de contact est donc une conique 
du complexe. » Tout plan tangent à la surface des ondes 
donnant un système de deux points, il est inadmissible 

(*) Voir m c m c Tome, p. 122. 
Ann. de Mathémat , 3e série, t. VIII. (Septembre 1889.) 2 6 
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que le plan double, tangent en tous les points d'un 
cercle, donne un véritable cercle. Quand les courbes E 
et I tendent vers le cercle de contact, la conique du 
complexe reste comprise entre ces deux courbes de ma-
nière à donner à la limite un point unique comptant 
double P. D'après les propriétés du cône asymptote 
, x œ2 r2 

(il) -y-^-^-f-— = O, l m n 

il faut que la section de ce cône par le plan double soit 
un cercle de centre P et non pas le cercle de contact. 

Le point P est évidemment, par raison de symétrie, 
dans le plan principal perpendiculaire au plan double. 
Ce plan des zx coupe la surface des ondes suivant une 
ellipse et un cercle cpii contiennent respectivement un 
point P et un point Q du cercle de contact. Le point P , 
situé sur l'ellipse, est, comme le prouverait un calcul 
facile que je ne reproduis pas, précisément le point 
double auquel se réduit la conique du complexe. Le 
point Q, situé sur le cercle, appartient, comme on sait, 
à la perpendiculaire abaissée du centre O de la surface 
sur le plan double. Alors OP est un diamètre delà sphère 
déterminée par le point O et le cercle de contact. 

Si M est un point quelconque du cercle de contact, la 
droite MP est perpendiculaire à OM. Cette droite MP 
est donc la droite singulière relative au point M de la 
surface singulière. Ainsi les droites singulières relatives 
à tous les points du cercle double passent par le point 
P de l'ellipse principale. Or eesdioites singulières appar-
tiennent toutes au complexe 

( i o ) / aa' -f- m ¡3 ¡3' -f- n yy ' = o 

relatif aux surfaces homothétiques et homofocales 
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La conique du complexe (10) relative au plan double 
doit donc se décomposer en deux points dont l'un sera 
précisément le point P. 

Je supprime le calcul de vérification, me bornant a 
bien montrer d'où vient ce résultat. On sait que tout 
plan passant par le point à l'infini sur l'un des axes est 
singulier pour le complexe (10). Cela se comprend facile-
ment si l'on remarque que le complexe (10) des axes des 
sections planes des surfaces (S) doit comprendre tous 
les diamètres des sections circulaires. Or tout plan de 
section circulaire est perpendiculaire à l'un des plans 
de coordonnées, au plan des zx par exemple. Réciproque-
ment tout plan perpendiculaire au plan des zx est plan 
de section circulaire pour des surfaces (2). En particulier, 
le plan double de la surface des ondes est plan de section 
circulaire pour des surfaces (S) et le centre de ces cercles 
est le point P. 

D'après ce qui précède, pour un plan double laconique 
du complexe se réduit à un point double} en vertu du 
principe de dualité, pour un point double D le cône du 
complexe se réduira à un plan double. Le point double 
était sur le cercle de contact; le point double sera tan-
gent au cône des tangentes. C'est le plan perpendiculaire 
à OD mené par D. Comme la droite OD est une focale 
du cône (i i), la section du cône par le plan tangent 
comptant double admet le point D comme foyer. Pour 
le point D le cône du complexe (10) se décompose en 
deux plans dont l'un coïncide avec le plan tangentdouble. 
De même que la droite singulière relative à un point M 
quelconque pris sur le cercle de contact s'obtenait en 
joignant M au point comptant double P, la droite sin-
gulière relative à un plan tangent quelconque du cône 
des tangentes s'obtiendra en prenant l'intersection avec 
le plan comptant double. En eifet, toutes les droites ainsi 
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obtenues sont bien perpendiculaires au rayon vec-
teur OD. 

2. Propriétés des droites singulières. — Pour termi-
ner cette seconde partie de la solution, j'insisterai sur 
deux propriétés très simples des droites singulières. 

11 a été reconnu géométriquement que la droite sin-
gulière uuique qui passe par le point M de la surface est 
la droite du plan tangent en M qui est perpendiculaire 
au rayon vecteur OM. Cela résulte d'ailleurs aussi de la 
formule 

(19) h- = 

Si l'on désigne par a, ¡3, y, a', ¡3', y' les coordonnées 
d'une droite singulière, de sorte que 

( 9 ) /a'S-H p 2 H - Y 2 ) = G? 

(10) loLOL -H m PP'-T- = o, 

le complexe tangent est spécial, et représente une droite 

/a', m ¡3', « y ' , — K a , — K f i , — K y , 

qui, d'après l'équation (10), est perpendiculaire à la 
droite singulière. 

Ces deux droites rectangulaires peuvent facilement se 
définir géométriquement. Je citerai d'abord textuelle-
ment le Traité d'Analyse de M. Laurent (t. II, p. 291) : 

« La surface des ondes étant représentée par 

(4) 0 2 - b y^-h — o, 

si l'on fait 

( 5 ) À, 

( 6 ) a 2 2? 2 -h 6 2 7 2 - f - c 2 z - = tji, 

a2 (¿>2 -+- C2 ) .T2 ¿2 ( C2 + a2)j2 C2 (a2 ¿,2 ) _ a2 ¿,2 c2? 

l'équatiqn (4) est satisfaite En résolvant les équa-
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tions précédentes et en posant 

A = ^ ? 6 2 c 2 ( 6 2 — c»), 

on trouve 
/r2 _ 7,2 1 I 

V^ on peut constater CR*3 ¿y = c e q 1 1 1 prouve que 

les courbes d'intersection de la surface des ondes avec les 
surfaces (5) et (6), où \ et ¡JL sont constants, se rencon-
trent à angle droit. » 

Il est clair que la tangente MT «à toute courbe splié-
rique tracée sur la sphère (5) est perpendiculaire au 
rayon vecteur OM. Les droites singulières ne sont donc 
pas autre chose que les tangentes aux courbes d'inter-
section des sphères (5) et de la surface des ondes. Ces 
courbes d'intersection sont des coniques sphériques, 
comme on le voit, en écrivant l'équation de la surface 
des ondes sous la forme 

y'I ^ ~2 ^ 

, K K K 
l — ^r m — r̂ 11

 — 
\ 1 A 

Considérant \ comme un paramètre variable, on a les 
cônes homofocaux du cône ( n ) , c'est-à-dire les cônes 
ayant pour focales les droites qui joignent le centre de la 
surface des ondes aux points doubles. 

Les droites perpendiculaires aux droites singulières, 
dans le plan tangent à la surface des ondes, qui sont dé-
finies ici par le complexe tangent spécial, apparaîtront 
dans la fin de cette étude comme droites singulières du 
complexe des droites de même paramètre. Je pourrais 
me borner à renvoyer le lecteur à la Géométrie analy-
tique de M. Pruvost, où il est prouvé que ces droites 
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sont tangentes à des lignes de courbure de quadriques, 
intersections de deux surfaces liornofocales appartenant 
à une même famille. Conservant les notations de M. Lau-
rent, voici comment je vérifie ces résultats. A la surface 
des ondes 

/ x2 y* ( z2 _ 
(\) ] /*2 — a'1 r2 — b2 r2 — c'2 ' 

[ A = xï + yi-i- zl, 

je fais correspondre la famille de surfaces liornofocales 

, , y2 z2 

( y ) ! — 0< 
p — a2 p — b2 p — c 

Pour un système de valeurs fixes de.r,/K, s, l'équa-
tion ( 7 ) donne trois valeurs pn p2, p3. Si l'on donne à p3 

la valeur/*- EZ: x- H- y2 H- le point (.r, r , ") est sur la 
surface (4). Développant l'équation ( 7 ) , 

— p3 -I- p - ( r2 -f- a2 -r- b2 c2 ) 

— o\{ b2 C2 ) X2-- . . . -f- b2 c2 -- . . . ] = (>, 

on a d'abord 

?l -+" p2"+_ p3 — «2-f- ¿>2-b C2, 
(jui, par suite de p3 — ; donne 

p , 4 - p2 = a2 -f- b2 -+- c-. 

La somme des deux racines p, et p2 reste constante. 
Ou a ensuite 

p3lpl ?•>) -r- pl p-2 

— ( a2 -f- b'2 -+- c2 ) ( x2 - f - y - z 2 ) — a2x2 —. . . -r- b2 c2 -f- . .. , 

c'est-à-dire 

X ( a - - - b2 -r- c2 ) -4- p ! p2 

— ( a'1b2
 4 - c'2 ) A — IJT - H b~ R- — c- a2 — A 2 />2. 

d'où 
» pj p.> — 62 c2 -+- c2 a 2 — a 2 /;2 — \i. 
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Si donc {JL reste constant, les deux paramètres p1 et p2 

sont déterminés; 011 a l'intersection des deux surfaces de 
la famille (7) qui correspondent aux valeurs p, et p2 du 
paramètre. 

A cette propriété, purement géométrique, des droites 
singulières, j'en ajouterai une autre qui se rattache aux 
propriétés optiques de la surface des ondes. Je m'ap-
puierai sur lesformu les démontrées par M.Sarrau (même 
Recueil, 3e série, t. VII, p. 551) : 

<( Désignant par /, m, n les cosinus directeurs de la 
normale à l'onde plane, par to la vitesse de propagation, 
par p, <7, r la direction de la vibration rectiligne, 011 a 
les équations 

Î
(o>2— e)p — -—el ( Ip H- mq H- nr), 
(^~f)q = —fm(lp -h mq -t- nr), 

K (to2 — g) r =— gn (Ip -+- mq -h nr). » 

Il me suffira de rappeler comment je suis parvenu à 
la forme (35) d'équation de la surface des ondes pour 
obtenir la conclusion désirée. Mais, préalablement, je 
dois changer mes notations pour éviter toute confusion. 
J'écrirai l'équation du complexe 

( 9 ) A a V B ? V C y'2 - K ( a2 4- p2 4- T
2 ) - o, 

et le plan tangent en un point sera désigné par 

ux -H vy -r- w z -t- to = o, a- -+- v'1 -+- W1 = 1. 

On élimine d'abord a, ¡3, y entre les équations 

/ y'i> — 3' w — aw, 
(ai) l OL'W — y'm — fia», 

{ u—x'v = yto, 

Î— K(y^ — fiw) — Aa'tu. 
v ^ , — K(a w — y 11 ) — ^ (0-

( — K ( 3 11 — a v ) — 0 y' to. 
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ce qui donne 

, ( K \ K 
a ( ~ J ~ ~ X U % Ç ^ 1V Y )« 

/ K. \ K 
^ ÏÏ/ B ^f"31 '4" 
r/ * K \ K , , v i OJ-— - j = — - ÎV C ̂  a -f- i' ^ (CY ). 

Ces équations, si l'on pose 

K _ K K _ 
Ï5 

ne diffèrent des équations (91) que par les notations. La 
normale à l'onde plane est la normale u. sv à la surface 
des ondes en M; la vitesse de propagation co est la dis-
tance de l'origine au plan tangent en M } la direction de 
la vibration reetiligne est a', ¡3', y'. Or 011 sait que 

est le plan qui passe par la droite a, ¡3, y, a , [3', y' et l'ori-
gine des coordonnées. La direction de la vibration est 
donc perpendiculaire au plan mené par l'origine et par la 
droite singulière. « Les deux racines co2 sont fournies par 
l'équation 

l'1 m- n1 
( y4 ) — h —; 4 = o. 

w* — e tu2 — j <0 g 

qui coïncide avec l'équation aux vitesses des ondes 
planes trouvée par Fresnel. 

» A chacune de ses racines correspond une direction 
déterminée de la vibration, de sorte que, dans chaque 
direction se propagent, avec des vitesses différentes, deux 
ondes planes polarisées. » 

Le résultat est très net. Si D et D' sont les deux points 
doubles |éels de la surface, par chaque rayon vecteur OM 
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passent deux cônes ayant pour focales communes OD et 
OD'. 

D'après les propriétés des coniques sphériques, les 
plans tangents à ces cônes le long de OM, lesquels pas-
sent, d'après ce qui précède, par les droites singu-
lières, sont les plans bissecteurs des plans DOM, D'OM. 
Des normales à ces plans bissecteurs, droites de direc-
tion a', ¡3', y , sont les perpendiculaires menées à OM dans 
ces plans bissecteurs. Ce sont précisément les directions 
des deux rayons lumineux polarisés qui se propagent 
dans la direction OM. 

T R O I S I È M E P A R T I E . 

J'arrive maintenant à la recherche de la surface sin-
gulière en coordonnées de droites, et je n'aurai le plus 
souvent qu'à appliquer au complexe spécial traité ici les 
résultats généraux indiqués par M. Klein (Mathema-
tische Annalen, zweiter Band, 1870). Je renverrai d'ail-
leurs à l'article cité pour toutes les propriétés géomé-
triques qui ne trouveront pas place ici. 

1 . Forme canonique. — Je considère le complexe 

(1) £2-4-72) = o, 
(2) aa'~ pp'-t-yy'= o. 

Pour le ramener à la forme canonique de M. Klein, 
je remplace les six coordonnées a, ¡3, y, a'. ¡3', y' par six 
autres oc-i* , x?t, x^^ XQ définies par 

!

y/a x i = a -r- ai a'. i\J ax 2 = a — ai a', 

s/cxr> = Y -T~ cl'Yt ' ^c = Y — C1Y ' 
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Les équations (i) et (2) sont remplacées par 

( 4 ) a(x\— x\) 4 - b{x\— xr) -f- c{x\ — x\) = o , 

( 5 ) x l - h x l - \ - &1-T- x l ~ h # 1 = o . 

Je rappellerai que l'équation (4) n'est qu'un cas par-
ticulier de la forme canonique relative au complexe du 
second degré le plus général, 

( 4 bis) kxx\-\- -+- kzx\-{- ¿4#4 H- ksX% = o. 

Pour le complexe général (4 bis), la surface singu-
lière est une surface de degré 4 et de classe 4, à i6* plans 
doubles et 16 points doubles, étudiée sous le nom de 
surface de Kummer. 

Avec les coordonnées tétraédriques ordinaires qui cor-
respondent à l'identité (2) , le complexe général se ra-
mène à la forme 

A a 2 + B p + C y 2 4 - A V 2 4 - B '[3 ' 2 4- C 'y ' 2 

H- 2 D aa' 4 - 2 E ¡3¡3' -h 2 F yy ' = o. 

Si les trois rectangles peuvent disparaître, c'esl-
à-dire si 

D = E = F , 

il serait facile de disposer des trois constantes //, k de 
manière que la transformation liomographique 

x = gX, y -=- h Y , z — krL 

ramenât à la forme (1) 

IOL'1 - h m S ' 2 r i y ' 2 — a 2 — i i i 2 — y 2 — o . 

Lorsque ce cas se présente, 

D = E = F, 

la surface singulière est ce que l'on appelle un télra-
èdroïde. 

Je laisserai, d'ailleurs, complètement de coté ces ques-
tions pljns générales pour me bornerai! complexe (1). 
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2. Tangentes de la surface singulière. — Le point 

singulier associé N est déterminé par la droite singulière 
a', ¡3',y') et par la droite A(a, ,¡3, ,y4 , a'n £ n y ' t ) 

que définit le complexe tangent spécial 

a t = a 2 a', = — a.. 

Une tangente T à la surface singulière est une droite 
passant par le point N d'intersection de D et A dans le 
plan D A. Je dis qu'elle a pour coordonnées 

X a - f . . . . Xa'-t-a'u . . . . 

Pour le prouver, il suffît de remarquer qu'on peut dé-
finir trois droites D, A, T satisfaisant aux conditions pré-
cédentes respectivement par 

n r, c ON n „ ç ox 
\x y s tj \x' y' z' t'J 

/ î 1 Ç 0 \ 
\lx -h xf ly -+-y' Xz - H z' X / H - t'J 

La réciproque se démontre sans difficulté en supposant, 
bien entendu, que les droites D et A aient un point com-
mun; le paramètre \ a une signification géométrique 
bien connue qui sera utilisée par la suite. 

Si l'on eifectue la transformation définie par les for-
mules (3), les droites D et A prendront les coordonnées 
OC | , OC 2, ,X'3, OC. \ , OC j, OC. (; et ,X' ̂ , oc , oc^, oc, OC. , OL. • (.311 
aura 

\Jax\ = a 2 a ' — aioc —— iax 

et, au lieu de Aa -f- a,, on trouverait 

X X\ -h x\ — x} (A — ¿a). 

Pour éviter les imaginaires, on posera A = — iT, et la 
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tangente T deviendra, en divisant les six coordonnées 
homogènes par — z, 

(a + a)xu .... 

3. Surface singulière, — Je suivrai ici, pas à pas, le 
calcul de M. Klein, Le complexe général est représenté 
par 

(4 ) kxx\ -+• ktx\-h k3x\ -+- kkx\ -+- k5xf -+- kexf = o, 

(5) x\-±- x\-+- x\ = o. 

Les formules de transformation (3 ) permettent de vé-
rifier que le complexe du premier ordre 

S ai x î = o 

sera spécial quand on aura 

S a 2 = o. 

Appliquant cette condition au complexe tangent 

k1x1x\-r-,. . = o, 

on voit que les droites singulières seront définies par (4 ), 
(5) et 

(6) k\x\^ k\x\-^ k\x\--- k\x\^ klxl^i,. 

En vertu de (5), on peut altérer tous les coefficients 
du complexe (4) d'une même constante, et l'on obtient 
facilement 

(4 bis) (t) X\ (¿2-4- X\ -+-• • • = ° î 

(5 bis) x\-\- —• • • = <>, 

(6 bis) (A-1-t-ff)2a?î-i-(A:4-+-.cr)2a7l-i-...=: o. 

Dans le complexe du concours, on doit prendre 

kv —a. Â2 = — . . . . 

Si l'on prend k 2 x 2 , . . . pour coordonnées de la 
droite^ définie par le complexe spécial et que l'on dé-
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signe par ju^y** J 3 , J ^ J ^ J " 6 ' e s coordonnées d'une 
tangente T , on pourra poser 

yi = axi-h kiXt, 

et, d'après la remarque faite au n° 2, on aura 

or = ¿X, 

\ ayant la signification géométrique indiquée. 
Ayant j i = Xi(ki-\- o*), on obtient 

et, portant dans les équations (6 bis), (4 bis) et (5), 

(7) y\ + +yl+yl = o, 
y\ , .ri , r i 

ki -h a- k2 h- a £3 -I- a-

k4 4- a- / 5 —f- ar k 6 4- cr ' 

j f + r l y I 
(A-i-j-Œ)2 (X;24-cr)2 ' (Xr3-h cr)2 

H- + - r I 4 - ~ o 
(¿4-T-cr)2 (A-5-Hcr)2 (¿G+CT)2 

L'équation (7) apprend seulement que , y 2 , . . . 
sont les coordonnées d'une droite. 

« L'équation (8) est du quatrième degré en T. L'é-
quation (9) apprend que la dérivée de (8) relativement 
à ? est nulle. L'équation en coordonnées de droite de la 
surface singulière est le discriminant de l'équation (8) 
pris par rapport à <7. Comme cela doit être, cette équa-
tion est de degré 12. » 

4. Faisceau de complexes. — Cela fait, M. Klein 
énonce ce résultat très remarquable, que je me propose 
de démontrer directement. 
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(( Si c prend une valeur numérique déterminée, l'é-

quation (8) représente un complexe du second degré. Ce 
complexe a même surface singulière que le complexe (4), 
carie système des équations (7), (8), (9) ne change pas 

si ka est remplacé par j \ 

» L'équation (8) donne le système de complexes du 
second degré liés à la surface singulière. Cette équation 
est analogue à celle des surfaces homofocales du second 
degré. » 

Laissant au lecteur le soin de vérifier que les équa-
tions (7), (8), (9) ne changent pas si l'on remplace 1\a 

par j e remarquerai que, éliminer a- entre (8) et 

(9), c'est chercher une équation qui soit vérifiée par les 
coordonnées des droites singulières de tous les com-
plexes (8), car le complexe tangent de (8) 

n'est spécial que si l'équation (9) est vérifiée. Or, d'après 
le raisonnement primitif, toutes les droites vérifiant l'é-
quation obtenue en éliminant <r entre (8) et (9) doivent 
être tangentes à la surface singulière de (4). Il faut donc 
que les droites singulières de tous les complexes (8) 
soient tangentes à la surface singulière de (4), ce qui 
exige que tous les complexes (8) aient même surface sin-
gulière. 

Il reste à établir que tous les complexes du second 
ordre admettant la surface donnée comme surface singu-
lière sont compris dans la formule (8). Pour cela, 011 
remarque d'abord que, « si ( j ) est une droite donnée, 
l'équation (8) définit quatre complexes passant par la 
droite et admettant la surface donnée comme surface sin-
gulière ». Il suffit de prouver directement que l'on peut 



( 4 i5 ) 
construire quatre complexes du second ordre qui admet-
tent une surface de Kummer donnée comme surface 
singulière, et qui passent en outre par une droite 
donnée. » 

N'ayant pas à ma disposition les théorèmes généraux 
sur lesquels M. Klein s'appuie, je proposerai la démon-
stration suivante : 

Soient A la droite donnée que je ne suppose pas tan-
gente à la surface, et a2, a/t ses points d'inter-
section avec la surface. Si l'on imagine un complexe du 
second degré passant par A, il admettra ena 1 une droite 
singulière unique que j'appellerai D. 

Je dis que le plan AD est tangent à la surface. En 
efiet, d'après les propriétés des droites singulières, la 
section par le plan Al), si elle était indécomposable, 
serait tangente à D en aK \ comme la droite A doit être 
aussi tangente à la conique comme droite du complexe, 
cette conique se réduit évidemment à deux points, dont 
l'un est le point aK. Le plan AD est tangent et non en aK. 
Si l'on joint aK à son point de contact ni\, on aura la 
droite singulière relative à ce plan, qui rencontrera la 
surface en un point nouveau bK qui est le second point 
cherché. Le cône relatif au po inté comprenant déjà le 
plan AD doit passer par la droite singulière relative à 
è j , qui se trouve alors déterminée. 

La droite singulière étant déterminée en aK se trou-
vera, par cela même, déterminée en a2, a3 et ah. En 
effet, j'ai remarqué que le plan tangent tourne réguliè-
rement de i8o° quand le sommet du cône décrit une 
droite A du complexe. Cela fixe les plans tangents à 
choisir en a2, aA dès que le plan tangent en aK a été 
choisi. J'aurais d'ailleurs pu dire aussi que le rapport 
anharmonique des plans tangents en quatre points d'une 
génératrice du complexe était le même que celui des 
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quatre points correspondants, ce rjui donne ee théorème 
connu : 

Le rapport anharmonique des quatre plans tangents 
que ion peut mener par une droite à une surface de 
Kummer est égal au rapport anharmonique des quatre 
points d'intersection de la droite avec la surface. 

Les droites singulières en aM a2, <z3, afi étant déter-
minées, on obtiendra un point bK donnant des généra-
trices bKa2, bKah du complexe, et de même des 
points b 2, ¿3, ¿/4, en remplaçant successivement a s par a2 , 
<73, a4. 

Je dis que le cône du complexe relatif à tout point a 
de la droite A est déterminé. On lui connait, en effet, 
cinq génératrices distinctes A, ab{, ab2, ab/t. 

La même chose a lieu pour les droites bKa2, 
bK a.n . . . , c'est-à-dire pour douze nouvelles droiles. 

Cela posé, si l'on veut déterminer la conique du com-
plexe située dans un plan quelconque, 011 déterminera 
l'intersection à distance finie ou infinie du plan donné 
avec la droite A et les douze droites auxquelles on pour-
rait adjoindre les droites joignant a{, a4 aux deux 
nouveaux points de rencontre de bK a2 avec la sur-
face, etc. Si a est l'intersection avec A, le cône de 
sommet a étant déterminé, les deux génératrices suivant 
lesquelles il est coupé par le plan sont deux tangentes à 
la conique cherchée. J'obtiens donc au moins vingt-six 
tangentes pour déterminer la conique, ce qui est plus 
que suffisant. 

La conique relative à un plan quelconque étant déter-
minée, pour obtenir un cône de sommet S, il suffît de 
faire passer trois plans par ce point et de mener les six 
tangentes aux coniques déterminées par les trois plans. 

En résumé, la droite D étant choisie, le complexe est 
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parfaitement déterminé. Or, la droite D étant l'inter-
section du plan tangent en aj avec l'un des quatre plans 
menés par A, ou aura eu général quatre solutions dis-
tinctes. 

On peut facilement ajouter ce théorème : 

Quand une surface de Kwnmer est donnée ainsi 
(ju une droite tangente, on peut construire, et d'une 
seule manière, un complexe du second degré qui ad-
mette la surface comme suif ace singulière, et la droite 
comme ligne droite singulière. 

En effet, soit 1) la tangente donnée. Je mène par la 
droite D un quelconque des deux plans tangents dont le 
point de contact ne soit pas le point de contact de D avec 
la surface. Toute droite A située dans ce plan et passant 
par le point de contact d e l ) avec la surface doit appar-
tenir au complexe, qui est parfaitement déterminé, puis-
qu'on connaît une droite A et la droite singulière D eu 
u il des points aK où A rencontre la surface. 

L'équation générale (8) nous montre en outre ce ré-
sultat curieux, que si l'on part du complexe (4) et qu'on 
prenne en un point M de la surface la tangente T qui 
divise l'angle DA dans un rapport déterminé par le pa-
ramètre )s, ce rapport se maintiendra constant en tout 
point de la surface. En général, étant donnés quatre 
complexes du faisceau dont les droites singulières for-
ment un rapport aiiliarmonique R en un point parti-
culier M de la surface singulière, on peut affirmer que 
ce rapport anliarmonique se trouvera invariable en tout 
autre point de la surface. 

o. Cas particulier. — Pour le complexe étudié ici 

a(x\ — x\ ) -h b(x\ — x\ ) -h c(x\ — x\ ) = o, 
Ann. de Mat hé mal.. > série, t. VI I I (Septembre i ^89). 27 
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le faisceau se réduit à 

xy — 

a -h a — a -f- a 

et, en revenant aux a, ¡3, y, a', (3', y' par les formules (3), 

( a - h a i a ' ) 2 — ( a — aia')2  

a(a-r-a) ' a(—a-h a) 

Les deux premiers termes donnent, en les ajoutant, 

i 4 aivoLz'—2 a (CL2— a2 a'2) 
— _ ' • ? 
a a2—a2 

et, en remplaçant GÌ par A, comme on devait s'y attendre, 
on trouve 

/aXaa'-f-^ï2a'2 — a2 aXjïp'-H ¿>2j3'2 — p2 

J X2 - - a 2 " H X2 -h ¿>2 

( 1 0 ' j - f - c ^ — j 2 _ 
( ~~ X2 + 

( u ) a a ' + p p ' - h y y ' = o. 

— -

Pour que l'on puisse faire disparaître les rectangles, 
il faut et il suffit que \ 

X _ X _ X 
X2 a2 X2 -h b2 ~ X2 -r- c2 7 

ce qui, en supposant«, b et c différents, ne donne que 
deux solutions A — o et Â = oo. Or, comme on va le voir 
en développant l'équation (io),les deux complexes par-
ticuliers que l'on trouve ainsi sont, d'une part le com-
plexe étudié ici, d'autre part Je complexe des droites de 
meine paramètre. D'après la signification de \ on voit • 
que les droites singulières de ces deux complexes, corres-
pondant au même point de la surface des ondes, sont rec-
tangulaires. D'une manière plus complète, en un point M 
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de la surface des ondes, il existe une droite singulière I) ' o 
pour notre complexe; le complexe spécial tangent dé-
finit une perpendiculaire A à D. Si l'on passe au com-
plexe des droites de même paramètre, D et A s'interver-
tissent. 

Développant, on trouve 
X'« ( a2 a.'2 -l-. . . — a 2 . . . ) -f- i X3 [( b2 4- c2 ) aa'. . . J 

X2[(62-+- C2)(a2a'2__ a2). . . ] 
4- 2 X [ b2 C2 aa' 4- . . . ] 

-1- \b2c2(a2a'2—oi2) 4 - . ..] = o . 

On a d'ailleurs 

( 4- c2 ) olol 4- . . . — — a2a.% — b2 — c2 yy', 
b2c2(a2z'2—<z2)-r-. . . 

~ a2b2c2 V ' H 4 a* b2 c 2 ) 

7 y .y ' I 33' 77' \ 
a2t)2c2\a2 h1 c2 j 

On voit que, si la droite donnée est sur le complexe 
étudié ici, l'équation en \ a une racine infinie; si la 
droite donnée est droite singulière sur le complexe, on 
a deux racines infinies. 

D'ailleurs, il ne faut pas oublier que les coefficients a-, 
Z>2, c2 des complexes ne sont nullement les carrés des 
demi-axes des surfaces du second degré qui ont servi à 
définir les deux complexes remarquables dont il s'agit. 

6. Théorème final. — Soit le faisceau général 

Les droites singulières relatives à un complexe du fais-
ceau ne dépendent que de deux paramètres. L'équa-
tion (8) va permettre de les exprimer effectivement en 
fonction de deux paramètres. 
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Je puis toujours faire correspondre le complexe con-

sidéré à la valeur o du paramètre n. Pour toute droite 
singulière de ce complexe, l'équation (8) aura, outre 
deux racines nulles, deux racines que je désigne par p 
et . On a identiquement, en désignant par c un para-
mètre qu'il est inutile de détermine]', 

oc) _ ( p — cr ) ( c i — cr ) cr -
¿màki-^ cr ~~ ' (kx -+- cr ) ( k2 -f- cr). . . ( k6 -4- cr )7 

d'où, en faisant successivement cr = À ,̂ cr = . . . , 

x'\ = Ai ( p — /M ) ( pi — ki ), 

x\= A o ( p — k2)( Pi — k2 ), 

Or, de là résulte ( D A R B O U X , Leçons sur les surfaces, t. 1, 
p. i4a) que les six coordonnées homogènes de la droite 
satisfont à l'équation 

. t)2f) I <)0 I ¿0 
— pi)l—i - -) = 

Op ftp ! 'K ()p •}. <)p1 

Cette équation différentielle est précisément celle que 
M. Darhoux désigne par la notation (t. II, p. jo) 

11 me suilit maintenant de citer le résultat suivant, dé-
montré par M. Darhoux (t. II, p. 345) : 

« Soient (G) une eongruenee de droites, (S) et (S,) 
les deux nappes de sa surface focale : 

» La condition nécessaire et suffisante pour que les 
lignes asymptotiques se correspondent sur les deux 
nappes (S), (S|) est que les six coordonnées de chaque 
droite de la eongruenee, qui sont fonctions de deux pa-
ramètres variables, vérifient une même équation linéaire 
aux dérivées partielles du second ordre. » 
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D'une manière plus générale, on peut considérer la 

congruence formée par les droites communes à deux 
complexes du faisceau. Si l'on substitue dans (8) les 
coordonnées d'une pareille droite, deux racines de l'é-
quation en G- sont connues, et, en désignant les deux 
autres par p et p,, le calcul précédent subsiste sans mo-
dification. Les lignes asymptotiques se correspondent 
sur les deux nappes de la surface focale. 

THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES FRACTIONS DÉGAGÉE DE TOUTE 
CONSIDÉRATION IMPLIQUANT SOIT LA SUBDIVISION DE 
L'UNITÉ ABSTRAITE, SOIT L'INTERVENTION DES GRANDEURS 
CONCRÈTES. - SON APPLICATION A LA SPÉCIFICATION MA-
THÉMATIQUE DE CES DERNIÈRES. 

Extrait cle Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale 
et ses applications géométriques (1 ) ; 

P A R M . C H . M É R A Y , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Dijon, 

A V E C L A C O L L A B O R A T I O N D E M . C H . R I Q U I E R , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Caen. 

dans les Traités d'Arithmétique, les fractions sont pré-
sentées tantôt comme des sommes de parties aliquotes de l 'u-
nité abstraite, ce qui est inintelligible, tantôt comme des me-
sures numériques de grandeurs qui ne sont pas des multiples 
exacts de leurs unités. 

De cette dernière manière, il est vrai, les élèves aperçoivent 
immédiatement ce qu'il faut entendre par de mètre, ^ de mi-
nute, etc., mais ils ne conçoivent qu'à la longue et empirique-

( ' ) En préparation. 
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ment, c'est-à-dire sans pouvoir jamais expliquer le fond des 
choses aussi clairement qu'ils le voudraient, à eux-mêmes ou à 
autrui, ce que sont abstraction faite de toute mensu-
ration physique, ce qu'il y a sous les signes 

Là d'ailleurs, comme dans d'autres parties de l'Analyse pure, 
il y aurait à critiquer l'intervention des grandeurs concrètes; 
car la science des nombres abstraits ne peut acquérir une clarté 
et une unité complètes sans l'exclusion rigoureuse de toute 
considération étrangère. 

La théorie; suivante semble ne rien laisser à désirer sous le 
rapport de la simplicité et de son aptitude à succéder d'une 
manière tout à fait naturelle à celle des nombres entiers. 

3. Les nombres entiers de l'Arithmétique élémen-
taire, sur lesquels roulent exclusivement en définitive 
toutes les opérations exigées par les applications numé-
riques, sont les seuls aussi qui interviennent au fond 
des spéculations théoriques-, mais l'impossibilité fré-
quente de certaines opérations troublerait gravement 
l'uniformité désirable dans le mécanisme des transfor-
mations analytiques et compliquerait les énoncés de res-
trictions continuelles, si l'on ne tournait l'obstacle en 
substituant aux nombres et aux opérations véritables 
des fictions pour lesquelles l'impossibilité correspon-
dante ne se présente jamais et d'où, quand il le faut, on 
revient à la réalité sans aucun eifort. 

Telle est, en particulier, l'origine des fractions, dont 
la conception supprime les difficultés de forme qui, 
autrement, naîtraient de l'impossibilité d'exécuter toutes 
les divisions (de nombres entiers). 

i. Le résultat de Vopération composée consistant à 
multiplier un entier donné F, par un second nombre n, 
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puis à diviser le produit par un troisième d(non ~ o) 
(cette division étant supposée possible), peut aussi bien 
être obtenu, suivant les circonstances : 

i ° Si E est divisible par d, en faisant cette division 
et multipliant le quotient obtenu par 

2° Si n est divisible par d, en faisant la division et 
en multipliant E par le quotient obtenu. 

On conçoit que ce dernier mécanisme de l'opération 
considérée puisse être quelquefois préférable aux deux 
autres, soit en rendant plus nette la conception du ré-
sultat, soit en facilitant ses combinaisons ultérieures 
avec d'autres nombres, etc. 

Pour en conserver les avantages quand n n'est pas 
divisible par dy on convient de représenter même alors 
le résultat de Vopération ci-dessus par le signe 

<•> E x ? ( o u 5 * e ) ' 

propre au cas ou n est divisible par d, en lui laissant le 

nom de produit du nombre E par le facteur fictif 

Ces facteurs fictifs, dont les combinaisons sont sou-
mises à un ensemble de règles que nous allons exposer 
rapidement, sont précisément les nombres fraction-
naires ou fractions. 

Comme le mode (i°) d'exécuter l'opération composée 
dont nous parlons conduit à en appeler le résultat les 

7idiènies de E, il est naturel d'appeler la fraction ^ aussi 

bien n ¿iémRS que n sur d; d'où les noms de numérateur 
et dénominateur donnés à ses deux termes 72, d respec-
tivement, dont le second doit être essentiellement sup-
posé différent de o. 
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5. Si la comparaison des produits des deux frac-

lions — y ~ par un seul entier E non ~ o donne lieu à 

l'une des relations 
E ^ = E - , 

d'< d" ' 

la même relation aura lieu entre les produits des 
mêmes fractions par tout autre entier (non = o, pour la 
première et la dernière), pourvu, bien entendu, que ces 
multiplications fictives soient toutes exécutables (4). 

On exprime, en conséquence, la corrélation constante 
existant à ce point de vue entre les deux fractions dont 
il s'agit en disant, selon le cas, que la valeur de la pre-
mière est supérieure, égale ou inférieure à celle de la 
seconde, et en écrivant comme d'habitude 

n' > n" 

Pour qu'il existe entre ces fractions l'une de ces 
relations fictives, il faut et il suffit quil existe entre 
leurs termes celle semblable dans le tableau 

ad" — n" d'. 
< 

En particulier, quand deux fractions ont même dé-
nominateur, leur relation d'égalité ou d'inégalité est 
celle me me existant entre leurs numérateurs. 

Quand elles ont même numérateur non = o, leur 
égalité entraine celle de leurs dénominateurs, et leur 
inégalité celle de sens contraire entre ces derniers 
nombres. 

6. En multipliant les deux termes d'une fraction 
par un même nombrey ou en les divisant par quelque 
diviseur commun, on obtient une fraction égale. 
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Car les termes des fractions par exemple, don-
nent évidemment 

11. kd = /c/i. r/. 

On exprime encore la même chose en disant qu'une 
fraction ne change pas de valeur quand on multiplie ou 
divise par un même nombre ses deux termes à la fois. 
D'où la distinction évidente et essentielle à faire entre 
la valeur et la forme d'une fraction donnée. 

Quand les deux termes dyune fraction sont premiers 
entre eux, aucune autre ne peut lui être égale, à moins 
que les siens ne soient respectivement des équimultiples 
de ceux de la proposée, et, par suite, qu'ils ne leur 
soient au moins égaux. 

On réduit donc une fraction donnée à sa forme ou 
expression la plus simple, en divisant ses deux termes 
par leur plus grand commun diviseur: on suppose habi-
tuellement cette réduction effectuée quand on ne fait 
pas mention du contraire. 

7 . Des fractions quelconques 

n' n" n!" 
S7' cF' 

étant données, on les réduit eut même dénominateur, 
c est-à-dire on leur donne, sans changer leurs valeur*, 
les formes nouvelles 

IN' N" IV" 

{ S ) D 7 ' D ' ' D77'' " " 

dont les dénominateurs sont égaux, en multipliant les 
deux termes de chacune des fractions proposées res-
pectivement par les quotients obtenus en divisant par 
d\ d!f, df,\ . . ., successivement, quelque multiple com-
mun M de ces dénominateurs primitifs. 
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On obtiendrait les valeurs minirna des termes des 

nouvelles fractions (3) en réduisant préalablement les 
proposées à leurs plus simples expressions et prenant 
ensuite pour M le plus petit commun multiple de leur 
dénominateur. 

8. Les opérations indiquées par 

F n ' w "" p «"' 

étant supposées possibles, la combinaison de leurs ré-
sultats par voie d'addition et de soustraction 

donne un nombre qui, quel que soit E , peut aussi être 
obtenu en multipliant cet entier par une seule fraction. 

Si les fractions données 

r n n n 
(•») 7/"' i ? ' <r' ••• 

sont les fractions (3) à môme dénominateur, il vient im-
médiatement (4) 

N ' N " N'" 
rr _ _ ->- r? _ _ -1- rr _ -+-

IV D " D"' 

E N ' : 4 - : E \ " : : : E N ' " ± : . . . E ( N ' ± N " = b I N ' " ± : . . . ) 

= E 

D 

Sinon, on les réduira au même dénominateur (7) avant 
de raisonner de cette manière. 

Toute autre fraction dont le produit par E est égal 
au nombre composé (4) est égale à celle que nous ve-
nons d'obtenir. Cai-, par définition ( S ) , l'égalité de 
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deux fractions est précisément leur propriété relative de 
donner des produits égaux quand on les multiplie par 
un même nombre. 

La fraction constante en valeur, sinon en forme, dont 
la multiplication par E reproduit ainsi le nombre (4), se 
nomme le résultat de la combinaison des fractions 
données (5) par les mêmes additions et soustractions, 
et se représente par le signe habituel 

n n n 
d ~d!'~W' 

Pour en trouver une forme, il suffit, comme on l'a vu 
implicitement ci-dessus, de réduire les fractions pro-
posées au même dénominateur, puis de construire la 
fraction ayant ce dénominateur commun avec la somme 
ou différence analogue des numérateurs des fractions 
transformées pour numérateur. 

9. Si les opérations 
„ n' / n' \ n" 
hd» V'd')*?? 

sont possibles} le résultat de la dernière, égal évidem-
ment à 

F n n " 
d'cl"' 

peut ainsi s'obtenir en multipliant E par la fraction 
n' n" unique ^rj«' Cette dernière, dont la loi de formation est 

évidente, s'appelle, par convention, le produit des frac-
n' n" tions —j, y • d d 

Cette définition conduit immédiatement à celle, plus 
, , i i 7 . n n!r n'"... , r n' n" générale, du produit ¿r^rr^,,— des tractions ? 

-jjïi,* • • • données en nombre quelconque. 
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10. Etant données deux fractions quelconques 

N /i 

D ' d 9 

dont cependant la seconde n a pas o pour numérateur, 
il en existe certainement quelque autre dont le produit 
par la seconde (9) régénère la première. 

En appelant x,y le numérateur et le dénominateur de 
la fraction cherchée, on veut avoir 

nx __ N 

"dy ~ D* 

La multiplication simultanée des deux membres par 

- , fraction qui existe certainement à cause de n non = o, n 1 1 

donne, après réduction du premier (9), (G), 

# __ N d 
y ~~ D n 7 

fraction qui, d'ailleurs, satisfait évidemment à la con-
dition voulue et qu'on nomme le quotient de la division 

} N n de-par ^ 

11. Une même combinaison quelconque des opéra-
tions élémentaires ci-dessus définies, exécutée d'abord 
sur des fractions données, puis sur d 'autres quelconques 
qui leur sont respectivement égales, donne deux ré-
sultats qui sont toujours égaux entre eux. 

En d'autres termes, la valeur du résultat, sinon sa 
forme, dépend exclusivement des valeurs des données 
et nullement de leurs formes. 

L'exactitude de cette observation générale se vérifie 
sans peine: jointe à quelques remarques particulières 
faites antérieurement, elle attribue à chaque fraction, au 
point de vuo de ce que nous en avons appelé sa valeur, 
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une individualité constante indépendante de la forme 
qu'elle peut revêtir. 

12 . Si l'entier R est le résultat d'un ensemble donné 
quelconque d opérations arithmétiques exécutées sur 
les entiers e\ e", . . . ( additions, multiplications, sous-
tractions et divisions, ces dernières essentiellement sup-
posées possibles), le résultat des opérations fictives de 
noms identiques dans la théorie des fractions, exé-
cutées parallèlement sur les fractions correspondantes 
e' e" , . , , - . H , - - > ••• sera precisement la jraction — (sous cette 

forme ou sous une autre). 
Pour eff ectuer un calcul arithmétique quelconque sur 

des entiers, on pourra donc tout aussi bien : i° prendre 
ceux-ci pour numérateurs de fractions ayant toutes i 
pour dénominateur commun; substituer au calcul 
proprement dit donné le calcul fictif de même déno-
mination exécuté sur ces fractions ; 3° chercher le numé-
rateur du résultat réduit à sa plus simple expression. 

C'est cette double substitution de nombres fraction-
naires aux nombres entiers, d'opérations fractionnaires 
à celles de l'Arithmétique, que l'on opère à chaque in-
stant dans les calculs, et cela d'une manière qui devient 
bientôt inconsciente. Comme une division de fractions 
est toujours praticable [quand le numérateur du divi-
seur n'est pas nul (10)], cette assimilation procure en 
théorie l'immense avantage qu'aucune division impos-
sible ne peut désormais entraver la transformation 
d'un groupe d'opérations données en tel autre équiva-
lent qui faciliterait la. conception et la généralisation 
des résultats auxquels conduit l'étude de la question 
traitée. 

Un autre avantage, également très appréciable, con-
siste en ce qu'o/2 peut â volonté substituer l'une à 
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Vautre la multiplication et la division, et cause de 

(10). a cl d n 

1 3 . D'après tout cela, les combinaisons opératoires 

des fractions — > ••• avec des entiers e*, e", ... 

seront les combinaisons fractionnaires homonymes de 
toutes les fractions 

n' n" ef é' 
d'9 d7'' " " 7' T 

De très légères modifications dans les énoncés per-
mettent alors d'éviter toute allusion au dénominateur i 
à apposer sous les entiers e\ e", . . . pour les transformer 
en fractions, et de créer le langage propre aux combi-
naisons de cette espèce. Dire, par exemple, qu'on mul-
tiplie ou qu'on divise ^ par e en multipliant le numé-
rateur ou le dénominateur par e, c'est énoncer dans ce 
langage spécial ces faits résultant de nos définitions, que 

le produit et le quotient de ~ par ~ sont 

n. e ne ^ n. i n 
d.i d d.e de 

La fraction ~ est dite nulle parce que sa forme réduite 

est que l'on convient d'identifier à son numérateur o. 

14. Les nombres fractionnaires et les entiers, ceux-ci 
assimilés aux premiers, comme nous venons de l'expli-
quer, sont confondus sous le nom de quantités ou nom-
bres absolus, quand on les oppose aux quantités fictives 
dont nous parlerons dans le paragraphe suivant, de quan-
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tiiés ou nombres commensurcibles, par opposition à celles 
qui seront étudiées dans le prochain Chapitre. 

A la théorie sommaire que nous venons d'en présenter 
nous ajouterons seulement les observations générales 
qui suivent : 

L Pour qu'uii produit de pareilles quantités soit 
nul, il est nécessaire et suffisant que l'un au moins des 
facteurs le soit lui-même. 

Il faut effectivement et il suffit que l'entier servant 
de numérateur au produit soit nul et, par suite, que 
quelques-uns des numérateurs des facteurs dont il est le 
produit (9) le soit lui-même. 

II. Quand le diviseur est nul, mais non le dividende, 
la division est impossible. Quand ils s'évanouissent tous 
deux, le quotient est absolument indéterminé. 

III. Une quantité non nulle quelconque étant don-
née, on peut toujours en assigner d'autres qui lui soient 
inférieures. Pour en obtenir de telles, il suffît effective-
ment d'augmenter arbitrairement le dénominateur de 
la proposée ou bien de diminuer son numérateur quand 
il est > i. 

IV. Entre deux quantités inégales on peut en in-
sérer d'autres dont deux consécutives quelconques 
aient une différence inférieure ci telle quantité qu'il 
aura plu de choisir. Plus brièvement : le passage de 
l'une ci l'autre peut s'effectuer par des variations suc-
cessives aussi faibles qu on le veut. 

(A) . Notre conception des fractions abstraites n'a d'ailleurs 
rien de gênant dans la théorie générale des mesures des gran-
deurs concrètes. 

Pour que des grandeurs d'une même espèce donnée (ou lon-
gueurs, ou aires, ou volumes, ou temps, etc.) soient suscepti-
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bles d'être comparées numériquement, il faut que, pour elles, 
on ait pu définir : 

\J égalité de deux d'entre elles (possibilité de leur coïnci-
dence); 

La somme de plusieurs (résultat de leur juxtaposition exté-
rieure); 

L'inégalité de l'une à l 'autre; 
U excès d'une quelconque sur une plus petite ( reste d'une 

ablation), tous ces mots étant ainsi pris dans un sens essentiel-
lement physique et non arithmétique). 

Il faut en outre être autorisé à affirmer : 

Que toute relation d'égalité ou d'inégalité existant 
entre une première et une seconde d'une part, entre celle-
ci et une troisième d'autre part, subsiste entre la première 
et la troisième; 

Qu'en en combinant plusieurs par voie d'additions et 
soustractions consécutives, le résultat est indépendant tant 
de l'ordre suivi, que des groupements qu'on a pu opérer 
préalablement entre elles en exécutant partiellement ces 
a d dit ions et so us trac t io ns ; 

Qu'une quelconque est sécable en tout nombre n de par-
ties égales entre elles, c''est-à-dire qu'on peut, au moins 
théoriquement, en construire la nicmc partie; 

Que le résultat de toute combinaison de plusieurs par les 
procédés ci-dessus mentionnés reste égal ci ce qu'il était 
auparavant, quand on remplace ces grandeurs par d'au-
tres qui leur sont respectivement égales, par exemple que 
les n'àfncs parties de deux grandeurs égales le sont aussi 
l'une à l'autre; etc. 

Les théorèmes fondamentaux qui suivent sont des consé-
quences immédiates de ces définitions et axiomes : 

(B). Quand deux grandeurs sont sécables respectivement 
en m. n fragments tous égaux entre eux, elles le sont 
aussi en Â [Jt, kv, si l'on a représenté par v les quotients 
des entiers m, n divisés par leur plus grand commun divi-
seur et par k un entier tout ci fait arbitraire. Inversement, 
si elles le sont en M, N, on aura nécessairement 

M = k {i, N = /tv, 

k désignant maintenant quelque entier assignable. 
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Quand deux grandeurs similaires sont commensurables, 
c'est-à-dire susceptibles de quelque pareil mode de section si-
multanée, on peut donc effectuer cette section d'une infinité 
d'autres manières. Mais les fractions abstraites qui, dans 
chaque mode, ont pour numérateur et pour dénominateur 
tes nombres de fragments de la première grandeur et de 
la seconde respectivement, sont toutes égales entre elles 
(6); de plus, les termes d'une fraction quelconque égale à 
celles-ci fournissent les nombres caractéristiques d}un 
mode de section simultanée semblable qui est essentielle-
ment réalisable. 

La valeur commune de toutes ces fractions est par défini-
tion le rapport de la première grandeur à la seconde; pour la 
forme du rapport, on prendra de préférence celle qui est irré-
ductible (G). 

sont les rapports de plusieurs grandeurs à une même 
autre, la fraction abstraite, résultat des additions et 
soustractions arithmétiques 

est précisément le rapport ci la dernière grandeur, du ré-
sultat des opérations physiques de mêmes noms, exécutées 
parallèlement sur les premières. 

Supposons d'abord égaux entre eux tous les dénominateurs 
ri, n", n"\ . . . et soit n leur valeur commune. Les première, 
deuxième, troisième, . . . grandeurs sont des sommes physi-
ques de n"'mes parties de la dernière, prises en nombres égaux 
à ni, m", 1 ri", . . . respectivement. Le résultat des additions et 
soustractions physiques à exécuter sur les premières grandeurs 
considérées est donc égal à une somme de nKmeB parties de la 
dernière prises en nombre égal à m'dz m"zh m'" ±..., puisque, 
pour l'exécution de pareilles opérations, on admet l'indifférence 
tant de l'ordre de succession des grandeurs que des groupe-
ments partiels qu'on peut en faire préalablement (A) . En 

Ann.de Mathémat3esérie, t. VIII. (Septembre 1889.) 28 

(G). Si 

(G) 
m! m" m!" 
—r ' —Ü ' —; n ri n 

m' 
ri 
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d'autres termes, la fraction abstraite 

ni dfc m" ± m'" ±... 
n 

est bien le rapport à la dernière grandeur, du résultat des 
opérations physiques exécutées sur les premières. 

Le cas où les dénominateurs sont inégaux se ramène immé-
diatement à celui-ci par la substitution aux formes données 
des rapports (6), de celles où ils offrent même dénominateur 
( 7 ) , ( B ) , ( 8 ) . 

(D). Si les rapports de deux grandeurs à une même troi-
sième sont 

m' m" 
77' H? 

respectivement, celui de la première à la seconde est le 
quotient obtenu en divisant la première de ces fractions 
abstraites par la seconde. 

X ces deux rapports on peut (B) donner aussi les formes 

ni n" m!' ri 
—,—j, > —-,—j ' n n n n 

Ainsi donc la section physique de la première grandeur en 
ni n" parties égales, de la seconde en m" n' (et aussi de la troi-
sième en n'n" ) donnera des fragments tous égaux les uns aux 
autres. Le rapport de la première à la seconde est donc 

m'n" 
n' m"9 

c'est-à-dire précisément le quotient dont il s'agit ( 10) . 
A cause de cela, le même mot rapport est appliqué aussi, en 

Arithmétique pure, à la désignation du quotient de la division 
de deux fractions abstraites. 

(E). Cette individualité constante des rapports de plusieurs 
grandeurs similaires à une même autre commensurable avec 
elles toutes, ce parallélisme parfait entre l'addition, la sous-
traction arithmétiques de ces rapports et les opérations homo-
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nymes exécutées physiquement sur les grandeurs correspon-
dantes, conduisent à adopter un même étalon et à spécifier 
mathématiquement toutes les grandeurs commensurables avec 
lui, par les fractions arithmétiques constituant leurs divers rap-
ports à l'étalon choisi. 

Gomme toute grandeur égale à l'étalon a avec lui le rapport 

il sera spécifié lui-même par cette fraction, ou bien par 

l'entier i en vertu de l'identification conventionnelle de la frac-

tion j avec l'entier n ( 1 3 ) . D'où le nom d'unité (concrète) 

donné à l'étalon, celui de mesure d'une grandeur, à son rap-
port avec l'étalon. 

(F) . Si à Vétalon primitivement choisi on en substitue 
un autre ayant [jt. pour mesure (relativement à lui), les 
grandeurs qui étaient mesurées par les fractions p/, p.", 
yJ", ... le seront par les quotients 

¡x':¡j., ¡J.":¡X, [xw:fx, . . . , (D). 

L'extension de la notion de rapport, à deux grandeurs qui 
théoriquement ne sont pas commensurables, par suite la gé-
néralisation complète de celle de mesure, exigerait sur les 
nombres abstraits commensurables quelques développements 
qui sortiraient du cadre naturel de cette Note. Pratiquement 
d'ailleurs, deux grandeurs similaires sont toujours commensu-
rables; car, pour nos sens, toute grandeur est une somme de 
quelques autres égales entre elles, pourvu que la petitesse de 
celles-ci rende imperceptible toute grandeur moindre. 

SUR »EUX THÉORÈMES CURIEUX SIGNALÉS PAR M. POINCARÉ; 
PAR M. ANDRADEZ. 

Dans deux Notes des Comptes rendus (années 1887 
et 1888), M. Poincaré a entrepris de démontrer l'exis-
tence des fonctions fondamentales sur lesquelles repose 
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la solution du problème du refroidissement d'un corps 
isotrope plongé dans un milieu indéfini ayant une tem-
pérature donnée, o° si l'on veut. 

A chacune de ces fonctions U se rattache un coefficient 
positif K , qu'on peut définir de la manière suivante : 

F désignant une fonction de point définie à l'intérieur 
du corps, si l'on se donne l'intégrale de volume f F * d r ; 
par exemple, si l'on fait f F 2 dz = i , puis si l'on cherche 
le minimum de l'intégrale composée 

dont la première est étendue à la surface du corps et la 
seconde à son volume et dans laquelle h est la constante 
positive qui dépend du pouvoir émissif du corps et qui 
détermine le flux de chaleur à la surface de ce corps, 
on trouve immédiatement, par la règle d'Euler, que la 
fonction qui réalise ce minimum satisfait aux équa-
tions suivantes (notations ordinaires du potentiel ) 

AUi M- Kj Ui = o, en chaque point du volume, 

-4- AUi — o, en chaque point de la surface, 

et la constante K , est le minimum de l'intégrale com-
posée étudiée. 

Voici maintenant la loi de récurrence qui donne les 
fonctions des divers ordres U4 , U2 , . . . ,IL. 

Les fonctions précédentes étant supposées formées, on 
envisage une fonction F assujettie aux conditions sui-
vantes 

f F * d x = y /FUiûfc = o, 

= o, /FU/_i dr = o; 

la fonction F , pour laquelle l'intégrale composée ( i) 
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sera minima, est la nouvelle fonction U, qui vérifie encore 
les équations 

dans lesquelles K, désigne encore le minimum cherché. 
Il résulte de là que les K, vont en diminuant, quand 

leur ordre i croît. M. Poincaré a de plus démontré qu'ils 
décroissent indéfiniment. 

Sa démonstration, fondée d'abord dans le cas d'un 
solide convexe et de h = o, sur une transformation d'in-
tégrale multiple et sur une nouvelle définition de Ko, 
s'étend au cas d'un corps quelconque par une décompo-
sition de ce corps en solides convexes, et le théorème, 
étant démontré pour h = o, a lieu a fortiori dans le cas 
général. 

Enfin, après avoir établi ce beau résultat, l'auteur 
énonce deux théorèmes extrêmement curieux : l'uu pour 
servir au calcul d'une limite supérieure de dans le 
cas général de h quelconque, l'autre pour servir au cal-
cul d'une limite supérieure de Ko, dans le cas de h = o. 

Voici des démonstrations fort simples de ces théo-
rèmes : 

T H É O R È M E (sur une limite de 1 \ , , ) . — Soient n indé-
terminées a , ,a 2 , . . et n fonctions arbitraires F , , 
Fo, . . •, F„, on pose 

F — CCI FT -H. ..-+- A,TF;I. 
puis 

puis on considère la forme quadratique des a 

A AB, 
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dont on égale le disci iminant a zéroy si À2, • • •, //; 
sont; les racines de ce discriminant rangées par ordre 
de grandeurs croissantes, on aura généralement 

Démonstration. — Considérons la forme A — XBqui 
est définie positive pour X < quia un carré soustractif 
pour )M \ <C qui a deux carrés soustraetifs pour 
)v2<C ^ <C • • • 5 donnons à À la valeur A -̂f- e, la forme 
A — X B sera décomposée ainsi en carrés indépendants 

— P 2 — p 2 — _ p ? _ i _ P ? p 2 . - p 2 

Or, d'après une remarque bien connue sur les formes 
quadratiques, nous pourrons donner à la forme une valeur 
négative, tout en satisfaisant aux relations linéaires sui-
vantes, au nombre de / — i, 

fFU1dz = o, 

fFU2d~ = o, 

/ F U / i t e = o. 

O u a d o n c , p o u r A = A;-f- e et p o u r des valeurs c o n v e n a -

bles des a, 

A — s ) B < o ; 

d'autre part, à cause des relations (2), on a, par la défi-
nition même de K t , 

A — K , B > o. 

O11 déduit d e ces d e u x inégalités 

X/H- £ > K< 
et, p a r suite, 

X / > K / , C . Q F . D . 

T H É O R È M E (sur une limite de K 2 , quand h — O ) . — 
Si Von considère trois fonctions u, v, tv, assujetties seu-
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lement à la surface du corps à vérifier la relation 

(3) ua-+-ep-t-(Vf = o 

(a, ¡3, y, cosinus directeurs de la normale à la surface), 
on aura 

r/âu ÔV dwy 

(4) > k2. 

Démonstration. — Si nous nous donnons 

/(¿¿2-H 08-H = I 

et si nous égalons à zéro la variation de 

ÇldJi -H âl - —Yd" 
J \dx dy dz ) 

en tenant compte de la relation (3), nous trouvons sans 
difficulté pour les fonctions u\ vf, w', qui donnent le mi-
nimum de l'intégrale précédente, la condition 

dS 
dy 

-H ^ ^ -i- X w^j ow'J di — o, 

, . , o du' dv' dw' s y «. après avoir pose S = ^ -H ^ -h -p-, c est-a-dire 

i dS . , 
I - , h A u = o. I aa? 

(o) ; + X P = O , 

X étant une constante, ce qui montre que S satisfait aux 
équations 

1AS -4- XS = o, à l'intérieur du corps, 

• i . -.— = o, a la surface du corps, dn 1 
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et alors, dans ce cas du minimum, le numérateur du pre-
mier membre de (4) est précisément X. 

En tenant compte des relations (5) et (6), on peut 
encore dire qu'on aura 

<» / [ ( S H S H S ) ' ] * - * 

pendant que 

( 8 ) / S 

et pendant qu'en même temps JS dx = o. Cette dernière 
se déduit du théorème de Green et de 

r v c / 
f** <*-• = »> ^ = 

On déduit alors de (7) et (8) et de la définition de K 2 

X > K 2 , 

X étant le minimum du premier membre de (4). L'iné-
galité (4) en résulte donc a fortiori. c. Q< F. n« 
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Prix : i2

fr

,5o. 

T I R A G E S A P A R T . 

Questions diverses sur la géométrie du triangle; Questions di-
verses sur la nouvelle géométrie du triangle; Notes sur diverses 
questions de la géométrie du triangle; De la mesure de la sim-
plicité dans les Sciences mathématiques; par M . E. LEMOINE. Ex-

traits du Bulletin de VAssociation française pour l'avancement des 
Sciences; 1886, 1887 E T L 8 8 8 -

Essai sur la Géométrie des figures imaginaires ; par M . G . TARRY. 

Extrait du Bulletin de l'Association française pour l'avancement 
des Sciences; 1887. 

Premier inventaire de la géométrie du triangle; par M . E. Vi-

GARIÉ. Extrait du Bulletin de l'Association française pour l'avan-
cement des Sciences ; 1887. 

Quelques questions se rapportant à l'étude des antiparallèles 
des côtés d'un triangle; par M . E. LEMOINE. Extrait du Bulletin 
de la Société mathématique de France; T. XVI, 1886. 

Sur la convergence des intégrales à limites infinies; par M. PH. 
GILBERT. Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques; T. XII, 

1888. 

Notes à propos du cercle des neuf points; Étude des points 
inverses; par M . E. LEMOINE. Extraits du Journal de Mathéma-
tiques spéciales et élémentaires; 1886 et 1887. 

Note sur les éléments brocardiens; par M M . E. LEMOINE et E. 

VIGARIÉ. Extrait du Journal de Mathématiques élémentaires; 1888. 
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Sur quelques courbes remarquables; Centre des parallèles 

égales et points de Jérabçlle; par M . E. V IGAIUÉ . Extraits du Jour-
nal de Mathématiques élémentaires; 1887. 

Sopra alcuni invarianti simultanei di due forme binarie degli 
ordini 5 e 4 e sul risultante di esse; Memoria del socio ENRICO 

D 'OVIDIO. Extrait des Rendiconti della reale Accademia dei Lincei; 
1887. 

Sulla similitudine delle curve; Teorema relativo alle linee di 
curvature delle superficie e sue applicazioni. Memoria di G E M I -

NIAXO PIRONDINI . Extraits des Annali di Matematicapura ed appli-
cala; 1887. 

Sur la tension électrique suivant les lignes de force dans les 
milieux diélectriques ; Sur la théorie cinétique des phénomènes ca-
pillaires; par le P . JOSEPH DELSAULX . Extraits des Annales de la 
Société scientifique de Bruxelles; 1887-1888. 

De la mesure de la simplicité dans les constructions géométri-
ques; par M . E. LEMOINE. Extrait des Comptes rendus de VAca-
démie des Sciences; 1888. 

De la mesure de la simplicité dans les constructions mathéma-
tiques; par M . E. LEMOINE. Extrait du Mathésis; 1888. 

Correlazioni che mutano la quartica gobba con due flessi nella 
sviluppabile dei suoi piani bitangenti; Su certi sistemi di quar-
tiche e sestiche sviluppabili che si presentano a proposito delle 
transforinazioni lineari di una certa quartica gobba in se stessa; 
pel D

r

 A. DEL RE. Extraits des Rendiconti della R. Accademia delle 
Scienze fis. e mat. di Napoli; 1887 et 1888. 

Omografie che mutano in se stessa una carta curva gobba 
del ordine et 2a specie e correlazioni che la mutano nello svi-
luppabile dei suoi piani osculatori; pel DR A. DEL RE. Extrait des 
Alti della R. Accademia delle Scienze di Torino; 1887. 

Alcune proprietà geometriche che potrebbero essere utili nella 
teorica dei sistemi di raggi luminosi; Sulla congruenza (6, 2) 
delle rette che uniscono le coppie di punti omologhi di due quadri-
che che si corrispondono in una determinata omografia non as-
siale nè omologica dello spazio; Sur une question élémentaire de 
Géométrie; par A. DEL RE. Extraits des Rendiconti del circolo ma-
tematico di Palermo; 1887

 e t

 ïSSS. 

Leber die Auflösung der algebraischen Gleichungen durch 
unendliche Reihen; von EMANUEL IVANOV in Sophia. IN -4 ° , autogra-

phe ; 1887. 

Sur les figures affinement variables; par M . J. NEUBERG. Extrait 

des Mémoires delà Société royale des Sciences de Liège; 1889. 

Sur la transformation orthotangentielle dans le plan et dans 
t'espace; par M . G. DE LONGCHAMPS. Extrait du Bulletin de la Société 
royale des Sciences de Bohème ; 18SS. 



( 445 ) 

Nova definizione della curvatura delle superficie e su confronta 
con quella di Gauss; par M . F. CASORATI. Milano; 1889. 

v REMARQUES SUR LES SURFACES GAUCHES; 
PAR M. E. CESARO. 

M. E. Amigucs s'est tout récemment occupé ( ' ) de 
l'étude des surfaces gauches, dont la ligne de striction 
est donnée. Nous nous proposons de faire voir qu'on peut 
aisément établir les propriétés signalées par M. Amigues, 
et une foule d'autres propriétés des surfaces gauches, au 
moyen des méthodes intrinsèques, que nous avons dé-
veloppées à plusieurs reprises dans ce Recueil. 11 suffit 
d'employer, dans ce but, un système d'axes mobiles le 
long de la ligne de striction, et coïncidant à chaque 
instant avec la tangente, la binormale et la normale 
principale à cette courbe. Si G et Cj sont les généra-
trices de la surface, issues de deux points consécutifs M 
et M' de la ligne de striction, il est clair que le trièdre 
formé par la tangente en M, par G et par la parallèle à 
G', menée par M, est rectangle le long de la troisième 
arête, et, par suite, si <7, c sont les cosinus directeurs 
de G, et a -h cta, b 4- 5Z>, c -f- oc ceux de G7 par rapport 
aux axes d'origine M, on a S a = o. On sait d'ailleurs 
que, pour une direction quelconque, 

. 0 a . c rj) c oc . a b 
(1) ——a , -j- — b , — = e n 1- - , 

ds p ds r ds p r 

les accents servant à désigner les dérivées par rapport à 
l'arc s. Gonséquemment, pour que G soit la génératrice 

(
1

 ) M ê m e Tome, p. y 
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(l'une surface gauche, dont la courbe fondamentale (M) 
serait la ligne de striction, il faut et il suffit que l'on 
ait 

c 

P 

On voit par là que la ligne de striction a la propriété 
de ne pouvoir être géodésique sans rencontrer les géné-
ratrices sous un angle constant, et réciproquement; car, 
en vertu de (2) , c ne peut être nul sans que a soit con-
stant, et réciproquement. En outre, il n'y a pas sur la 
surface d'autres lignes jouissant de la même propriété : 
les hypothèses a — const., c = o entraînent, en effet, 
oa — o, ce qui caractérise la ligne de striction. Les pro-
positions qui précèdent sont dues à M. Ossian Bonnet. 

Cela étant, si l'on observe que la plus courte distance 
de G et G7 est y/^-H c- ds, et si Ton appelle d§ Tangle 
de ces droites, on voit que le paramètre de distribution 
des plans tangents est 

m 1 -( ^ ) — — —,— ' W y ¿>2 -f- C2 

D'autre part, les relations 

b ob -4- cSc = o, ¿/Ô2 = oc2 

donnent 
ob _ oc _ dù ds 
c - b ~ C2 ~~ ~m ' 

On a donc, en observant (i) et (2), 

Ce sont là les formules fondamentales pour l'étude in-
trinsèque des surfaces gauches. On en trouve sans peine 
une interprétation géométrique en observant que, si 
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l'on diminue de - la torsion de (M), elles coïncident m x 1 

avec les conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
direction considérée soit invariable dans l'espace. 

Pour que la ligne de striction soit une géodésique de 
la surface, il faut et il suffit que la droite G soit située 
dans le plan rectifiant de la courbe. On doit donc avoir 
c = o -, puis les formules (4) montrent que a et b sont 
constants et que l'on a 

En. particulier, si la courbe est une hélice tracée sur un 
cylindre de révolution, rz est constant. On arrive aux 
mêmes conclusions en partant de l'hypothèse « = const., 
et l'on retrouve ainsi un théorème énoncé par M. Ami-
gues (4). La relation (5) fournit aisément le moyen de 
construire les surfaces gauches, qui admettent pour 
ligne de striction une géodésique. Cette construction a 
été indiquée par M. Pirondini dans ses Studii geome-
trici relativi specialmente alle superficie gobbe (2). 

Pour que la ligne de striction soit asymptotique, il 
faut et il suffit que G soit dans le plan oscillateur, et, 
par suite, que l'on ait b = o ; puis, d'après (4), ro = /', 
et 

, c , a 
ci — - •) C — 

p p 

Ces égalités fournissent la construction, signalée par 
M. Catalan (4), des surfaces gauches admettant pour 
ligne de striction une de leurs lignes asymptotiques. 

(') Loc. cit., p. 79. 
(3) Journal cle Battaglini, i885, p. 3o/i-
(, ) Bulletin de la Sociétéphilomathique, i8'|8. 
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Pour fjue la ligne de striction soit une ligne de cour-

burey il faut et il suffit que la normale à la surface, au 
point M, engendre une surface développable. Les équa-
tions de la normale sont 

x — o , by -+- cz = o , 

et leur dérivation donne 

z — p, bz — cy = am. 

Fili éliminant ¿r, y , z, on obtient la condition cherchée 

77T ftî-f-cî 
iU> j = -b— 

De plus, le rayon de courbure de la section normale, 
tangente à (M), est 

R I = | Y / W Ï T * , 

et il est clair que les courbures principales de la surface 
sont liées par l'égalité 

a2 
Î Ï ; + = " 0 J 

d'où Von tire 

a 

puis T^ H, — — Tïï-, Lors donc que la ligne de striction 
est ligne de courbure de la surface, la courbure de 
celle-ci, le long de la ligne en question, est mesurée, en 
valeur absolue, par le carré du paramètre de distribu-
tion des plans tangents. 

L'équation du plan tangent à la surface est 

cy — bz — o, 
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SUR L'ÉVALUATION APPROCHÉE DE CERTAINES SÉRIES; 
PAR M. E . G E S A R O . 

1 . La formule (4) de notre article Sur la série de 
Lambert (*) est susceptible, avons-nous dit, de nom-
breuses applications. Déterminons, par exemple, la 
série des nombres de manière que l'on ait 

(9) ( up - i)f(p) = ( up-, -i- ï)/(> — i ). 

La formule (4) devient 

/ X TT Ar 1 1 (u„-+-i)f(n) < ' °> U „ + \ „ = { l o g ( t < o + i ) / ( o ) . 

Ayant attribué à u0 une valeur arbitraire, il est facile 
de reconnaître que, pour satisfaire à (9), il faut 
prendre 

(M) M p = , + ^ - ) [ f î î ± i / ( o ) + / ( . ) + ... + / ( J p - l ) ] . 

Si l'on fait, par exemple, f(p}= x?, on trouve 

1 -r- x 1 — xP Uo 
Un = ! P I — X XP XP 

Ainsi, nous pouvons prendre, pour x différent de 
l'unité, 

ï -+ - x 1 — a 1-h x i — a xP 
UQ— ? Up — — • 

1 — x a 1 — x oc xP 

Cela étant, si l'on pose 

S OLX OLX1 OLX* axn 

= 1 H - h . . . H - , 
n ï — OLX 1 — a x1 1 — nxz 1 — a x'1 

(*) Voir Nouvelles Annales, p. 106; 1886. 
Ann. de, Mathémat3e série, t. V (Octobre 188G). 29 
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011 a 

( u « = f r l S » ' 
i r 
f U„-f- = | log H-2aa? —-—— , 
l L 1 — (aa— J 

et il nous reste à chercher des limites de Yn . Les pre-
miers développements que nous avons donnés, dans ce 
but, dans l'article Sur la série de Lambert, sont indé-
pendants de la valeur de u0, de sorte que nous pourrons 
toujours écrire, conformément à l'inégalité (6), 

(i3) V - V „ < ± - ( I - Uw)] . 

Or, à cause de 
P = 0c 

l X I T v 1 

«/>< -9 V — \Jn— > , ' 1 — X OLXl' Jmd Uj 
P=z n -h- 1 P 

i — a? V^ i — a? v^ i — a a? .r/;— i — ¿P 
p — n+ 1 

A fortiori, nous pourrons écrire, en vertu de(i3) , 

a 6 aa?B+1 

v — \ „ < ? — > v „ = V , 6 utl bun 

0 étant une fraction proprement dite. Par conséquent, 
la formule (12) devient 

, O 1 , /\ x — (14) \ = l o g i / h 777 h" COIÎSt.. 
0« \ — x 1-4-ÎF—aaa? h(i-aa?») ' 

d'où l'on déduit l'égalité 

^ a xP _ 1 -4- .r. / 1-+-3 
1 — OLXP ~~ 1 — ¿p y i - h . r — 2 

' = « + 1 

généralisation de la formule (8) 

x 6 ol2x2/1+1 

lOLXn+l 6(l — OLX") 
p = « + 1 
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2. On peut prendre, d'après (i 1), 

et l'on est ainsi conduit à évaluer la série 

3 -ArX n -r- X 

On a, en effet 

U n=\an{x), V — Y n = 
e 

12(71 -h x)* 

Par suite, l'égalité (IO) devient 

5) , „ ( * ) = 0 ( ^ + 1 0 8 ( 1 + ^ ) 
n 0 

i x -+- i 6(n 

Dans cette formule, C(.r) représente une fonction 
de x, indépendante de n. En particulier, pour x = o, 
on voit que la somme des n premiers termes de la série 
harmonique est 

Il est facile d'exprimer la fonction C(x) au moyen de 
la fonction harmonique 

que l'on rencontre si fréquemment dans le calcul des 
éventualités arithmétiques. On doit remarquer, à cet 
effet, que, pour n infini, 

lirri [ • <stl(x)]= H(x): 

d'où l'on tire, au moyen de (i5), 

ou 
G = G(o) — o,5772i56649oi532 

C(x)= C— II(x)-h log(a.r + i). 
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La formule ( i j ) devient donc 

p-n 
V —!— — C — U(x)-h\og(n h- x -i- - W — — . 

On en déduit aisément d'autres relations intéres-
santes, telles que la formule 

« ( * ) = y r i _ — ! — i H-iog(i-H ± ° 
7 jLmi lp p x J b \ in-^ij 6/i2  

P = i 
qui permet de calculer les valeurs de l'intégrale H avec 
une approximation aussi grande qu'on le désire. 

3. La fonction harmonique est un cas particulier de 
la suivante : 

P = 00 

% ( x , Y ) = V XP T ~~ 77 — xP+y 1 ~ X . 
V " ^ D [ I — I — A ^ + R J 

,i = i -

On a, en eiïèt, 
£)(i,y)=H(y). 

Nous nous réservons de faire connaître, dans une 
autre Note, les propriétés, très intéressantes, de la fonc-
tion Remarquons ici que cette fonction intervient 
dans l'égalité (i4)i alors que l'on cherche à déterminer, 
en fonction de a: et a, la constante qui figure dans le 

second membre. Si l'on désigne par Ia somme de 

la série de Lambert> on trouve aisément 

p — n 
V ^ OLOPP I -4- X , / XN+1 

y _ l0o-á / j — 2a 
JLD I — OLXP I — X ° Y I -F- X 
p == 1 

S. I / l o g a \ Oa2 

<*>- « (* ' E i W ^ ( i - a ^ ) ' 

Toutes ces séries sont susceptibles d'une transforma-
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tion remarquable, que nous avons indiquée ailleurs (4). 
On a 

•v^ axP _ ^ ( — a x eux* OLXP 

i — axP ~ ¿Là - xP i — eux i — >xx2 a — OLXP 
î P = î 

On en déduit 

— X 

XP 
p = 1 

x x2 ¿r^ .r2-+-r #/>+••>' ) 
X 

i — x i — x2 i — xp i — xx+y i — x*+y i — xP+y ) 

4. Une autre application intéressante est fondée sur 
l'identité 

p = n 

y — ^ 
/î = I 

(i—a0)(i —«!).. .(i —a«) 

laquelle, si l'on fait 

(i — a0)(i — ai)(i — 

permet de prendre 

i— a0 '2 — ap Uq = ? U p = • 

Dans ce cas, la formule (io) devient 

(i - aO(i - a 2 ) ( i - a . ) . . . (i - a») = 

et il est possible de l'employer pour l'évaluation appro-
chée de certains produits. En particulier, on l'applique 
sans peine à la recherche de formules analogues à celle 

(') Voir, dans Mathesis, l'article : Source d'identités. 
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de Stirling, et de formules plus générales, que l'on ob-
tient en prenant 

i — a xP 
A,, — 2 OL X'P, 

O.X P 

Enfin, il est évident que les procédés dont nous nous 
sommes servi dans cette Note sont applicables à un dé-
veloppement quelconque, différent de la relation (i). Il 
y a plus : cette même égalité, mise sous une autre 
iorme, donne lieu à une infinité d'autres formules d'ap-
proximation. Si, par exemple, on multiplie par p la for-
mule (i), ou a 

-H <>) = /> l o g , v
p
< 1 ( —

1

 — ) ; 
' p — I 6 \p — I p -H I / 

puis 

/ ^ t + i V " (u^y* / î î î + i V 8 . . . / " t t+ 'V 1 " = 
\ U{ I / \ H ì — I / V "3 — 1 / \ U'i — I / ' 

OU 
/; — * 

-
P = « -H 1 

On retrouve, au moyen de la dernière égalité, la for-
mule de Stirling, et l'on peut même démontrer, plus 
généralement, que 

(x -H -H 2)(x -H 3 ) . . . (x -H n) 

T(i-^x) 
(x+n) '-^^»(x + n)«. 

Cette relation peut servir, avec fruit, à l'étude de la 
fonction F. 11 est vrai que ces résultats sont fort connus ; 
mais il y a toujours quelque utilité à pouvoir y parvenir 
par des considérations purement élémentaires. 

o.» Dans toutes ces recherches, la difficulté réside 
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dans revaluation approchée de Vw, que l'on effectue 
toujours d'après l'inégalité 

p = oo 

- » • < « 2 [ : ' 6 ul}—i uD-h i u,; 

lorsque la formule (i) est prise comme point de départ. 
Il est facile de voir que, si le rapport de up à f(p) est 
continuellement croissant, on a 

y - y . 

On suppose, bien entendu, comme dans tout ce qui 
précède, que les nombres u sont positifs. Si , par 
exemple, on veut appliquer le dernier résultat au cas de 

„, . i -+- x i — a XP f(p)=xP, (oO<i), 

on trouve que l'on doit avoir 

i -4- r. 
a < 

ce qui est toujours vrai, puisque les nombres u ne sau-

raientêtre tous positifs, si a surpassait ^ • Pour des valeurs 

suffisamment élevées de /z, la nouvelle expression de \ n 

iinit par être toujours plus approchée que celle que 
nous avons trouvée au commencement de cette Note. 
En général, il est possible d'obtenir des résultats de plus 
en plus approchés en observant que la limite supé-
rieure trouvée pour V — \ n est la somme de la série 
convergente 

p = 00 

6 ¿mi [ Un+p ( Un+p — I ) Un+p ( Un+p -h I ) ] ' 
P = 
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dont les ternies, alternativement positifs el négatifs, 
vont en décroissant, pourvu que les nombres u aug-
mentent plus rapidement que les valeurs correspon-
dantes de la fonction f . 

MÉMOIRE SUR LES ÉQUIVALENCES ALGÉBRIQUES 
ET L'ÉLIMINATION ( 4 ) ; 

PAR M. H. L A U R E N T . 

VI. JNous allons maintenant aborder la théorie des 
équivalences de la forme 

(T) F ( X ) ^ o , 

dans lesquelles F ( X ) est une fonction de X , et X un 
polynôme réduit à déterminer. Soit p le degré de F ( X ) : 
il est facile de voir que l'équivalence (i) a plus de p so-
lutions ou, si l'on veut, plus de p racines} en effet, la 
formule (i) peut se mettre sous la forme 

A ( X — )(X — a-2).. . ( X — ap) = o, 

aK, . . . désignant les racines de l'équation F ( X ) = o \ 
on peut satisfaire à cette équivalence en prenant 

Xj = «i, ..., apy 

mais 011 peut y satisfaire encore de bien d'autres ma-
nières. Par exemple, soit U un polynôme réduit égal à ax 

pour JC{ = a n , ,r2 = a 2 1 , . . ., égal à a2 pour xK = a 1 2 , 
. . . . Ce polynôme U sera déterminé par ces 

conditions et égal à 

( ' ) V̂ oir même Tome, p. \02. 
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Il est clair alors que X — U sera une solution de l'équi-
valence (i). Il sera, d'ailleurs, facile de former ainsi 
toutes les solutions de l'équivalence (i). On peut consi-
dérablement simplifier la théorie des équivalences algé-
briques au moyen du tliéorème suivant : 

T H É O R È M E . — Soit X une racine convenablement 
choisie de l'équivalence binôme 

(2) X F - — 1 = 0 . 

Tout polynôme entier en x^ x2, . . x n sera équiva-
lent à une expression de la forme 

( 3 ) A 0 - H A I X + A 2 X 2 + . . . + APT-J X L 1 - 1 . 

Pour que cela ait lieu, il faut évidemment que X con-
tienne xK, . . xn. Mettons alors la formule (2) sous 
la forme 

( X - y ) ( X - . / * ) . . . ( X - y > ) ^ o, 

y désignant l'expression c o s ~ \/— 1 S 1 1 1 ~ o u t o u t e 

autre racine primitive de xf*—1 = 0. Nous pourrons 
prendre pour X un polynôme réduit prenant les valeurs 
jr,y2, . . .,7^ quand les x passent successivement par tous 
les systèmes de solutions des équations cp4 = o, cp2=o, 
par exemple, on pourra supposer 

La formule (3) pourra alors s'identifier avec un poly-
nôme réduit quelconque augmenté, s'il le faut, de mul-
tiples de , <p2, . . . , <p,2. A0, A,, . . . seront alors déter-
minés au moyen d'équations du premier degré, et il faut 
prouver que, en général, le déterminant de ces équations 
ne sera pas nul. 

Le déterminant en question ne dépend pas du poly-
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iiôme que l'on veut identifier avec l'expression (3), après 
l'avoir réduite ; il est clair que l'identification est possible 
avec certains polynômes, par exemple avec ceux qui 
sont le développement d'une expression (3) choisie à 
l'avance-, si donc on démontre qu'il n'y a qu'une seule 
manière de choisir les coefficients A0, A l 5 . . . , le déter-
minant en question ne sera pas nul. 

Or supposons que, y désignant un polynôme réduit, 
on puisse avoir à la fois 

/ s s A0-H A t X A ^ X t ^ - i , 
/ == 1Î0 4 - B J + . . . + B ^ Xti-i ; 

on en conclurait 

si, dans cette formule, on donne 
a OC \, JC-2, . . ., OC n les di-

vers systèmes de valeurs qui annulent les v ou, ce qui 
revient au même, si l'on fait successivement X = jr", 
X = j 2 , . . . , X = on trouve 

Ao— B0-H/ (Ai — Bx) -H. . .H--yV-1 (A^-i- B ^ - i ) = o. 
A o - B 0 + / 2 ( A i - Bi) 4 - . . . + A^-i — B ^ , ) = o, 

d'où l'on tire 

Ao=B0 , At = Bj, 

car le déterminant 
i y y* . . . y^-1 

Ï y2 y4 ••• j ^ - 1 

est égal au produit des différences des quantités y, y2, 
y3, qui sont toutes distinctes, et, par suite, il 
n'est pas nul. 

Airçsi tout polynôme, et des multiples des diviseurs 
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prèsy peut se mettre sous la forme 

A0-b AtX +A 2 X* + ...-t-Ajj.-iXK«-». 

Cette forme est précieuse, en eiïét, en vertu de l'équi-
valence 

XH-— i - o ; 

on pourra, dans le calcul, traiter la variable X comme 
si elle avait pour puissances successives i , X , . . ^ X ^ - ' , 
i , X , . . i , . . e n sorte que, dans bien des cas, 
l'étude des équivalences algébriques pourra être ra-
menée à celle des équivalences relatives au diviseur 
unique X ^ — i . 

Lorsque l'on a ramené un polynôme à la forme 

A 0 - t - A , X - + - . . .H- A j i - IXT* - » , 

son module prend une forme remarquable : multiplions-
le, en effet, par 

le résultat est 

A0B0-f- Bj-h.. .H- AjBt 

-h(AlB0 + A 0 B , •+•... H- A 2 B i ) X 
H-
-H (AJJL-IBQ-I- A^_2 B , Ao B^-t )XV-K 

Le déterminant des équations obtenues en égalant les 
coefficients des diverses puissances de X à zéro, à savoir : 

A0 Ajj,—i .. A, 
Ai A, .. A2 = M 

A(i-i -'V-2 ' .. A„ 

est le module cherché, ce qui montre que : 

La résultante de plusieurs équations peut se mettre 
sous la forme d 'un déterminant cyclique. 
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Considérons le déterminant (4) et désignons par j 

une racine primitive |xième de l'unité. Ce déterminant 
pourra se mettre sous la forme 

(5) F(y)F(y» ) . . .F(yV), 

F(.r) désignant, pour abréger, le polynôme 

A 0 H - A I X A 2 # ' 2 - H . . . - + - X ^ - I X V - - 1 . 

Pour effectuer le produit (5), on peut opérer comme si 
y était une quantité quelconque et faire usage des for-
mules de réduction 

on peut aussi le former en calculant le produit 

F(X) F(X2 ) .. .F(X^) 

et en faisant usage de l'équivalence X^—t = o, pour 
éliminer les puissances de X supérieures à ut — i. On 
peut donc écrire 

M == F (X ) F(X2)...F(X^). 

Les polynômes F ( X ) , F ( X 2 ) , . . . , F(Xtx) sont ce que 
Von peut appeler des expressions réduites conjuguées ; 
de pareilles expressions ont toutes le même module, 
leur produit est égal à leur module commun. 

NOTE GÉOMÉTRIQUE ; 
P A R M . G E M I N I A N O P I R O N D Î N I . 

Soient h une ligne plane quelconque, hK sa développée, 
/Î2 la développée de h3 la développée de /*2, etc.; dé-
signons par s, s , , 5o, . . . les arcs, par ¿/e, î/e,, 
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• • . les angles de contingence, par p, p,, p2, o3, . . 

les rayons de courbure de ces lignes ; on aura 

dsi = dp, ds2 —dp i, ds3 = dp2, . . . ; 

dz = dt\ == ds2 = ds3 = . . . ; 

ds ! dp ds dp 

_ dp{ dp dpi dpt 

dp2 dpt dp2 dp2 
l ° 3 - p 2 d ^ - p d 7 d ^ d 7 ' 

Cela posé, si les lignes sont identiques et si le 
rayon p s'exprime en fonction de l'arc 5, comme il suit 

P = 
nous aurons 

p1 = <p( i l). 
Par conséquent, 

dp d y(s) 

mais 
6*! = pj— K = 0(5) — K ( K = const.) ; 

donc 

(1) = 

où le premier membre indique le résultat de la substi-
tution de la fonction cp(.ç) — K à la variable s dans la 
fonction o(s). 

Réciproquement, si la fonction z>(s) de l'arc expri-
mant le rayon de courbure d'une ligne A, vérifie l'équa-
tion (1), nous aurons, pour le rayon de courbure pt 

de h i y 

P i = P J = ç [ ® ( i ) - K ] = © ( p - K ) =
 ?
(*i), 

c'est-à-dire que le rayon p, s'exprime en fonction de 
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précisément comme p s'exprime en fonction de s : par 
conséquent, les lignes A, hK sont identiques. 

On a donc le théorème : 

Pour (ju'une ligne plane h et sa développée hK soient 
identiques, il faut et il suffit que la fonction s) de 
l'arc exprimant le rayon de courbure de h vérifie 
l'équation (i). 

Si la ligne h et sa seconde développée /?2 sont iden-
tiques, le rayon p2 doit s'exprimer par s2 précisément 
comme p s'exprime par c'est-à-dire 

p = <p(s), p2=o(s2). 

Or on a 

dpi d ( dp\ . . d T . ©(s)~l 

et, d'ailleurs, 
dp ,. , . d o(s) s-2 = Pi P P/J k = O ( S ) 

Donc : 

Pour qu une ligne plane h et sa seconde développée h2 

soient identiques, il est nécessaire et suffisant que la 
fonction <p(s) de l'arc s, exprimant le rayon de cour-
bure de h) vérifie l'équation 

r / \d ?(*) 1-1 / \ d \ f \ d <?0)1 
? L ? ( , ) ~ J r ~ K J = f O * b ( s ) i r j • 

Si h est identique à sa troisième développée, la fonc-
tion <?(s) doit vérifier l'équation 
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Avec un procédé analogue, on peut trouver aisément 

l'équation qui doit être vérifiée par la fonction <p(s) pour 
que la /¿ieme développée de h soit identique à la ligne pri-
mitive. Le premier membre de cette équation, si cp(s) 
est une fonction algébrique de s du degré m, est du 
degré 

( nm — n -j- i)m, 

tandis que le second membre est du degré 

(/î + i)m — n. On doit donc avoir 

(nm — 7i + i)»i = (ft + i) m — n, 
c'est-à-dire 

n(m — i)2 = o 
ou bien 

771 = I. 

Donc : 

Pour qu'une ligne plane h, dont le rayon de cour-
bure est une fonction es (s) algébrique de l'arc s, soit 
identique à une de ses développées, il est nécessaire que 
c5(5) ait une des formes suivantes 

o(s) = as -H-

ou a et b sont des constantes ; 

ou P(Î), Q(s) sont des polynômes du degré n, n — 1 
respectivement ; 

< ? ( * ) = ;? R ( T ) , 

ou est un polynôme du degré, n — 1. 

Si 
<p(s).= as H- b, 
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on a 

— K] = a(as -f- b) — aK -h b, 
. d œ(i) . 7 s 

et l'on rend toujours égales ces expressions en prenant 
K — mais, parmi les lignes planes, les spirales lo-
garithmiques seules ont leur rayon de courbure expri-
mable par une fonction linéaire de Tare. 

Donc : 

Entre les lignes planes dont le rayon de courbure est 
exprimable par une fonction algébrique entière de 
Varcj les spirales logarithmiques seules ont pour dé-
veloppées des lignes identiques aux primitives. 

11 est clair, d'ailleurs, que toute spirale logarithmique 
jouit de cette propriété, puisque la développée d'une 
spirale logarithmique h est une nouvelle spirale loga-
rithmique//^ dont l'inclinaison ih sur les rayons vecteurs 
est la même que l'inclinaison i de h sur ses rayons vec-
teurs; conséquemment A, hK sont identiques. 

Si 

cp ( s ) = s/a -F bs -f- es2, 

la condition (i) devient 

\ j a - h b ( y / a -f- bs - h es'2 — K ) c - h bs -f- es
2

 — K )
2

 = ^
 9 j C S

7 

c'est-à-dire 

4 e K"2— 4 ^ K -r- 4 a -f- j ac — b2 -f- 4 (b — ic K) \Ja -f- bs -+- es'2 = o. 

Cette équation se dédouble comme il suit 

b — 2 c K = o, 4 c K2 — 4 b K -f- 4 a -+- 4 ac — b2= o. 

La première nous donne K = et, si l'on porte cette 
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valeur dans la seconde égalité, celle-ci devient 

( i - t - c ) ( $ a c — ¿>
2

) = o. 

La condition 4ac — b-=o exprime que le trinôme 
a -f- bs + es2 est un carré parfait, et l'on revient ainsi au 
cas de la spirale logarithmique. L'autre condition 
i + c = o nous offre 

cp(s) = \Ja -h bs — s2. 

Je dis alors que la ligne h est une cycloïde. En effet, 
lorsque le rayon du cercle générateur de la cycloïde est 
11 et que les axes coordonnés sont la tangente au sommet 
et l'axe de la ligne, on a 

p = —iRx, s — '2 v/'2 liœ, 

le sommet étant l'origine des arcs s. 
Si l'on élimine x entre les deux égalités précédentes, 

on aura 
p = /16R2 — 

Prenons pour origine des arcs s le point P de la courbe, 
tel que l'arc compris entre P et le sommet soit d'une 
longueur h; on obtient alors de la précédente 

p = s / i 6 R 2 — h*-hzhs — s*. 

On voit donc que la fonction 

p = cp ( s ) = s/a -h bs — s2 

correspond effectivement à une cycloïde dont le rayon 

du cercle générateur est -+- b'1$ le point de la ligne, 

d'où l'on compte les arcs s, est à la distance ^ du som-

met. 
On a donc le théorème : 

Entre les lignes planes dont le rayon de courbure 
Ami. de Mathémat3e série, t. V. (Octobre 1886.) 3 o 



( 466 ) 
est exprimable par une fonction de s de la forme 
\ja H- bs es-, la cycloïde seule a pour développée une 
ligne identique ci la primitive. 

Toute cycloïde a cette propriété. 
On peut considérer une ligne courbe comme la limite 

d'une ligne polygonale dont le nombre des côtés 
augmente indéfiniment ; pour que deux lignes courbes h, 

VÎJ soient semblables, il est donc nécessaire et suffisant 
que, entre les arcs élémentaires ds, ds{ et les angles de 
contingence ¿/s, dts des deux lignes, subsistent les rela-
tions 

ds = k ds, dz — dzx 

(k étant le rapport de similitude), ou bien les autres 
p = kp l f S = kSi. 

Supposons que les rayons de courbure p, p< s'expri-
ment en fonction de s et de s4, comme il suit : 

p = © 0 ) , Pl=^(st). 

Si, dans la fonction on change st en j , 011 doit 

obtenir - p, c'est-à-dire y z> (.v), quel que soit st j cette 

condition est remplie lorsque 

Réciproquement, si 

p = <?(*)> p i = 

sont les rayons de courbure des lignes A, h i ? il est évi-

dent que, pour 5 = a, sh = j , on obtient 

P = <?(«)> Pt= = jpi 

ce qui prouve que les lignes A, hK sont semblables. 
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Pour que deux lignes //, h{ soient semblables, il faut 
et il suffit que les rayons de courbure p, Oj s'expriment 
en fonction des arcs st de ces lignes, comme il suit : 

p = ?(«), pi= j M k s »)• 

Si h est une spirale logarithmique, 

p — as -h b, 

et nous aurons/pour le rayon p, d'une ligue//, semblable 
à //, 

pi = j(m/rst -h n) = rasi H- j • 

La ligne //| est donc une spirale égale à la primitive, 
puisque les deux lignes î i ,h { ont la même inclinaison sur 
leurs rayons vecteurs. 

Soient//, hK deux cycloïdes engendrées par des cercles 
de rayons R, R, ; prenons pour origine des arcs s, st deux 
points P, Pi, tels que les arcs //, hK des lignes compris 
entre ces points et les sommets respectifs soient pro-
portionnels aux rayons R, R4 . Alors 

n K / h 
K, = -p h i = = J-' 

Pi 
/16 K2 — A2 ih 

= — ~ F S i ~ S ï 

= I v/i 6 H2 — A2 -h h. Ast — ( Xwj )2. 

La condition de similitude est donc vérifiée. 
Par conséquent : 

Deux cycloïdes quelconques sont toujours semblables, 
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et le rapport de similitude est égal au rapport des 
rayons des cercles générateurs. 

Si la ligne hK est la développée de h, la condition de 
similitude entre h, h{ devient 

1 / \ / \d <?(s) 

mais 
= p - K, 

donc 

? | « [ ? ( ' ) - K ] } = m 
ou bien 

( 2 ) o [ m < p ( s ) — n ] == m < p ( i ) ^ p • 

Pour que la développée d'une ligne h soit une 
ligne hK semblable à la primitive, il faut et il suffit 
que la fonction o(s) de l'arc exprimant le rayon de 
courbure de h vérifie la relation (2). 

Si h est semblable à la seconde développée /z2, on a 

«?(""*) = « ? ( ' ) s [ ï C O ^ J ^ ] ; 
mais 

-mr dp . d v ( s ) Tr 
« 2 = pi P ̂  — K = o(s) K ; 

la fonction &{s) doit donc vérifier la relation 

ou bien l'autre 
? r - T e r - n \ = m *<*> 5 L ? ( 0 a J • 

On trouverait pareillement les conditions pour que la 
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ligne primitive h soit semblable à la troisième, à la qua-
trième, . . . développée. 

Si hK est la ligne enveloppée par les droites qui font 
le même angle 9 avec les tangentes d'une ligne plane /¿, 
les coordonnées yK d'un point quelconque At de hK 

sont liées aux coordonnées x , y du point correspon-
dant A de h par les équations suivantes 

où p est le rayon de courbure de A, cosa, cos (3, 
cosX, cosiji sont les cosinus directeurs de la tangente et 
de la normale principale de h. Si s, sh sont les arcs de 
A, AM on déduit des égalités précédentes (en appliquant 
aussi les formules connues de J.-A. Serret) 

Xi = x -4- p(cos6 cosa m- sin6 cosX) sin 9, 

yi = y -f- p(cos6 cos ¡3 -+- sinô cos (x) sin 6, 

dy i dst _ 
dsi ds 

d'où l'on tire 

^cosO ~ sinÔ^ (cosô cos [3 -+- sinô cos (x) ; 

et, par conséquent, 

ax ! A
 m t\ —— = cosu cosa -4- sinO cos A, asi 

= cos 6 cos S -4- sin 0 cos a. 
dsx

 1 

Puisque ces égalités nous offrent 

d^Xi cosôcosX — sinOcosa 

d 2 y i cos 6 cos [JL — sin 6 cos ¡3 _ _ -
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le rayon de courbure pi de AH aura pour expression 

t / z ( S p ) ' 

= P ( c o s 6 + J s i „ 0 ) . 

La ligne ht sera donc semblable à la ligne A lorsque la 
fonction 'f(s) de l'arc 5, exprimant le rayon de courbure 
de A, vérifiera l'équation 

<p j m[s cosQ -+-o(s) sinO — K ] j = m j^cosO -h ^ ^ s inoj ©(5). 

Les lignes A, h{ seront égales lorsqu'on aura 

cosO -+- o(s) sinO — K j = £cosO s inoj o(s). 

Si, par exemple, A est une spirale logarithmique, 

p = as 4 - b ; 

par conséquent, 

cp[5 cosO -H <p(s) sinO — K j 
= a(cosô -f- a sinO).? -j- a(b sinO — K ) -H b, 

cosO -+- ^ ^ ^ sinO = a(cos6 -4- a sinO)s -+- ¿(cosO -1- a sinO). 

La condition d'égalité des courbes A, hK devient 

a(b sinO — K ) -f- b = 6(cosô -H a sinO), 

que I 011 peut toujours vérifier en prenant 

K = ^ (
I

-
C Q S

°) 
a 

Si donc la ligne A est une spirale logarithmique, la 
ligne h u enveloppée par les droites qui font un angle 
constant avec les tangentes de A, est une nouvelle spirale 
identique à la primitive. 

Les spirales logarithmiques égales A, hK ont le même 
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pôle O; on obtient donc h{ dans sa position en faisant 
tourner h d'un certain angle convenable y autour de O. 
Nous allons déterminer cet angle 

Fig. i . 
L, 

Si I on désigne par i l'inclinaison constante des 
lignes A, A, sur leurs rayons vecteurs, on a 

p = as -i- b = s cot i H- b. 

Soient (A, A, ), (13, B, ) deux couples de points corres-
pondants sur les lignes A, A, ; si l'on suppose B choisi, 
de manière que 

BB1 = A A , s i n ( . ^ 9 ) , 
sin i 

011 obtient, pour le rayon de courbure (p, )Af de hK au 
point A<, 

/ \ / a a -x » . sin( £ -b 0) (PI)A4 = (cosO -h sinO c o t i ) p A = A A t \ — : — • 

Les rayons de courbure des lignes A, A, en B et sont 
donc égaux; par conséquent, B et A{ sont, sur les 
lignes égales 7i, A4, correspondants ; on aura donc 

y = B O A , . 
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Si o>2 sont les angles polaires relatifs aux points 

A, B de et si R0 est le rayon vecteur initial, on a 

OA = OB = R 0 c w a c o t ' , 

d'où l'on tire 

^ ^ = g(0) 3 —O),) cot i— e A O B c o U \ 

Je dis que les triangles 0Az\ o 0 B B o . . . sont sem-
blables; en effet, dans le triangle OAA 1 ? l'angle OAj A 
est l'inclinaison de la spirale hK sur ses rayons vecteurs ; 
donc 

OAj A = i. 

Pour évaluer l'angle OAAM conduisons la normale AN 
et la tangente AT à la ligne nous aurons 

A^AN = iCAT — NAT = 0 — - , i 

NAO = NAT — OAT = - — 
2 

d'où 

C A O = A^AN-+- NAO = 0 — L 

Le triangle OAAf reste donc toujours semblable à soi-
même lorsque les points correspondants A, A< se dépla-
cent sur les lignes respectives. Par conséquent, 

c'est-à-dire 

d'où 

OB _ BBi _ sin(i'-H 0)  
OA ~~ AA t ~~ sini ' 

s i n ( i - h Ô ) f . 

f ^ k T . sin ( ¿ 4 - 0 ) 1 AOB = tang i log —- • 

Dans le triangle AOAn on a, pour le troisième 
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angle AOA4, 

Â O A ^ T T — ( O A A I + O A ^ A ) = TU — 6 ; 

donc 

y = BOA; = \ O A l — AOB 

= tt — 6 — log —~— : — y tang i. 
[ sm i J 

On a ainsi le théorème : 

On obtient la spirale logarithmique hK dans sa posi-
tion, en faisant tourner la spirale h autour de son pôle, 
et dans la direction des rayons vecteurs croissants, 
d'un angle 

[ . sini 1 
& s in(i-h G) J ° X = 7 1 - 0 

Si 0 = la ligne hK est la développée de h, et l'angle y 

est alors déterminé par l'égalité 

y = - H- (log tangí) tangí. i 

Lorsque i = 45°, y est un angle droit. 
Si l'angle i vérifie la relation 

^ / i - -+- (log tangí) tangí = o, 

la développée hK de la spirale h est la spirale même. En 
faisant alors rouler, sans glissement, le plan de la courbe 
sur une surface développable quelconque, on obtient 
une surface moulure de Monge, qui contient tous les 
centres de courbure d'un système. Une telle surface a 
été mentionnée par Binet ( Journal de Liouvilie, i r e sé-
rie, t. VI). 

Si h\ est la développée d'une spirale logarithmique, 
h2 celle de 7?,f, h3 celle de • • - , on obtient les lignes 
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égales hK, /¿2, /¿3, . . . par des rotations de h autour de 
son pôle. Lorsque l'angle i vérifie la relation 

a 4- (log tang/) tang¿| = ibii 

ou bien l'autre 

/7 -x 4 b — « 
(log tang I ) tangI = — — — T Z , 

a et h étant des nombres entiers, les lignes /z, lih, A2, . . . 
forment un système fermé, composé de a spirales loga-
rithmiques égales entre elles; une ligne quelconque hn 

du système a pour développée la ligne successive 7///+1, 
la dernière ligne a pour développée la primitive h. Si 
l'on fait rouler, sans glissement, le plan des lignes sur 
une surface développable quelconque, chaque spirale 
engendre une surface moulure de Monge. On obtient 
donc un système fermé, composé de a surfaces moulures, 
dont chacune a pour une de ses développées la surface 
moulure suivante. 

Soit ht une ligne parallèle à la ligne h: si h est la dis-
tance constante entre deux points correspondants de 7/, 

et que (p,i), ( p
l v
v , ) sont le rayon de courbure et 

l'arc de 7/, h i9 nous aurons 

Pi = p 4- h, clsi — ds 4- h— •> 
P 

d'où l'on tire 
"ds 

1 Ç—~ ( k — const.). J ? 

Si p = <p(s), la ligne h{ sera égale à la ligne h lorsque 
pj = cp(,v, ), c'est-à-dire lorsque la fonction <p(s), expri-
mant le rayon de courbure de h vérifie l'équation 
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Exemple. — Si l'on suppose 

<p(s) = \/as -h b, 
011 a 

/¿-j-cp(i) — /¿-{- y/as -f- b, 

çp ĵ K -i- s H- 7«. ̂ = + /as -+- b j -+-

La condition d'égalité des lignes 7?, 7z, devient alors 

/¿2 -4- as -h & -i- a h \J as H- b — a ^K -h s -f- \/ as -h b^j -+- b, 

qu'on peut toujours vérifier, quelle que soit h, en pre-
nant 

K = — • 
a 

On conclut que la ligne, dans laquelle p — \Jas b, 
est identique à toutes ses parallèles. 

On voit aisément que la ligne h est une développante 

d'un cercle de rayon en effet, la relation pt = p ~ 

entre le rayon de courbure p d'une ligne et le rayon de 
courbure p, de sa développée nous donne 

a 

Une ligne spliérique est complètement déterminée 
lorsque son rayon de courbure géodésique II est donné 
en fonction de l'are s. En effet, entre le rayon de cour-
bure géodésique il et le rayon de courbure absolue p 
d'une ligne placée sur une sphère de rayon h subsiste 
la relation 

1 = 4 / 1 I 
P y B2 * 

D'ailleurs, si r est le rayon de torsion de la ligne splié-
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rique, on a aussi 

d'où l'on tire 
y/A2 — p2 

dp 
ds 

Si donc R est une fonction connue de l'arc s, on aura 

aussi p et r en fonction de s \ par conséquent, la ligne est 
complètement déterminée. 

Comment le rayon de courbure géodésique R d'une 
ligne sphérique h doit-il être exprimé en fonction de 
l'arc j , pour que la développée spliérique h{ de h soit 
identique à la ligne primitive? 

Nous allons résoudre cette question. 
Considérons deux points consécutifs À, B de h, et 

soient A { , B4 les correspondants de hK ; les arcs de grand 
cercle AA t , BB, forment entre eux un angle infinité-
simal, l'angle de contingence géodésique dzKg de hA en 
A4. Or on a 

Fig. 2. 

ou bien 

d'ailleurs, 
dsx= dH. 
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Le rayon de courbure géodésique R t de hK est donc dé-
terminé par la formule 

R = ^ L s i n ^ V 
1 dz\g ds \h / 

Si 
R = cp ( 5 ) , 

pour que hK soit identique à A, il faut et il suffit que 
soit vérifiée la condition 

Ri = ?(*0 
ou bien l'autre 

. . _ d © o ) . r<?o)~i 

Sl=R — K = <t(s) — K, 
mais 

donc 

c'est-à-dire : 

La condition nécessaire et suffisante, pour que la dé-
veloppée sphérique d'une ligne placée sur une sphère 
de rayon h soit identique ci la ligne primitive, est que 
la fonction y (s) de lyarc, exprimant le rayon de cour-
bure géodésique de la ligne, vérifie la relation (3). 

On peut aisément établir la condition pour que h soit 
identique à la seconde développée sphérique; en effet, 
on a 

d\\t R* = A . ds 
U . /Ki\ 
7 s , n U ) 

. VdR . / R \ 1 
= » ^ =L sin sin j J . 

Le premier membre R2 doit être formé par s2 comme R 
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l'est par .v$ conséquemment, si II = rf (s), 

U2 = Ï ( ) = <p ( Rj — K) = <p |/i ^ si n j — K j . 

La condition demandée est donc la suivante : 

\djis) . r ?(.vn) 
. / ds s i n L h J . (rf<p(i) . r©(s)i| 

= h M — s m | ^ r s , n [ n r J 

Ou pourrait trouver aisément la condition qui doit 
être remplie par la fonction '¿(s) pour que la ligne splié-
rique h soit égale à la troisième, à la quatrième, . . . dé-
veloppée sphérique. 

Je vais enfin démontrer un théorème constituant une 
généralisation du théorème bien connu de Joachimsthal 
sur les lignes de courbure planes d'une surface. 

Soient u, v les paramètres des lignes de courbure d'une 
surface quelconque S, et soit S, la développée de S par 
rapport aux lignes u = const. Sur la surface S< les lignes 
n — const. sont des géodésiques, et les tangentes aux 
courbes v = const. le long d'une même ligne h{ du sys-
tème u = const. forment la surface développable po-
laire S de la ligne correspondante h de S. Désignons par 
<•) l'angle formé par les courbes M, V sur la surface S< et 
par <p l'angle que la binormale de h forme avec la nor-
male à la surface S au même point; nous aurons 

d'où l'on tire, en désignant par 5 l'arc de /?,, 

(ko d'^ ()>i 
— du — -- du — ds. 
au ou os 

Or ~ du étant l'angle formé par deux génératrices cou-
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séeutives de 2, c'est-à-dire Tangle de contingence de 
l'arête de rebroussement de est aussi l'angle de torsion 

~ de h. On a donc 
ds <to , 
~T ~ Os ' 

d'où » 
i __ cto 
T ~ âs ' 

Soit, réciproquement, h une telle ligne d'une surfaceS, 
que, entre l'angle <p formé par la binormale de h avec la 
normale à S au même point, subsiste la relation précé-
dente. Je dis alors que li est, sur la surface S, une ligne 
de courbure. 

En effet, soit S0 une surface dont h est une de ses 
lignes de courbure; si l'on désigne par <p0 l'angle que la 
binormale de h forme avec la normale de S0 , on aura 

i _ ào0 
T ~ ds ' 

Par conséquent, 
c>cp0 

ds ds ' 

d'où l'on tire 
<p

0
— cp = const. 

Cette égalité démontre que les normales à la surface S le 
long de h forment une surface développable ; h est donc 
une ligne de courbure de S. 

On a donc le théorème : 

La condition nécessaire et suffisante, pour qu une 
ligne h d'une surface soit ligne de courbure, est que la 
différentielle de Vangle que la binormale de h forme 
avec la normale à la su?face soit égal à Vangle de 
torsion de h. 
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Lorsque h est plane, 

i 
j — o, 

et l'on obtient le théorème de Joachimsthal. 
Si l'on suppose que la torsion de h soit constante, on 

¿ura 
à? _ 1 

às ~ T = a' 
d'où 

cp = as -t- b. 

L'angle cp est donc une fonction linéaire de l'arc de la 
ligne. 

Le théorème précédent peut être énoncé comme il suit : 

• Si Von fait tourner les binormales d'une ligne à 
double courbure dans les plans normaux, autour des 
points de la courbe, d'un angle dont la différentielle 
soit égale à Vangle de torsion de la ligne, on obtient 
une surface développable. 

NOTE SUR L ' I I Y P E R B O L O Ï D E ; 
PAR M. MANGEOT, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Troyes. 

On peut déduire de la théorie des invariants quelques 
propriétés des génératrices de l'hyperboloïde à une 
nappe. 

Concevons que l'on construise un parallélépipède P 
sur trois génératrices quelconques de même système, en 
faisant passer par chacune d'elles un plan parallèle aux 
deux autres. Appelons 20c, 2y les longueurs de ses 
arêtes,^et S, S' ses deux sommets non situés sur l'hyper-
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boloïde. Menons par le rentre O de la'surface les pa-
rallèles Ox , OyO z aux trois génératrices considérées, 
dans des directions telles que le trièdre O x y z comprenne 
dans son intérieur l'un des points S, S'. 

L'hyperboloïde est représenté par l'équation 

yz zx xv H i JT -+-1=0 
?ï Yx a? 

relativement aux axes 0 . r , Ojr, Oz, et par l'équation 

_ X 2 Y2 Z 2 _ 

~ W1 ~~ l/1 c* 1 ~~ 0 

relativement à ses axes de symétrie. 
En appliquant les théorèmes sur les invariants à ces 

deux équations, 011 obtient les relations 

(1) = 

( 2 ) 2 ( a 2 - h p 2 - + - Y 2 ) _ ( 0 2 = 

( 3 ) Z 2 a ( c o s X — c o s \x c o s v ) — abc ^ ~ H- — ) ' 

où l'on a posé 

X = yOz, [I. = zOx, V = xOy, 
D = I — COS2X — COS2 [J. — COS2V -h 2 COS X COSJJt COSV, 
p2 = a2 Y2 "h »PY C0S^ •+• 2Ya COSJJL-h 2 a^ COSV. 

La relation (1) exprime que le volume du parallélé-
pipède P, construit sur trois génératrices quelconques 
de l'hyperboloïde, est constant et égal à la moitié du 
volume du parallélépipède construit sur ses axes 2 a, 
2 i c . 

La formule (2) traduit cette propriété des hexagones 
gauches, à cotés opposés parallèles, que l'on peut placer 
sur l'hyperboloïde : 

La somme des carrés des six cotés de l'hexagone, di-
minuée du carré de la distance SS' des deux points où 

Ann. de Mathèmat., 3 e sér ie t . V. ( O c t o b r e i 8 8 6 . ) 3 l 
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concourent les "plans de ses six angles, est constante et 
égale à la somme algébrique des carrés des axes de l'hy-
perboloïde. 

Quant à la relation (3) , dans laquelle le coefficient 
cos A — cos ji. cosv de 2 a représente la projection sur O j 
(ou sur Oz) d'une longueur que Ton sait construire ( 1 ), 
elle peut s'interpréter de la manière suivante : 

Soient SA, SB, SC les trois arêtes du parallélépipède P 
qui partent d'un sommet S non situé sur l'hyperboloïde. 
Dans le plan ASB de deux arêtes, menons à l'une d'elles, 
SA, une perpendiculaire STa dirigée du même côté que 
la seconde arête SB, et prenons sur cette perpendiculaire 
une longueur S f ^ égale à la distance du sommet A à la 
droite SB: puis projetons cette longueur ST a sur la 
troisième arête SC. Cette projection, ajoutée aux deux 
projections analogues relatives aux points B, C, donne 
une somme qui est proportionnelle au volume du paral-
lélépipède construit sur les droites SA, SB, SC, avec des 
longueurs d'arêtes égales à b, c. Le coefficient de 
proportionnalité est 

1 1 1 
Ô 2 B* ~ ~ C 2 ' 

Examinons deux cas particuliers : 

10 À == \x = - • 

2 

Les relations (2) et (3) deviennent 

(a2-h P 2 — cosv) -f- y2 — a 2 - h l>2— c2 , 
l bc ca ab\ 

a Y = t a n g v ( k - + T - T j . 

(
1

 ) Se reporter à la démonstration des formules fondamentales de 

la Trigonométrie sphérique. 
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La première de ces deux formules montre que la diago-
nale (autre que SS') du parallélépipède droit, construit 
avec trois génératrices d'un hyperboloïde dont deux 
soient perpendiculaires sur la troisième, a une longueur 
constante et égale à i y«2-}- b2— c2, ou bien encore que 
les points de la surface par lesquels passent deux géné-
ratrices rectangulaires sont sur une sphère concentrique 
dont le rayon est \Ja2 -h b 2 — c2. C'est le corollaire bien 
connu du théorème de Monge. 

La seconde formule signifie que la longueur de la 
corde interceptée par la sphère de Monge sur une géné-
ratrice de l'hyperboloïde est proportionnelle à la tan-
gente de l'angle des deux autres génératrices qui passent 
par les extrémités de celte corde. 

L'hyperboloïde est alors équilatéral. 
En divisant la relation (2) par le carré de la for-

mule (1), 011 obtient 

O11 voit que, si l'on construit un parallélépipède sur 
trois génératrices rectangulaires deux à deux d'un liy-
perboloïde équilatéral, la somme des carrés des inverses 
de ses faces est constante. 

a = <j. = v 

a 2 + a 2 p 2 ¿> 2 c 2 ' c ' 2 « 2 a 2 ¿ 2 

S I R UN PROBLEME DE POTENTIEL 
PAR M. J .-B. POMEY. 

LE MME. — Etant donnés deux cercles de diamètres 
PO et PO', par le point P qui est run des points ou ces 
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cercles se coupent, je mène une sécante quelconqueVCG, 
qui rencontre en C et C' les deux cercles. Sur elle, je 
porte PI) égal à la somme de PC et de PC'. Lorsque 
la sécante tourne autour du point P, le point D décrit 
un cercle qui a pour diamètre PQ, le point Q étant ob-
tenu comme extrénnté d'une droite égale et parallèle 
à PO menée par le point O'. 

Si, en effet, C, C ; et D sont les projections sur la sé-
cante des points 0 , O'et Q, les points C et G sont sur 
les cercles de diamètres PO et PO', et l'on a PC = C D 
comme projections sur une même droite de deux lon-
gueurs égales et parallèles. Alors on a 

PC -h PC' = PD. 

Le point D étant la projection, sur une droite qui tourne 
autour de P, d'un point fixe 0, décrit le cercle qui a 
pour diamètres PQ. 

On dit que PQ est la somme géométrique de PO et de 
PO'. Si l'on avait porté O'Q, égal à O'Q en sens directe-
ment opposé, PQi aurait été la différence géométrique, 
et, si j'appelle E la projection de sur la sécante, 
j'aurai P C — PC = PE. Ce point E a pour lieu un cercle 
décrit sur PQ< connue diamètre. Dans ce qui suit, nous 
conservons les mêmes notations. 

Cela posé, 011 donne le point iixe P et deux cercles de 
rayons R et IV décrits autour de O et de O' comme 
centres, il s'agit de mener par P une sécante telle que 
l'on ait 

(i) PC2 — P C ' 2 = (PÔ 2 — R 2 ) — (PO' 2 —R' 2 ) . 

Interprétons d'abord cette équation. Supposons que 
les segments interceptés sur la sécante par les cercles O 
et 0 ; soient réels : soit 2). le segment intercepté par la 
sécante dans le cercle de centre O et de rayon R*, en 
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égalant deux expressions de la puissance du point P par 
rapport au cercle O, 011 aura 

(2) P Ô 2 — R 2 = P G 2 — a 2 , 

et, dans le second cercle, on aurait de même 

(3) PÔ'2— R'2 = PC 2 — jjl«, 

2[JI étant le segment intercepté sur la sécante par le 
cercle de rayon R/; on en déduira que 2 [ji et 2X sont 
égaux, eu égard à l'équation (1). C'est ce qu'elle exprime. 

Ainsi l'on demande de mener une sécante sur laquelle 
les deux cercles interceptent des segments égaux. 

Supposons maintenant que ces segments soient ima-
ginaires, et soient t, t! les longueurs des tangentes menées 
du point P aux cercles O et O'. Avec ces tangentes, que 
je supposerai réelles, comme rayons, je décris autour du 
point P comme centre deux cercles (t) et (*'), lesquels 
interceptent sur OC et sur OC respectivement deux 
segments 2V et 2p/. Nous aurons, en égalant, comme 
précédemment, deux expressions de la puissance des 
points O et O' par rapport à ces cercles, 

(4) P Ô 2 — ¿2 = Ô G 2 — A'*, 

(5) PÔ 2 — ¿'2 = ÔG72— jx'2 ; 

mais 011 a, en ajoutant membre à membre les équa-
tions (2) et (4), 

2ÔP 2 — R2 — ¿2 = Ô g V PC 2 — (X*-h X'2). 

Or on a 
ô c 2 - f - P G 2 = PÔ2 

et 
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car POC est un triangle rectangle, et de même R et 
OP forment un triangle qui est aussi rectangle. 

Il reste donc 
X'* = o. 

Ainsi, quand \ est imaginaire, )/ est réel, et l'on a 

À2 = — V*. 
On aura de même 

Dans le cas où le premier énoncé n'a pas de sens, on 
y substituera donc celui-ci, à condition que P soit exté-
rieur aux deux cercles : Mener par deux points O et 
O' deux droites parallèles sur lesquelles deux cercles 
concentriques ( i) , (z'), de centre P, interceptent deux 
segments égaux. 

Notre équation (i) revient à 

( I bis) P D . P E = — ( P Ô 2 - I R - ) + ( P Ô ' 2 — I V O . 

Or, avons-nous vu, les points I) et E décrivent deux 
cercles de diamètres PQ et PO^ Mais, d'après l'équa-
tion (i bis), si le point D décrit un cercle, le point E 
doit décrire la droite qui en est la transformée inverse 
réciproque. Ce point devra donc se trouver à l'intersec-
tion de cette droite et du cercle décrit sur PQ< comme 
diamètre. 

La solution de ce problème conduit à un résultat 
curieux. 

Si ds est un élément de courbe, ds' l'élément de sa 
transformée par rayons vecteurs réciproques, p et p' les 
rayons vecteurs, 011 a 

ds ds' 

J = Y ; 

d'où il suit que, si deux arcs finis de courbes transformées 
l'une fie l'autre sont chargés de matière de densité i , l e 
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potentiel au pôle y est le même que celui qui est dû à 
l'autre. 

Soient U et V les potentiels au pôle de deux droites 
de longueur zp chargées d'une masse de densité i et 
situées aux distances a et a! du pôle, de manière que la 
perpendiculaire abaissée du pôle sur elles tombe en 
leurs milieux. On aura pour potentiel en P de la pre-
mière droite la valeur de l'intégrale suivante où x dé-
signe la distance d'un élément à l'axe mené par P per-
pendiculairement à la droite dont nous cherchons le 
potentiel 

Je pose 

d'où 
\/a2x2 = — # -f- * ; 

a* = — 'itx-+-t2 

et 
t dx -h x dt = t dt 

ou 
dx dt 

\/a2-^x2 

d'où 

Il vient 

ou 
p -t- s/a2 -+- p'2 _ 

d'où 

ou 
p = a sin hyp — 

U 
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Pour l'autre droite à distance a', nous aurons 

p = a sin hyp — ; 

d'où 
• i U 

sin hyp — 
2 a 

. . V a 
sin hvp — " 2 

Si je transforme par rayons vecteurs réciproques, 

~ se change dans le rapport inverse, et j'aurai 

• K u 
sin hyp — J t 2 _ a 

V ~ a' ' sin hyp — 

U et V ne changeait pas. Les droites deviennent des 
arcs de cercles, et la solution géométrique donnée plus 
haut sert à résoudre la question suivante : Etant donnés 
deux cercles concentriques (z), (t!) et deux points O, 
Or, mener par P, d'une part, et O, O' respectivement, 
d'autre part, deux C E R C L E S T A N G E J V T S , tels que les va-
leurs en P des potentiels U, V dus aux parties de ces 
cercles qui sont extérieures aux cercles donnés (t) et 
(//) respectivement satisfassent ci la relation 

• i u 
sin hyp — J 1 2 a 
. , V a' 

sin hvp — 
2 

c est-à-dire que le rapport des sinus hyperboliques des 
demi-potentiels est alors celui des rayons des arcs de 
cercles. Il suffit de faire une transformation par rayons 
vecteurs réciproques pour construire ces arcs, lorsque 
le problème est possible. 
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TRANSFORMATIONS ALGÉBRIQUES PAR LE CALCUL 
DES DIFFÉRENCES; 

PAR M. E. GESARO. 

Nous nous proposons de représenter la fonction 

au moyen des différences successives du premier terme 
de la série arbitraire 

(l) M0, UU M3, Mv, 

Ayant posé, à cet effet, 
i-rao 

Ai= aiUi, f(x)=^a£x 
/—o 

nous pourrons écrire, symboliquement, 

I r= * 

(a) F(*) = / ( « * ) + 

z = 0 

Supposons, par exemple, que la série (i) soit 

o'-, I ' ' , 3'-, 4'% 
/• étant entier. Le second membre de (2) s'arrête alors 
naturellement au (/*-+- i)ième terme, et l'on peut écrire 

i= r 
(3) F ( 2 - ) = 2 < Ç < f - ) A ' ( o " ) . 

ï = 1 

Du reste, si la série (1) est, d'une manière générale, 

U(z), U ( ¿ - i - A ) , U ( â» -+- 2/i). + 
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il est presque évident que l'on a, sous forme symbolique, 

en supposant que Nr représente le second membre 
de (3). 

Appliquons la formule (3) aux fonctions telles que 

Q r ( a ? ) = i ''ar 4- lrx* 4- 3'a?3 -h 4-

Ici 
a / = i , 

et l'on obtient immédiatement la relation connue 

¿=1 
qui donne, pour les nombres de Bernoulli (4) , l'expres-
sion suivante : 

i = r — 1 

R ^ ( — I V ' - H I 

¿ = 1 

Soit, pour généraliser, 

La formule (3) devient 
i = r (4) = 
i — 1 

Ainsi, pour ^ = i, on trouve 
/=/* 

i = 1 
En particulier, 

2' — 1 ¿Là 2 i+3 v ; 

( 1 ) Voir notre article Sur les nombres de Bernoulli et d'Euler. 
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De même, pour s = 2, 011 arrive à la formule 

etc. 7 1 r — I maà V 

i — i 

O11 établit autrement la formule (4) en partant de l'é-
galité 

QrQi= A(o'')F; 

d'où l'on déduit (4), en développant, suivant les puis-
sances de A, et en observant que l'on a, sous forme 
symbolique, 

Reprenons l'égalité (3) et remplaçons-y la limite 
supérieure de i par un nombre quelconque 11^ r. Posons 

( 5 ) ? ( 0 = 

i = 0 

Pour effectuer le retour aux nombres u. remarquons 
que l'égalité (3) devient 

i=n 
(6) F(a?) = o(xA) = <p( ux — x) = ^ ^ ©1« (— x). 

i = 1 

Si, par exemple, on fait a, = 1 , la formule (5) donne 
d'abord 

d'où l'on déduit, en développant suivant les puissances 
de 

<pW(— X) _ _ / 

^ / Cft-t-1 2 \ ^ 
\ 57 X2 * ' X1 . ] 

Si l'on porte ce résultat dans la formule (6), 011 ob-
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tient une nouvelle expression des fonctions Q, consi-
dérées précédemment. En particulier, pour x = — i , 
on a 

i = n — i 

Br=—— y ( - i y - u v - 1 
i = 1 

X ( n - C W ) 1 4 - 2 4 - . . . - h ) , 

pourvu que n ^ r. Sous une autre forme, 

/ = n — 1 

1 = 1 
On trouve, pour les nombres de Bernoulli, d'autres 

expressions analogues, si l'on prend successivement 
ai — z, i2 , i 3 , . . . . Les formules démontrées dans cet ar-
ticle donnent, d'ailleurs, une foule d'autres résultats, 
plus ou moins intéressants, qui constituent toujours 
d'utiles exercices de calcul. 

Note. — La formule principale de notre article Dé-
rivées des fonctions de fonctions a été précédemment 
découverte par M. R. Hoppe, en 1845. Une formule 
plus générale, concernant les dérivées d'une fonction 
quelconque de plusieurs fonctions de x , a été publiée 
par M. G . Teixeireiy dans le Journal de Battaglini, 
en 1880. Nous donnerons, de cette dernière formule, 
une démonstration fort simple, basée sur l'emploi de 
nos signes algorithmiques, et nous chercherons aussi à 
opérer Y inversion de la formule de Hoppe, comme nous 
l'avons déjà fait, du reste, dans certains cas particuliers. 
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CORRESPONDANCE. 

Extrait (ïune Lettre du professeur Genese ( University 
College A berystwyth, Wales ). 

Permettez que je vous signale un petit défaut dans la 
démonstration élégante d'un théorème de Steiner, par 
M. G. Tarry (voir Nouvelles Annales> p. 27 1 , 1884). 
M. Tarry n'a pas remarqué que sa construction donne 
quatre positions au point O. Donc il y a quatre coniques 
directrices par rapport auxquelles S et S sont polaires 
réciproques. La vérification analytique est extrêmement 
simple. 

Soient 

( S ) /a2-f-

(S) Xa2-4- |Jtp2-b vf« = o, 

et 

( D ) La9--f M£ 2 - f - N y * = o 

les équations des coniques. L'équation de la polaire du 
point (a', t3'. y') n o n situé sur S, par rapport à D, est 

Cette ligne est tangente à si 

(La ')« (M ft')» (NY')2 
— (- — o • 

A fjl v 

donc 
L 2 _ M2 _ N2 

X/ m\JL rcv 

ou 
L : M : N : : ± \/\i : ± y!~m\x : ± / ¡ v ; 

c'est-à-dire qu'il y a quatre coniques D. 
Le théorème de la page 2^3, savoir : Le triangle qui 

a pour sommets trois des points d'intersection est ho-
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mologique à chacun des triangles formés par trois 
tangentes communes, avait été communiqué par moi à la 
Société mathématique de Londres en mai 1883. Je 
l'avais premièrement envoyé à VEducational Times; 
mais, un géomètre distingué m'ayant fait l'honneur de 
douter de son exactitude, j'ai publié la démonstration. 

La vérification par la méthode de la projection co-
nique serait un bon exercice pour vos jeunes lecteurs. 

NÉCROLOGIE. 

Nous avons la vive douleur d'annoncer à nos lecteurs 
la mort d'Edmond Laguerre, décédé le i3 août à Bar-le-
Duc. La France perd en lui un de ses géomètres les plus 
éminents et ses amis le plus sûr et le plus dévoué de tous 
les amis. Nous consacrerons prochainement à sa vie et à 
son œuvre la place qu'elles méritent; voici, dès aujour-
d'hui, les discours prononcés à ses obsèques. 

DISCOURS DE M. J . BERTRAND, 
AU NOM DE L 'ACADÉMIE DES SCIENCES. 

M E S S I E U R S , 

L'Académie des Sciences, en perdant l'un de ses Membres 
les plus éminents, a le regret de le voir disparaître au début, 
pour ainsi dire, de sa carrière académique. 

La maladie cruelle qui vient de briser tant d'espérances l'a 
tenu éloigné de nos travaux. 

Edmond Laguerre, passionné pour la Science, semblait in-
différent au succès. 

Jamais il n'a négligé un devoir, jamais il n'a sollicité une fa-
veur, jamais, dans sa modestie, il n'a voulu se faire son propre 

L'artillerie était sa carrière. 11 acceptait avec simplicité 
toutes les nécessités du service, toujours prompt à bien faire, 
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toujours oublieux de se faire valoir; — il a pris sa retraite 
jeune encore, sans avoir atteint les hauts grades où son mérite 
semblait l'appeler. 

Tel nous avons connu l'éminent géomètre. 
On recherchait, on admirait ses travaux; on avait peine à les 

réunir : les recueils les plus répandus contiennent à peine le 
quart de son œuvre. Jamais Laguerre n'a publié un volume. 
Ses découvertes, communiquées à des sociétés de travail et 
d'étude, l'avaient placé au premier rang des géomètres français, 
avant que l'Académie des Sciences en eûtentendu discuter et pro-
clamer l'importance. La Section de Géométrie elle-même, heu-
reuse de lui rendre justice, avait fait, avec étonnement, j'ose le 
dire, l'inventaire de tant de richesses. 

Toutes les branches des Mathématiques lui devaient d'impor-
tants progrès; aucune chaire publique, cependant, n'avait 
oll'ert à ce penseur solitaire l'occasion de répandre, par la pa-
role, les idées fécondes confiées au papier avec tant de sobriété 
et de réserve. Pour la première fois, en l'année i885, Laguerre, 
âgé de 5i ans, s'est fait entendre au Collège de France : pré-
paré à suivre toutes les voies, il a accepté la suppléance de la 
Chaire de Physique mathématique. Il y a révélé, sans étonner 
personne, une érudition sagace et profonde. 

Le cours de Laguerre sur l'attraction des ellipsoïdes donnera, 
si on peut le publier, le résumé le plus lumineux et le plus sa-
vant de cette belle théorie, tant de fois rajeunie et toujours 
transformée, malgré son admirable perfection. 

Laguerre conservait toute la vigueur et l'activité de son es-
prit, mais les forces physiques commençaient à le trahir. Il 
luttait, en préparant ses leçons, contre les atteintes d'une 
fièvre continue ; il s'y résignait plutôt, car le mal était sans re-
mède. — L'amitié, la haute estime de tous et l'admiration des 
bons juges ont adouci la fin prématurée de sa carrière. 

Toujours supérieur à sa position, il a su imposer à l'opinion 
une justice quelquefois moins tardive, jamais plus complète et 
plus incontestée. 

M. Halphen, après avoir lu le discours de M. Bertrand, 
ajoute l'allocution suivante : 

L'Ecole Polytechnique perd une de ses gloires. Pendant 
vingt-deux ans, Laguerre lui a prodigué son rare talent, son 
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zèle infatigable. Il la représentait aux yeux de cette jeunesse, 
chaque année plus nombreuse, qui, dans un loyal concours, 
brigue, à force de travail, l'entrée de notre grande Ecole. 
Devant ce public déjà très clairvoyant, l'École Polytechnique, 
placée si haut dans l'opinion, grandissait encore, représentée 
par Laguerre. 

Tous connaissaient sa science presque sans limite, comme 
aussi la loyauté, les scrupules qu'il apportait à ses jugements. 
Mais qui soupçonne seulement son extrême bienveillance, je 
dirai presque sa tendresse pour cette jeunesse d'élite ? Qui, sauf 
ses collègues, dont tant de fois il a su adoucir ou changer le 
verdict? 

Cette grande douceur se dissimulait parfois sous des dehors 
austères, qui le faisaient redouter un peu, bien à tort. 

C'est là d'ailleurs un trait essentiel de sa physionomie morale : 
son cœur ne livrait pas facilement ses trésors. 

Les amis qui ont pu y pénétrer éprouvent à ce souvenir une 
ineffable tr istesse. . . . 

Au nom de l'Académie des Sciences et de l'Ecole Polytech-
nique, j'adresse à Edmond Laguerre un suprême adieu. 

ERRATA. 

T . I I , 3e série, p. 87, dernière ligne, au lieu de t a n g ( w — 6 ) , lisez 
— tang (to — 6 ). 

T . I V , 3e série, p. 329, ligne 5, au lieu de en segments, lisez en 
n segments. 

T . V , 3e série, p. 212, première ligne, le mot parité ne se rapporte 
pas aux triangulaires, mais à leurs rangs. 

T . V , 3e série, p. 3 i J , avant-dernière ligne, au lieu de générale, 
lisez génératrice. 

T . V, 3e série, p. 3 2 1 , 4 e ligne en remontant, au lieu de ^log 2 7 - 1 , 

lisez (logi)"~'. 
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! . 1 R cos16 R O — e 2 ) , cercle circonscrit et de rayon r̂— ou =7- dans J cosv e 2 cosv 

le cas où l'angle des asymptotes est imaginaire. Le lieu 
demandé est donc une courbe du quatrième ordre ayant 
pour points doubles les trois sommets du triangle et 
tangente à la droite de l'infini aux points cycliques. 
C'est donc une courbe unicursale et fermée. Sa forme 
dépend de la grandeur du rayon du cercle dont elle est 
la transformée. 

Si les coniques sont des ellipses ou des paraboles, ou 

Fig. 1 . 

si l'on a les coniques étant des hyperboles, le 
cercle est extérieur au cercle circonscrit. La courbe est 
alors complètement extérieure au triangle. On la construit 
très aisément en déterminant dans quelle région par 
rapport au triangle et au cercle circonscrit se trouvent 
les points correspondant à un arc déterminé du cercle. 
On a marqué d'un même numéro les arcs correspon-
dants de la courbe et du cercle. On peut obtenir les 
tangentes au point A, par exemple, en prenant les droites 
antiparallèles par rapport à l'angle A de celles qui joi-
gnent le point A aux points d'intersection du cercle 
avec BC. 

Ann. de Mathén\at.y 3e série, t. VIII (Novembre 1889). 3a 
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Si l'on avait cos\ = o, c'est-à-dire V = - , le cercle 
7 z 

deviendrait la droite de l 'infini, et la courbe se réduirait 
au cercle circonscrit, ce qui est d'ailleurs évident. 

Supposons maintenant que les coniques soient des 
hyperboles, et soit d'abord ¥ = 28. Ce cercle se confond 
alors avec le cercle circonscrit, et le lieu se réduit aux 
trois côtés du triangle et à la droite de l'infini, ce qu'on 
pouvait prévoir géométriquement. 

Soit maintenant V 2 0, mais 
cos 1 ô 
— — > cos A > cosB > cos G. 
cos V 

On suppose, pour fixer les idées, A B C. Le cercle 
est alors intérieur au cercle circonscrit, mais coupe les 
trois côtés du triangle. Les points doubles sont encore 
réels, et, en étudiant point par point la correspondance 
des deux courbes, on a la forme ci-contre. 

Si — cos A, un des points doubles devient un 
cosv 7 1 

point de rebroussement, et, si <^eosA, il devient 

un point double isolé. On peut avoir ainsi successive-

ment diverses formes intermédiaires. Si ^ 4 T < T C O S C , cosv ^ 1 

on a un anneau fermé avec trois points doubles isolés. 
Dans le cas où le triangle est équilatéral et où 

cossO _ 1 
C O S V 2 7 

le lieu est une hypocycloïde à trois rebroussements. 
Enfin, si cos2 0 = o, le lieu se réduit au point de con-
cours des hauteurs, quel que soit cosV. Les coniques sont, 
en eifet, alors des hyperboles équilatères, et il n'en passe 
qu'une par chaque point du plan, sauf par le point de 
concours des hauteurs. 



( 499 ) 
Pour avoir l'équation du lieu, formons l'équation du 

cercle concentrique au cercle circonscrit et de rayon p. 

Fig. 2. 

Les équations de ces deux cercles rapportés à deux dia-
mètres rectangulaires sont de la forme 

R2— x2—y2 = o, 

p2 —• x2— y2 — o. 

En coordonnées trilinéaires, ces équations deviennent 

a Y Z -+- bZX -h cXY == o, 

a Y Z - 4 - ¿ Z X - R F X Y + K(aX -+- bY h - c Z ) 2 = o , 

a, c étant les longueurs des côtés du triangle de réfé-
rence; il s'agit de déterminer la constante K . 

Pour cela, remarquons que les formules par lesquelles 
on passe des secondes équations aux premières sont de 
la forme 

^ X = p — x cosa — y sina, 

(i) < Y = q — . r cosp— jrsin(3, 

( Z = r — x c o s y — y siny. 

On a identiquement 

a YZ -1- bZX H- cXY = X( R2 — x2 — y2). 

Pour déterminer il suffit de remarquer que, le carré 
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S 2 

du module de la substitution (1) étant égal à on a, 

le discriminant d'une forme quadratique étant un inva-
riant, 

4 R2 ~ R 
d'où 

S 
X = R 

On a donc identiquement 

et 

R 2 — 5 ( a Y Z -h bZ\ -f- c X Y ) 

L'équation du cercle est donc 

a be ( a YZ + b ZX -+- c XY ) -4- ( p* - R 2 ) ( a X -f- h Y -+- c Z )« = o? 

et l'équation du lieu 

« ¿ c X Y Z ( « X - H 6 Y - H C Z ) 
-h (p2 — R 2 ) ( a YZ b ZX -f- c X Y ) 2 = o, 

car il suffit de remplacer X , Y , Z par 

On peut remarquer qu'il résulte de la solution précé-
dente que l'enveloppe de la famille de coniques consi-
dérée dans l'énoncé est une courbe de même forme. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E EN 1889. 

Composition française, 

De tout temps les progrès de la Science ont exercé sur la 
civilisation une influence considérable. Dans notre siècle sur-
tout, d'importantes transformations sociales ont été amenées 
par des découvertes qui, à l'origine, semblaient être de l'ordre 
le plus abstrait. 

Composition de Physique et Chimie. 

ï. Détermination de l'indice de réfraction d'un liquide à 
l'aide du goniomètre. (On ne décrira ni l'instrument ni son 
réglage.) 

II. Densité des gaz; méthode de Regnault pour la détermi-
ner. 

III. L'acide phosphorique et ses divers hydrates. 

Composition de Mathématiques. 

Étant donnés, dans un plan, deux axes de coordonnées rec-
tangulaires OX et OY, et deux séries de paraboles : les unes 
(P) , de paramètre />, tangentes à OY du côté des X positifs 
et ayant leur axe parallèle à OX; les autres (Q), de paramètre 
q, tangentes à OX du côté des Y positifs et ayant leur axe 
parallèle à OY; on demande : 

i° De trouver le lieu décrit par le centre d'une conique qui 
se déplace, sans changer de grandeur, en passant constam-
ment par les points communs à l'une des paraboles ( F ) et à 
l'une des paraboles (Q); 

De démontrer que, quand on associe une parabole P et 
une parabole Q, de manière que la droite qui joint leurs fo-
yers respectifs reste constamment parallèle à une direction 
donnée, la somme des angles que font les tangentes communes 
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à ces deux paraboles avec un axe fixe, OX par exemple, de-
meure constante; et de trouver, dans ces conditions, le lieu du 
point de rencontre des axes des deux paraboles; 

3° De placer une parabole P et une parabole Q de façon 
qu'elles aient trois points communs confondus en un seul, et 
de calculer, pour cette position des deux courbes, les coordon-
nées de leur point commun et le coefficient angulaire de leur 
tangente commune en ce point; 

4° De démontrer que tout triangle circonscrit à la fois à 
l'une quelconque des paraboles P et à l'une quelconque des pa-
raboles Q est inscrit dans une conique fixe, et de trouver 
l'équation de cette conique. 

Calcul trigonométrique. 

On donne les trois côtés d'un triangle : 

a = 22624™,86, 6 = 329'23m,54, c = 28935™,95. 

Calculer les trois angles et la surface. 

Lavis. 

Faire à l'encre de Chine et à teintes plates le lavis d'un cy-
lindre terminé par deux demi-sphères. 

La surface du solide sera supposée dépolie. 
On ne passera pas de teinte sur le fond. 
Les traits du cadre et les contours apparents du solide 

seront passés à l'encre avant de laver. 
Le rayon lumineux est le rayon ordinaire à 45°. 

Epure. 

L'axe vertical d'un cône de révolution se projette horizon-
talement en un point situé à 92""" du grand côté inférieur de 
la feuille placée horizontalement (l'en-tête à gauche), et à 96mm 

à droite du trait noir qui la limite; sa hauteur est de I O Q " 1 " 1 , 

et le rayon de son cercle de base est de 55mm : une distance 
de 85mm, comptée parallèlement aux petits côtés de la feuille, 
sépare la projection horizontale du centre de ce cercle de sa 
projection verticale. 

l^'axo horizontal d'un cylindre de révolution de front est à 
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11m m de Taxe du cône : il se projette horizontalement entre le 
pied de cet axe et le grand côté inférieur de la feuille, et verti-
calement à 49mm de la base du cône du côté du sommet; son 
rayon est tel qu'il passe par le point situé à la même cote (49mm) 
sur celle des génératrices de profil du cône dont la trace est 
la plus éloignée du grand côté inférieur de la feuille. 

On demande : 
De représenter, par sa projection horizontale, par sa projec-

tion sur un plan vertical parallèle aux génératrices du cylin-
dre et par ses contours apparents, ce qui reste, entre le som-
met et la base, du cône solide entaillé par le cylindre; 

De développer, à droite et à la partie supérieure de la feuille, 
la portion de surface conique qui limite le corps, cette surface 
étant fendue suivant la génératrice de profil dont la trace est 
la plus éloignée du grand côté inférieur de la feuille; 

D'indiquer les constructions nécessaires pour déterminer : 
i° un point quelconque de l'intersection et la tangente en ce 
point; '2° les points situés sur les contours apparents du cône 
et du cylindre; 3° un point quelconque du développement et 
la tangente en ce point. 

Les constructions, les tangentes et les parties enlevées seront 
tracées en rouge continu; la représentation du corps sera seule 
en noir, trait plein pour les parties vues, points ronds pour 
les parties cachées. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1889; 
PAR M. J . LEMAIRE, 

Professeur au lycée de Lorient. 

I. Si nous désignons par b l'ordonnée de l'axe d'une 
parabole P, par a l'abscisse de l'axe d'une parabole Q, 
les paraboles P auront pour équation générale 

( P ) (y — b)- — >.p x = o 

et les paraboles Q 

( Q ) — > = 
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Les paraboles P et Q ayant leurs axes perpendicu-
laires, toute conique (C) passant par les points de ren-
contre d'une des paraboles P et d'une des paraboles Q 
aura ses axes parallèles aux axes de ces paraboles, c'est-
à-dire à O x et Oy. 

Si donc o) est le centre de C, l'équation de cette 
conique sera delà tortue 

Il s'agit de trouver le lieu du centre de cette conique 
à la condition qu'elle passe constamment par les points 
communs à l'une des paraboles P et à l'une des para-
boles Q. 

L'équation générale des coniques passant par les 
points d'intersection des deux paraboles P et Q corres-
pondant à deux valeurs déterminées de a et b est 

(0 [(y — bYl— — a)2 — o, 

(jui représentera la conique C si l'on a 

- = - = = = A^g + B / g - i ^ 
X i ~~ p 4- X a- ~ b h- X q 6 2 -h X a2 

Eliminant a , b entre ces relations, nous aurons 
le lieu du centre. On tire sans difficulté 

A(.T — ^ O ) 2 - ! - B(JK —JKo)2— i = o . 

A.r0— Bp 
A 

By0— Aq 

d'où le lieu cherché 

B [ (BjKo- AqY A (Axy-Bp)* 
B 2 B A» 
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ou 
D . A 2 ? 2 

iBp x -h '2 A qy = — 1 h i. 

Cette équation représente une droite. 
Si Ton fait tourner la conique C de 90° autour de son 

centre, son équation devient 

B(x — x0y+ A(y— 7 O ) 2 - I = O. 

A cette position delà conique correspondra une autre 
droite dont nous aurons l'équation en permutant A 
et B dans la précédente. Le lieu des centres demandé se 
compose donc de deux droites. 

IL L'équation aux x des points communs à une para-
bole P et à une droite 

( D ) y = m x -f- n 

est 
( m x -+- n — b )2 — ip x = o ; 

d'où, pour la condition de contact de cette courbe et de 
cette droite, 

[?n(n— b)— />]2 — m2(/i — b f = o. 

On tire de là 
n — b —— • im 

La tangente à P de coefficient angulaire m est donc 

y = mx -+- b —— • 
^ im 

On trouve de même pour la tangente à Q de coeffi-
cient angulaire m l'équation 

m . y — m x — — ( i a - \ - q m ). 
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m sera le coefficient angulaire d'une tangente commune 
si l'on a 

i P m / X b h—-— = iia -h g m) 
2 m i 1 

ou 
qm?-+• 2 a m 2 -h 2 -+- = o. 

Telle est l'équation aux coefficients angulaires des 
tangentes communes à P et Q : il y a trois pareilles tan-
gentes. Soient a , , a 2 , a3 leurs angles avec O x ; tanga^ 
tanga2, tanga3 sont les racines de l'équation ci-dessus, 
et l'on a 

Stançrai — tangai tança? tanga3 tanir ( a t-H a,-+-a 3 ) = — 1 " i — S tangaj tanga2 

ia p 
q q p — '>. a 

ib q—ib 

Soit, d'autre part, a l'angle que fait avec Ox la droite 
joignant les foyers de P et Q ; on a 

b - i . 
o > b — q 

tarifa = — • 
p p — ia 
— — a 1 

2 

Par conséquent, 

tan g (ax H- a2-H a 3 ) = — cota, 
d'où 

7T 
a! -4- a2-f- a3 — h- a -+- /itt ? 

'2 

n étant un nombre entier, ce qui démontre la seconde 
partie delà question. 

Les axes de P et Q ont pour équations 
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Le lieu de leur point commun est donc la droite 

— ? = { P ~ 2 ^ ) t a n g a . 

III. Proposons-nous de déterminer a et b de manière 
que les paraboles P et Q aient trois de leurs points com-
muns confondus en un seul. 

L'équation eu \ du système des coniques 

(y — by — ipx = o, 
( x — a y2—2qy = o 

est 
q2 X» -4- 2 bq X2 -t- <ipaX -4-p2 = o, 

qu'on obtient sans difficulté en annulant le discrimi-
nant du premier membre de l'équation (i). 

Les paraboles P et O auront trois points confondus 
en un seul si cette équation a une racine triple. X dési-
gnant cette racine, on a 

d'où l'on tire 

« = \ Vpq*> 

b = l V F Ï , 

~(î> 
-Pour cette valeur de X, (i) représente un système de 
deux droites dont le centre est précisément le point de 
contact de P et Q. Les coordonnées de ce point sont 

P 
X ' 

yi—b-r-ql 
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ou, en remplaçant a, b, À par leurs valeurs et simpli-
fiant, 

x\ = ~ VM%> 2 

y\=\ Vp*q. 

Quant au coefficient angulaire de la tangente com-
mune en ce point, il a pour valeur 

-¿(yi — b) ~(î)" 
IV. Soit {oc,y) un ombilic des paraboles P et Q. L'é-

quation aux coefficients angulaires des tangentes à P 
issues de ce point est 

y = mx -+- b H — — im 
ou 

'ix .m- i(b — y ) m -h p = o. 

De même, l'équation aux coefficients angulaires des 
tangentes issues du même point à Q est 

q m2 -f- 2 ( a — x ) m -+- %y = o ; 

les équations devant avoir les mêmes racines, on a 

ix b —y p 
q a — x ~ iy ' 

d'où 
pq 

Ce qui montre que les points de rencontre des tan-
gentes communes à une parabole P et une parabole Q 
se trouvent tous sur l'hyperbole équilatère représentée 
par l'équation ci-dessus. 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE LA DEUXIÈME ET DE LA QUA-
TRIÈME PARTIE DE LA QUESTION PROPOSÉE AUX CANDIDATS 
A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1880; 

PAR M. E. BOREL, 
Élève de Sainte-Barbe et de M. Niewenglowski. 

On considère deux paraboles dont les tangentes aux 
sommets sont deux droites rectangulaires fixes O x , O y 
et dont les foyers décrivent des parallèles à ces droites. Il 
s'agit de prouver que la somme des angles que font les 
trois tangentes communes à ces deux paraboles avec 
Vaxe Ox ne dépend que de la direction de la droite FF ' . 

Considérons le triangle formé par les trois tangentes 
communes et le cercle circonscrit à ce triangle. On sait 
que ce cercle passe par F et F ' et que les droites de 
Simson, relatives aux points F , F ' par rapport à ce 
triangle, sont précisément les droites O x , O y. Comme 
ces droites sont rectangulaires, les points F et F ' sont 
diamétralement opposés. On peut donc, au lieu de F F ' , 
considérer la droite to F , to étant le centre du cercle, et 
le théorème à démontrer devient le suivant : la somme 
des angles que font les trois côtés d'un triangle avec 
la droite de Simson relative à un point F ne dépend 
que de l'angle que fait avec cette même droite le 
rayon to F . 

Pour le faire voir, examinons ce qui se passe lorsque 
le point F se déplace sur la circonférence circonscrite 
au triangle ABC, ce dernier restant fixe {fig* i). On 
sait que, si le point F décrit un arc i a , la droite de Sim-
son relative à ce point subit une rotation égale à — a 
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(elle est, en effet, parallèle à la droite AG, G étant le 
symétrique de F par rapport à BC, et deux arcs symé-
triques FFÎ e t G G i sont égaux et de signes contraires). 
11 en résulte que l'angle de chacun des côtés du triangle 
avec cette droite augmente de a ; leur somme augmente 

Fig. i. 

donc de 3a . Or l'angle de toF avec cette droite aug-
mente aussi de 3a , puisque to F subit une rotation de 2 a 
et la droite de Simson correspondante, une rotation de 
— a. Il résulte delà que, si le théorème est vrai pour une 
position particulière du point F , il subsiste quand ce 
point décrit la circonférence. Or, si nous supposons que 
le point F coïncide avec un sommet A du triangle, la 
droite de Simson est la hauteur AH, laquelle fait avec 

BC un angle égal à la somme algébrique des angles 

qu'elle fait avec AB et AC est égale à HAC — HAB, 

c'est-à-dire à HAC — CAtoou à toAH. On voit donc que 
la somme des trois angles de la droite de Simson avec les 

trois côtés surpasse de ~ l'angle de toF avec cette même 

droite (ces égalités ayant lieu à un multiple de TZ près, 
puisque les directions des droites ne sont pas détermi-
nées). 
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Donc, la somme (les angles que font les tangentes 

communes avec Ox surpasse de — Vangle de F F ' avec 

O J . 
Il s'agit ensuite de trouver le lieu des points de 

concours des tangentes communes. Une droite MN 
( f i g . 2), coupant O y en M et Ox en N, est tangente aux 
deux paraboles si FM et F 'N sont perpendiculaires sur 
MN, et nous venons de voir que les sommets du triangle 

Fift. 2. 

y 

r 
F xy 

r ,/fj 
M 
S 

/ 
K 

A 

ii i 
!/ 

C Y' 

formé par les tangentes communes sont sur le cercle 
décrit sur F F ' comme diamètre. Soit A l'un des points 
de rencontre de MN avec ce cercle. Menons AT, F 'Q 
perpendiculaires sur O x , AS, F P perpendiculaires sur 
O y . Les couples de triangles rectangles ATN, F P M ; 
AMS, F N Q ; AMF, F 'NA évidemment semblables, 
donnent 

A T F P A S _ F Q AM _ F'N 
AN ~~ F M ' AM ~~ F ' N ' FM ~~ AN ' 

En multipliant membre à membre et supprimant les 
facteurs communs, on obtient 

A T . A S = F P . F ' Q . 
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Le lieu du point A est donc l'hyperbole équilatère qui 

a pour asymptotes Ox, Oj et qui passe par le point de 
concours C des droites que décrivent les foyers. On peut 
se demander pourquoi il y a un lieu, alors qu'il semble 
que l'énoncé contienne une condition de trop. Il en ré-
sulte évidemment que chaque point du lieu est obtenu 
une infinité de fois. On voit en efl'et que, étant donné 
un point A du lieu trouvé, pour que ce point soit uii 
point de rencontre des tangentes communes aux deux 
paraboles de foyers F et F ' , il faut et il suffit que l'angle 
F A F ' soit droit. On obtient ainsi une infinité de sys-
tèmes de deux paraboles pour lesquelles le point A est 
obtenu comme point du lieu. Ces paraboles sont carac-
térisées géométriquement par ce fait que le lieu du point 
de rencontre de leurs axes est une droite. Soit, en effet, 
I) le point de rencontre des axes : CD passant par le mi-
lieu (o de F F ' , centre du cercle, l'angle CAD est 
droit} la droite AD a donc une direction fixe. 

G É O M É T R I E DU C O M P A S ; 
P\n M. J . COLETTE, 

Ancien répétiteur de Mathématiques. 

L'attention a été récemment appelée, dans divers 
Cours préparatoires, sur certains problèmes très inté-
ressants de la Géométrie du compas ( 1 ) . Cette Géomé-
trie spéciale est particulièrement nécessaire, indispen-

( * ) E n 1797, le mathématicien italien Mascheroni publia, sous ce 
même titre : Geometria del compasso, un L i v r e très savant et très 
élémentaire aussi, dont le capitaine Carette, du Génie, publia, l 'an-
née suivante, une excellente traduction. 

1 



sable même, pour la construction des épures géodésiques 
et géographiques (canevas des Cartes, tracé des méri-
diens et des parallèles). Nous nous bornerons, ici, à en 
marquer quelques points importants. 

De cette géométrie du compas, qui, « par le secours 
du compas seulement, détermine la position des points », 
nous citerons d'abord les deux problèmes suivants : 

i° Trouver, au moyen du compas seulement, le 
point milieu d'un arc AB, dont le centre est en O. 

Solution. — Des deux points A et B comme centres 
{fié- *)> a v e c rayon R de l'arc donné, je trace deux 

arcs sur lesquels je prends DO = OE = A B ; puis, des 
points D et E comme centres, avec DB et EA pour 
rayons, je trace deux arcs qui se coupent en F ; enfin, 
du point D comme centre, avec OF pour rayon, je trace 
un arc qui coupe l'arc donné AB en un point G qui est 
le point cherché. 

Ann. de Mathémat3e série, t. VIII. (Novembre 1889.) 33 

Fig. 1. 
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Supposons le point G déterminé d'avance et traçons 

toutes les lignes pointillées de la figure, on a 

DB == DF, 
donc 

DF2 = DM2 h- BM2 

en prenant OM = ME, on aura 

DO = aOM ; 
par conséquent, 

DF* = 9 x ÔM + R 2 _ Ô M 

= 8 x OM2-4- R2. 

Mais, d'autre part, on a aussi 

—2 —2 —2 
OF = DF — DO 

— 2 — 2 
= DB — DO 

- 8 x Ôi\"l2+ R2 - 4 x OM* 

= 4 x OM2 R2 ; 

or, dans le triangle DOG, 011 a 

D G 2 ^ R 2 + DÔ2 

= RS-f-4ÔM2; 
donc DG = OF. C . Q . F . D . 

20 Inscrire un carré, dans un cercle, avec le seul 
emploi du compas. 

La solution est simple; car, en prenant, sur la demi-
circonférence ACDB {Jig. 2), AC = CD == DB = II, la 
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question revient à trouver le milieu de Tare CD, comme 
ci-dessus, et AG est le côté du carré inscrit. 

Fig. 2. 

La place ne nous permet pas de mentionner la solu-
tion générale du joli problème suivant : 

Étant donnés deux points, trouver, au moyen du 
compas seul, le point ou les points qui divisent en 2, 3, 
4, . . . parties la ligne qui joindrait ces deux points. 

Nous n'insisterons pas non plus sur les différents 
problèmes qui ont trait aux opérations suivantes, par 
le compas seul : 

Addition et soustraction de droites dont on ne con-
naît que les points extrêmes; 

Tracé des droites indéfinies ; 
Tracé des droites parallèles; 
Recherche des quatrièmes proportionnelles, des 

moyennes proportionnelles, des points qui divisent i^ne 
droite en moyenne et extrême raison, etc. 

Nous donnerons seulement deux belles solutions du 
problème suivant, que nous ferons suivre de quelques 
remarques importantes : 

Etant donné un cercle dont on ne connaît pas le 
centre, trouver ce centre en n employant que le compas. 
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Première solution. — D'un point C {fig- 3 ) , pris arbi-
trairement sur le cercle, comme centre, avec un rayon 
quelconque, je trace un arc de cercle qui coupe la cir-
conférence donnée en deux points A et B. De chacun de 

ces points, avec le même rayon, je trace deux arcs qui 
se coupent en C et en H. Je trace le cercle qui a H pour 
centre et HC pour rayon. Ce cercle coupe le premier 
arc décrit en deux points E et F ; de ces deux points je 
décris deux arcs avec rayons EC et F C ; ces deux nou-
veaux arcs se coupent en un point O, centre cherché. 

En effet, traçons les lignes pointillées; nous avons 
dans le cercle donné 

En appelant R et r les rayons des cercles entièrement 
tracés, on a 

V / 

2 
AG = CG x CL 

CG = 
r 

CL = 2 R ; 
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donc 
AC2 = - x Î R = R r . 

2 

Mais, dans le petit cercle, on a 

ÊC2 = Cl x CM, 

et, comme AC = EC, on aura 

R r = CI x CM. 

Mais CM = 2/*, donc 

R r = CI X 2 r ; 
done 

R = 2 C l = G O . c . Q. F . D 

Cette élégante solution, il faut bien le dire, a pourtant 
un inconvénient considérable : les deux arcs décrits des 
points A et B comme centres, avec AC pour rayon, se 
coupent sous un angle aigu. La solution de Mascheroni 
n'a pas ce défaut, tout en offrant aussi une élégante 
simplicité. 

Seconde solution. — Prenons un cercle et une corde 
auxiliaire de même grandeur que ci-dessus. Menons du 
point C ( J i g . 4) deux cordes égales CA et CB et, en dé-
crivant le cercle C 1 2 B , arrêtons-le au point D, extré-
mité du diamètre ACD. Soit B le point où ce cercle 
coupe le cercle donné ; du point D comme centre, avec DB 
pour rayon, je trace un arc qui coupe en L un arc de 
même rayon décrit du point C ; puis, du point L comme 
centre, avec le même rayon LC, je décris un arc qui 
coupe en Q le cercle AC : AQ est le rayon du cercle 
donné dont le centre sera déterminé par deux arcs dé-
crits des points A et C avec ce rayon. 

Démonstration. — On voit clairement par la figure 
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que les deux triangles isoscèles LCD, LCQ sont égaux; 
que le triangle isoscèle CQA a son angle C supplémen-
taire du double de l'angle LCD, c'est-à-dire égal à l'angle 

Fig. 4. 

CLD ; les deux triangles CQA et LCD sont donc sembla-
bles, et l'on a 

QA : AG : : CD : CL 

ou bien, d'après la construction, 

AO : AG : : CD : DB. 

On en déduit que les triangles OAC etCBD sont sem-
blables, et, comme ils sont isoscèles, on voit que l'angle 
ACO est la moitié de l'angle ACB. Les deux triangles 
ACO et OCB sont donc égaux ; il s'ensuit que 

AO = OB = OC : 

donc O est le centre cherché. c. Q. F. D. 
C'est la solution de Mascheroni. La première solution 

a été communiquée par M. de Longchamps au Journal 
de Mathématiques élémentaires (année 1878). Nous 
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allons voir que ces deux solutions, en apparence si dis-
semblables, ne sont qu'une seule et même solution. 

D'abord il suffit d'un peu d'attention pour constater 
que la longueur du rayon HC de la première solution 
n'est autre que le côté BD de la deuxième. Quant à 
la similitude des deux triangles OAC et CBD de la 
deuxième solution, elle est presque une évidence que 
Mascheroni démontre un peu péniblement. En somme, 
le rayon cherché du cercle donné n'est pas autre chose 
que la troisième proportionnelle de deux longueurs con-
nues : CA et CH de la première solution, et les mêmes 
longueurs CD et DB de la seconde. 

Quant à la construction d'une troisième proportion-
nelle, il est intéressant de voir la solution que donne 
Mascheroni, en employant le seul compas. 

Traçons le cercle qui a HC pour rayon ( f t g . 5) , et 

d'un point C de ce cercle décrivons un arc indéfini avec 
C E pour rayon ; les deux cercles se coupent en E et en F . 
Du point F , je vais avec le compas, par trois rayons 
successifs, jusqu'en E' . Alors F E ; esL un diamètre. Sans 
entrer dans les détails, on voit que les triangles CEE ' 
et CHF sont semblables; on a donc 

Fig. 5. 

GH : GF :: C E : E F/ 
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donc EE7 est la troisième proportionnelle cherchée. 
Il suffit de regarder la figure de la première solution 

ci-dessus {fig. 3) pour voir que la ligne EE' de cette 
figure est le rayon cherché, d'ailleurs égal à CO par 
construction. 

Quant à la figure de la deuxième solution ( fig. 4) elle 
est tout aussi évidente : par le point C passe le cercle 
dont le rayon CL est égal à BD. Du point C, avec CA 
pour rayon, nous avons tracé le cercle qui coupe le petit 
cercle en Q et D; or, DA étant un diamètre, QA est la 
troisième proportionnelle, c'est-à-dire le rayon cherché. 

Les deux solutions sont donc identiques. C . Q . F . D . 

SUR LES CUBIQUES GAUCHES; 
PAR M . B A L I T R A N D , 

E l è v e de l 'Ecole Polytechnique. 

Nous nous proposons d'appliquer à l'étude des groupes 
de points sur une cubique gauche une méthode identique 
à celle que M. Appell a appliquée dans le cas des coni-
ques {Nouvelles Annales, janvier 1889); et d'en déduire 
quelques conséquences pour la théorie de ces courbes 
et pour celles des courbes planes du troisième ordre 
ayant un point double. 

iNous commencerons par donner une démonstration 
très simple du théorème suivant : 

Etant donnée une cubique gauche, par tout point de 
l'espace, on peut mener une droite qui rencontre cette 
courbe en deux points réels ou imaginaires conjugués. 

Soit P le point donné. La cubique considérée est à 
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l'intersection de deux surfaces du second degré ayant 
une génératrice commune. Les plans polaires du point 
P , par rapport à ces deux surfaces, se coupent suivant 
une droite, et le plan mené par cette droite et le point 
P coupe ces deux surfaces suivant deux coniques dont 
les quatre points d'intersection sont réels, ou dont deux 
sont réels et deux imaginaires conjugués. Le point P, 
réel par hypothèse, a même polaire par rapport à ces 
deux coniques. Donc il est à l'intersection de deux sé-
cantes communes réelles; et l'une de ces sécantes ren-
contrant la cubique gauche en deux points réels ou ima-
ginaires con jugués, le théorème est démontré. 

Cela posé, rappelons que les cubiques gauches sont 
des courbes unicursales et proposons-nous de trouver la 
relation qui lie les paramètres de trois points de la cu-
bique situés dans un plan variable passant par un point 
fixe. 

Soient 

_ a2t3 -t- ¿>212 + c21 H- d2 _ /2 (t) 
^ ' y ~ a ¿3-+- y* H- o ~ o j t j ' 

az t3+bzt*-hc3t-\-dz ^ f z i t ) 
a£3-f- p£2-4- -yt-ho o(t 

les équations de la cubique. 
Soient P le point fixe et a et b les valeurs du paramètre 

t pour les points A et B en ligne droite avec P. 
Soient 

R = o , S = o 

les équations de la droite PAB. 
Q — o étant l'équation d'un plan passant parle point 

P , l'équation 
Q n - X R - f - [ x S = o 
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est l'équation la plus générale dés plans passant par ce 
point. 

Dans l'expression Q -+- ÀR 4- ¿xS, je substitue à x , v , 
z leurs valeurs (1) en i, et je décompose le numérateur 
en facteurs du premier degré; j'obtiens ainsi l'identité 

où k est indépendant de t. 
Dans cette identité, je donne successivement à t les 

valeurs t = a , t — b, et je désigne par Q t et Q 2 ce que 
devient Q pour ces valeurs; j'ai 

Q L _ A -

en divisant, 

^b) > 

cp(a)Qi _ (t 1 — a) (¿2 — a)(r:i— a) 

ou 

1 j (tl-b)(t2-b)(ts-b) ~ ' 

C désignant une constante. 
Telle est la relation cherchée. Nous allons indiquer 

très rapidement les formes sous lesquelles on peut la 
mettre et les théorèmes qui en découlent. (Pour les dé-
tails, se reporter à l'article de M. Appell.) 

i° a et b sont réels. — Par la substitution 

t — b 

la relation (2) devient 

( 3 ) v 0,6263 = 0 . 
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2° a et b sont imaginaires conjugués 

a = a -H 3 i, „ 
7 'n . O = c o s t o - f - 1 s i n co. b — a — p 

Pour simplifier la relation (2) et n'y introduire que 
des éléments réels, nous poserons 

a — t / T a> \ 

T " = cot U + 
la relation (2) deviendra 

M 2 X: 7T. 

3° a — b. — La droite PAB est tangente à la cubique. 
On trouve une relation de la forme 

h: 
a 11 a if; 

d'où, en posant 
i h 

= s -
a — t 3 

Si -I- S2 3̂ = 

De ces relations résultent les théorèmes suivants : 

T H É O R È M E I . — Etant donnée une cubique gauche} 

par un point P (non situé sur une de ses tangentes) on 
peut mener trois plans oscillateurs à la courbe. Les points 
de contact sont réels si les points A et B sont imagi-
naires ; si les points A et B sont réels, un point de con-
tact est réel et les deux autres sont imaginaires con-
jugués. 

T H É O R È M E II. — Les points de contact des plajis oscu-
lateurs et le point d'oii on les mène sont dans un même 
plan. 

T H É O R È M E III. — Par le point P et un deuxième 
point pris sur la cubiquey c'est-à-dire par une droite 
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qui rencontre la cubique, on peut mener deux plans tan-
gents à cette courbe ; les points de contact ne sont 
jamais dans un même plan avec la droite intersection 
des plans tangents. 

T H É O R È M E I V . — L'enveloppe des traces des plans 
oscillateurs à la cubique gauche sur un de ses plans 
osculateurs est une conique. 

En effet, par un point quelconque d'un plan oscula-
teur à la cubique passent deux plans osculateurs seule-
ment, c'est-â-dire deux tangentes à la courbe enveloppe 
des traces des plans osculateurs à la cubique. Cette 
courbe est donc une conique. 

T H É O R È M E Y . — Les plans osculateurs à la cubique, 
aux points oit elle est rencontrée par un plan, se cou-
pent en un point situé dans ce plan. 

Ce théorème est une conséquence presque immédiate 
du théorème I. 

D'après le théorème préliminaire, la perspective d'une 
cubique gauche est une courbe plane du troisième degré 
ayant un point double. 

D'ailleurs, étant donné un point S et une cubique 
plane à point double, 011 peut, d'une infinité de façons, 
considérer celle-ci comme la perspective d'une cubique 
gauche, le point de vue étant au point S. Il suffit, eneifet, 
de tracer une conique qui passe au point double et y 
touche une des tangentes à la cubique, et de la prendre 
comme directrice d'un cône dont le sommet S' est sur la 
droite qui joint le point S au point double. Les cônes S 
et S' ont en commun la génératrice triple SS'. Le reste 
de l'intersection est une cubique gauche qui se projette 
suivant la cubique plane considérée. 

Dès lors, des propriétés des cubiques gauches 011 peut 
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déduire les propriétés des cubiques planes unicursales, 
et réciproquement. 

Commençons par rappeler que, si le sommet du cône 
projetant une courbe gauche est dans l'un des plans os-
culateurs de la courbe, la projection présente un point 
d'inilexion correspondant au point de contact du plan 
osculateur. 

Le théorème I nous donne alors : 

Une cubique plaiie à point double présente trois 
points d'inflexion en ligne droite. Parmi les trois 
points d'inflexion, deux sont imaginaires conjugués 
et un réel, si les tangentes du point double sont imagi-
naires, c'est-à-dire si ce dernier est un point isolé. 

Le théorème III nous montre que, par un point d'une 
cubique plane unicursale, on peut mener deux tangentes 
à la courbe. 

Inversement, ce théorème bien connu, que les tan-
gentes à une cubique, en trois points en ligne droite, 
rencontrent la courbe en trois points également en ligne 
droite, nous donne, pour les cubiques gauches, le résul-
tat suivant : 

Par un point M, on mène trois plans tangents à une 
cubique ̂ gauche, tels que les points de contact soieiit 
dans un plan passant par M; les troisièmes points 
d'intersection de ces plans avec la courbe et le point M 
sont dans un même plan. 
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SUR LE D É P L A C E M E N T D 'UNE D R O I T E ; 
PAR M. B A Ï J T R A N D , 

Élève à l'École Polytechnique. 

M. Genty a considéré (3e série, t. VII , p. 35o) le 
déplacement d'une droite de longueur constante, dont 
les extrémités A, et A2 glissent sur deux surfaces ( S t ) 
et (S 2 ) , de telle sorte que les normales aux points A , , 
A2 à ces surfaces se rencontrent en un point N . L a droite 
étant assujettie à trois conditions, chacun de ses points, 
A, décrit une surface ( S ) , et M. Genty a démontré que 
la normale au point A à la surface S passe en N. Nous 
nous proposons de donner une démonstration géomé-
trique de ce théorème, puis de le généraliser un peu. 

Donnons à la droite un déplacement infiniment petit à 
partir de sa position initiale. Les plans normaux aux tra-
jectoires de ses différents points se coupent suivant une 
droite qui passe par le point N, puisque ce point appar-
tient à l'intersection des plans normaux aux trajectoires 
des points At et A2 . Supposons que l'on communique à 
la droite un second déplacement infiniment petit. Les 
plans normaux aux nouvelles trajectoires de ses diffé-
rents points se coupent encore suivant une droite, qui 
passe également au point N. La normale au point A à 
la surface (S) est normale aux trajectoires du point A 
dans ces deux déplacements ; donc elle passe en N. 

Imaginons un solide invariablement lié à la droite, 
c'est-à-dire ne pouvant pas tourner autour de cette droite. 
Chaque point de ce corps décrira une surface, et l'on 
sait que, pour un pareil déplacement, il existe deux 
droites qui rencontrent les normales aux surfaces tra-
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jectoires de tous les points du solide. Dans le cas présent, 
ces deux droites se croisent évidemment au point N ; par 
suite, la normale à la trajectoire d'un point quelconque 
du solide passe au point N. 

Comme cas particulier, considérons le cas où les sur-
faces (Si) et (S 2 ) sont deux plans, et soit L leur inter-
section. Le plan A4 A2N est perpendiculaire à L , et la 
normale AN, étant située dans ce plan, reste constam-
ment parallèle à un plan perpendiculaire à L . La surface 
(S) est donc un cylindre dont les génératrices sont paral-
lèles à L . Pour avoir le degré de ce cylindre, il suffit de 
considérer le déplacement de la droite dans un plan fixe 
perpendiculaire à L , le plan A, A 2 N par exemple. On a 
une droite de longueur constante, dont les extrémités 
glissent sur deux droites fixes. Dès lors le point A décrit, 
dans ce plan, une conique dont le centre est au point de 
rencontre des deux droites. Donc, lorsqu une droite de 
longueur constante, dont les extrémités A< et A2 glis-
sent sur deux plans, se déplace de telle sorte que les 
perpendiculaires à ces plans, aux points Kk et A2 , se 
coupent constamment., un point quelconque de la droite 
décrit un cylindre du second degré, dont les généra-
trices sont parallèles à la droite d'intersection des 
deux plans, et dont Vaxe coïncide avec cette droite. 

TANGENTE EN UN POINT D'UNE COURBE REMARQUABLE; 

PAR M. J . POMEY. 

Soient n courbes fixes C ^ C g , . . . ,0«, dans un plan;M 
un point de ce plan; T , , T 2 , . . les longueurs des 
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tangentes menees du point M à ces courbes; posons 

et 
/(*!, t2,.. ,,tn) = const. 

En vertu de cette relation, le point M est assujetti à 
rester sur une courbe. Je dis que la normale à cette 
courbe au point M passe par le centre de masse G des 

àf df ôf . j. , masses -—> • • • > respectivement appliquées aux 

centres de courbure des courbes CI, C 2 , . . . , C,¿, corres-
pondant aux points de contact des tangentes issues du 
point M. 

Soient 
¿j, ¿z2, l)2? "'i (¿ni bn les coordonnées de ces 

centres de courbure par rapport à des axes rectangu-
laires; I l j , R 2 , R « les rayons de courbure correspondants; 
x , y les coordonnées du point M. R , , R 2 , . . . ,RW restent 
constants quand x et y deviennent x -f- dx, y -4- dy. 

On a alors 
o 

1 = — ax)2 -4- ( y - b t f - R?, 
dtx = (x — ai) dx -h (y — bt) dy, .... 

Les coordonnées X et Y de G sont 

et l'équation (1) devient, en supprimant le facteur com-

( x — X ) dx 4- (y — Y ) dy = o, 

qui représente bien l'équation de la normale, si X et Y 
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y sont considérées comme des coordonnées courantes. Le 
point ( X , Y ) est donc situé sur la normale, c. Q. F. n. 

Nota. — En ce qui concerne le rayon de courbure p 
de la courbe, lieu du point M, soient ¿/i,<i2, • - • > dtl les 
projections sur la normale des droites qui joignentlepoint 
M aux centres de courbure de C 4 , C 2 , . . . , C,; ; soient R't 
R'2, . . . les rayons de courbure des développées de ces 
courbes ; soit N la distance GM, on trouve la formule sui-
vante, peu susceptible d'une interprétation simple, 

SUR UNE GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE PASCAL 
DONNANT NEUF POINTS EN LIGNE DROITE; 

PAR M. Ä U ß E R T , 
Professeur au lycée de Rochefort. 

1 . T H É O R È M E . — On considère tous les cercles CR pas-
sant par deux points fixes, dont run c est sur la cir-
conférence d'un cercle donné s, et Vautre d sur une 
droite donnée L Chacun des cercles <7 rencontre la 
droite l en un second point d' et la circonférence s en 
un second point cr. La droite cfdf passe par un point 

fixe i de la circonférence s, quel que soit le cercle <x 
Considéré. 

Nous pouvons, en effet, définir tous les cercles a- au 
moyen d'un troisième point qui décrirait la circonfé-
rence s. Or, quelle que soit la position c' de ce point, la 
droite indéfinie c'd'forme avec cc' un angle qui, compté 
à partir de cd dans un sens déterminé, celui des ai-

Ann. de Mathémat., 3e série, t. VIII. (Novembre 1889.) 34 
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guilles d'une montre, par exemple, a toujours la même 
valeur : c'est l'angle cdd! si le point d est extérieur au 
cercle s, c'est son supplément si le point d est inté-
rieur à ce cercle. 

D'ailleurs, le sommet c! de cet angle est sur la cir-
conférence s, et son côté cd passe par un point fixe de 
cette circonférence; donc l'autre côté c' d rencontre 
bien la circonférence en un point fixe i. 

Si l'on mène par le point g où la droite cd rencontre 
la circonférences une parallèle à la droite elle passera 
manifestement par le point i, car on peut considérer la 
droite indéfinie cd comme la circonférence de rayon 
infini à laquelle correspond un point d! infiniment éloi-
gné sur la droite/; gi est donc une position particulière 
de la droite mobile c'd!. Ceci permet de construire im-
médiatement le point i. 

Cela posé, faisons subir à la figure une transforma-
tion projeetive. 

Le cercle s deviendra une conique S, les cercles <r 
donneront le faisceau des coniques S passant par quatre 
points fixes A, B, C, D dont les trois premiers sont sur 
la conique S, la droite AB provenant de la droite de l ' in-
fini de la première figure. 

La droite l donnera une droite L passant par le 
point D. 

La propriété démontrée précédemment sera conser-
vée : la droite C D ' , qui joint le second point d'intersec-
tion D' de chaque conique S avec la droite L au qua-
trième point C commun aux deux coniques S et S, 
coupera la conique S en un point fixe I . 

Voyons ce que devient la construction qui donnait le 
point i. A la droite gi parallèle à l correspond une 
droite rencontrant L sur la droite AB. Il suffira donc de 
joindre le point d'intersection de L et de AB au point G, 
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où la droite CD coupe la conique S, pour obtenir le 
point I de cette conique. 

Actuellement, rien ne distingue le point C des points 
A et B. On pourrait, par une nouvelle transformation 
homograpliique, projeter la conique S suivant un cercle, 
en rejetant à l'infini soit AB, soit BC, soit CA. Si, 
chaque fois, on détermine la position du point i sur 
chaque circonférence, comme on l'a indiqué plus haut, 
pour qu'on fasse la transformation inverse qui reproduit 
la conique S, 011 obtiendra nécessairement le même 
point I de cette conique, au moyen des constructions 
transformées. 

On est ainsi conduit au résultat suivant : 

On donne trois points A, B, C sur une conique S , et 
un point D sur une droite L . Soient a, ¡3, y les points 
d'inter section des droites BC, CA, AB avec la droite h, 
et A', B', C les seconds points de rencontre des droites 
AD, BD et CD avec la conique S. Les trois droites a A', 
[3B' et yC' se coupent en un même point I situé sur la 
conique S. 

Nous voyons ainsi qu'à un système de quatre points, 
définis comme nous l'avons fait par rapport à une co-
nique S, et à une droite L correspond un point I parfai-
tement déterminé de la conique. Si donc, inversement, 
au lieu de se donner la droite L , on se donne le point I , 
la droite L sera parfaitement déterminée et passera par 
les quatre points a, ¡3, y et D. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Par un point D du plan d'une conique, 
on mène trois sécantes A A', BIV, C C , et Von prend un 
point I sur la courbe. Si l'on prolonge chacun des 
côtés du triangle ABC jusqu'à son intersection avec la 
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droite qui joint le point I ci la deuxième extrémité de 
la sécante aboutissant au sommet opposé, on obtient 
trois points situés sur une même ligne droite qui passe 
par le point D. 

2 . Ce théorème conduit à de nombreuses consé-
quences. 

Construction d'une conique par points. — Tout 
d'abord, il donne une construction par points d'une co-
nique définie par cinq points, avec cette particularité 
qu'on détermine à la fois deux nouveaux points de la 
courbe. 

Considérons, par exemple, cinq points I, A, B, A', B'. 
Joignons A A' et BIV qui se coupent au point D, puis 
menons par le point I une droite quelconque qui coupe 
laconiqueen un point inconnu C. Soit y le point d'inter-
section de cette droite et de A'B' . La droite Dy définit 
la droite L du théorème. Si donc nous prolongeons IA 
et IB jusqu'aux points a et ¡3 où ces droites rencontrent L , 
il suffira de joindre aB' et ¡3 A'pour obtenir à leur inter-
section le point C'. Le point C sera par suite sur C D . 

On a ainsi autant de couples de points que l'on veut. 

Tangente. — Il est facile de construire la tangente k 
la courbe en l'un des cinq points donnés. A cet effet, 
imaginons que deux points de la conique sont confondus 
au point considéré, que nous désignerons pour cette 
raison par (A'IV). Associons-lui l'un des autres points 
donnés, où nous supposerons les deux points Act B con-
fondus en (AB). Les droites (AB), (A'B') et C C se cou-
pent en D, I (AB) et C'( A'B') se coupent au point (a[3). 
La droite L est ainsi déterminée. Si l'on joint le point y 
où IC rencontre cetle droite au point (A'B ' ) , on a la 
tangente cherchée. 
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3. Avant de donner d'autres applications, remarquons 
que le théorème de Pascal sur l'hexagone inscrit à une 
conique est une conséquence directe du théorème pré-
cédent. 

Considérons en eiï'et l'hexagone inscrit dont les som-
mets consécutifs sont A, C, C', 1 , B ; , B. Les côtés op-
posés se coupent aux points D, ¡3 et y sur la droite L . 
L'hexagone peut être concave ou convexe. 

Ici se présente une extension remarquable du théo-
rème. Nous avons fait abstraction de la droite D A A ' 
qui joint le point D au sommet A de l'hexagone compris 
entre B et C. Mais rien ne distingue, au point de vue 
projectif, ce sommet du sommet I compris entre B' et C'. 
Si donc on mène la droite DI qui rencontre la conique 
en un second point I', les droites AL et B ' C vont aussi 
se couper sur la droite L en o. 

Observons maintenant que le point D peut être sim-
plement défini comme le point de rencontre de deux 
côtés opposés de l'hexagone inscrit à la conique. On 
peut donc appliquer sans modification le résultat précé-
dent aux deux autres points ¡3 et y , ce qui donnera quatre 
nouveaux points situés sur la droite L . 

En résumé, nous obtenons neuf points en ligne droite, 
parmi lesquels se trouvent les trois points du théorème 
de Pascal. 

4. Il suffit de particulariser les conditions du théo-
rème pour en déduire autant d'énoncés nouveaux. 

Considérons, par exemple, une hyperbole, et suppo-
sons que le point I du théorème soit à l'infini sur la 
courbe, le point D étant lui-même à l'infini dans une 
direction déterminée. Si de plus nous imaginons que le 
point A se confonde avec le point I , la droite IA devient 
une des asymptotes de la courbe ; la droite A A' est rejetée 
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à l'infini, et l'application du théorème conduit à la pro-
priété suivante : 

Soient deux sécantes parallèles rencontrant l'hyper-
bole aux points B, B' et C, C'. Les cordes BC et B ' C vont 
couper les asymptotes de la courbe en des points situés 
deux à deux sur deux droites parallèles aux sécantes 
données. 

Chacune de ces droites passe aussi par un des points 
d'intersection des parallèles aux asymptotes menées par 
les extrémités de chacune des cordes CB' et B C . 

Cette propriété peut servir à la construction d'une 
hyperbole. 

La méthode de transformation par polaires récipro-
ques permet de déduire des théorèmes précédents autant 
de propriétés relatives aux tangentes aux coniques. 

5. Nous avons montré plus haut comment le théorème 
de Pascal résulte du théorème que nous venons d'éta-
blir. 

11 est naturel de chercher si, réciproquement, le théo-
rème de Pascal pourrait conduire à celui-ci. 

Les travaux de Pliickcr, Cayley, Kirkman et autres 
géomètres contemporains ont établi un grand nombre 
de résultats relatifs aux hexagones obtenus en joignant 
de toutes les manières possibles six points d'une co-
nique, et aux droites de Pascal correspondantes. Mais 
toutes ces recherches ont pour point de départ la figure 
formée par six points déterminés de la courbe, et six 
seulement. Nous n'y voyons pas de propositions rela-
tives à ce septième point de la conique, dont l'introduc-
tion forme en quelque sorte le caractère du théorème 
précédent. 

Toutefois, il est facile d'obtenir ce théorème par Fap-
plicatio» répétée du théorème de Pascal à différents 
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hexagones ayant pour sommets six des sept points con-
sidérés. Voici Tune des manières les plus simples. Con-
sidérons les trois hexagones 

(1) I A ' A B C C ' , 

(2) JB 'BCAA' , 
(3) IC'CABB'. 

Us ont un sommet commun I, et chacun des autres 
se déduit de ceux de l'hexagone précédent par une per-
mutation circulaire effectuée sur les lettres. 

En prenant la notation habituelle, nous avons les 
trois pascales correspondantes : 

Pour l'hexagone (i) 

\ IA' A 'A AB | 
\ BG CC' IC' f 

pour l'hexagone ( 2 ) 

( JB' B ' B BC 
( CA AA' IA' 

pour l'hexagoue (3) 

J IC' C C CA 
( AB BB ' IB' 

ce sont les trois droites 

aD y, ¡3Da, yDfi . 

Chacune d'elles a deux points communs avec chacune 
des deux autres. Elles coïncident donc, et les points 
a, ¡3, y, D sont bien en ligne droite. 
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SlIR LE PLAN ASYMPTOTE ET LES CYLINDRES ASYMPTOTES 
D'UNE SURFACE; 

PAR M. CH. BIEHLER. 

I . Soil 

l'équation d'une surface algébrique d'ordre m, ordonnée 
par groupes homogènes de degrés m, m — i , m — 2, — 

Coupons cette surface par la droite 

x = a?0-+- ap, 

Téquatiou qui donne les valeurs de p correspondant aux 
points d'intersection de la droite et de la surface est 

p'» cp(a, 6, v ) h- p'»-1[a70?a-+-^o©6-+- <K«, ï ) l 

P771-2 , 

-h 2 ( #0 44 + 7o f e -+• -0 f y ) + 2 X ( a» 6» ï )] 

3 . 2 (x0 Xx-f-jo / S H- - 0 Xy) 3 ! Ç (a, 6, 7)] 
. = o. 

Nous écrirons cette équation sous la forme suivante 

p'» <?(a, T ) -h p7»-i n O 0 , 7 0 , z0) 

Om~- p//i—3 
" ^ f T T T ^ O o , V0î 5o) -+- S - p - V ) -i-. . . = o. 
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en posant, pour abréger, 

JKo, ~ o ) = 6 , Y ) , 

^ ( ̂ o ̂ o ^ o ) = ( ̂ o ? a + JKo ? g "H ^o (2) 

+ + ^y) 2 X( a > Y)» 

Si la direction a, 6, y est choisie de telle sorte que 

®(a, 6, Y) = o, 

et si les coordonnées x 0 , ô satisfont à la relation 

H(a:o, -o) = o, 

la droite rencontrera la surface en deux points à Tin-
fini. 

Le plan z) = o est parallèle à la sécante, et 
comme, dans l'hypothèse de II(x 0 , yo, zo) = o, le point 
oo0,y0, z0 de cette sécante se trouve dans le plan, elle y 
est contenue tout entière. 

Le plan I I ( x , y , z) = o est donc le lieu des droites 
parallèles à la direction a, 6, y qui rencontrent la surface 
en deux points au moins à l 'infini; ce plan est dit un 
plan asymptote de la surface. 

Ce plan coupe la surface suivant une courbe d'ordre m, 
qui a un point double à l'infini dans la direction a, ê, y, 
et les tangentes en ce point double sont les droites d'inter-
section du plan II (oc, y, z) = o et de la surface du second 
ordre y, z) = o. 

En eifet, considérons un point x0,yQ, z0 commun à la 
surface $>(x,y, z) = o et au plan I I ( x , y , z) = o. Me-
nons par ce point une droite parallèle à la direction a, 
6, y ; nous allons démontrer que cette droite est tout en-
tière sur la surface z) = o. 

Nous allons faire voir pour cela que l'équation du 
second degré qui donne les valeurs de p correspondant 
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aux points d'intersections de la droite en question et de 
la surface <ï> est une identité. 

Posons, pour abréger, 

y * * ) j > 7 , 

/ ( x , j , z) étant l'ensemble homogène des termes du 
second degré, g(x, y, z) les termes du premier degré, 
et h le terme indépendant des variables de la fonc-
tion <t>. 

L'équation en p sera 

P S / ( * > 6 » 7 ) 

+ 6, Y ) ] 5 0 ) = O. 

Or on a 

/(a, 6, Y) = («®a-h6«pg-+-yç'y)(2,= m(/ii — i) <?(<*, 6, 7); 

donc 
/ ( * , Y ) = O, 

y a = 2 ( a»a* + + Y?ay ) = ** ( m ~ * ) ?a> 
/g = 2 (a©ga -h 6© g2 Y?gy ) = 2( m — 1 ) <pg, 

/ y = = 2 ( m — O ? ^ 
¿»(a, 6, y) = — y ) ; 

par suite, 

vof<ï-+-yofè'+- + Y) 
= 2(//t — 1 ) [ c p ' a - 4 - - H ^ocp'y-i- (a, G, y)]. 

Le coefficient de p et le terme indépendant dans l'équa-
tion du second degré sont aussi nuls : elle se réduit donc 
à une identité; la droite fait dès lors partie de la surface. 
Le plan asymptote coupe donc la quadrique 

<î>(>, y, z) = o 

suivant une seconde droite, et si l'on mène par un point 
de cette seconde droite une sécante parallèle à la direc-
tion a, y, le calcul précédent nous montre que cette 
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sécante est tout entière sur la surface. Le plan asymptote 
coupe donc la surface <ï>(,r, y , z) = o suivant un système 
de deux droites parallèles, et chacune de ces droites ne 
rencontre plus la surface d'ordre m qu'en m — 3 points 
à distance finie-, ces deux droites sont deux asymptotes 
de la courbe d'intersection du plan asymptote et de la 
surface d'ordre m. 

2. Ceci a lieu tant que les quantités <pa, <p[g, <pY ne sont 
pas toutes nulles. Supposons que ces quantités soient 
nulles à la fois et que <J>(a, y ) soit aussi nul 5 l 'é-
quation en p s'abaisse au degré m — 2 et devient 

pm-2 Qtn—Z 

Nous allons démontrer que, dans cette hypothèse, la 
quadrique <ï>(.r, y, z) = o devient un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles à la direction oc, 6, y. 

En effet, 

y, = f(x, J , z) -h é'O, y, z) 4- h. 

On en tire 
{ = * <Pas -H7 •+• - ?ay + 
1 Vy = x i f a + y t f f r •+• z cpgy 4- 4/g, 

par suite, 

= ( w —l)[^cp'a-f-jcp'g-i-5cp'Y4- ^(a, 6, y)]. 

D'après les hypothèses faites, le second membre est nul, 
quelles que soient les valeurs de x,y, z\ par suite, 

4- 6<f>y 4- Y^i = o, 

quels que soient z \ la surface est donc un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à la direction a, 6, y. 
Nous dirons que c'est un cylindre asymptote. Cette dé-
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nomination est justifiée par la propriété suivante de ee 
cylindre, c'est le lieu des droites parallèles ci la direc-
tion a, 6, y qui rencontrent la surface en trois points à 
l'infini. 

Tout plan parallèle aux génératrices de ce cylindre 
coupe la surface suivant une courbe d'ordre m, et les 
génératrices d'intersection du cylindre et du plan sont 
deux asymptotes parallèles de cette courbe. 

On peut montrer, de plus, que les deux surfaces 

y,*) = 

se coupent suivant six droites qui rencontrent la surface 
en quatre points à l'infini. 

Il suffit, pour le faire voir, de considérer un point 
commun aux deux surfaces <ï> et ^F, et de mener par ce 
point une parallèle à la direction a, ë, y ; cette parallèle 
est tout entière sur chacune des deux surfaces. Si l'on 
forme, en eifet, l'équation en p correspondant aux inter-
sections de la droite et de la surface z) = o, 
cette équation est une identité, en vertu des propriétés 
des fonctions homogènes l'intersection des deux sur-
faces $ et W ne peut donc être qu'un système de droites 
parallèles à la direction a, ê, y. Comme <ï> est du deu-
xième degré et W du troisième degré, cette intersection 
est un système de six droites. 

Si l'on coupe la surface d'ordre m par un plan passant 
par l'une de ces six droites, la section sera une courbe 
d'ordre m qui admet cette droite comme asymptote d'in-
flexion, et la seconde droite d'intersection du cylindre <I> 
avec le plan sécant, comme asymptote ordinaire; deux 
des asymptotes parallèles de la section obtenue en cou-
pant la surface d'ordre m par un plan passant par deux 
des six droites sont d'inflexion. 



( 54« ) 
3. Si la fonction z) est identiquement nulle 

pour toute valeur des variables x,y, z, on montrerait 
de même que la surface W(x,y, z) = o est un cylindre 
du troisième ordre, dont les génératrices sont parallèles 
à la direction a, 6, y ; ce cylindre est alors le lieu des 
droites parallèles à la direction a, 6,y qui rencontrent la 
surface d'ordre m en quatre points à l'infini : c'est le 
cylindre asymptote du troisième ordre, ainsi de suite. 
On établirait pour cela la relation identique 

OOF -̂l- -h Y^Z = o, 

comme nous avons établi la précédente, et cette relation 
exprime que la surface z) = o est un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à la direction a, ë, y. 
Ces calculs n'offrent aucune difficulté. 

BIBLIOGRAPHIE. 

C O U R S D E M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S . Première Partie : 
Algèbre; par M. G . de Longchamps, professeur de 
Mathématiques spéciales au lycée Charlemagne. 2e édi-
tion. Paris, Ch. Delagrave; 1889. ; 1 1 f r 2 5 . 

P R É F A C E . 

Cette nouvelle édition est conforme au dernier programme 
d'admission à l'École Polytechnique. Pour ce motif, la pre-
mière édition, écrite en vue d'un programme différent, a dû être 
remaniée en certains points. Nous avons aussi tenu compte, en 
plusieurs cas, des conseils qu'on a bien voulu nous adresser. 
Dans ces conditions, le Livre que nous présentons aujourd'hui 
aux élèves du Cours de Mathématiques spéciales pourra, nous 
l'espérons, leur être de quelque utilité pour la préparation de 
leurs examens. Nous avons placé dans le corps de l'Ouvrage, 
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ainsi qu'au Chapitre final, un grand nombre d'exercices, accom-
pagnés d'un aperçu des solutions qu'ils comportent. En travail-
lant ces exercices, les candidats à l'Ecole Polytechnique et à 
l'École Normale se perfectionneront dans la connaissance de 
leurs cours. En même temps, ils s'habitueront à résoudre les 
questions, si diverses, qu'on leur propose dans les examens 
auxquels ils se destinent. 

M. Neuberg, professeur à l'Université de Liège, a eu la 
grande obligeance de relire avec moi les épreuves de cette 
édition. Il a bien voulu, à ce propos, me communiquer de 
nombreuses et utiles observations. Qu'il me permette de lui 
adresser ici, pour toute la peine qu'il s'est ainsi donnée, l'ex-
pression de ma bien vive et très alï'ectueuse reconnaissance. 

L E Ç O N S D ' A L G È B R E , à l'usage des élèves de la classe de 
Mathématiques spéciales et des candidats aux Ecoles du 
Gouvernement; par M. E. Amigues, ancien élève de 
l'Ecole Normale supérieure, professeur de Mathéma-
tiques spéciales au lycée et chargé d'un Cours complé-
mentaire à la Faculté des Sciences de Marseille. Paris, 
Félix Alcan; 1890. Prix : io f r . 

P R É F A C E . 

Ce Livre s'adresse surtout aux candidats à l'École Polytech-
nique et à l'Ecole Normale supérieure. C'est indiquer claire-
ment les matières qu'on y traite. Reste à expliquer comment 
on les a traitées. 

Nous n'avons jamais perdu de vue qu'il importe d'étudier les 
procédés et d'en pénétrer l'esprit, et non d'apprendre beau-
coup de résultats, le nombre des théorèmes fondamentaux 
étant, après tout, fort restreint. Pour s'en assurer, le lecteur 
n'a qu'à examiner le Chapitre des séries, ou bien encore la fin 
du Chapitre relatif au théorème de Descartes. 

Nous avons adopté sans réserve les habitudes de rigueur qui 
ont enfin prévalu dans l'enseignement, et dont Cauehy a donné 
le premier exemple; mais nous avons fait tous nos eiforts pour 
demeurer clair et simple. 

Npus n'avons pas hésité, pour certaines démonstrations, à 
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opérer sur ..des exemples particuliers; mais nous ne l'avons fait 
que dans les cas où la généralité du théorème est absolument 
manifeste. Cette méthode, qui est sans inconvénient dans les 
cas que nous signalons, a l'immense avantage de rendre inutiles 
ces notations surchargées dont l'effet le plus clair est de dé-
tourner de l'objet principal l'attention de l'esprit, et par là 
même de lui masquer le point décisif de la question. 

Toute considération géométrique a été rigoureusement exclue 
des démonstrations. Nous avons donné, il est vrai , quelques 
interprétations géométriques ; mais elles ne figurent qu'à titre 
d'éclaircissement, et le lecteur peu familier avec la Géométrie 
analytique pourra les négliger. 

Enfin, si nous avons indiqué à la fin de certains Chapitres 
un grand nombre d'exercices, en revanche, dans le corps de 
l 'Ouvrage, nous n'avons donné d'applications et d'exemples 
numériques que lorsque la clarté l'exigeait. Mais, dans ces cas, 
fort rares d'ailleurs, nous avons beaucoup insisté. Le lecteur 
pourra s'en convaincre en examinant, par exemple, la défini-
tion de la dérivée. 

Dans la partie la plus difficile de notre tâche, c'est-à-dire 
dans le Livre II , nous nous sommes souvent inspiré de l'excel-
lent Ouvrage de M. Tannery Pourtant, dans la question 
si délicate des nombres incommensurables, nous avons cru 
devoir adopter la méthode de M. Heine, qui consiste à partir 
d'une suite illimitée de nombres et de la définition de la limite 
donnée par Cauchy ( 2 ) . 

C O U R S D ' A L G È B R E , à l'usage des élèves de la classe de 
Mathématiques spéciales et des candidats à l'Ecole Nor-
male supérieure et à l'Ecole Polytechnique*, par M. B . 
Niewenglowski, docteur ès sciences, ancien élève de 
l'École Normale supérieure, professeur de Mathéma-
tiques spéciales au lycée Louis-le-Grand, membre du 

(*) Introduction à la théorie des fonctions d'une variable. 
P a r i s , 1886. 

(*) Cours d'Analyse de l'École royale Polytechnique. Paris, 
1 8 2 1 . 
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Conseil supérieur de l'Instruction publique. Tomes I 
et II. Paris, Armand Colin et C i e ; 1890. Prix : i2 t r . 

P R É F A C E . 

La partie du programme des connaissances exigées des can-
didats à l'École Polytechnique qui porte le titre : Algèbre, 
contient des compléments de l'Algèbre élémentaire, de l'Algèbre 
supérieure, du Calcul différentiel et du Calcul intégral. Le pré-
sent Ouvrage est le développement de ce programme. 

La théorie générale des fonctions a fait, dans ces derniers 
temps, des progrès considérables; on ne peut se dispenser d'en 
tenir compte dans l'enseignement, d'où la nécessité de modifier 
un certain nombre de démonstrations. 

J e me suis préoccupé avant tout de la rigueur des raison-
nements; mais, dans l'enseignement, ce que l'on gagne en 
rigueur, on risque souvent de le perdre en simplicité; je sais 
aujourd'hui combien était périlleuse la prétention de réunir 
ces deux qualités, la tâche étant peut-être au-dessus de mes 
forces. Aussi accueillerai-je avec la plus vive reconnaissance 
les critiques que les lecteurs voudront bien m'adresser, et je 
m'efforcerai d'améliorer, s'il y a lieu, dans une nouvelle édi-
tion, les parties qui m'auront été signalées comme étant défec-
tueuses. 

J e n'ai tracé aucune courbe pour représenter la variation 
des fonctions. Dans le Cours d'Algèbre, on ne peut indiquer 
pour cet objet qu'un graphique fort incomplet, attendu qu'on 
ne peut encore déterminer le sens de la concavité ni tracer les 
asymptotes; d'autre part, si le professeur a besoin de con-
struire, dans le Cours de Géométrie analytique, les courbes 
représentant les fonctions étudiées en Algèbre, la solution de 
cette question importante pourra être donnée complètement, 
et les élèves auront, par surcroît, l'occasion de repasser des 
matières déjà étudiées. 

Le texte a été imprimé avec deux caractères différents, les 
plus petits ayant été réservés à des compléments ou à des 
questions qui ne figurent pas explicitement dans les pro-
grammes, mais dont la lecture pourra être utile aux bons 
élèves. 
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NOTE SlIR L'ÉQUATION D'ELLER ET DE POISSON; 
P A R M . L U C I E N L É V Y . 

M. Darboux a démontré (Comptes rendus, t. XCV, 
p. 69) pour les équations de la forme 

, à*z m{ 1 — m)z 
dxdy~ (x—yy 

et M. Appell a étendu ( Bulletin des Sciences mathé-
matiques, série, t. VI, p. 3 1 4 ) aux équations 

d*z (¿' dz ¡3 dz 
(2) T - H ! — = () 

Ox oy x — y ox x — y oy 

1111 théorème dont voici l'énoncé : 

Si Von a obtenu une solution quelconque 

de l'équation (2), on pourra en déduire la solution 
plus générale 

Tx Q. . . q, /ex d cy -h cl\ 

¿z, c, d désignant des constantes quelconques. 

Je dis que cette propriété est caractéristique des équa-
tions aux dérivées partielles du deuxième ordre qui peu-
vent se ramener à la forme ('2). En d'autres termes, si 
Von a constaté qu une équation aux dérivées par-
tielles du deuxième ordre admet en même temps que 
la solution o (x,y) la solution 

/ I\ ft/ 1 ^ r<f i ex —|— d cy -h d\ (ax 4- b)-?(ay -h b)~? o ( 7 , — F , x ' v J ' 4 \ax~h b a y b} 
Ann.de Mathémat., 3e série, t. V I I I . ( Décembre 1889. ) 3;> 
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où a, c, d désignent des constantes quelconques, 
cette équation a nécessairement la forme 

d2z _ P' dz ¡3 dz __ 
ôx ôy x — y ôx x — y ôy 

Soit, en effet, l'équation 

U - + B -r—— -T- G y-:-1 ôx2 ôx ôy ôy1 

( 3 ) ôz ôz 
D — -F E 4 - -+- F * h- G = o. 

\ ôx ôy 

[° Je vais exprimer qu'elle admet, en même temps 
que la solution 

z = o(x,y), 

toutes les solutions comprises dans la formule 

= y ), 

où x ' = x — A et yf = y— A, A étant une constante 
quelcoiujue. Rem arquons pour cela que 

ôx* Ôy\> ~ ôx* dy'P ' 

Je puis donc, pour exprimer que z{ est solution de 
l'équation (3 ), me borner à remplacer dans cette équa-
tion x par A-i-a ' , y par \ eifacer les accents 
donnés aux variables et l'indice de zK, et exprimer que 
l'équation ainsi obtenue admet les mêmes solutions que 
l'équation (3). Désignons par A', IV, C , . . . ce que de-
viennent les coefficients A, B, C, . . . quand on y rem-
place x par A -4- x et y par), -hy. La nouvelle équation 
sera 

[ ,y _+_ \y A 2 - 3 . .+. c ô2l 
V' ôx"2 ôx ôy ôy'1 

\ ôx ôy 

Pôur que cette équation ait les mêmes solutions que 
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l'équation (3) , il faut et il suffit que leurs coefficients 
soient proportionnels^ nous laissons de côté le cas où la 
solution d'où Ton part serait fonction de x—y seule-
ment, ce qui peut arriver pour un groupe de solutions, 
mais non pour toutes les solutions de l'équation (3). On 
aura donc 

IT _ B C _ C D ' _ D 
A' ~~ Â ' A' ~~ A ' A' ~~ A ' 

Je dis qu'il en résulte que tous les quotients ••• 

sont des fonctions de x — y . Posons en elfet 

- = f(ar,y), 

on devra avoir 
/(*-+• À, -+- X ) = / ( * , y ) 

ou, en supposant que la fonction f(x,y) soit dévelop-
pable par la formule de Taylor, 

- W()f d f \ ^ / ôf ¿/Y2) 

Cette égalité devant avoir lieu quelle que soit la v aleur 
de il en résulte 

ôx ' ôy 
et, par suite, 

df=dJ- d, — ^ rf r = ~ ( d.r — dv ) = d ( , - r r, ôx oy " Ox " ox 

f(x.y) est donc bien une fonction d e x — y . 
2° Nous pouvons donc supposer que les coefficients 

A, B, C, . . . de l'équation (3) sont tous des fonctions 
de x — y . Je vais exprimer que cette équation admet, en 
même temps que la solution 
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toutes les solutions contenues dans la formule 

zi = o(ax, ay), 

où a désigne une constante arbitraire. Nous poserons 
encore 

x' = ax, 

y= «y-
iNous aurons ici 

àz+fizj^ _ d*+ïzx a — ft f 
Ox* ôyP (h'* c)y'P 

On en conclut, par un raisonnement analogue au pré-
cédent, que les deux équations suivantes devront être 
vérifiées en même temps 

ax2 ax ay ay2 ax Oy 

,l>; ô'2Z 
ai A ^ a

2 B -I- a2 G —-
O.v Ox Oy ôy'2 

+ a D ' — + a'IV ^ + F ' 2 + G ' = o , 
ôx ôy 

en désignant par A', IV, C , . . . les valeurs prises par 
les fonctions A, B, C, . . . quand on y remplace x et y 

x y par - et — * 
1 a a 

On déduit de là 

et, par suite, 

A B G 

Â ' " B ~~ (? ' 
A D K 

] Y " K 7 ' 

\ F G 

F 7 ~~ ?T ' 

<[j(X- p> 
Â 

• C - i 
B ' 

Â 7 
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Nous devons avoir, quelle que soit la valeur donnée 

Il faut donc que ^ j s o l i indépendante de ¿z, 

c'est-à-dire constante. 
Soit de même 

•M-*— y ) = 

on devra avoir 

Faisons 
a—x — y, il vient 

— y)— zr~~z9 <W(0 = k 

* —y 
De même, 

E k' 

A x — y 

T T 1 ? G 

U n r a i s o n n e m e n t a n a l o g u e m o n t r e q u e — et — sont 

des fonctions de la forme ^ * y y : ' i^ cIu a t l 0 n proposée 

devient donc 

. ô*z „ ô'-z ^ (Pz D ôz 
A — + B - — r 4- G -r— -f- - — — 

) ox ôy ôy1 x—y ôx 
E <>±\ F _ , G _ 

x — y ôy (x—y)"2 (x — y)2 

les lettres A , B, C, . . . désignent maintenant des quan-
tités constantes. 

3° Je vais enfin exprimer que l'équation ci-dessus 
admet, avec la solution 

z = v(x,y), 
la solution 
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Posons encore 

nous aurons 

/ / . / • ' / ' < l-o L> 1 
—— = kx'1 ~1 y,x ci. ( x , y )— x^-yk • > 
àx J ' J J ôx' 

—1 = // XK \'K ~ 1 ©1 ( X . Y ) — XK ~2 , 
<)y " ' ay 

^T2 " (À/1'2 

-+- ( 2 - 2 A: ) ^k(k-i) xk~*-yk' o , ( a?', / ), 

= ^ ' - 2 J Î l î L . 

— k'xk-*yk'-i — kxk~iyk'-~ ^ yk'~l ©,, 

-T- (2 — 2 k' ) xkyk'~3 -f- ¿7// — i)xkyk'-"-o{(x\y'). 

Portons ces valeurs dans l'équation proposée, écrivons 

-1, et - , au lieu de x et de r , elfaeons les accents et écri-
x y J 

vous 3 au lieu de cp, ; nous obtenons la nouvelle équa-
tion 

à2 z 02 

A k y k' 4-4 -r- B x-~k y*-*' ---<)x'2 * <)x ()y 

! G./*-'« — - . G Oy2 "' { X — y y 2 

Cette équation doit admettre les mêmes solutions que 
la proposée : il faut donc que 

A x'+~k y~k' B x2~k y2~k' G x~k y'+~k' G x2 y'2 

G 

Ces quatre rapports ne peuvent être égaux sans que 
trdis des quatre coefficients soient nuls : d'où deux 
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hypothèses possibles, puisqu'on ne peut évidemment 
annuler en même temps À, B et C. 

I ° B = C = G = O , A = I . 

L'équation transformée ne peut dans ce cas être iden-
tifiée avec l'équation proposée. 

2 » A = C = G = O , B = I . 

L'équation transformée devient 

o / . /, à -z / D x - k + z Y ~ k ' + x „ . . .A ôz 
xi-kyi-k' — ( 1 h x Y ) T- ' ôx ôy \ x — y / ôx 

/ E 3?l-*y3-A' \ÔZ 

F x * y 2 D (x—yY x—y 

E h ' x * - k y * - k ' 
x—y 

kk' xl~k yl~k' — o. 

En l'identifiant avec l'équation (5), nous obtenons 
les trois identités suivantes : 

D l)x , 

E M y 
— kx-K 

/.-' R 
kk'xly 

x—y x(x —y) 

F __ ¥xkyk' k I) k' E 
(x—y y {JO—yY y {x—y') x(x—y) 

On déduit de là 

( D = k\ 

F - o, 

k' = I) = o, 

— k• = E = o, 

F indéterminé. 
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d'où les deux équations 

d*z k' dz __ k dz _ 
dx dy x —y dx x — y dy ~~ ° 

ou 
À ' * F 

H — Z = O. dx oy (x—y)'2 

La dernière équation se déduit de la précédente si l'on 
y suppose k = k1 (voir D A R B O U X , Leçons sur la théorie 
des surfaces; t. II, p. 56). On trouve donc dans tous 
les cas une équation d'Euler et de Poisson, c. Q. F.D. 

S L L R L E S É Q U A T I O N S A U X Q U E L L E S C O N D U I T L E P R O B L È M E 

D E H D I V I S I O N D E S A R C S W T R I G O N O M É T R I E ; 

P A R M . C H . B I E H L E R . 

1 . Nous nous proposons de démontrer, par voie pure-
ment analytique, la réalité de toutes les racines des 

quatre équations dont dépendent cos ~ et s i n q u a n d 

cos a ou sin a sont donnés. 
Nous ferons usage, pour cela, de la proposition sui-

vante : 

I j équation de degré m 

\ n = (x -f- H- - i)m = o 

a toutes ses racines réelles et comprises entre — i et 
4 - i . 

Cette propriété résulte immédiatement de la rela-
tion 

» V„, — 2x\„1-1 -ir V,„—2 = O, 
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qui lie trois fonctions Y ; elle montre que la suite V m , 
V0 constitue une suite de Sturm; pour 

x = — T , cette suite ne présente que des variations, ci, 
pour x = H- i , que des permanences. 

Cela posé, étudions l'équation qui donne cos ^ , quand 

on connaît cos a. 

I . — É Q U A T I O N Q U I D O N N E c o s — , É T A N T D O N N É c o s m 

2. Nous partirons, pour la former, de la relation 

( a . . a\m ( a . . a\m 
1 cos a — ( cos h 1 sin — ) -m cos 1 sin — 

\ m m} \ m m ) 

En posant 
* a cos a — A, cos — — x. 

m 

elle devient 

ou bien 

Vm— 2A == O. 

Soit le premier membre de cette équation 
d'où, en prenant les dérivées des deux membres, 

Désignons par a l 5 a2 , . . . , am les m racines réelles et 
inégales de l'équation V m = o et par ë, , 6*, . . 
les m — 1 racines de l'équation dérivée V ' m = o; ces 
racines sont aussi réelles et nous les supposerons rangées 
dans l'ordre croissant de grandeur. Nous allons établir 
que ces quantités, qui sont aussi les racines de <ï>'(.r) = o, 
substituées dans <ï>(.r), donnent des résultats alternati-
vement de signes contraires; d'après un théorème, con-
séquence du théorème de Rolle, on aura ainsi établi que 
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toutes les racines de l'équation <t>(.r)=o sont réelles 
et inégales. 

De l'égalité 

v , „ = + - + - (x - v 
on tire 

v ; „ = -^L^ [ C a r + v ^ - 7 ) ' " - ( x - v / ^ = T ) ' " ] . 
y x2— i 

Si donc 6 est l'une quelconque des racines de \'ni = o, 
on aura 

o = (g + v / g I H T ) - _ ( g _ 

6) _ (g -4- v / g ^ _ + (g _ v/g2_ 

ou bien, en ajoutant, 

v „ , ( ê ) = 2 ( ê + v / g T Z T ) ' " . 

Or la première égalité donne aussi 

( 6 + » / 6 * - . ) ' " ' - , = «,, 

à cause de la relation 

par suite, 
( 6 H - v / g r z 7 ) ~ = d=i 

et 

Or les quantités V w (êj), V,„(ê2 ) , - . . , V,„ (Ç>m-\ ), 
d'après le théorème de Roi le, ne présentent que des va-
riations; mais V / w = o a une seule racine entre — i et 6{ : 
c'est la racine que nous avons désignée par ; par suite, 

V , „ ( - i ) , \ , n ( Z i \ V„,(8 â) , V /w(8 /n_.,), ¥ , „(-+-1) 

ont les signes de 
VC— l)'", (— î)" 1 ^ (' 1 ),n (—1), - h l . 
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On a donc 

Vm(6r> = a ( - i ) ™ - » , 

V/M(-f-1) = 2; 
par suite, 

<ï>(-i) = a [ ( — 1 ) ^ - A ] , 
= 2 [ ( - i ) ' " - i — A ] , 

* ( 6 « - i ) = * [ ( - i ) - A ] , 
= 2 [(-4-1) — A ] . 

A étant en valeur absolue plus petit que 1 , les seconds 
membres n'offrent que des variations 5 par suite, l'équa-
tion <ï>(.r)=o a toutes ses racines réelles; la première 
et la dernière des égalités montrent de plus que toutes 
ces racines sont comprises entre — 1 et -f- 1. 

3 . Cherchons maintenant à quelle condition doit sa-
tisfaire la quantité A pour que l'équation < £ ( . r ) = o 
ait une racine double. Il faut pour cela que <î>(x)= o 
et <ï>'(.r) = o admettent une racine commune. Soit a 
cette racine, on devra avoir 

( « -f- / a 2 - - 1 )m -4- ( a — \/a------ i)m — 2 A — o. 

(a -h / a - — i)" 1 — ( a — / a 2 — O " — o; 

d'où l'on tire 
2(a H- y/a i)m — 2 A = o. 

( a + A = o . 

Mais la seconde équation nous donne 

( a + v / Î ^ T ) 2 " ^ , , 
d'où 
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Il faut donc que A = ± i pour que l'équation 

o ait une racine double. 
Cette condition est aussi suffisante, car alors 

«ï»(rr ) = (a? H- /r2 — < )m-h (x — s/xi ) 'rn =• = 2. 

Si r/i est pair, 

r m m 2 
= i ) T =p(^r— /a?2 — i ) ¥ J • 

Si A = i , la quantité entre parenthèses est de la 
forme 

v(x) sjx'1 — i, 

étant un polynôme entier en par suite, 

toutes les racines de <ï>(x) == o sont donc doubles, excepté 
les racines — i et -4- î . 

Si A — — i , la quantité entre parenthèses est un po-

lynôme entier de degré par suite, toutes les racines 

sont doubles. 
Si m est impair, nous voyons que les racines 

62 j de l'équation dérivée < ï> ' (x)=o , prises 
de deux en deux, annulent ^( . r ) , car nous avons trouvé 
les formules générales 

< L > ( - I ) = 2 [ { - I ) « — A ] , 

<t>tfl) = 2 [ ( - A], 

4 . ( 6 m - 1 ) = a [ ( - i ) - A ] , 

^ ( + 0 = *[(-*-0 - A ] . 

Ces égalités nous montrent que, si A = i , 

<!> ( St ) — o, <l> ( o3 ) = o, ff> ( o /h—2 ) = o, <ï> ( i ) = o ; 

les
 !

 racines S,, . . . . d e l'équation dérivée 
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satisfont donc à l'équation <ï>(x) = o ; par suite, <I>(.r) = o 

admet les m ^ 1 racines doubles ê 3 , . . . , êw_ 2 et la 

racine i qui est simple. 
Si 

A = - i , < f > ( _ i ) = 0 , 

les racines ë2, . . . , sont donc racines doubles*, 
de plus, — i est racine simple de l'équation <ï>(.r)=:o. 

II. — É Q U A T I O N Q U I D O N N E C O S ~ ~ > É T A N T D O N N É s ina. 

4. Cette équation se déduit immédiatement de la for-
mule 

. a y 
11 sin a = ( cos h t sin — ) — ( cos i sin — ) 

/ a . . a \rn [ a 
cos 1- i sin — — cos — \ m m ) \ m 

Elle devient, en posant sina = B, 

a 
oos — — X. m 

* i B = ( ar -H - { x - / Î ^ T ) ' " 
ou 

m 
'x i B = , 

v',„ A 2 — i 
y m sj x 2 — I — 'l?ni\j — o. 

Cette équation est irrationnelle; l'équation rendue 
rationnelle est donc 

V;2(i — a-») —4/ra*B2=o. 

Soit W(x) le premier membre de cette équation, 

*F(:r) = V;2 (1 — ̂ 2)— 4 7>l2B2. 

Nous allons démontrer que W(x) = o a toutes ses ra-
cines réelles. 
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Formons pour cela la dérivée W(JC) 

V ) = i V n i V m ( i - ^ ) _ a a . y ; « 
ou 

Or 011 sait que le polynôme \ m satisfait à l'équation 
différentielle 

(, _ x % )y ; n _ x y m + m« V m - o ; 

par conséquent, 

et, par suite, 
W' ( x ) = — 'x m2

 \'m \ m . 

Les 2m — i racines de l'équation o, rangées 
dans l'ordre croissant, sont donc 

«!, Ç>
u
 a

2
, ê

2
, .. .., 

Or les quantités 6 substituées dans le premier membre 
de l'équation o donnent toutes — /\m2B2 , par 
conséquent un résultat négatif. 

Pour établir que toutes les racines i e W ( x ) = o sont 
réelles, il suffit de démontrer que les quantités a, racines 
de Y 

m — o, rendent positif. 
Soit a l'une quelconque des racines a , , a2 , . . . , am ; <ï> C a ) = V',» ( a ) ( i - a* ) - \ m2 B 2 . 
Or 

V U a ) ^ — = r _ ) W I _ ( a _ 
m ' 

d o ù 

X k i ^ E T = , ( « + / ¿ ï z n ) « : 
m 

par suite, 

V',?, ( A ) ( A2 - I ) = 4 NR2 ( A Y / Î ^ ) 2 . 
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Mais l'identité 

( a -4- (a - = o 

nous montre que 

d'où 

ou enfin 

W (a) a donc pour valeur 

W ( a ) = 4 7?i2 — 4 m 2 B 2 = 4/«2(, _ B 2 ) : 

\F(a) est par suite positif. 
Les racines de l'équation Wf(x) = o sont donc toutes 

réelles et donnent, quand on les substitue par ordre de 
grandeur dans l F ( x ) , des résultats alternativement de 
signes contraires; on en conclut que toutes les racines 
de W(x) = o sont réelles et inégales. 

S. Cherchons la condition que doit remplir B pour 
que l'équation W(x)= o ait une racine double. 

Nous avons trouvé l'expression de 

Wf(x) = -<2rn*\mX'm. 

Si c'est une racine 6 de l'équation Wr(x) = o qui ap-
partient à W(x) = o, on devra avoir B = o; par suite, 
tF(x) se réduit à 

V ' ^ i - r r * ) ; 

toutes les racines ë2, . . . , 6m-\ sont doubles et l'é-
quation admet deux autres racines qui sont j et — i . 

Si c'est, au contraire, une racine a de Y m = o qui sa-
tisfait à W(x) = o, on aura 

(>=(*-+- ) -1- ( a — y/^nr't )m, 

2 1 B = ( * -f- )"' - ( a - v/ÎT=l )'" ; 
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d'où 

Mais on a aussi 

par suite, 

B2 = i ou B = ± i . 

Supposons B2 = i et formons dans ce cas la fonction 

W(x) = Y'*(i — x*)—4m* ou 

W(x) = (Vm \/1 — ** — im)(Y'm \J\ — x2 + 

011 peut écrire cette équation 

m2 \ 111 ] \ m J 

et, si l'on remplace 

V/» y/ x'* — 1 
m 

par sa valeur qui est 

(x -H )m - [x -
il viendra 

— ^ *F(;r) = [ l > v / ^ T i ) ' " — _ s/^Z^y1 _ 2 ¿ ] 

x[(x + ) m - ( x - s/'xï-~iYn + 2 0 
ou 

[(a- -+- t / ^ ^ 7 ) 2 ' " + 2 ¿ (g + 1 ] , 
( ^ / ¿ r r ï )"< 
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ce qui peut s'écrire encore 

_ _L m * ) - - ' ) ' " - ' ] ' t i * + + « ] » 
(x 

- >!••; .r , 

enfin 

^ X ) = [( * + _ ,)'» y/^ZT,)'» ]2 , 

W(x) = -m*\}n. 
m2 

On voit donc que, dans le cas où B- = i , toutes les 
racines de l'équation W(x) = o sont doubles et égales 
aux racines a de l'équation V/w = o. 

I I I . — É Q U A T I O N ' Q U I D O N I N E s in — > É T A N T D O N N É c o s a . v a i 

6. L'équation qui donne sin ~ quand cos <7 est donné 

se déduit de la formule 

/ a . . a \m / a . . a \,n 

2cosa = cos h i sin — ) h- ( cos — — i sin — 
\ m m / \ m m / 

Soit, comme précédemment, 

cos a — A, s m — — x ; m 

l'équation précédente devient 

2 A =-_ (v/i - .r2 H- 4-(v/i - x i - c x ) m 

Soit 
um = - ix )m. 

Ann. f/c Mathémat39 série, t. VIII (Décembre 1889), 36 
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Si m est pair, 

m 

U , „ = ( - I ) T [ ( o c + V ^ T I ) " H- (x - V / ^ T ) , n ] 

ou 
m 

U w = ( - I ) " « v m . 

L'équation 

U / M— 2 A = o 

devient done dans ce cas 

m 

( - 1 ) » V , w - 2 A = O 
ou m 

v , „ — 2 (— l)"2 A = o. 

C'est l'équation <ï>(.r) = o traitée tout d'abord. 
Si m est impair, 

U„> - i* [(* + - (x - sJ^Tl)"1 ], 

ce qui donne p o u r l 'équation c h e r c h é e 

(x -+-/¿r 2 — i)" 1 — (¿r — / . r 2 — i ) " ' — 2 A im o 

O U 

V'//f. s/x2 — \ 2 m A im — o, 
m — \ 

/ 1 — — 2 m (— 0 2 A = o, 

q u i f o u r n i t l ' é q u a t i o n rat ionnelle de degré un 

V'„2(i — x*) — 4 m2 A 2 = o, 

qui a été étudiée en second l ieu. 

I V . — É T A N T D O N N É s i n a , T R O U V E R s i n — * 

m 

7. Si l'on pose 

D • A 

s i n a = b, sin — — x , 
h m 
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l'équation dont dépend sin ~ est 

Si m est pair, elle devient 
>t> 

2 i B = [(x -+- y/, r* _ , ) " ' _ ( > _ s / ^ T i ) " 1 ] ( - , )T 

ou 

ou enfin 
V',/,0 — .7-2) —4m2B® = o, 

équation qui a été étudiée. 
Si m est impair, 

2 ¿B = [(*•-+- / Î ^ T ) " ' -f- (x - v / i ï—i) '» ] 

ou 
m - 1 

2 B = [(x - y/.?'2 ] ( - I )~~~2 

ou enfin - 1 
V / / ? - 2 ( - T ) « ~ B = OF 

qui n'est autre que la première. 
Les conditions dans lesquelles ces équations admet* 

tent des racines multiples sont donc les mêmes que celles 
qui ont été trouvées dans les deux premiers cas. 
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C A L C U L D E L A C A P A C I T É É L E C T R O S T A T I Q U E D E D E U X F I L S 

T É L É G R A P H I Q U E S P A R A L L È L E S ; 

PAR M. J . -B . POMEY. 

Nous calculerons cette capacité pour l'unité de lon-
gueur. Le problème est donc ramené à un problème de 
Géométrie plane, car on peut faire abstraction dans le 
calcul de la dimension parallèle à l'axe des fils. 

Formons d'abord l'équation de Laplace en coor-
données bipolaires. Nous exprimerons que le flux de 
force total qui sort d'un élément de surface est nul. Cet 
élément de surface sera le petit parallélogramme compris 
entre les quatre cercles décrits des pôles O et O' respec-
tivement avec les rayons /*, r + rfr, /*', /'-f- drf. Soient 
donc 

O et O' les deux pôles; 
a leur distance ; 
cc, 6, 9' les angles du triangle qui a pour côtés ¿7, /•', /•, et 

respectivement opposés à ces côtés ; 
enfin Y le potentiel. 

L 'un des côtés du parallélogramme élémentaire a 
pour longueur 

r —. dr . ôr 

La force normale à ce côté a pour intensité 

d\ dV ÔV 
—- = — -h — coso. 

» dr or or 
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En tenant compte des relations 

r ' 2 — r 2 - 1 - a 2 — lar cos6, 

r r __ a 
sin6' sinô ~~ sincp ' 

ou voit que le flux de force qui traverse ce côté a pour 
expression 

/d\ dY \ i , , 
( ^ H "V7 c o s dr . \or or '/sincp 

Le flux qui traverse dans le même sens le côté op-
posé a pour valeur l'expression précédente, augmentée 
de sa différentielle relative à un accroissement de r égal 
à dr. 

Or la relation 

a1— r2-+- r'2— irr coscp, 

différentiée par rapport à r et <p, puis iJ et <p, donne 

dep r' coscp — r do r coscp — r' 

dr rr' sincp 7 àr' rr' sincp 

En portant ces valeurs dans l'expression de la diffé-
rentielle du flux précédent, et sommant les flux qui tra-
versent les quatre côtés du parallélogramme élémen-
taire, on trouve, pour l'équation de Laplace, au facteur 
dr dr ' 

près, 
smo 1 

d'2Y d2Y d2Y r 2 - h r'2 — a2 i dY dY _ 
dr2 àr'2 dr dr' o.rr' r dr r' dr' 

Posons V ==f(u). 
Pour u — / , on a 

V = A log/- -+- B. 

Pour u — r2 — r f 2 . on a 

V = A ( r 2 - /* '*)+.B. 



( 566 ) 
Pour u = r -f- on a 

V = A log(wH~ / m * — a 2 ) + B. 

On obtient ainsi les solutions qui répondent à des 
cylindres circulaires concentriques, à des plans paral-
lèles, à des cylindres hoinofocaux. 

Nous allons employer la solution V = Alog^> 4- B. 

Soient 

A, B, II, IV, ci les centres, les rayons, la distance des 
centres des deux cercles de section droite par un même 
plan des deux tils télégraphiques parallèles; 

= C , , = C j les équations de ces deux cercles; 

V , , V 2 les potentiels des deux fils-, 
T la densité en un point M de l'un des (ils, A par 

exemple ; 
dn l'élément de normale extérieure en M; 
0 l'angle MAO; 

•i, 'V les angles de du avec OM et MO'. 

On aura 

V - V l ~ ~ V 2 l o " V , IOÎÏCJ- lo-C, , , /• 4 

l( )Or 
° c2 

et, d'après l'équation de Coulomb, 

' d X - d r d r 
4 1 dn dr dn dr dn 

Oll 

[ Yi — V, /cos<L cos<l/\ 

iLa quantité d'électricité répartie sur l'unité de Ion-
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gueur du cylindre A a pour expression 

- f 
Or on a 

271 

f R J c o s t l ; r 2 7 Z R. cos d/ / r = 27r' / L 
70 »A) 

= o. 

-ri <v. Rî/O cos 6 t « i i i 
Ln eilet, 1 est 1 angle sous lequel on voit du 

point O l'élément RrfQ. Comme le point O est inté-
rieur au cercle, la somme de ces angles est 2TZ. 

t\ * R rfô cosM/ i i i • i De meme, —,—- est 1 angle sous lequel on voit du 

point O' l'élément R r/8. Comme les éléments du cercle 
se masquent l'un l'autre, 0 / étant extérieur, la somme de 
ces angles est nulle. 

Donc il vient 
V i - V 2 

i G> ') I f) cr & c2 

Or, si l'on peut supposer les diamètres des fils infi-
niment petits par rapport à leur distance, on voit que 
l'on a 

R a 
a — a, Cii = — > c<2 == T7 ' a K 

et la capacité par unité de longueur est alors 

i d 2 
2 ^ RÏV 
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U N E A P P L I C A T I O N D E S C O O R D O N N É E S P A R A L L È L E S ; 

P A R M . M . D ' O C A G N E . 

Au cours de ses intéressantes recherches géométriques 
sur les figures imaginaires, M. Tarry a rencontré le 
théorème suivant : 

Si les sommets M et N d'un triangle MNP de simili-
tude constante, dont le côté MN enveloppe une courbe 
de classe m, décrivent deux droites parallèles, le som-
met P décrit une courbe d'ordre m. 

M. Tarry, en nous communiquant ce théorème qu'il 
a obtenu par voie synthétique, ajoutait que sa démons-
tration analytique devait sans doute se prêter à l'emploi 
de nos coordonnées parallèles. 

Nous allons faire voir, en eifet, que cette démonstra-
tion s'obtient très simplement par l'emploi combiné des 
coordonnées parallèlei de droites et des coordonnées pa-
rallèles de points pour la définition et les propriétés des-
quelles nous renvoyons le lecteur aux Mémoires que 
nous leur avons consacrés ( 1 ). 

D'ailleurs la solution analytique a cet avantage sur 

la solution géométrique que non seulement elle fait con-

(*) Pour les coordonnées parallèles de droites, voir : Étude de 
deux systèmes simples de coordonnées tangentielles (Nouvelles 
Annales, 1884 et i885) ou la brochure Coordonnées parallèles et 
axiales (Gauthier-Villars, i885), dont ce Mémoire a fourni la ma-
jeure partie. 

Pour les coordonnées parallèles de points : Nouvelles Annales, 
1887V p. ',()3. 
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naître l'ordre de la transformée, mais qu'elle détermine 

Le problème que nous nous proposons de résoudre ici 
est le suivant : 

Les sommets M et N d'un triangle MNP de simili-
tude constante décrivent deux droites parallèles. Con-
naissant T enveloppe d u côtéMNj trouver le lieu décrit 
par le sommet P. 

Appelons Au e tB^les droites parallèles décrites par 
les sommets M et N. Nous les prendrons pour axes de 
coordonnées en supposant l'axe AB des origines perpen-
diculaire à leur direction commune. 

Soient alors u et v les coordonnées parallèles de la 
droite MN, p et q celles du point P. Celles du côté MP 
étant u et v', celles du côté NP, vl et v, on a, puisque 
le point P est à la rencontre de ces droites, 

Dès lors, si h est la tangente de l'angle constant NMP, 
on a, d'après la formule (2) de notre premier Mé-
moire (' ), en posant AB = rf, 

complètement celle-ci. 

pu -h qv' = 1 
pu' -+- qv ~ I 

d'où 
i—pu 

, l — qv U — — 
p 

(') Nouvelles Annales, i 8 8 4 ; p . 4*3-
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d(pu -f- qv — i) 
d'1 q ( v — u) [i — (/>-+- q ) u\ 

De même, k étant la tangente de l'angle constant 
MNP, 

d{—pu — qv + 0 
d2p h- ( ç — u) [— i -h ( p H- q ) v J 

De (i) et (2) il faut tirer u et y en fonction de p et q. 
À cet effet, posons 

( 3 ) pu -4- qv I = S , 

( 4 ) v — u — rh 

ce qui donne 

( 5 ) (p -H q )u - 1 = S — qr^ 
(6) {p-+-q)v — i=£H-jo rt. 

Les équations (1) et (2) deviennent alors 

( 7 ) hqTj2 — hzrt — dz -h h d2q = o, 

(8) kp2H- k£T| -4-dz^- k d"2p = o. 

Multiplions la première par — kp, la seconde par hq, 
et faisons la somme } il vient, après réduction et suppres-
sion du facteur commune, 

hk(p -4- <7)7) -+-(kp -f- hq) d = o, 
d'où 

r - - d(kp~^hq)  
{9) >~ hk(p + q) 

Les équations (7) et (8) additionnées membre à membre 
donnent 

(kp -i- hq)r2 — ( /? — k )r,s d2( kp hq ) — o. 

Substituons à r,, dans cette équation, sa valeur ( 9 ) ; 
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nous avons, après réduction, 

d(kp -4- hq )2 -h hk(h — k) (p -4- q )e -4- dh'2k2(p -4-^)2= 0) 

d'où 
{l0) hk(k — h)(p q ) ' 

Portant les valeurs (9) et (10) de 7, et s dans ( 5 ) , 
on a 

\ hk(k — h) (p -h q)-{- d(kp hq )2 

- ^ -+- dh*k*(p -f- <7 )2 -4- — A) (fo -4- /iff ) 

~~ hk(k — h)(p -^-'qY1 

Rapprochons, au numérateur, le quatrième terme du 
second et remarquons que 

( kp -4- hq )2 -f- q(k — h){kp -4- hq) = (kp -f- hq)k(p -h q). 

Nous avons alors 

u __ ^(^ — ^ ) ^ ^)-t- dh'2k(p q) 

ou 

( n ) 

(12) 

h(k—h)(p + q) 

dk(h2 -4- 1 ) p -4- dh(lxk -h 1 ) q -4-h( k — A) 
h(k-h)(p H-gr) 

e, on tire de (6*) 

dk ( hk -4- i )/? -4- dh.(k*-+-\)q A) 
À*( A* h) (p -r- q ) 

Les formules (1 i) et (1%) résolvent le problème que 
nous avions en vue. On voit que ces substitutions faites 
dans une équation algébrique de degré //¿, en u et v, 
donnent une équation de degré /?/, en p et <7. Donc : 

L'ordre du lieu décrit par le sommet P est égal ci la 
classe de la courbe enveloppée par le côté MN. 

En particulier : si le coté MN pivote autour d'un 
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point fixe, le sommet P décrit une droite; si le coté MN 
reste tangent à une conique, le sommet P décrit une 
conique -, etc. 

On peut particulariser le problème : par exemple, en 

supposant les angles en M et en N tous deux égaux à 

Alors h: = — i , À = i , et les formules (i i) et ( 12) devien-
nent 

1 — dp 1 — dq u = ? v = L • 
p -h q p -f- q 

Par suite, si le côté MN reste tangent à la conique 

( 13 ) A u2 -1- 2R uv -h G c2 2D u -4- 2 E v -f- F = o, 

le sommet P décrit la conique 

/ (A d1— ' i D r f + F ) j o , + 9 . [ B r f i - ( D + F]pq 
0 4 ) -+-( Gd2 — 2Ed-±-F)q2 h - a [ ( A -H B ) c / — ( D -+- E ) ] / ; 

( - 2 [ ( B + G ) r f - ( D + E)]5f + A + a B + G = o. 

Quelle est la condition pour que cette conique soit un 
cercle? Si nous écrivons l'équation ( i4) 

A > 2 4 - 2 B > < 7 G' q'2 -4— 2 \y p -4- lE'q -h F ' = o, 

nous savons ( ' ) que cette condition se traduit par les 
relations 

A'— 2 B ' + C' = d2F\ 

D — E' = o. 
Mais ici 

D' — E' = G — A , 
F' — A -1- 2B 4- G. 

(') Nouvelles Annales, 1887; p. 498. Il faut remarquer que, dans 
la Note que nous citons ici, nous avons pris pour unité de longueur 
la demi-distance des origines, ce qui modifie légèrement la forme des 
résultats-. 
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On doit donc avoir 

A = G et B = o, 

c'est-à-dire que l'équation ( ¡ 3 ) doit avoir la même 
forme que l'équation générale du cercle en coordonnées 
rectangulaires. Nous avons fait voir (*) qu'une telle 
équation représente l'hyperbole complémentaire d'une 
hyperbole tangente aux axes A u et B v. 

Donc, lorsque les angles M et N sont tous deux égaux 

ci^la condition pour que le lieu du sommet P soit un 

cercle est que Venveloppe du côté MN soit une hyper-
bole dont la complémentaire soit tangente aux droites 
parallèles décrites par les sommets INI et N. 

Nous pourrions signaler encore bien d'autres cas par-
ticuliers dignes d'intérêt; nous nous bornerons au pré-
cédent qui fait bien ressortir l'avantage, pour la ques-
tion qui nous occupe, de l'emploi des coordonnées 
parallèles. 

S U R L E S S U R F A C E S D U D E U X I È M E D E G R É ; 

PAR M. CH. B I E H L E R . 

Nous nous proposons, dans ce qui suit, de chercher 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équa-
tion générale du second degré à trois variables représente 
une surface du second ordre d'une nature déterminée. 

(») N° 66 de notre premier Mémoire (Nouvelles Annales, i885; 
p. 1 2 1 ) . 
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L — C O N D I T I O N P O U R Q U E L ' É Q U A T I O N G É N É R A L E 

D U S E C O N D D E G R É R E P R É S E N T E U N C O N E . 

Considérons l'invariant de la fonction homogène du 
second degré à quatre variables .r, y , z, t 

F(x,y,z,t) 
Xx^-h A 'y2 -t- X"z'2 h- >. B yz -+-1 B'zx -h 2 B " xy 

-f- <>.Gxt -h 2C ' yt -r- 'xCzt -f- Dr2, 
a savoir 

A = 

B" B' 

A' B 
G 

G' 

On a identiquement 

\f = 

B' B A" G" 

G G' G" D 

A B" B' 

B" A' B iFy 
B' B A" m 

G G' G" •ÎFÎ 

A B" B' i p ' 2 1 x 
B" A' B 2 r y 
B' B A" 

2 r X I p ' 2 r y Y(x,y,z, t) 

et, par suite, 

\t2 — 

Si l'on fait, dans cette identité, t = 1 , F {oc,y, z, /) de -
vient le premier membre de l'équation de la surface que 
nous désignerons simplement par F , et, si Ton désigne, 
pour abréger, par X , Y , Z ce que deviennent les demi-
dérivées de F par rapport à oc,y,z , l'identité précédente 
devient 

A B" B' X 

B" A' B Y 

B' B A" Z 

X Y Z F 
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La surface conique du second ordre est définie par la 
condition que son centre se trouve sur la surface. Soient 
Xo, Xo'i zo l e s coordonnées du centre; pour ces valeurs 
de x , y, z, on a 

X = o, Y = o, F = o; 

le second membre de l'identité précédente est nul pour 
ces valeurs : on a donc 

La condition A — o est donc nécessaire. 
Cette condition est aussi suffisante; car, si elle est 

remplie, on a, pour toutes les valeurs de , s , 

on en déduit 

oF -

A B" B' X 

B" A' B Y 

B' B A" Z 

X Y Z F 

A B" B' X 
B" A' B Y 
B' B A" Z 

X Y Z o 

S désignant le déterminant du troisième ordre 

A B" B' 
B" A' B 
B' B A" 

que nous supposons différent de zéro. 
F est alors une fonction homogène et du second de-

gré des fonctions linéaires X , Y , Z, et, comme les 
plans X = o , Y = o, Z = o se coupent en un point 
unique, l'équation F = o représente un cône. 
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I I . — C O N D I T I O N S P O U R Q U E L ' É Q U A T I O N G É N É R A L E 

D U S E C O N D D E G R É R E P R É S E N T E U N C Y L I N D R E . 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
l'équation générale du second degré représente un cy-
lindre sont 

A = o, 0 = 0. 

Elles sont nécessaires ; car, si l'équation F = o repré-
sente un cylindre, la surface a une ligne de centres; par 
suite, il existe une relation linéaire et homogène entre 
les trois dérivées de F par rapport à x ^ y , z 

H + p i Y + v Z - o ; 

011 a donc, entre les quanti lés ¡ji, y qui ne sont pas 
toutes nulles, les quatre relations 

A X - h B" [X -r- B ' V rrz O. 

B"X -h A ' ¡a -h B v — o, 

B ' X -+- B jjt -4- A"v — o, 

G U C > + G"v = o; 

par suite, les quatre déterminants du troisième ordre 
formés avec les coefficients de ces équations prises trois 
à trois sont nuls. 

Nous les désignerons par 8, o t , o2, o3 ; 8 étant l ' inva-
riant de la fonction homogène des trois variables x,y, z 
qui figure dans F et 8,, S2, 83 les caractéristiques du 
troisième ordre des équations X ~ o, Y = o, Z = o. 

Si la surface est un cylindre, on a donc 

0 = O, ÔJ = 0 , 02=r O, 83 — O. 

Or 8, 8,, S2, 83 sont les coefficients de D, C;/, C\ C dans 
le développement de A suivant les éléments de la der-
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nière colonne; A est donc nul; par suite, les conditions 
A = o, 3 = o sont nécessaires. 

Ces conditions sont suffisantes. 
En eifet, des relations A = o, o = o on déduit 

A IV W G 

B" A' n a 
B' B A" C" 

C G' G" O 

Le premier membre de cette équation est une fonction 
homogène et du second degré par rapport à C, C , C" et 
de la loi'me 

a G2 -h a' G'2 a" G"- -+• <2 K G" G'-4- 2 ¡3' CC" 4- 1 p" C' G = o ; 

les coefficients a, a', a", [3, fJ ' sont les éléments du 
déterminant adjoint de 0. Or, par hypothèse, 0 = 0; 
par suite, les mineurs du second ordre du déterminant 
adjoint sont tous nuis; 011 a donc 

aa — ^ 2 = 0 , 

a' a" a2 = o, 

a " a __ t3'2 = o , 

a? — = o, 
Q" Q 

' H iJ — O, 
, 00' 

ces mineurs éLant ceux de l'invariant de la fonction ho-
mogène en C, C , C", il s'ensuit que cette fonction ho-
mogène est un carré parfait. 

Cette fonction est, par suite, le carré de l'une quel-
conque de ses dérivées par rapport à C, C , C"; la fonc-
tion étant nulle, les trois dérivées sont nulles-, 011 a donc 

a G -

3" G -
Q> p 
H ^ " 

3 ' c -

• a G'-

' H G' 

3 G " = o , 

7." G" — o. 

Ces trois équations 11e sont autres que 0, = o, ô2 = o, 
les quatre équations (a) sont donc satisfaites 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. VIII. (Décembre 1889.) 3 " 
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pour des valeurs de X, v, non toutes nulles; par suite, 
il existe, entre les dérivées X , Y , Z , la relation identique 

XX-+- fz Y -h v Z — o ; 

la surface est donc un cylindre. 

I I I . — C O N D I T I O N P O U R Q U E L ' É O U A T I O N G É N É R A L E D U 

S E C O N D D E G R É R E P R É S E N T E U N S Y S T E M E D E D E U X 

P L A N S . 

11 faut exprimer d'abord que la surface est un cylindre, 
d'où 

A — o, 0 = 0; 

il faut ensuite que les traces de ce cylindre sur chacun 
des trois plans de coordonnées soient un système de deux 
droites. 

On obtient ainsi les trois relations 

V I> a A W G A i r G 
B \ c == 0, B' A" G" — 0, B" A' G' 

G' G" 1) G G" 1) C G' 1) 

que l'on peut écrire d'une manière plus simpk 

()A 
d\ 

Les conditions 

— -
7f\ ~ 

= o, 
<)± <)\ 

âX" ~ 

A — o, 

r) A âl 
dX7 

sont évidemment suffisantes pour que l'équation F = o 
représente 1111 système de deux plans. 

U est aisé de montrer que ces conditions se ramènent 
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à trois équations distinctes 

0\ 
ÔX ÔX' 

o — o, 
0\ 

Pour le faire voir, nous allons établir que, sous la con-
dition A = o, on a, entre les mineurs de A, les relations 

— 0 1 ( 1 V — 

ÔX d\' ~~ \ 2 ÔTV/ ~~ 

a 
G 

<)\ 01 
dA' OX' 
0\ à\ 

J Â ' ÔX 

()\y 

<)i ()\ Ô\ s 7T1 TT>> TT* s o n l 
ôX <)X OX qui montrent que les trois quantité 

de racine signe et, par suite, sont nulles toutes les trois, 
lorsque leur somme est nulle. 

Soit 6 le déterminant adjoint du déterminant A, 

c'est-à-dire le déterminant dont les éléments sont OX 
0\ 0\ 0\ I 0\ , , . 
-/i-, > T7-/ > ttt ' - ttt > Que nous désignerons, pour OX OX OD 2 Oti 1 b ' * 
abréger, par <7, a\ a", f/, h, //, //', c, c', </'; on aura 

0 = 

En faisant le produit de 6 par le déterminant 6 , , 

i o o o 
o i o o 
B' B A C" 
C C C" D 

a b" b' <: 
b" a b c' 
b' b a" c" 
c c' c" d 
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il viendra 

00! = 

a b" b' c 
b" a' b c' 
o o A o 

o o o A 

OU 

comme 6 = A3, l'égalité précédente devient 

A3 0,= (aa'—b"*) A-2 

ABj = (aa'— b"*). 

Si doue A = o, on aura 

a a' — h"- — o. 
Or 

5 Â ' 
o\ 
(ÏV 

i 0\ 
b = Z d B ' ; 

/ î 0\ 
par suite, 

0\ OA i 
OA OA' ~~ \ 2 OU" J 

On établirait de la niènie manière les deux autres rela-
t)A OA OA 1 tions, ce qui montre que j^v sont de meine signe, 

et, par suite, si leur somme est nulle, chacune de ces 
quantités est nulle. 

Toutefois, pour affirmer que les trois quantités — ? 

y,> sont de même signe, il faut que les trois mi-0 
neurs 

()A 
on'' 

OA 

ÔÎÏ' 

¿A 
W' 

ne soient pas nuls à la fois; si on les suppose nuls, deux 
! . , à\ à A â\ „ . des quantités — , > ^ sont nulles, et, par suite, la 
condition 

OA ÔA OA 
= o à A ' OA' OA" 
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entraîne la nullité des trois quantités 

d\ e)A d\ 
àX ' âX' ' 5A* ' 

Remarquons que les conditions précédentes entraînent 
la nullité de tous les mineurs du troisième ordre de A. 

I V . — C O N D I T I O N P O U R Q U E L ' É Q U A T I O N G É N É R A L E 

DU SECOND D E G R É R E P R É S E N T E U N P A l l A B O L O l D E . 

On sait que cette condition est 

Nous ne nous y arrêterons pas. 

V . — C O N D I T I O N P O U R Q U E L ' É Q U A T I O N G É N É R A L E 

D U S E C O N D D E G R É R E P R É S E N T E U N C Y L I N D R E P A R A B O L I Q U E . 

Il faut et il suffit, pour cela, que la fonction homogène 
du second degré aux trois variables .r, y, z qui figure 
dans F soit un carré parfait. On sait que les mineurs du 
second ordre de l'invariant 2 sont nuls dans ce cas, et 
ces conditions sont suffisantes. 

Il est aisé de montrer que les six égalités qu'on obtient 
ainsi peuvent être remplacées par 

o. 

â\" o. 

On a en effet les identités 
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qui nous montrent que les conditions 

^ do do do 
0 — °> 7T \ r , -+- 7 ¡"7, = o d\ dX dX 

entraînent 
do do do 
- = o, — , = o, j p = O. 

avec 
do do do 

Les deux équations 

^ do t»o do 
° = 5Â + àX' + ÏY = ° 

équivalent à trois conditions distinctes entre les coeffi-
cients. 

V I . — C O N D I T I O N P O U R Q U E L ' É Q U A T I O N G É N É R A L E D U 

S E C O N D D E G R É R E P R É S E N T E U N S Y S T E M E D E D E U X P L A N S 

P A R A L L È L E S . 

Il faut d'abord q ue 

do do do 
0 = - ôx- = 

car l'équation d'un système de deux plans parallèles est 
nécessairement de la forme 

( a.r -r by -t- -h ). A(ax -+- by -j- cz) -+- ¡J. = o, 

L'ensemble homogène des termes du second degré est 
donc un carré parfait. Il faut exprimer de plus que les 
traces de la surface sur les plans de coordonnées sont un 
système de deux droites; il faut donc ajouter aux condi-
tions précédentes les conditions nouvelles 

d\ d\ d\ 
dX ~ ÔY = 
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qui en Irai ne ut 
à\ à A à\ 
TÂ TÂ' + àX" = 

11 reste à démontrer que les conditions 

ào (>0 ào 
TÂ + TA' ~ 

h à\" 
à\ o\ à\ 
(Ta hà\» 

sont suffisantes. Cela est évident, car si les deux pre-
mières équations sont satisfaites, la surface est un cy-
lindre parabolique; ces conditions entraînent A = o} 
par suite, si 

à\ à\ à\ 

les trois déterminants 

à\ à\ à\ 
T Â ' TÂ7' TÂ7' 

sont nuls-, les traces de la surface sur les trois plans de 
coordonnées sont donc des systèmes de droites parallèles. 
La directrice du cylindre parabolique est alors un sys-
tème de deux droites parallèles et le cylindre se réduit à 
deux plans parallèles. 

Les trois équations précédentes équivalent à cinq con-
ditions distinctes. 

" V I L — C O N D I T I O N P O U R Q U E . L ' É Q U A T I O N G É N É R A L E 

D U S E C O N D D E G R É R E P R É S E N T E U N P L A N D O U B L E . 

11 faut d'abord que les trois équations 

00 <)0 ào 
Ta " h (IX' " " <i\" 

</i à\ 
TÂ ~ TfX" 
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soient satisfaites; il faut ensuite exprimer que les traces 
de la surface sur les trois plans de coordonnées sont 
des droites doubles. 

Il est aisé de voir qu'aux conditions précédentes il faut 
ajouter 

(P A à- A à* A _ 
<)X d V + thVôV ÔX^ÏX = 

Pour le démontrer, cherchons la trace de la surface 
sur le plan des xv \ son équation est 

A cc--+- A ' y~ h- ->. W xv -+- ->. G x -h 2 C' y -f- 1) = o : 

il faut exprimer que cette équation représente une droite 
double. 

Puisque nous avons déjà = o, cette équation re-

présente un système de deux droites; ces deux droites 
()o sont parallèles puisque j y est aussi nul; il faut enfin 

que les traces de ces droites sur les axes soient confon-
dues pour que les deux droites soient elles-mêmes con-
fondues; 011 a ainsi 

G2 — AJ> = o. G'2 — A'D — o, 

les égalités ne sont autres que 

<)- A __ 
o v<).v " <)\"<)x 

Mais si la somme 

r)-A <)~ A 
dX"<)Y ÏÏVT)A 

est nulle, avec 

7, r ~ 

chacune de ces quantités est nulle. 
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Cela résulte en effet de l'identité 

à2 A 02A _ / i r)2 A y _ ¿A #  

OA" à A' à A" à A U àA"OB") " TA" ' 

le second membre étant nul, les deux quantités 

c^A 02A 
0A"0A' x)A"âÂ 

sont de même signe, et par suite, si leur somme est nulle, 
chacune de ces quantités est nulle, et cela a lieu encore si 

à '2 A , 
57? est nul. OA"0B" 

Comme on en dirait autant des traces de la surface sur 
les autres plans de coordonnées, les trois déterminants 

cP A 02 A 02 A 
oA" OA' ôÂ'O.Y âlV^Â 

sont de même signe et, si leur somme est nulle, chacun 
d'eux est nul ; la propriété précédente subsiste encore si, 
dans la démonstration, 011 suppose nuls les déterminants 

analogues à • f,, Af.,. : la condition 0 OA 01V' ' 
021 à'2 A ¿2 A 

o 0A"0A' ¡> A OA" ' OA' OA 

entraine donc la nullité des trois déterminants. 
Les conditions précédentes sont évidemment suffi-

santes. 
Pour que l'équation générale du second degré repré-

sente un plan double, il faut et il suffit donc que l'on ait 

Oo 0 0 Oo 

0\ 01 01 
ôÂ + ¿A' + 5 V = 

()2 A t)2 A O2 A 
OA' ' OX'OA" ' 0A"0A ' ' 

Ces équations équivalent à six conditions distinctes. 
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S O L U T I O N D E L A Q U E S T I O N 1 5 9 0 ; 

P A R M . L E C A P I T A I N E B A R I S I E N . 

A chant le lieu des pôles d'une droite D par rapport 
à un système de coniques homof ocales7 trouver le lieu 
des points de rencontre de D et de A, lorsque D pivote 
autour d'un point fixe. (H. V A L D O . ) 

1/équation générale d'un système de coniques hoino-
ibeales est 

./•'2 v-( , ) h- r I . 
« V A 1)2+A 

Soit 

/ X r Y 
Î2) \ i: ' 

l'équation de la droite D. 
Cherchons d'abord le lieu A des pôles de la droite D 
La polaire d'un point ( X , Y) a pour équation 

7o x ^ yY 
(3) • " 

a l _+_ A h2 -h A 

Identilions (2) et (3) , il vient 

\ \ = a*-h A. 
B Y = H 2 -V- A . 

En éliminant A entre ces deux relations, on voit que 
le lieu A est une droite 

( I ) \ \ — B Y = a*- h*-= rK 

perpendiculaire à la droite I). 
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Si la droite D pivote autour d'un point fixe (a, on 
a la relation 

(5) A p - t -Ba = AB. 

Pour avoir le lieu des points de rencontre de D et de A, 
il faut éliminer A et H entre l'équation (5) et les deux 
suivantes 

(6) A y B x — AB, 

(7) A x — B y ^ = c * . 

En retranchant (5) et (6), on a 

A(y — P ) - f - B ( . r — a) = o. 

E n c o m b i n a n t cette d e r n i è r e é q u a t i o n avec ( 7 ) , on en 

Lire A eL )] 

^ _ c-(x — g') |( — c-( y — 3 ) 
x ( x — a ) -H y (Y — fi / ( ./' — a ) -T- Y (y — fi ,) 

En portant ces valeurs de A et Bdans l'équation (5), 
011 a pour l'équation du lieu 

( [ix — xy)[x(x— a ) + / ( / — t3) ) -f- — oc )(y — ¡3) = o. 

Cette courbe du quatrième degré est une strophoïde 
oblique ayant le point donné pour point double et son 
asymptote parallèle à la ligne joignant ce point au 
centre des coniques. 

L'équation de cette asymptote est. du reste, 
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