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POTENTIEL D'UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE 011 COMPOSÉ DE
COUCHES HOMOGÈNES CONCENTRIQUES, DONT I I DENSITÉ
VARIE DUNE COUCHE A LA SUIVANTE ;

Pui AI. A. ASTOR.

I. Considérons deux surfaces fermées S et S t homo-
thétiques et infiniment voisines. Soient O le centre
d'homothétie, v le volume de la couche comprise entre
les deux surfaces. Un rayon issu de O les coupe en deux
points A et A j infiniment voisins, pour lesquels les plans
tangents sont parallèles. Menons la normale en A à S;
elle coupe S{ en un point B1 infiniment voisin de A t ;
la distance de Bj au plan tangent en A4 est d'ordre su-
périeur au premier, et, si nous appelons dn la dis-



( ,33 )

tance AB,, nous pouvons la supposer égale à la distance

des deux plans tangents. Dès lors, P étant la perpendi-

culaire menée de O sur le plan tangenten A, nous au-

rons

dn = P — ,
/*

—- étant le rapport constant jrr-*

Si nous considérons sur S des points infiniment voi-
sins de A, nous voyons que la longueur dn en ces diffé-
rents points demeurera constante, aux infiniment petits
d'ordre supérieur au premier près. JN'ous rappellerons
Y épaisseur normale de la couche au point A. Ceci posé,
soient dn un élément superficiel de S en A et Av l'élé-
ment du volume de la couche, limité entre S, S1? le
contour de dn et les normales le long de ce contour;
nous aurons

Supposons qu'on ait pris des axes rectangulaires pas-
sant en O; nous aurons, avec les notations habituelles,

da = dr dy\JJ -f-pl-\- q'2,

l = = — 7

y/i -H//2— q'1

de sorte que

/ -, i dr

dv — dx dy — (z — p x — qy )-

Si l'équation de S est de la forme

(0 f^,y,z) = ^

où ƒ est une fonction homogène et de degré /«,

z - px— qy



m
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devient, d'après le théorème d'Ruler, égal à yj, et Ton a

d.r dv dr
dv = m

f'z '•

Faisons maintenant la transformation homographique
définie par les formules x = \x', y = [kj ', z = vz', où
),, [JL, v sont des constantes données; l'équation (1) se
transformera en la suivante :

(•2) Q{Tr,y',z') = f(Xx\ ix/,vz') — 1,

(jui représente une surface S' dont les points x\ y1, z'
correspondent individuellement aux points x , r , z de
S. Considérons la couche comprise entre S'et une sur-
face homothé tique S', in uni ment voisine, définie par le

rapport—7-; nous aurons, pour l'élément dv' de cette

couche correspondant à Tel émeut dv de la première.

, m d r' dy' dr m d.r dy dr'

de sorte que
dr'

dv' 1 r'
dv A ;j.v dr

r

Ce rapport étant constant est égal à celui des volumes
des deux couches, et ces dernières peuvent être divisées
en éléments correspondants qui sont dans le rapport des
>olumes des couches elles-mêmes.

Si nous considérons deux ellipsoïdes dontles équations
seraient

. / • ' -

a'1

y-

, y'2



nous voyons qu'ils rentrent dans le cas précédent, en
posant

. a b c
a ' b c

et, pour le rapport de deux éléments correspondants de
deux couches comprises, d'une part entre les ellipsoïdes
d'axes a, b, e, a -\- da, b -f- db, c -*- de, d'autre part
entre les ellipsoïdes d'axes a', b\ c',d-\-da\ b'-hdb',
c'-j- dc\ satisfaisant aux conditions

da db de
a b c

da' db' _ de
a' b' c'

nous aurons
da'

dv' <('b'r' <i b'c' da'
dv abc da bc da

a

II. Proposons-nous maintenant de calculer le poten-
tiel d'un ellipsoïde E d'axes A, B, C, en un point M de
coordonnées a, j3, y.

Nous supposerons d'abord l'ellipsoïde homogène et le
point M extérieur. Décomposons E en couches infini-
ment minces par des ellipsoïdes homothétiques et con-
centriques, et soient a, Z>, c, a -f- da, b -f- db, c -h de
les axes des ellipsoïdes e et e{ qui limitent une de ces
couches*, calculons le potentiel de cette couche. Pour
cela, par M faisons passer l'ellipsoïde c', d'axes a', b\
c', hoinofocal à e, et formons une couche ellipsoïdale au
moyen de ef et de l'ellipsoïde e\ homotliélique à c' et
d'axes a!-\- da\ //-f- db', cf-\- rie'. Sur e prenons l'homo-
logue M' de M; soient u la distance d'un point D' de r à
M, it' Li distance, égale à //, de son homologue D sur <*



à M'} p étant la densité commune des deux couches v et
v\ nous aurons, en appelant d\ et d\' les potentiels de
v en M et de v' en M',

Ju o c da

d\'=

dX = o

Pour avoir c/V, il suffit donc de calculer d\' et de le

multiplier par le rapport , des volumes des deux

couches.
Le potentiel d\f étant indépendant de la position du

point M' intérieur à la couche e\ nous pouvons le cal-
culer, et c'est ce que nous allons faire, en supposant le
point au centre même de la couche. Calculons le poten-
tiel de l'ellipsoïde e' au centre O. Considérons un cône
infiniment délié de sommet O et d'ouverture dco dont
une nappe coupe e' en D'. Soient .r', j ' , z', u1 les coor-
données de Df et sa distance au centre. Le potentiel de
la nappe est

s i u du (ko -=. 'J f/(o — •
' . o ' 'x

Si n o u s p o s o n s

x' — a' cobO, y' = a «in 0 c o ^ , /•' = a' sin 0 sin 6,

n o u s p o u v o n s faire

<!o> = s iuO dO d^\

d'autre part,

U'~- cos^O

b'-



le potentiel \ ' de e! est donc

° / sinOi/O

X

En posant eosQ = ^, on peut ramener immédiate m ent
cette intégrale double, par un calcul connu, à la forme

ƒ / / / 2 _ _ r t ' 2 \ 2 /

)2( I H-^"2)2

Le potentiel \ '-f- dV' de l'ellipsoïde e',, liomothétique à
e', s'obtiendra m remplaçant, dans la formule précé-
dente, les axes <?', //, c' par (MÎUX de r/̂ , et, comme
b'c' b'-—a'2 c'2—a'1 ,

' n— n c cliaiierent pas, on voit que

rAr'— 9.7:p —7- <irt'2
1 a '-

a'2 / \ a'2

Pour avoir JV, il suflit de multiplier d\f par -:, , . , <1 l * b c da
et, comme da'1 = •>. r/ <7<?', on voit que

/;r /̂a /^ dv

r'2—r/'2

ö — v 2 ( IH ô— v2

Faisons le changement de variable donné par la for-
mule

v u
a a

remarquons que

b'~—a'2=b2—a-, c'2—#'2 = c-— a2,



('t

il

posons,

/>2 _ «2

a *

vient

comme

1 * 2 -

A2

c

A «

est

(

r
238 )

usage,

c2 — cr-

= Jrp ̂  / " ^ _

«/0 ( i - r - À 2 M 2 ) 2 ( I - 4 - À ' 2 u ' 2 ) 2

HG

Le facteur /\~o —^ est é^al à -ry ' ^ c^a11^ ^a masse de E

Remarquons que a! est donné par l'équation

î̂ + t ,
a'1 ct'2-f- b'1— a- ((''2-ï- c'1 —

que Ton peut écrire
*2 ?' Y 2

( ( I -f- X2 - 7 - - r I 4 - À ' 2 -7-,

Si donc nous posons -, = «, nous voyons que

02
7 2 = ?^2 a - H - . ,

|

r "

, / 0 (

1 -h A 2 U2 /

Si nous appelons A', B', C' les axes de l'ellipsoïde ho-

mofocal de K (jui passe en M, // variera de o à —,, de sorte



que
A_

. A '

V —

X

0

/ _ _.
,y0 (i-t- X2^)2(n-)/2^2) '2

Intégrons par parties et remarquons que, pour u = y,»

/ 32 v 2 \1 expression u2 ( z--\ -c-—- -\ I
T̂-—- ) devient t'cale

à A2^ il vient

2 A3 j 0 L

A |

A2-

rju_

( i - I - X 2 M 2 ) 2 ( l - h X ' 2 w 2 ) 2

Supposons maintenant l'ellipsoïde, non plus homo-

gène, mais compose de couches homogènes; le potentiel

de la couche e, de densité p, peut s'écrire, v étant le vo-

lume de l'ellipsoïde,

rfv = - :-3 ? d
A3 r
:3 ? d [« f» H- — £ L _

2 A 3 r L \ T •+- A u

p étant ('onction de a ou ^L> ; posons

ou

[ / ^̂>

\ I -f- À2 W2



la fonction » se déterminera par une quadrature, et
nous aurons

v = I L r rfo L . (

< / Î r

Intégrant encore par parties, nous trouvons immé-
diatement

r/?/

formule qui comprend la première quand on suppose

<p(a2) = pa-, p étant la densité supposée constante.

Pour avoir les composantes de l'attraction de E sui

xM, il suffit de calculer —-? -TQ-? -T- et de les multiplier
7 ()z c)[3 f̂Y l

p a r le p r o d u i t ƒ*[* de la c o n s t a n t e de la loi de N e w t o n et

de la masse de M. Or V dépend de a, [J, y pour deux
raisons : d'abord, parce que ces quantités entrent expli-
citement dans le terme

I - 4 - A -II'2

puis, parce qu'elles entrent implicitement dans la limite

supérieure ^ de l'intégrale définie, c

tion de a, [3, y donnée par l'équation

supérieure ^ de l'intégrale définie, car A' est une fonc-

\'i ^ A'* + m — A * A'2-+-(.;Î — A -



)

mais la dérivée de l'intégrale par rapport à —-,, étant ce

que devient la fonction de u qui multiplie du sous le

signe ƒ quand on y remplace u par --,, s'annule; car

1 I { 1 -h- y * 7/2 i -u /J2ltt ! J

devient, par celte substitution,

En remarquant que

I — A2 U2 L À - / / - /

d U~ ( I'1- -
I — A2U2 I — A'-U2;

on trouve donc

X = - -

*—*?r—-i^—v
. / h -4- A^lC2 )'2(l-'r- A'*U2 y2

/ o
A

p

— A2U-

ir2

i

) - (

du

I - h X'2/<
1

r- ) '2

rt »I T *» ( I ^ ^ 1 j / * I I " / " "

A

3 v f* ou2 du

Ce sont les formules connues.
Les expressions trouvées, dans les deux cas, pour Je

potentiel, supposent le point M extérieur à l'ellipsoïde;
il est facile de voir que, à condition de remplacer la li-
mite supérieure par l'unité, elles subsistent quand le
point M est sur l'ellipsoïde ou à son intérieur. La chose

Ann. de Mathémat., .3e série, t. VIII (Mai 1^9). 16



est évidente quand M est sur l'ellipsoïde. Supposons-le
intérieur^ par M faisons passer l'ellipsoïde homothé-
tique; soient A n B4, C< ses axes; le potentiel V se com-
pose de la partie constante V1 correspondant au volume
compris entre les deux ellipsoïdes et du potentiel V2 de
Tellipsoïde A1 B< C4.

Supposons la densité constante ] le même raisonne-
ment servirait dans le second cas. Nous avons d'abord

\ i - ~xj f « da

(I !- V-H 2 ) 2 (l -f- À'

de sorte que

C. Q. F. D.

L'équation générale des surfaces de niveau a Tune des
deux formes

f
A_

A' ^

= const.,
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f
A

Y 4

du
X Y — const.

Si la surface doit passer par un point extérieur, A'est
une fonction de x,j\ z déterminée par l'équation

,r2 yi -1

\'2 ' A'2- t-B2_A2 ^A2-+-G2— V2

Si elle doit passer par un point situé sur l'ellipsoïde ou
à son intérieur, la limite supérieure doit être remplacée
par l'unité. Dans ce cas, les surfaces de niveau sont des
ellipsoïdes, si la densité est constante; mais il n'en est
plus de même si elle est variable. Elles peuvent être
algébriques ou transcendantes. Si l'on supposait, par
exemple, rf(a2) = À(a2)2, les surfaces de niveau se-
raient, comme on le voit, du quatrième degré.


