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SUR LES EQUATIONS RECIPROQUES;
Par M. Cu. pE COMBEROUSSE.

1. Soit ’équation algébrigque quelconque
| gebrique g |
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La transformée en - de celte equatlon est
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z étant supposé diflérent de zéro, multiplions les deux
membres par 3™ et renversons ordre des termes; nous
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aurons
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On obtient done la transformée en - en échangeant dans

la proposée les coefficients des termes également éloi-
gués des extrémes.

. . » 1

Pour obtenir maintenant la transformée en — 2 de

I’équation ¢(z)= o, il suffit de changer z en — z dans

le résultat précédent. L’équation de la nouvelle trans-

formdée est ainsi :
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Suivant que m osera pair ow impair, on changera dans
le second membre les signes des termes de degré impair
ou pair. De cette manicre, le premier terme du second
membre aura toujours le signe ~, et le facteur (— z)™
du premier membre sera toujours remplacé par z7. On

. . 1
aura donc finalement, pour la transformée en — -,
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2. La derni¢re transformation effectuée conduit na-
turellement & Véwde des équations réciprogues de se-
conde espece.

On peut appeler ainsi toute équation ¢(z) = o dont
les racines, au lieu d'éwre simplement réciprogues, sont
réciproques et de signes contraires. A unc racine z == a
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répond alors une autre racine — I'— 1 etle produit
F4 a p

des racines conjuguées, au lieu d’étre égal a 1, est égal
a—I.

La théorie des équations réciproques de seconde
espece est tout a fait analogue a celle des équations ré-

ciproques ordinaires.

3. Si I'équation ¢(z)=o0 a ses racines réciproques
et de signes contraires, elle a les mémes racines que sa

. 1 . . )
transformée en — —. On a donc identiquement, en dé-

<

signant par % un facteur constant approprie,
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c’est-a-dire
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Il en résulte, en rapprochant les égalités extrémes,

;’:T::)\—tl ou A2— -,

>

On a donc les deux solutions
A=t et A=
La premiére conduit aux conditions
Ag= 1S A, Ay= Ay, Ay— ~Ap—o, cees

la seconde, aux conditions

Ao:'i:l.Am, A’::iA["—jy .AzZA': iAm_z, R
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Mais on peut ramener les équations considérées a un
type unique, en remarquant que les seules racines qui
paraissent sc correspondre @ elles-mémes sont données
par la relation

¢ est-a-dire

Admettons donc que I'équation 9(z) = o nc posscde
aucunc racine égale a + { ou a — £, et reprenons Uiden-

Lité
]\
(1) ?(;)—)\:."lc‘;<—~)-
N . . . i .
En y faisant z = —+ £, on a, puisque — ; =+
(”) o(¢) = 2(D)m o (¥);
en y faisant z = — £, on a également
(3) o(— &) = M=) ¢(— ).

©(¢) el g(—1) élant dillérents de zéro par hypothese,
on a, en multipliant membre 4 membre, les rela-
tions (2) et (3), et en simplifiant,

1= A%(— 2y =2 ou A=1.

Si I'on remplace maintenant % par cette valeur, dans la
relation (2) par exemple, il vient

o(i) = “()™g(i) ou me=

ce qui exige que mesoit pair.

Par suite, lorsque Uéquation réciproque de seconde
espece ne renferme aucune racine — i ou — i, la solu-
tion ). =t i wexiste pas, I équation est de degré pair,
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et les coefficients des termes & égale distance des ex-
trémes sont ALTERNATIVEMENT e’gau:r et de méme signe
ou égaux et de signes contraires.

Supposons maintenant que I'équation ¢(z)=o0 ad-
mette des racines -+ ¢t — Z, ¢t mettons-les en évidence
en écrivant

6(35) = (5 — )P (3 + )7 f(3).

L’équation f(z) = o n’aura, par hypothése, aucune ra-
cine égale & 4-iou a — 1, ct elle renfermera les autres
racines, conjuguées deux a deux, de I'équation ¢(z) = o,
supposée réciproque de seconde espéce. L’équation
f(z) = o sera donc clle-méme réciproque de seconde
especee, et elle remplira alors les conditions que nous
venons d’énoncer.

Or, il est toujours facile de débarrasser préalablement
I'équation considérée des racines == i qu’elle peut avoir.
En substituant + ¢ ou — i dans le premier membre de
I’équation, on voit facilement si le résultat obtenu est
nul; et, dans Iaffirmative, on n’a qu’a diviser ce pre-
micr membre.par z —1i ou s+, pour supprimer la
racine correspondante.

Au point de vue de leur résolution, il est donc
permis de ne conserver, parmi les équations réciproques
de scconde espéce, que celles qui sont de degré pair et
dont les coefficients également éloignés des extrémes
sont alternativement égaux et de méme signe ou égaux
et de signes contraires.

4. Le type de ces équations est

Agz2n A s2n—1 Ay z2n=2_ L Ayz2n-3
4~ Apsni o —Agz3 A2 — Ajs 4+ Ag=o0.
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chaque COUP]E de racines conjuguees ((Z et — ;) conduit

4 unc seule valeur de u qui est (\a —_ é) En éliminant z
entre les équations (4) et (53), on obtiendra une équa-
tion en u de degré moitié ou de degré n.

Rapprochons dans le premier membre de 1'équa-
tion (4) les termes également ¢loignés des extrémes,
apres avoir divisé par z”* les deux membres de 1'équa-
tion. On a ainsi

' - Ay <~'""3— ”‘“3> .. = 0.

Il ne reste plus qu'a calculer en fonction de w les bi-
némes

1 1 1 T

J— gn—1_ . sn—2 - gh-3 . “ae
o’ s’ ” + sn-27  © Zn-3’ ’
ou les signes - et — alternent. Pour ecla, nous aurons
recours a la relation géndrale

Sken L> B Ly S PSS B
s, F Tkt k1

ou l'on doit prendre ensemble les signes supérieurs et
les signes inférieurs.
11 en résulte done

1 1 1
gh+1 -t — | =k — i h—1-4- .
(7) BT o = <~ = ;k> u - <z o z’l‘*‘)

En prenant alternativement les signes supérieurs et les
signes inférieurs, cette formule doune 'expression d’un
binome quelconque en fonction de u, a Iaide des va-
leurs des deux binomes précédents. En partant des deux
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binémes z — - = uet 2°4- — =2, et en faisant succes-

sivement k=1, 2, 3, 4, ..., nous aurons

T I T
s?+3:<; —~_> u+(z°+ _—0>:u‘2+2,
I 1 I
;3—§=<z2+;>u—i—<; ——;> =ud+3u,
1 1 1 )
St — = (B — S Ju+(22+ 5 )=+ 4uty 2,
* I " T T
- — = (S (B — s ) =w+S5ud+Su,
z 3 z3

11 est évident d’ailleurs que ces binomes sont bien ceux
qu'on a a calculer; car, le premier terme de 1'équation
donnée étant supposé toujours positif, el les racines
conjuguées deux a deux ayant un produit égal 4 —1, le
dernier terme est alternativement négatif et positif dans
les équations successives du deuxi¢me, du quatriéme, du
sixiéme, du huitiéme, du dixiéme degré, ... qu'on peut
avoir a considérer.

On voit que I'équation en u sera bien de degré n.
Quand on l’aura résolue, les racines de I'équation en z

= u,

ISR

seront fournies par la relation générale z —
¢’est-a-dire par ’équation du second degré
(8) 32— uz—1=o,

dont l¢ produit des racines est, pour chaque valcur de
et comme cela doit étre, égal a — 1. Ona

zti/u2+4
-
2

S =

et les n valeurs de u conduisent ainsi aux 2n valeurs
de z.

Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Janvier 188q.) 3



