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( 459 ) 

SUR L'ANALOGIE ENTRE. LES FONCTIONS ELLIPTIQUES 
ET TRIGONOMETRIQUES ; 

Par M. J. DOLBNIA, à Nijni-iNovjîoroil. 

1. Nous nous proposons de rechercher les fonctions 
transcendantes qui satisfont à l'équation 

/ . . "( u -!- «1 T(u — a) . . (i) - ) - o(a) — ii(ll). z- u z'u 

Nous distinguerons deux cas : i" lorsque o ( u ) a deux 
périodes (l 'une réelle ÎW, l'autre imaginaire a<>>'), et 

lorsque <j>(u) a une seule période réelle 2 0). 

Premier cas. — Soit 

o( U -H •/<!)) = o(tt), o(lt -t- ato') = <i(tf). 

En transposant les lettres a et nous aurons. 

, z(u (i)-.(a — u) (a> " - =•<?(«),-?(")• • 

En comparant ( i ) e.t (••'-), nous obtenons 

-Au — M ) — — - . ( U — A ) , 

c'est-à-dire , 

d'où il suit quo ^( 't) est une fonction impaire de l'argu-
ment u. 

Supposons 
litn( u — a) — o. 

alors 
. . T ( ' « - ( - « ' ) C ( H —II)' lim - — « ; 

donc 
lilll | 7( M - " ) |„ „ - (I, 



( 4'io 
c'est-à-dire 

En posant 
x(l>) = o. 

a = a -f- a/M 10, 

où m esl uu nombre entier, nous avons 

... '.(•xii ~ •>.mm)-.(,f.i>iM) _ 
'.-(a -l- ';.M(ij)I!a 

SI " ( " ) est une fonction liolomorpbe dans toute I e~ 
tendue du plan, de l'équation (3 ) nous aurons 

?(a//t<u) = o. 

D'une manière semblable, nous trouverons 

t ( ni' to' ) = o ; 

par conséquent, tous les zéros de la fonction ~(u) soi'1 

compris dans la formule suivante 

( ,J ) i i = î m i o + 2 m'tn', 

où m et in1 sont des entiers arbitraires. 
De l'équation ( i ) nous aurons 

-c(u-hrr) i(u — a) <f(il) — &(«) 
u— a u— a 

Kn posant ici 
liin((t — a) — o, 

et en rappelant que les deux fonctions x{u) et f(n) J01 ' 
vent avoir des dérivées, uous obtiendrons 

La constante ":'(o) esl une quantité indclerinî»i(}t!' 
Mous prenons donc 

alors 
'.(•Ml) 

' -.••un' 



( 4<H ) 
De là il suit que le développement île la fonction liolo-

ttiorplie " ( « ) , suivant les puissances ascendantes de l'ar-
gument, commence par la quantité u et aura la for/ne 
suivante 

~(u) u -+- aj u3 4- a. «i5 -+-.... 

Il est facile de constater que les infinis de la fonc-
tion »'(w) sont les solutions simultanées des deux équa-
tions 

x(iu)-a, -Hu)=-. o; 

donc f ' ( u ) devient l'infini pour toutes les valeurs de 
l'argument renfermées dans la formule 

u = mto -h m'tu', 

où m et m' sont des entiers pairs. 
Les zéros de la fonction o ' (u ) sont les solutions de 

l'équation 

'(0.11) - o; 

si l'on y ajoute l'inégalité 

D'où il suit que les racines de l'équation 

ç ' ( u) — o 

sont définies par la formule 

« = ( a m - 1 - I ) « J - h ( a / M ' - + - i ) ( u ' , 

où m et m' sont des entiers arbitraires. 
Ainsi, dans l'intérieur du parallélogramme élémen-

taire (ao), ''.(•)'), la fonction <s'(«) a trois zéros 

(O, '!)', m -t- 'u' 

et un seul infini 
11 — o. 

11 est facile de prouver que cet infini est triple. En 



( \62 ) 
efl'et, de la formule 

o ( u ) = ——-, 

il ressort que, u étant infiniment petit, la partie prin-
cipale de o'(ti) est 

•>. u •.'. 

u'" " a5 

Ainsi »'(") est. la fonction meromorphe doublement 
périodit/tie du troisième ordre. 

En faisant dans l'équation ( i ) 

l!m u = o, 

nous trouverons que la partie principale de ç>(«) sera 

i 

par conséquent, 
lini [<p ( it )|„-u = y-. 

D'où il suit que tous les infinis de ' f ( « ) sont renU'i'" 
mes dans la formule 

u = •>. ni (u -+- a ni u>, 

où ni et m' sont des entiers arbitraires. 

A l'intérieur du parallélogramme élémentaire 

(sw, '/tu'), 

la fonction ' f ( « ) a un seul infini 

et cet infini est double. D'où il suit que <f(n) a à l'ii'" 
lérieurdu même parallélogramme deux zéros ( ' ) . 

( ') IIIIKIT cl lioryn.T, 'l'ht'inir des foiiclitiiis ftti/ilii/iicx, |>. a-'l1 • 
• K-p. 



( 1<i:5 ) 
11 est i-vident que » ( « ) est. lu fonction inv/onior/ifit; 

doublement /xiriodii/uc du deuxième ordre (1 ). 

2. Nommons 

o(tu) = «|, <p(co -I" II/) — f?2, &(">') ~ C3> 

fit considérons les propriétés dos binômes 

(<iu— ), (<iii—t'2), (ou — c-,). 

Le zéro du binôme ( s h — e , ) est 

il — (o ; 

la même valeur de l'argument annule la fonction 

donc la fonction 
(<ÏU — t-| ) 

a à l'intérieur du parallélogramme (ao>, 'i(o') un seul 
zéro 

H — «i, 

et ce zéro est double. En outre, il est clair que 

0 II — fi) 
a un infini double 

Il — o. 

Par cette raison, le produit 

(?) (<s u — )(ou - - «i)(<P'< — 

a trois zéros doubles 

Il = (tj, // -- (O 1- (1)', Il = lo', 

(') /biit., p. 107. 



( m ) 
et un seul infini sextuple 

ii — o ; 

par conséquent, ( 7 ) est une fonction méroniorphe, dou-
blement périodique du sixième ordre. 

La /'onction 
(<?'«)2 

possède ces mêmes zéros et ces mêmes infinis; par coït 
séqueiU, 

( ç' 1/ )' — A ( o 11 — I.'|)(ish — c. )(<f 11 — r3) (1 ), 

où A est la quantité constante. E11 choisissant et, est 
de manière que 

<?i -+- t2-t- e-i — o, 

nous parvenons à la fonction j j (h) de M. Weierstrass, 
définie par l'équation différentielle 

(]>'")*= f i '3» — A'iP" —AS-

3. A l'aide de cette équation et du théorème d'Ab<'l 
relativement à l'addition des arguments, il est f'aci!e 

d'employer les doux formules suivantes, 

[>(/'-+- (/, ) -h ptl -i- l)Hi — ~ ( ——C-i i l ) , 
J J 4 \ J1" — j' "1 / 

où 

En posant. 
M| — (1), 

(•) IlmoT cl HoiiQi'kt, Théorie des fonctions e/liptii/ues, p. :|/rJ> 
1 K7.S. 

( ' ) ll.w.riiKX, Traité dus fonctions el/i/ttit/ncs, t. I, p. JI), 
iKNfi. 



( 4«'» ) 
nous aurons 

I J! Il (8) Ç(li) II ) >> -+- Ç<"(U) -H J)W — e I 

Occupons-nous maintenant do la détermination de la 
fonction holomorpho t ( h ) , <|iii satisfasse à l'équation 
transcendante 

t ( « -h <t:)t( U — ri ) _> ._£_ — |>(<7) — n( « ), 

En y supposant 
</ — (0, 

•>ous aurons 

t ( io -+- u ) - ( io — u ) 

Les fonctions •:((.» + « ) , t(t.» — u) ont les mêmes 
zéros ; posons donc 

-.ao-t-u) = - ( c ) — n), 
-:(ii -(- •AM)= — -II, 

alors 
t ( «U -t- M.))1 

- Jlll — <•,, 
<l0U 

logx(<0 H- u) — logTH — IdgTIO = i l"K( J> M — '?,). 

Endill'ércntiaut cette équation relativement à u, nous 
Couverons 
(g) t'(w-i- u) _ -Jji _ t p'tt 

r(o) •+- u) - u a J)"— «i 

Les équations ( 8 ) et ( 9 ) donnent 

Ç(„, u) - — Ç ( w ) ; 

T ( CU H ) ~.tl 

d'où il suit que les deuv fonctions 

« » / s 
_ ,, Ç ( « ) 

Ann. île Mathnmnt., > série, I. VIII. (Octobre iSSy.) 3o 
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peuvent dilVérer seulement par une fonction linéaire de 
l'argument, et par conséquent supposons 

= Ç (il ) + î2l( -+- S. ^Il) 

Mais ~ est une l'onction impaire de l'argument! d° , , ( ' : u 

£ 
et nous aurons 

u 

( u -t- (u ) 

par conséquent 

— lu -+- •}. oc u. -.u 
V( « -1- 10 ) = ; ( « -t- eu ) •+• * m -+- a o»d, 

doue 

2ÏOJ =: — Ç((U ), ia = — ------ : 

T(m) <» . . . . HÇ(W) -,— = OCT( u) = Il u) — —: ~.(u) Ou h v ; ' (U 

La fonction <t(n) de M. Weierstrass se définit par ' t " 
quntion 

II) - Çfll), 
d'où 

- • it' Ç KO, 

La fonclion - : (II) diffère de la fonction 2 » I ( H ) (1<; 

cohi seulement par le facteur constant ( ' ) . 

•i. Deuxième cas. — Supposons que dans l 'éqi ' a l l°" 

-(ii-t-f t)-.(u-a) 
—-„—• -,-••„• "V = <i( Il — o( « ) -.H u )-.'•{(!) • 

, Ogli. 
( ' ) IlAt.l'llE.v, Traité îles fondions elliptiques, t. I, p. J>1 > . 

ItinoT et Bohuuiit, Théorie des fonctions rtti/itir/ues. |). V'"' • 1 ' 



( -1(i7 ) 
'a fonction o ( u ) ail une seuleet unique période réelle 
''ar celte supposition, nous passons dans le domaine des 
'onctions trigonomélriques. Jl est facile de constater les 
propriétés suivantes : 

<t. La fonction " ( « ) esL impaire et <f ( » ) paire. 
!>. Les zéros <le " ( « ) sont renfermés dans la formule 

<>ii m est un nomltre en lier arbitraire;. 
<•. Ku posant 

"'(") ~ i. 
"nus aurons 

d'où il résulte que les zéros de la fonetion"<p'(</) sont 

(,t les infinis sont 
Il = ( JlIII -I- l) - i 

•J. 

d. Comme t(<>) o, = o, t ' ( o ) = i , la fonc-
tion •:(/<) a un maximum pour la valeur de l'argument 
•'enfermé dans les limites 

O < U < T, 
d'où il suit, que 

- Y - ) < ». 

Donc, d'après la continuité de " ( « ) ' concluons 
qin-

- ( - -4- Il ), ~.(r. — Il I 

°'it des signes contraires. D'autre part, ces fonctions 
sannulant toujours pour une même valeur de l'argu-
ment, nous pouvons supposer 

- < — m \ -[T.--,- Il I. 

1 
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où A est une constante négative. Supposons A = — 1 < 
alors 

•:(«-+-a*) = t(H). 

c. Prenons maintenant l'équation 

- ( a « ) 
k(«) 

Pour la valeur infiniment petite de u, la partie princi-
pale de <f'(") est 

•t. 

par conséquent, si u ^> o , nous aurons 

1 i m ( <f ' ")u-o = — 

P o u r f i = ^ > la (onction '•?'(«) devient égale à zei'0' 

d'où il suit que, dans les limites 

«1 < N < - i 

notre l'onction reste négative. 
Par cette raison, 

et comme T(U -+- an ) et t:(TÎ — ait) ont des signes coi'" 
traires, nous aurons 

Ainsi la fonction <?'(«), dans les limites 

- <n < 

l i l 



( 4(iy ) 

«este positive. Par conséquent © ( « ) , pour it = 

atteint le minimum. Pour la valeur u infiniment petite, 

la partie principale de; a ( « ) est : donc 

lim(<p »/),,. o~ -h 

Supposons le minimum de tp(//) = m, alors 

he devient jamais nul pour les valeurs réelles (le l'ar-
gument. 

f). Nous considérons les deux fonctions trigonomé-
triques 

<-'t 

f(n)~( o u — m -t- i)2(t3 u — m ). 

Kntre les limites O < Il < T, 
'es deux fonctions ont un seul infini it = a sextuple; 

F"((/) a un zéro double rette même valeur de 

l'argument satisfait à l'équation 

o(u) - - ni — o, 
<!t, comme 

(ou — m) — o'(it ) 

"'annule pour la même valeur de l'argument, nous con-
cluons que f(u) a le zéro double 

r 
/ / — -• •t. 

«Mire les mêmes limites. Les deux fondions l''(rô, f\it) 
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possèdent une inème période, et, par conséquent, 

K(K) = A <?(«): 
la constante A est arbitraire. Posons A = 4) alors 

(iïu)'- ;\(ou — //( -I- l)J(o« — m), 
'f'(it) — — -à(o u — m + I)Y/<p M — m . 

l'osons o(u) — x, alors 

^ — — ••>.(.'£• — m H- — m, 
d u ... 

— /« -t- i)\/j- -•- «i 

- - i - c. 
• m H- i ) <Jr — m 

Mais, pour x. = » ( « ) — w, nous aurons 

donc 

ii -

dr 
•>.(x — m + Oj/t—M 1 

En faisant y/j: — m = nous aurons 

r — m - h p , ilx — a? r/;, x — m -f- i = r -+-

- — u — f --^Vr ~ arctnncy'37 — 
. 'o ' + 

v't — m — col (/, 
x — m -t- eut1 M, 

« ( « ) — «i rot' M. 

m 



( ) 
l'ar conséquent, nous aurons 

-.(u ->r a)-Ju — a) — —i-i = cot'rt — roi5//, t*(//.)T !(«) 
-.(u a)x(u — a) _ sin (// -H u) siti (u — n) 

z-u-.^a sin5// sin'rt 

d'où il suit que 
-.(u) — siti u, 

<1 . 
-7- loiir-ft — cot.//. 
du 

si in si l'analogue de j )(//) de M. TVeierstrass est. 
(m •+• col 2 / / ) , l'analogue de~C,(u) est. cot//, l'analogue 
de 3(u) est situ/. 

0. De tout ce qui précède, il découle naturellement 
<\u<iVé</uation à trois termes ne peut pas être considérée 
toinmi! caractéristique pour les fonctions elliptiques, 
^ar elle s'étend facilement aux fonctions trigonoiné-
ti'iques. En e(!ét, en posant 

col ' « = A, col'A = B, 
nous aurons 

sin(rt -H b) sin(rt — b) _ JJ _ ^ 
sin3« sin2 b 

De l'identité 

(B — A ) ( D — G ) - t - ( B — C ) ( A — D ) - H ( B — D ) ( C — A ) = o, 

'1 découle l'équation 

sin(a •+• b)sin(a -• b) sin(e 4-f/) sin(c — d) 
-I- sin(c H- b) sin(e - - b) sin(</ — ci) sin(r/ -\-a) 
-+- sin(d -+- b) sin(// — b) sin (a H- c) si n (<•/ — c) = o, 

qui n'est autre chose que Vêt/nation à trois termes, 
caractérisant les fonctions trigonomélriques aussi bien 
que les fonctions elliptiques. 


