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est ainsi démontrée rigoureusement; il faut supposer X 

compris entre rir ^ • 

;!. On peut obtenir d'une façon analogue le dévelop-
pement 

i i . t . , i . -- :r — - si il %r — •- Mil i ;r -h - sinfi.r — •x > .| <> 

On déterminera d'abord une expression 

'I',, ( ,r)~ ttt si il i.r -4- « j si il i x -I- . . . • i- <1,1 *>» " -ri 

par la condition que le développement de M'«(a:) soit c ' e 

cette forme 

'!•„(./•) - r -i- />„' ' -t- A» ./-5" <3 -I-.... 

On obtient immédiatement la valeur de M",, (X) 
remarquant que 

M - „ ( > ) - . r 

ne peut tliderer que par un facteur constant tle 

Ç ( sin .r )«' t i r , 

• 0 

c l la suite du raisonnement est tout à fait stîinblable a 

ce que nous venons d'exposer en détail . 

SUR LE PROBLÈME DE CLEBSCH 

(THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ DES CORPS SOLIDES, § 39 A 42) 

PAR M. E. FONTANEAU. 

I . I/équilibre d'élasticité des corps cylindriques ® 
fait l 'objet d'une élude spéciale, à raison tic leur eiiip'"1 
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fréquent dans les constructions et dans les machines. 
l Jarmi Jes auteurs qui s'en sont occupés, il y a lieu de 
distinguer de Saint-Venant et Clebscli. Le premier, dans 
deux Mémoires célèbres, a considéré le cas simple où 
l 'équilibre d'un cylindre résulte de pressions ou trac-
tions appliquées à l'une de ses bases, tandis que l'autre 
est fixée d'une manière quelconque, et il a obtenu par 
le calcul, relativement a deux modes particuliers de sa 
déformation, la llexion et la traction, des résultats im-
portants qu'il a ensuite vérifiés par l 'expérience. 

Clebscli, auquel on doit, dans son ouvrage classique 
Sur la théorie de. l'élasticité des corps solides, une ex-
position remarquable de la question traitée par de Saint-
Venant, s'est ensuite placé sur 1111 autre terrain. L'ingé-
nieur français n'avait étudié que des états d'équilibre 
caractérisés par l'absence de pressions latérales; le géo-
mètre allemand s'occupa précisément du cas où cilles 
existent seules. Dans l 'équilibre d'une plaque plane, 
c 'est-à-dire d'un cylindre de longueur très restreinte, il 
parait avoir voulu rechercher l'elfct propre produitdans 
ses sections transversales par les pressions ou tractions 
appliquées à sa surface courbe cl compléter ainsi dans 
un champ d'études contigu, mais distinct, les travaux de 
de Saint-Venant. C'est sans doute à raison de ce but, et 
peut-être aussi des difficultés du sujet, qu'il a supposé 
nulle la composante normale d'élasticité parallèle à l'axe 
«lu cylindre; mais on peut, sans compliquer les calculs, 
s'all'rancliir de celte restriction. 

D'ailleurs Clebscli a cru devoir s'occuper des condi-
tions spéciales à la surface du corps, sans avoir effectué 
complètement l'intégration indéfinie des équations aux 
dérivées partielles de l 'élasticité. Si ce procédé, quelque 
peu anormal, ne pouvait avoir de la part d'un si habile 
géomètre que des inconvénients médiocres, on comprend 



( /(8o ) 
néanmoins qu'il en résulte une lacune qu'il est néces-
saire de combler, dans l ' intérêt de la question qu'il a 
traitée, sans l'épuiser. 

J e crois donc utile de revenir sur ce sujet pouf t11 

rendre élémentaire, s'il est possible, l 'exposition, en I e 

rattachant à la méthode générale de solution inaugi" ' e e 

par Lamé et, après lui, appliquée avec succès par p ' ° " 
sieurs géomètres français, qu'il est inutile de citer pafc^' 
que leurs travaux ont été publics dans des recueils uni-
versellement répandus. Pour ne pas embrasser un cadf"t! 

trop étendu, je nie bornerai au problème le plus facile 
parmi ceux dont Clebsch a donné la solution, eu sUl*" 
posant nulle avec lui, pour tous les points du corps, la 

composante normale d'élasticité N r (notation de La»»1-' 
et de Franz Neumann) et admettant, en outre, qu'il a y 
ait pas de forces extérieures appliquées à la masse du 
corps. 

2 . Si l 'on désigne par X, l'une des dilatations prindT 
pales en un point ( x , y, z) d'un corps élastique, et pa l ' 
a , , (3,, Yi s e s trois cosinus directeurs par rapport au 
système d'axes rectangulaires O X , O Y , OZ, on a, C11 

général, 

-, [du -, \ du du 

(du . \ • e/i>' (lw 

dv l (h' . \ dv 

(,) du a /dv , Y dw • 

* dw ,, dw j dw . \ 

dit „ dv j dw . \ 



( ) 
OÙ oa(, o|3(, oy, désignent les variations des cosinus 
directeurs de la dilatation principale due à la défor-
mation du corps. 

J e suppose que cette déformation ait lieu de manière 
que l'on ait pour tous les points du corps les égalités 

, . du dtv dw dv ,. div 
( S ) ~<ïï~Jr ~dx = dy+Tz="' ^ + 

ou, ce qui revient au môme pour un corps isotrope, 

T r = o , T x = o , N : = o. 

Par suite des formules ( i ) et des deux premières éga-
lités ( 2 ) , 011 a les équations 

/dit , \ ,, /du dv\ 

( S - x , ) = o ' 

auxquelles ou peut satisfaire de trois manières : 
1" Par le système de conditions 

(4) ~ —X, = o, ai = o, P, = o, Vi = «; 

a" par le suivant 

\dx dy 1 
*i •+• Pi = °> Yi = o; 

3° enfin,en supposant qu'on ait, abstraction faite de toute 
valeur particulière des cosinus, 

, I au , \ / dv , \ ! dv du \1 (du 
\d7v 

dw 
dz -X,=:0> 

Ann. cte Mathcmat., «drift, t. VIII. (Octobre 1889.) 3i 

J11 
la,, 
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J e m'occuperai exclusivement de la première l ' j P 0 " . 

lltèse délinie par les relations ( 4 ) , parce que le calctfl 

montrera qu'elle comprend les deux autres. 
S i , pour la commodité des expressions, on pose 

ox, = A,, — 11,, OY, = C,, 

on aura, par les formules ( i ) , 

... du da> dv rhv ,, 

et, d'après la troisième égalité ( 2 ) , 

(G) = dz •>. n 

il faut, dans ces conditions particulières, satisfaire aux 
équations aux dérivées partielles de la déformation <-leS 

corps isotropes, dans le cas de l 'équil ibre, qui sont» 
comme on le sait, 

1 -, , 1 ( A -t- j*) -h fi Ah — a, < • 

(7) ; <'(,. + - . = <>, 

I . d< 1 | ( A -t- ) -1- An» ss », 

où A désigne l'opération + -+- -j— et 0 la dila-

tation cubique définie par l 'égalité 

; du di> tlw 

De là il résulte 

I (j 'M-11 [du th< I "" 
l " l -t- "•>[<- l 'A'' dy J ' 
1 . d\\ (/li, X V A , 

( « ) < Ai<< — — — — v •• 1- —.— j d.r dy A • ! j. (/. d.r dy \ 
•• jx.y^A, ; ,mx • 

\ - • •>.[>. \ d:t d y ' 

•À 
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( ! l ces expressions, substituées dans la troisième é q u a -
l , ° n ( 7 ) , la réduisent à une ident i té ; on n 'a donc à satis-
faire q u ' a u x d e u x a u t r e s , q u i deviennent . 

| <lx*- dy J 
l. JJ. ( X -4- JJL ) [ fl- U 

- I -

(0) 
X -i- •}. n | dx' 

d'-v I 
dxdy J 

d\t 
-r- - o, 

' d- v d- «> 

-t-dx* dy 
•/(iCX-H |ji) I" d!u d-

X H- -i ji. L dx dy dy 
d M, 
7 / J 

eu vertu des relations ( 5 ) , (G) et ( 8 ) , il vient 

dy 
d\i 
dz~ 

d'z 

rfR, 
dï' 

X (lUi 
X -t- •>. ji dx'1 dx dy 

X 1 d* u d- v 
X -+- J. [i | dx dy dy* 

( ! ti par suite, 

filAi X 
A -I- •>. {J. 

d'- A, 
. dx1 

^Mji = X__ \ d 1 \ L 

dz- ~ X h- •>. jx | dx dy 

f/Ml, I 
dx dy \ 

lt 
dy 

•x |1 
d'.\x ,t. d> \, 
dx- dy2 

d"- H| 
| dx dy dy- J ~~ X -i- v. tx \ dx'~ dy"- J ' 

•i a d'ail leurs par les équations ( g ) , 

, d'- A, X -H |l d- A i d* 1), ' . d>-A, 
d.r- * dyi + — A r- >. |i dx- dx dy Us? 

/Ml , X ± J L ri- A i , ^ n , " di 1!| 
dxi ~dy°- ' X dx dy ' <!y-

( : l) de toutes ees égalités, il est aisé de c o n c l u r e , pour la 
l ^ t e r m i n a l i o u de A, et de B , , les relat ions 

(i 

d* A, d1 A i <"/- A, A, ^ H, 

7 / s » ' "" 7 / 7 T 
- -,—— - i., </x dy 

A, d* II, 
d:' ~ ""' 

X 
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auxquelles on satisfail d'une manière générale en P°" 
saut 

00 

' . [' dot «i, .1 dK Ni . , > 
I A , = [tx + Si + -(*+?)> 

rdto n, , ,1 dK N, v 
= L ^ r + T ( ; r ' + -np + T ( a f 

où n{ et N, désignent des constantes, tandis que w c t ^ 
sont des fonctions de x et y assujetties à vérifier le S 

équations aux dérivées partielles 

di tu d! (0 

di K diK 
dx* 

3 . Des relations ( 5 ) et ( i î ) , on déduit, pour les coin' 
posantes de déformation u, <', iv, 

(12) 

ftfw n, . I -i2 

" ^ L r / i + T ^ ^ j T - dx — (ar-f-'2 

f/lt' 
7/ 
fie r̂ /io ni 

c/u' r du) / i l , .1 

dK. 
<'y 
dK Ni 
dx 
dK N, 
dy •i 

dw 
dz A - I- '2 |JL 

X 
À -t- !» (i 

</«t 

«I 

'u dv 1 

Ni-s • cte dy _ 

expressions où U et V désignent des fonctions àe'x c t / 
à déterminer. 

Pour cela, il faut substituer dans les équations (p) 
les expressions ( l a ) de u et de v; les termes du r é s i l i a 

V 
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°u entrent z- et z se détruisent, et il vient 

... . r ^ u , , J f / s u div 1 

<x H ^ + 7/F J + a< W > [ CTr + I 
— + ? < * + » ] • 

D'ailleurs, par les conditions d'intégrabilité, on déduit 
des égalités ( i a ) 

/ /•> j<'<» « I , si rf'vi 
<x - H . ^ + T < * ^ > J " x [ a * - a g ^ J ' 

j ., Nr<•/(.) .1 , r rfMJ f/îV"| 
( a + T y h — ( x J =-. x | _ + _ J , 

d'oïi il résulte, d'une part , 

et, d'autre part, 

De 

ces deux relations, on déduit encore celles-ci : 

<|ui ne peuvent subsister ensemble, à moins que l'on n'ait 

, f/u (IV X H- a [A 
( , 5 ) ^ + 

n i - » ; 
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supprimant donc cette constante, 011 aura 

(.8) 

tlU t/V 

,1V , / i r 

•T'observe ensuite (|u'ou peut remplacer les eip ,a 

lions ( i 3 ) par les suivantes : 

l ' r / U ! , /*V I 

J r / ' V r / * V l 

. J <'H) '*- V l 

dont la solution générale est donnée par les formulas 

!/. -i-v. :jl[' rlil, 5). ->.-(> u 

(ao ) 
8 ( 1 H-K tir hJ' tir .1 ho, - i -7o 

' H( X - l - ; x ) I " , / j - t/y | «().-+-" 

où Q|, désignent des fonctions assujetties à véril 'c l 

les é(]uatious 

De ces formules, il résulte 

il'LÎ2 il* u, _ 
(lx* rty-

tv>) 

V X - u n I dllj t '/!•>_, 
V " X -H ]xj I tir V(r 

du t/y 
dy 
t/V f/U, r/li, 
il Y tl.r il I I ' A 
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et par suile dos égalités (18) , on a 

tlil, <h.u 
dx tly 
(/Uj 
tîx 

<hi{ 

•1 ( -!- \l) 

r t/lM . 
7 h d - v 

il M , 
7/7 

relations compatibles avec les équations ( a i ) . 
D'après cela, il vient 

(M) 

iio) x r it-n, d- <>, 
Tlx " .f(jT+ JJL) I ~dx- 1 dVdy 

l'in - 1 r 
( i/y 4(X-k~jl)1 dxity 

il'Lï 
'0* 

et, en portant ces expressions dans les formules (1 a), ou 
peut leur substituer les suivantes : 

il'-Q, il* a* 
l/xil) 

( » 5 ; 

/,(). I-;j.) I dx-
1/K N, 

il'-Lli tl-ll, 
Ix tly dy-

tlX 
X 

z -1- lj, 

' J ( X -h \>.) 
r^/K N. 

{ z + y ) s - ! - V 

X . f - H l 
.{(X -1- ) I. <1<: 

N, 
X -t- •>. •>. 

Ni 

,/<>., I 
< i y . I 

Ces expressions, complétées par les valeurs ( 2 0 ) de U 
et V, donnent les formules générales d'intégration des 
érpiations ( 7 ) dans le cas considéré. En effet, la méthode 
qui y a conduit est absolument indépendante de la 
signification donnée, conformément aux formules ( i ) , 
aux quantités A ( , 11, et )>(, et par suite n'est sujette à 
aucune restriction. Néanmoins rien n'empêche d'y 
joindre, avec la signification donnée aux quantités ) . , , 
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A i , leurs expressions 

x _ dw + _ 1 N, s. 
1 dz ( À -i- jj.) L dx dy J ), + î ( i . 

\ - 0 - 1 + d t a « i -1 ~ P î ~ 4( X -H ( X ) I dx^ ^ dx dy\" 

dW N) . . 

„ X f r/»Q, 

dK N, . 

(2Ù)i 

— 1 _ pi~i[dx dyY 

eu désignant par p, , p», p3 les trois composantes de ro-
tation définies par les égalités 

1 / Uhv dv \ 
p l ^ \dy 

• , (du dw\ 
pt = \dz dx)~ 

11 t dv du \ 
p.l = \dx 

La dilatation cubique 0 est d'ail leurs donnée par l 'é-
galité 

du dv e/<r 
, . , dx dy dz 
(V) ' 

X + 2 ' " , " r a ( l + (x)[ dx dy } 
4. PnoiiLKMF.. — Une plaque plane est sollicitée 

des forces de traction appliquées à s o n c o n t o u r , de' 
manière que la contraction perpendiculaire à ses faces 
planes soit partout la même, tandis que chaque point 
du périmètre de la section médiane éprouve un de- ' 
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placement arbitraire assigné d'avance suivant la nor-
ftiale à la surface latérale de la plaque : trouver pour 
tous les points de la plaque les composantes de défor-
iiation et d'élasticité ( C I . K B S C . H , Théorie de l'élasticité 
des corps solides, § X L I ) . 

J e prendrai pour plan des coordonnées . r , y la section 
'nédiane de la plaque et, en la supposant douée d'un 
centre, ce centre pour origine des coordonnées. Pour 
<pu: la contract ion donnée par la première des expres-
sions (2O) soit constante, il faut qu'on ait 

1 j i rfUi dii, .. U 8 ) -7-1 H — = N, = o, <l.r, dy 

et, par suite des égalités (9.2) et ( 2 3 ) , 

/ . dil. diî, dv du , 
('U) ~dx ~~ ~dy ~ dx ~ dy ~ ' 

<-ln désignant p a r a et b deux constantes. S i , de plus, on 
suppose avec Clebscli que les composantes d'élasticité et 
de déformation doivent être symétriques par rapport à 
'a section médiane, on aura de plus 

• ' K = const. 

On satisfait généralement aux relations ( 2 8 ) et ( 2 9 ) 
<-'n posant 

/ , , dii a , h ,, dil a b Uo U , = - . - h - - a r — - V . U. = H v - r — x, dx a ' 1 dv •>.J -x ' 

où Q désigne uno fonction de x et de y fjui vérifie l 'é-
•]Uatiou 

dm d*a _ 
755» ~h 7ly"- ~0' 

<H, par suite, on peut substituer aux formules (af>) les 



suivantes : 
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STà^TJ. )\ x Ih 7 - ^yAT/T-J 
fi X -I- (•) ;<. </U X -H •>. y. 
s r r r i i - ) 8 ( X ~ | T ) " , r ' 

(3.) :s ). -!- ;jt 
»'("/.'-h ;x) 
.1 X o a thi 

(/•y. 
d.r d y 

y 
<lyi 

X -f- •>. n h 
8(X -•<••" >x) dy « 0 + 7 ) ' ' - ' ' 

X , ii' — — .—-.- — riz const. 

Ces formules se simplifient encore si l'on prend 
pour tl une fonction 1JV homogène <lo degré v, et si 1 0 , 1 

observe qu'à l'origine des coordonnées on doit avoir l e s 

égalités suivantes ( C I . K I I S C H , Théorie. (h: l'élasticité des 
corps solides, $ X X I I ) , 

d.r r 

il vient définitivement 

I' : • O, 
c/tt-
d.r - ' 

II' rr: o, 
dw 

(3«) 

•>.< X -I- 9. |J. ) — ( 3 X -S- •}. jv r/!iv 

X - -i >x h 
8(*)r-ih"|T) " r « "'*' 

«(•?• -H-a (i) »•_(3X -!-••«(x)v f/Uv 
«'('). " j l j "* 7/r 

XJ+- a |x /•> 
8(). -i- jx) 
_ _X 

- « y - i - - r , 

X •+• |X \ e / . r dy) a 

Dans le cas particulier d'une plaque circulaire, ^ 
moyeu le plus simple de déterminer les composantes d" 
déformation u, c, t»' conformément aux données du p1'0' 
blême esl d'employer les coordonnées senti-polaires. 

. i 

u — 

Il r- I). 
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l'on pose 

(33) x — p c.osp, f ~ p sin/>, p = - y - , 

il en résulte 
>lii., t/ilv s i m ii dil, —' ^ r.<is/> — ... 

<7i>v c/i>v c(is/i c/t>v - - - — sin/> —j— "i - 7 -
"V <7? p rt/> 

et 

. . r/'t>v c/î Liy I ^-Uv ""Uv 1 
( 3 ; , ) 7/r-T T/f."»"+ ? 7/^r = 

d'où, en faisant 

(XI) pv<fv 

011 désigne 1111e fonction de il résulte 

<3G) p v - , ^ ^ , , ^ ! ^ , , , 

équation dil lcrcnlielh: du second ordre dont la solution 
générale est 

(37) <fv— A.; si 11 v/> -i- llvc(isv/) 

et 

7/7 ~ ? j 7 s in/'?v -i-cos/) • 

D'après cela ' i l vient, pour tous les points du corps, 

l 

X -t- <1 b 

c/'iv 
1 COS/)Ov - si 11 /) - j-

(38 J - ••»(>•-*• ••'•1̂) -(3 X-1-7.|x)v 
n _ 8 ( X - h n ; 

X -I- >. Il . 

X 

v si 11 /-> îpv - i - rus/» 

O. : • I 
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<:l sur le contour de la .plaque, en désignant par v I e 

rayon de sa section médiane, et par N l ' e x p r e s s i o n e r t 

fonction de p du déplacement normal à la surface IateT 
raie de la plaque, 

u cosp -h c sin/> 
_ N _ 2 -t- — ( 3 ) . -+• v>.fi)v v rv-i 

x [ A v S i n v y j -+- B v o o s v p ] -4- a r . 

( 3 g ) { + 

X 4 - 7. 
8 ( 1 + 7 ) • 

Comme on suppose-la plaque pleine et non pas au» u " 
Iaire, les valeurs négatives de v doivent être exclues, et 
l 'on déterminera les coefficients A et H suivant la nie* 
tliode habituelle, en posant 

( 4 o ) 

A v = 8(X + >*) ; ! — r^Nsinv/»'^ 

b„ = 2(X -+- 2|i) — (3X + 2[i) 
—!— f N cosvp dpi vKrv-f J0 

formules à employer depuis v = i jusqu'à v = oo. Quant 
à la détermination de a , on ne peut l'obtenir ainsi, mais 
elle est immédiate, car, si dans l'égalité (3ç)) on fait 
/> = o, d'où il suit v = o, il vient 

/ , -, M X - f - a p . „ . 8 ( X + [ i ) N o 
( i l ) N 0 — —-ar, <1 ou a = — C , 

' 8 ( X -+- (x) À + î j i r 

en désignant par N0 le terme constant de l'expression 
de N en fonction de p . 

La connaissance des coefficients A et B donnera <pv, e t ' 
h l'aide de cette fonction, on aura les valeurs do u'i v•> ^ 
pour tous les points du corps par les formules ( 3 8 ) . 

0 . Pour arriver à la détermination des forces apteS 

à produire ces déplacements, il faut satisfaire pour tous 

les points de la surface latérale de la plaque aux équa-
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lions 

X = N * COS/J -t- T - sin/j, 
(4?) , , . 

Or, on a 

N - + + d*Q, ( 3 X - H > . f x ) u 

4 ( X -H |Jt) d x * ^ 2 (X-+- fX) ' 

_ a ;x(X 4 - 9 . f x ) - ( 3 X + ( 3 X -H ?•(*)[* 

' V - 4(X + ji) + a(X-HK) ' 
T — - + - a l J 0 — ( 3 X -t- '•>. |jQ |-i.v <-/-Qv , 

4(X-H,u) dxdy'' 

et par suite il vient, en ayant égard aux égalités ( 3 3 ) , 

y „ _ 2|-t (X + j > ' n ) ~ ( 3 X + 2 ; x ) h v _ dily 

4~(X -t- |x) 

(43) 
2(X -t- (l) 

v — + ? —(3X -4-a[x);xv , diiy 

et, en passant aux coordonnées semi-polaires, 

• _ a|x(X -f--a|i> —(3X -n.jx)(xv . _ 
4 ( X + |x) ( 

r . . ( 3 X -1- a |j.) fa 

X V̂ c o s p o v — s m p - ç - j -+- — j - a c.o*p, • 

a,u(X +a|i ) (.3X -t- |-t) ,u.v . , 
r . do,A . (3X + % 11)11 

x | vsm/xpv-f- cosp - 7 J -h - t f ^ T a 

On peut ici observer avec Clebsch que, si l'on fait abs-
traction, dans lus seconds membres des égalités ( 3 8 ) et 
( 4 3 ) , des termes où Ggure «) on a 

, ... v du v dv 

ce qui permet de déduire les composantes de traction X 



( 4 9 4 ) 

et Y des coin posantes do déformation u et i'. On a 
d'ailleurs 

ID = X ens/j -t- Y sinp 

_ y » ij- ( x -h « ix ) - < 3 x p. ) ixv v r V_, 
jU 4(,X -i- |X) 

i i • i-. i (3X -4- »u.)ii x l Av sinv/> h- Hv c o s v / ) l + a , 

en désignant par D la composante de traction normale a 
la surface latéral*! de la plaque, et si ou la suppose > 
connue pour les points du contour, on pourra déter-
miner les coefficients Av et Bv par les formules 

A v = — i - < À ± i ! ) _ i r ^ D s i n v / » ^ ' v.(i(X -f- a|i) — (3X -+- a|i)|xv v(v — i 

n = 4(X-t-|x) ' f** UMsvpdp-
v •>. |X(X -+- ajx) — (3X -t- «|i)|iv v(v — J 

Il faut observer, relativement à ces formules, qu 'on .j 
ne peut les employer qu<; depuis v == 2 jusqu'à v = <x>-
On voit en ellet, par les formules ( 4 3 q u e , p o u r v = 
on a 

<!t pour v = o, il vient, par l 'égalité ( 4 4 ) i 

. . . „ (3X -t- a [X) ut 
« » > o ^ r r " ' - . 

en désignant par J)„ la partie constante do la compor 
saute normale de traction. , . 


