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SUR LES ÉDITIONS AUXQUELLES CONDUIT LE PROBLÈME
DE L l DIVISION DES ARCS EN TRIGONOMÉTRIE;

PAR M. CH. BJEHLER.

1. Nous nous proposons de démontrer, par voie pure-
ment analytique, la réalité de toutes les racines des

quatre équations dont dépendent cos — et sin — quand
cos a ou sin a sont donnés.

Nous ferons usage, pour cela, de la proposition sui-
vante :

JJ équation de degré m

\m = (.r -*- \fcï^\)m -*-(*• — /?*"=- \)m = o

a toutes ses racines réelles et comprises entre — i et

Cette propriété résulte immédiatement de la rela-
tion

» V„, — 2 r \ ,„_, -r- V w _ 2 = o,
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qui lie trois fonctions V*, elle montre que la suite Vm,
Vm_M . . . , Vo constitue une suite de Sturm; pour
x — — T , cette suite ne présente que des variations, et,
pour x = 4 - i , que des permanences.

Cela posé, étudions l'équation qui donne cos — , quand

on connaît cos a.

I. — EQUATION QUI DONNE COS—, ÉTANT DONNÉ COS a.

m
2. Nous partirons, pour la former, de la relation

icosa = ( cos h i sin — } -+- ( cos i sin — ) •
\ m m/ \ m mj

En posant
K a

c o s a = A , cos— — x,
m

elle devient

2\=(ir-h/ïrr7)'»_h(^-.v/jrzrI)'»
ou bien

Vw-oA = o.

Soit <ï>(:r) le premier membre de cette équation

*(#)= VW-2V,

d'où, en prenant les dérivées des deux membres,

Désignons par a t , a2, . . ., am les m racines réelles et
inégales de l'équation V m = o et par 6,, 6,, . . - , ë m _ 4

les m—i racines de l'équation dérivée V ' m =o ' , ces
racines sont aussi réelles et nous les supposerons rangées
dans l'ordre croissant de grandeur. Nous allons établir
que ces quantités, qui sont aussi les racines de <ï>/(jr-) = o,
substituées dans $ ( . r ) , donnent des résultats alternati-
vement de signes contraires; d'après un théorème, con-
séquence du théorème de Rolle, on aura ainsi établi que
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toutes les racines de l'équation <I>(.r)=o sont réelles
et inégales.

De l'égalité

on tire

Si donc 6 est l'une quelconque des racines de \'m = o,
on aura

ou bien, en ajoutant,

Or la première égalité donne aussi

à cause de la relation

v

par suite,

et

Or les quantités V,,, (64), V/w(62), . . ., Vw(6m_{ ),
d'après le théorème de Kol le, ne présentent que des va-
riations; mais \m= o a une seule racine entre — i et 6{ :
c'est la racine que nous avons désignée par a1 ; par suite,

v m ( - o . ym(&i)< v„,(S2), . . . , v/w(8/n_,), v,„(-+-i)

ont les signes de

\>n-î (—1),
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On a donc

= 2 ( - l

) = 2;

par suite,
* ( - i ) =2[(-i)"* —Al,

=o.[(_ i)/«-i —A],

1)= a[( - i ) - A ] ,

<î>(-+-i) = 2 [(-4-i) —A].

A étant en valeur absolue plus petit que 1, les seconds
membres n'olï'rentque des variations*, par suite, l'équa-
tion <ï>(.r)=o a toutes ses racines réelles; la première
et la dernière des égalités montrent de plus que toutes
ces racines sont comprises entre — 1 et -4- 1.

3. Cherchons maintenant à quelle condition doit sa-
tisfaire la quantité A pour que l'équation <I>(.r)=o
ait une racine double. Il faut pour cela que <ï>(x)= o
et <I>'(.r) = o admettent une racine commune. Soit a
cette racine, on devra avoir

d'où Ton tire

Mais la seconde équation nous donne

d'où
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II faut donc que A = ±: i pour que l'équation
) = o ait une racine double.
Cette condition est aussi suffisante, car alors

<b(x) = (x-f-

Si m est pair,

Si A = i , la quantité entre parenthèses est de la
forme

o (ce) \ x'1— i,

'f(x) étant un polynôme entier en x; par suite,

<l>(x) = (x*—i)y(xy;
toutes les racines de <ï>(x) = o sont donc doubles, excepté
les racines — i et -f- ï.

Si A = — i, la quantité entre parenthèses est un po-

lynôme entier de degré — ; par suite, toutes les racines

sont doubles.
Si m est impair, nous voyons que les racines 6{,

62y . . . , ëm_i de l'équation dérivée <I>'(.r):=o, prises
de deux en deux, annulent $>(.r), car nous avons trouvé
les formules générales

' K - i ) =2[(- i) '« - A ] ,
<!>(£! ) = 2 [ ( - ! ) / » - ! _ A],

*(€,„_,)= a [ ( - 0 - A ] ,
«!>(-+-1) = 2 [ ( - * - i ) - A ] .

Ces égalités nous montrent que, si A = i,

l(\s — racines S,, 63, . . ., ?w/ _2 de 1 équation dériver



satisfont do ne à l'équation <J)(x)=:o; par suite, <£(.r)= o

admet les racines doubles ëu ê3, . . . , ëw_2 et la

racine i qui est simple.
Si

A = — i , <ï>(— i ) = o ,

les racines 62, 64, . . . , 6m_i sont donc racines doubles;
de plus, — i est racine simple de l'équation <ï>(.r) = o.

II. — EQUATION QUI DONNE cos — ? ÉTANT DONNÉ sina.

4. Cette équation se déduit immédiatement de la for-
mule

/ a . . a \m / a . . a \m

21 sin a = ( cos — -+- i sin — — cos i sin — } •\ m mj \ m m/

Elle devient, en posant sina = B,

COS — — X,

m

ou

Cette équation est irrationnelle; l'équation rendue
rationnelle est donc

Soit *F(.r) le premier membre de cette équation,

allons démontrer que xY(x)= o a toutes ses ra-
cines réelles.
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Formons pour cela la dérivée W(JC)

Or on sait que le polvnôme Ym satisfait à l'équation
différentielle

( i - x*) \"m - x\'m -h «i» V/;l = o .

par conséquent,

V;„ (i-x*)—x\'m = - m*\m

et, par suite.

Les im — i racines de l'équation W(x)= o, rangées
dans l'ordre croissant, sont donc

«i» 6i> a2, 62, . .., 6/w_!, a/;i.

Or les quantités ë substituées dans le premier membre
de l'équation *F(.r)= o donnent toutes — /\ni2R2^ par
conséquent un résultat négatif.

Pour établir que toutes les racines deT(j^ ) = o sont
réelles, il suffit de démontrer que les quantités a, racines
de \m= o, rendent W(x) positif.

Soit a l'une quelconque des racines 7,, a2, . . . , am}

Or

V"'-a)J; ~' = (a _ / * ' " ƒ « _ ( a _ v

d'où

//? \ V /

par suite,



Mais l'identité

( a _+_ v/

nous montre que

d'où
V',«(a)(a*-i)=-4m«,

ou enfin
(i-a»)V;J(a)=4/n«.

^F(a) a donc pour valeur

W(a)= 4/?i2 — 4m*B2 = {//i2(i — B2):

W (a) est par suite positif.
Les racines de l'équation "*F'(x) = o sont donc toutes

réelles et donnent, quand on les substitue par ordre de
grandeur dans l F(x) , des résultats alternativement de
signes contraires; on en conclut que toutes les racines
de ^[ î l(jr)= o sont réelles et inégales.

5. Cherchons la condition que doit remplir B pour
que l'équation W(x)= o ait une racine double.

Nous avons trouvé l'expression de W(x),

Si c'est une racine 6 de l'équation ^ï r /( . r)= o qui ap-
partient à W(x) = o, on devra avoir B = o; par suite,
"^'(^r) se réduit à

V'2(i— rr2V
y /n\l u ) •>

toutes les racines ë4, 62, . . . , Ç>m~\ sont doubles et l'é-
quation admet deux autres racines qui sont -+- i et — i.

Si c'est, au contraire, une racine a de Ym= o qui sa-
tisfait à W(x)=zo, on aura
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d'où

Mais on a aussi

par suite,
B 2 = l OU B=±I.

Supposons B2 = i et formons dans ce cas la fonction

ou
- a?» 4 -

on peut écrire cette equalion

et, si Pon remplace

par sa valeur qui est

il viendra

x [(a- + /^= :"i)" î-(* - AT^i)'" + 2*]

1 ,W



ce qui peut s'écrire encore

ou

enfin

On voit donc que, dans le cas où B-—i, toutes les
racines de l'équation W(JC)=- o sont doubles et égales
aux racines a de l'équation Vm — o.

III. — EQCATIOJN QTI DONIVE sin — •> ÉTAINT DOISWÉ COS«.

6. L'équation qui donne sin — quand cos<7 est donné

se déduit de la formule

a . . a \m / a . . a
m m J \ ni m

Soit, comme précédemment,

i • a

co^rt — A, *-m — = .r\

réquation précédente devient

2 A =- (/i -

^oit

w«. f/̂  Mathemat., 3* série, t. VIII (Décembre 1889), 36
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Si m est pair,

ou

L'équation
V,n— Î A =

devient donc dans ce cas

ou
m

Vm-2(-i)«A = o.

C'est l'équation $ ( x ) = o traitée tout d'abord.
Si m est impair,

U/If - i™ [(x -f- y/x^^iY" - ( x - s/x~ï~^~i)m],

ce qui donne pour l'équation cherchée

(T+>/xl—l)
m-.(x-.JxTZrl)

m-- ,A i>n = o
ou

V'/H sjx1 — i — 9 m A im = o,

V' inv/i—T2—2in(—i)~^"A = O ,

qui fournit l'équation rationnelle de degré im

qui a été étudiée en second lieu.

IV. — ETANT DONNÉ sin a, TROUVER sin — •
m

7. Si l'on pose
r, . a

sma = B, sin — — x.
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l'équation dont dépend sin — est

(v )'" — ( / i — .r2 — ix)m.

Si m est pair , elle devient

OU

ou enfin

équation qui a été étudiée.
Si /?/ est impair,

ou

u B - [(.r - Z ^ 1 ^ ) " 1 -r- (* - / ^=T) / W ] ( - i )

ou enfin

qui n'est autre que la première.
Les conditions dans lesquelles ces équations admet*

tent des racines multiples sont donc les mêmes que celles
qui ont été trouvées dans les deux premiers cas.


