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LONGUEUR DES AXES D'UNE SECTION PLANE D'UNE 0UADRIQUE,
EN COORDONNÉES OBLIQUES;

PAR M. ETIENNE POMEY.

I. — Nol (liions.

j\ous désignerons par A, JJL, y les angles des axes OX,
O Y, OZ-, nous représenterons le plan par l'équation

/ X -f- m Y 4- n Z -+-p — o,

et la (juadrique (à centre unique) par

/(X, Y, Z> s <p(X. Y, Z) -h aCX -h 2 C' Y -t- 2 C*Z -h D == o,

en posant

©(X, Y,Z ) 3= AX2 + A'Y* -+- A'Z2 -4- aBYZ 4- B'ZX -H- 2B"XY.

Enfin, nous poserons, pour abréger,
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II. — Théorèmes préliminaires.

THÉORÈME I. — Ze.ï équations de la conique, par
rapport à des axes ox, oj, oz, parallèles à OX, OY, OZ,
et passant par son centre o, JO/Z/

(i) /^+W/+/l^ = O,

(i) o(x,y, z)-\- K = o.

En eiï'et, en désignant par a, è, c les coordonnées du
centre o, les équations de la conique dans le nouveau
système sont évidemment

lx -f- my -+- nz = o,

f(x -h afy -h b, z ~h c)
(a,b, c) = oT

et Ton a, pour calculer a, &, c, les équations

qui expriment que le centre o est l'intersection du plan
donné et du diamètre de Ja quadrique qui est conjugué
de ce plan. Les deux dernières équations montrent que,
lx -f- my -\-nz étaut nul pour tout point .r, y, s de la
conique, il en est de même àexf'a -\-yf'h -f- zj'c. 11 reste
donc simplement à calculer ƒ (a, &, c). A cet elfet, dési-
gnons par — 2t la valeur commune des trois rapports



( 9 0 )
précédents-, il en résulte les équations

Aa -r- B b -f- B'c -+- G -f- It = o,

B"a -•- A'b -+• Bc -h G' -i- mt = o,

B'fl + B6 -r- A"c -r- G"4- n£ = o,

qui, multipliées respectivement par «, Z>, c et ajoutées
ensemble, donnent

Ga -h C b -1- C"c -h D —ƒ(«, 6, c j -h/?£ = o.

En joignant à ces quatre équations la suivante

la -+- /?Î6 -H ne -{-p = o,

on a un système linéaire et non homogène en <7, b, c, / ,

ƒ ( « , Z>, c), qui donne ƒ (a, b, c) par les formules de

Cramer^ ou, plus simplement encore, on élimine a, è, c

(en tant qu'ils figurent explicitement) et ƒ, ce qui donne

G /

G' m

G" n

D-f(a,b,c) p

P °
ou enfin

G' G"

m n

H.- — o.

En conséquence, la conique est bien représentée,

dans le système oxyz, p a r l e s équations ( i ) et ( 2 ) .

THÉORÈME II. — Etant donnée la f orme quadratique
à trois variables Q(.r,j , 2 ) , pour que le discriminant
de la forme quadratique a deux variables

(,.„_
soit nul, il faut et il suffit que celui de la forme qua-

dratique 9(.r, ) , z) -}- 2/(/ .r -+- my -f- tiz) dépendant

des quatre variables ,r, ) , c, t soit nul lui-même.



En effet, lorsque le premier discriminant est nul, ou

pour réduire la forme 6 ( x , 7, x ~*~ my \ à un seul

carré, qu'on peut d'ailleurs écrire

s ( ax -+- by — c - J •

Par suite, 8(.r, j r , z) peut être mise sous la forme

z(ax -h by -+- cz)2,

et, comme it(lx -f- my -\- nz) est une somme algébrique
de deux carrés, la forme

8(a?, j ' , ^ ) -h it{lx -f- / ? Ï / -+- w^)

est réductible à trois carrés 5 or elle dépend de quatre
variables5 son discriminant est alors nul.

Réciproquement, si son discriminant est nul, cette
dernière forme est réductible à moins de quatre carrés ;
deux sont fournis par la décomposition de

it(lx -h my -h nz)\

donc 6 ( x , y , z), qui est indépendante de t, doit se ré-
duire h un seul carré

e(ax -+- by -f- cz)-.

11 en résulte que la forme à deux variables

A / Ix -T- my\
Ô( x, y, 'z-

se réduit à un seul carré

il ax ^r by — c
V n

et, par conséquent, que son discriminant est nul.



III. — Recherches des longueurs des axes.

Cela posé, voici le théorème qui fait l'objet de cette
JVoti; :

L'équation aux carrés des longueurs des demi-axes
de la conique ƒ (X, Y, Z) = o, ZX -f- mY -f- nZ -f- p = o
est [p] = o.

DÉMONSTRATION. — Dans toutes les méthodes de dé-
monstration qui suivent, nous supposons, pour simplifier,
la conique préalablement rapportée au système oxyz^
ce qui naturellement ne change pas la grandeur de ses
axes, ni par suite l'équation demandée. Nous raisonnons
donc dans le système oxyz^ et nous représentons la co-
nique, en vertu du Théorème I, par les équations (i)

Première méthode. — Pour qu'un point $(a, [3, y)
soit sommet de la conique, il faut et il suffit qu'on puisse
minier par la tangente en s un plan perpendiculaire au
diamètre os.

La tangente en s a pour équations

(3) la;-\- my -+- nz = o, xo'a -Hjr<p3 -4- zv'y -+- ̂ K = o.

L'équation générale des plans passant par cette droite
est

o'a 4- zo'y H- 2K -1- it{lx -f- my -+• nz) = o,

t désignant un paramètre arbitraire.
Pour que ce plan soit perpendiculaire à la droite o.v,

dont les équations sont

x y~ - o"
J. H



il faut

(5)

et il SU

cp'a

ffit qu

lit

L

'on ait

cpg H

2

93 )

- imt cpy -\-int

Or, en multipliant haut et bas ces rapports respecti-
vement par a, [3, y, et les ajoutant terme à terme, on
obtient le rapport

ou, d'après le théorème des fonctions homogènes,

2 cp ( a, p , Y ) H - 2 ƒ ( / a -4- /?? P —1— 7 iY)

Enfin, en observant que a, [3, y satisfont aux équations
(1) et (2), et en désignant par p la longueur du demi-
axe 05, ce rapport se réduit à Et comme, d'après

son mode de formation, ce rapport est égal à chacun des
rapports (5), on a

K ,
(6) / 93 -+- — CTO -+-'2mt = o,

1 P
- Œ ' nt - o

En joignant à ces trois équations la suivante

loi -t- /ftp H- /iy = o,

et éliminant a, p, y, £, on obtient immédiatement l'équa-

tion

Deuxième méthode. — Pour qu'un point .s (a, [3, y)
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que la



tangente à la conique en 0 soit perpendiculaire à os,
c'est-à-dire que Jes droites (3) et (4) soient rectangu-
laires. Les coefficients directeurs de la première sont

La condition de rectangularité est donc, d'après une
formule connue,

(7) (

L'équation chercher est le résultat de l 'élimination
de a, [3, y entre l 'équation (7) et les trois suivantes, où
p désigne l ' inconnue o.v,

( 8 ) / a -h m p H- n y = o,

(9) ?(«* P, Y ) - K = o,
(10) Œ(a, ,3,7) = ?.

L'équation (7) peut s'écrire

( i l )

Les équations (3) et (11), homogènes en /, ///, //,
donnent

Or le numérateur du premier rappoi t peut s'écrire

successivement

ou, d'après le théorème des fonctions homogènes,

pcr(a, 3, V^Oa —2 ' f ( a , ?, 7 ) ^ ,



( 90
et enfin, d'après (9) et (10),

Les numérateurs des deux autres rapports sont, de
même,

Les équations (12) deviennent donc

K , K , K

/

En désignant par — il la valeur commune de ces
rapports, on en conclut les équations (6) et, par suite
encore, [p] = o.

Troisième méthode. — Pour qu'un point .y (a, [3, y)
soit sommet de la conique, il faut et il suffit que les tan-
gentes en s à la conique et au cercle concentrique qui
passe par ce point soient parallèles.

La tangente à la conique en s est représentée par les
équations (3).

Le cercle considéré étant représenté par les équations

('4)

les équations de la tangente en ,v à ce cercle sont

( i5 ) lx -+- my -+- nz = o, x z'^-\-y v'a-h z <J'—2p = o.

Pour que les droites (3) et (i i) soient parallèles, il
faut et il suffit qu'on ait

m <jy — n erg na'x — liy Ivp — m cr̂

mo' —nv'o no' — l o i Ion — / n o l* y i p i a , y i ,5 , -t

La somme des numérateurs, respectivement multiplies
par <r'a, 3-j3, o-y, est identiquement nulle. On a donc aussi,
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à l'égard des dénominateurs,

C'est la relation (7). Comme on a, d'ailleurs, les re-
lations (8), (9), (10), on voit qu'on retrouve, pour dé-
terminer a, |3, y, p, exactement les mêmes équations
que dans la deuxième méthode.

Quatrième méthode. — Pour que le point s (a, [3, y)
soit un sommet de la conique, il faut et il suffit que le
plan de la conique soit tangent au cône qui a pour som-
met le centre o de la conique et pour directrice l'intersec-
tion de l'ellipsoïde avec la sphère de centre o qui passe
par le point s.

Soit <T(JT, •y, z) = p la sphère considérée. Le cône con-
sidéré a pour équation

v(.ry y, z) H a(;r, y, z) = o,

et par suite son plan tangent en s est représenté par

K , \ / , K ,

Pour que ce plan se confonde avec celui de la conique,
il faut et il suffit que l'on ait

K , K

Ce sont les équations ( i3 ) , d'où l'on conclut les équa-
tions (6), et par suite [p] = 0 .

Cinquième méthode. — Les valeurs cherchées de p
sont les carrés des rayons des deux cercles concentriques
et bïtangents à la conique.
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L'un quelconque de ces cercles est représenté parles

équations (i4)«
Pour que la conique et le cercle considéré soient bi-

tangents, il faut et il suffit qu'il en soit de même de
leurs projections sur le plan xoy, savoir

lx -f- mr\

lx -f- rny\y, - J — p = o .

La condition nécessaire et suffisante de bitangence de
ces deux coniques est que leurs cordes communes passant
par le point o, savoir

lT-^ my\ ( K
( l 6 ) A " " n , p

soient confondues. Or, pour cela, il faut et il suffit que
le premier membre de (16), qui est une forme quadra-
tique à deux variables, se réduise à un seul carré et,
par conséquent, que son discriminant soit nul, condition
qui, en vertu du théorème II, revient à égaler à zéro
le discriminant de la forme suivante à quatre variables

*(x,yy*)-+- ~ Œ ( ^ / } *)-t-2<(/2? -4- »?>'-+- HZ).

On obtient ainsi l'équation

Cette méthode est remarquable, en ce qu'elle n'exige,
comme on voit, presque aucun calcul.

Sixième méthode, — hes valeurs cherchées de p sont
le maximum et le minimum de la fonction v(x, y, z),
où x9y^ z sont assujettis aux relations

lx -h m y -4- nz = o, tp(a?, , / ,*)-+-K = o.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. VIII. (Février 1889.) 7
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On peut évidemment encore dire que ce sont le maxi-

mum et le minimum de

lx -h

Les deux termes de cette fraction sont des fonctions
homogènes du second degré en x etj^, et, par conséquent,
d'après la théorie élémentaire des maximum et minimum
de la fraction générale du second degré, les valeurs de p
sont les racines du discriminant de la forme

lx -h my\ K / lx -+- my\

ou, ce qui revient au même, d'après le théorème II, de
la suivante

ce qui donne
o -\ ff -+- 2 * ( / # -f- m y -4- nz),


