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RÉALISATION ET USAGE DES FORHES IMAGINAIRES
EN GÉOUIÉTRIE.

CONFÉRENCES DONNÉES PAR M. MIMMILIEX MARIE

au Collège Stanislas, à Sainte-Barbe, à l'Ecole Sainte-Geneviève
et à l'École Monge (1).

8. Des asymptotes aux courbes imaginaires, —
Lorsque le coefficient du premier terme d'une équation
algébrique se rapproche de zéro, l'une des racines de
cette équation grandit indéfiniment; mais, en devenant
infinie, elle devient indéterminée : son module devient
infini, mais son argument reste indéterminé si, du
moins, on ignore comment le coefficient du premier
terme de l'équation considérée est lui-même parvenu à
la valeur zéro; car, zéro est aussi indéterminé que l'in-
fini, étant l'un et l'autre des nombres dont les modules
ont diminué ou crû indéfiniment, leurs arguments pou-
vant être restés quelconques.

Supposons que deux équations algébriques

f(x,y)=-o et /i(a?,7)=o,

de degrés m et zi, soient telles que l'élimination entre
elles de y conduise à une équation en x, de degré
mn — /?, on dira que p des points d'intersection des
deux lieux se sont transportés à l'infini, ce qui expri-
mera simplement qu'il n'en est resté que mn — yy, à dis-
tance finie; mais, en réalité, les abscisses et, par consé-
quent, les ordonnées des p points passés à l'infini seront

(') Voir même tome, p. 60.
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devenues indéterminées : en réalité, les deux lieux au-
ront p infinités de points communs à l'infini.

Mais, si, au lieu des lieux superficiels ƒ*= o et f{— o,
on considère spécialement, sur ces deux lieux, les deux
courbes qui seraient définies par les mêmes équations,
auxquelles on aurait adjoint une équation complémen-
taire

0(3, 3, a', p')-^o,

ces deux courbes auront seulement p points communs à
l'infini.

Quant aux arguments des coordonnées de ces p points
rejetés à l'infini, ils seront parfaitement déterminés.

En efïét, les valeurs infinies de x et de y devront sa-
tisfaire indifféremment à l'un ou l'autre des deux sys-
tèmes

f=o et cp = o ou ƒi — o et 0 = 0 ,

ces deux systèmes admettant également les solutions in-
finies considérées.

Supposons qu'on les recherche dans les équations ƒ
et cp : l'équation ƒ (a -f- fi \J-- 1, a'4- fi' \j— 1 ) = o se
décomposera en deux autres, dont les premiers membres,
pour des valeurs infinies de a, Ji, a' et jî', se réduiront
aux parties homogènes des plus hauts degrés 5 de même,
l'équation <p(a, [3, a', fi') = o, pour les mêmes valeurs
infinies de a, fi, a' et [3', se réduira aussi à une équation
homogène en a, [3, et! et |3'.

Les valeurs infinies de a, [3, a'et [3' seront donc déter-
minées par trois équations homogènes qui assigneront
les valeurs des rapports deux à deux de ces quatre quan-

3 3'tités, et, notamment, celles des rapports - et —,, ou les

valeurs des tangentes des arguments de x et dejK deve-
nus infinis. -
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Cela posé, supposons que l'on ait recherché, par les
méthodes ordinaires, les asymptotes d'un lieu

et qu'on ait trouvé pour l'une d'elles un coefficient an-

gulaire égal à m H— /2 \ 7 — i , et une ordonnée à l'origine,

égale à p -f- q \j— i : en raison du calcul même, l'élimi-

nation de y en Ire

ƒ (a?, JK) = o el y = {m+n\f^ï)x-+-p-<rq\/~\

fournira une équation d'un degré moindre de deux
unités que celui de f{x,y ) = o.

Ainsi, si l'on adjoignait séparément, aux deux équa-
tions

ƒi 'T- y ) ~= ° e t y ~ (1}l •+• n v/— i).r -*-p •+- q \l — «,

une même relation complémentaire

les deux courbes ainsi définies seraient asymptotes l'une
à l'autre, et auraient en commun deux points à l'in-
fini.

Les conclusions seront les mûmes si l'on prend, pour

relation complémentaire commune, ^ - = c ; mais alors

les deux courbes considérées seront : l'une la conju-
guée c du lieug

et l'autre la droite de caractéristique c du faisceau

y = (m -f- n sj— i)x -h p -H q \J— i.

On voit ainsi que, lorsqu'on rencontre, pour un lieu
algébrique, une asymptote imaginaire, en réalité, on a



trouvé un faisceau d'asymptotes à toutes les conjuguées
de ce lieu.

On peut vérifier cette proposition de la manière sui-
vante :

Si, en recherchant les asymptotes d'une courbe
f(jc9 jp) = o, on a trouvé, pour l'une d'elles,

y — ( m -H 71 sj— \)x -f- p -h q \/— I,

il résultera du calcul même que, Tune des formes dey,
définie par l'équation ƒ(:*:, jA) = o, se trouvera être

y = ( m ~\- n sj— i ) x -f- p -f- q \J— i

plus une fonction z> (x) dont le module tendrait vers
zéro, lorsque le module de x croîtrait indéfiniment.
Mais, si l'on considère les deux lieux à abscisses réelles,
définis par les deux équations

y = ( ni -4- il y — I ) X -4- p -4- q y— i

et
y — (m -f- n \/ — i) x -^p -\- q y/— i -\- o (x ),

'd'une part, ils se réduiront, le premier, à la conjuguée
c =r oo du faisceau

y = ( m -+- n \f— i ) x -Hp H- q s/— i ;

et, le second, à une branche de la conjuguée c = oc du
lieu

D'ailleurs, les équations en coordonnées réelles de ces
deux lignes seront, la première,

y = (m -f- n)x ~hp -\- q

et, la seconde,

y = (m + jn)a? + p H- ? -i- <pt (a?) •+• <p2(»,

'fi(.tf) désignant la partie réelle évanouissante de <p(#),
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et <pa(^) le coefficient, aussi évanouissant, de \/—i, dans
<p(x).

La droite c = oo du faisceau

y = (m -+- n \/— \)x -+-p -+- q y/— i

sera donc asymptote à la conjuguée c = ce du lieu

f(x,jr) = o.

Cela posé, il est clair que, si deux lieux, de degrés m
et 72, sont tels qu'en éliminant y entre leurs équations par
rapport à un système donné d'axes, l'équation résultante
en x soit du degré mn—p seulement, il en sera tou-
jours de même, quels que soient les nouveaux axes aux-
quels on viendrait ensuite à rapporter les deux lieux,
parce que, aux mn— p solutions finies trouvées précé-
demment, il correspondra toujours, en raison des for-
mules de transformation, mn—p solutions finies, nou-
velles, et que, aux p anciennes solutions infinies, il
correspondra, de même, p solutions nouvelles infinies.

Il en résulte que, si l'élimination de y entre

y = (/?? -+- n \J— J)X -hp -h q /— i

et une équation
/(*,?) = o

de degré 7?̂ , conduit à une équation en x , de degré
(m — 2) seulement, Je même fait se reproduira entre
les équations des deux mêmes lieux rapportés ensuite
à de nouveaux axes quelconques 5 de sorte que les con-
juguées des deux lieux, dont les cordes réelles seraient
parallèles au nouvel axe des y, seront perpétuellement
asymptotes Tune à l'autre. On voit ainsi que, si l'une
des asymptotes d'une courbe se présente sous une forme
imaginaire

y — {m-\- n /— 1)x H-p H- q /— J,



cette équation représentera un faisceau d'asymptotes à
toutes les conjuguées de la courbe, et que la conjuguée c
du faisceau sera Tune des asymptotes de la conjuguée c
de la courbe.

Une asymptote réelle, y — c r + rf, à la courbe réelle
est aussi asymptote à la conjuguée c du lieu \ en effet,

Q'

y = ex + d sera une corde réelle de la conjuguée -~ — c

du lieu, mais elle coupera cette conjuguée à l'infini. La
même asymptote réelle y-=.cx-Jrd sera aussi générale-
ment asymptote à l'enveloppe imaginaire des conjuguées,
parce que c correspondra généralement à une direction
limite, pour les tangentes à la courbe réelle, de sorte
que si l'on faisait varier c infiniment peu, dans un sens
convenable, l'ordonnée à l'origine de la tangente paral-
lèle à la nouvelle direction deviendrait imaginaire.

Si l'on avait trouvé pour une asymptote d'un lieu une
équation à coefficient angulaire réel

y = m x -+• p -\- q \J -— i,

cette équation représenterait une tangente à l'infini à
l'enveloppe imaginaire des conjuguées, c'est-à-dire une
asymptote à cette enveloppe.

L'équation en coordonnées réelles de cette asymptote
serait d'ailleurs

y — mx -f- p -,- q.

Corollaire I. — Le nombre des asymptotes réelles ou
imaginaires, d'une courbe de degré mest m\ mais l'é-
quation d'une asymptote imaginaire en fournit une
effective pour chaque conjuguée; on en conclut que
le nombre total des asymptotes de la courbe réelle et
d'une quelconque de ses conjuguées est toujours m.

Corollaire H. — Si les asymptotes d'une courbe de



degré m, étaient réelles, chacune d'elles, à la vérité,
pourrait être considérée comme asymptote à la conju-
guée du lieu dont la caractéristique serait égale au
coefficient angulaire de cette asymptote ; mais les con-
juguées, dont les caractéristiques n'auraient pour va-
leurs aucun des m coefficients angulaires des ni asym-
ptotes, n'auraient pas d'asymptotes, ni par conséquent
de branches infinies; elles seraient donc entièrement
composées d'anneaux fermés.

9. Théorie des contacts des divers ordres des
courbes imaginaires et, en particulier, de leur cour-
bure. — Si deux équations

\ . Y ) = o et / 1 ( X , ^

qui admettent une solution commune

x = a0 -h p0 / — i,

fournissent, pour cette solution, les mêmes valeurs de
dy d2y CIPy . |> •,. .
-f-> -,-=77? ••-> -r^-9 e t S1 1 o t l ad joint s é p a r é m e n t aux
dx dx* dxiJ J l

deux équations f — o et f \ = o une même condition
complémentaire

admettant la solution a = a0, ^ = ^09 a'= a'o et [3'= j3'0,
les deux courbes ainsi définies, réalisées selon la règle
générale par xK = a -h [3 et yK = a'-4- (3', auront p -f-1
points communs confondus avec le point

c'est-à-dire auront en ce point un contact de l'ordre p.



En effet, soient, au point [**\

dy

les \ aleurs communes, fournies séparément parles deux
équations f = o et / i = o pour X = x et Y .-= y^ des
/; premières dérivées de Y par rapport à X, si l'on veut
connaître les coordonnées [x -f- d\ .r, j ^ 4- rf^j)'] de deux
points inüuiment voisins du point [x, j ] , sur les deux
courbes considérées, en posant d^ x = dz0 -h dfi0 \J— i
et tlKy = r/a'o -f- dft{) \/—i, on aura, pour déterminer
r/a0, ^[Üo, dy!0 et drp\^ les conditions

OU

et

avec

c'est-à-dire, pour les deux courbes, trois équations
homogènes identiques entre dx0, dfi0, <7a'o et rf[^'o, d'où

l'on conclura les mêmes valeurs pour y-̂ > et, par suite,

pour —f- ? c'est-à-dire pour dK x et pour dKy, si l'on sup-aa0

pose qu'on prenne, des deux côtés, la même valeur
pour da.o.

Les deux courbes auront donc un second point com-
mun confondu avec le point [ao-f- (30, a'o-f- j^0] , et les
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coordonnées imaginaires de ce second point seront

x -+-d<x et y -h dKy.

En ce second point, les dérivées day par rapport à x,

tirées de Tune ou de l'autre des équations f = o ou

JK = o, auront pris leurs anciennes valeurs augmentées

des produits par dKx de leurs dérivées, c'est-à-dire

( 711^) - ( "is 4- n3 Z
1 ^ ) rfi ar,

elles seront donc les mêmes de part et d'autre, jusqu'à

l'ordre p — i.

Quant aux dérivées ^ i emos àey par rapport à x, elles

ne seraient plus les mômes au point \pc-\-dKx,y-\-dty\i

Mp+\ -\- np+i V — l n'ayant plus la môme valeur sur les
deux lieux.

Quoi qu'il en soit, on démontrera comme précédem-
ment que les deux courbes auront encore, au delà du
point correspondant à la solution (x -f- dK x, y + d^y),

un autre point commun \x-A-d\X-\-diX, y-^d^y-^d^y^,

et a ins i de s u i t e , j u s q u ' a u (p + i ) i c m e p o i n t

\x -\- dxx -\- d^x ~ ... — dpx, / + öfj/ + d2y -f-... -h dpy ] ;

niais le raisonnement ne pourrait pas s'étendre au delà,

puisque, arrivés à ce (p -f- i)k m e point, on ne pourrait

plus dire que les dérivées premières de y par rapport à

x seraient encore les mômes, soit qu'on les tirât de

ƒ = o o u d e ƒ ^ = o.

Le théorème énoncé est donc établi quelle que soit la

relation cp = o.

Il subsistera si, au lieu d'une relation de forme quel-

<*onque, satisfaite par les valeurs a0, [^ s'o, j3'0 des va-



( '70 )
iiables, on prend spécialement Ja relation

£' -& -r
? ~ Po - C'

c étant la caractéristique du point [̂ 'o? J'o]» et/ a ' o r s ' e

théorème s'énoncera dans les termes suivants :
Si, en un point commun à deux lieux ƒ (X, Y) = o et

,/i(X, Y) — o, les dérivées de X par rapport à Y, jusqu'à
la piemi\ sont les mêmes, soit qu'on les tire de l'équation
J'= o ou de l'équation J\ — o, les conjuguées des
deux lieux, passant par ce point commun, y auront un
contact du pieme ordre.

Le théorème subsisterait encore si, au lieu d'être dé-
finies par une équation commune <p(a, j3, a', j3') = o,
les deux courbes considérées l'étaient par la condition
concrète, de constituer les enveloppes imaginaires des
conjuguées des deux lieux f = o et J\ = o, c'est-à-dire
que, si les enveloppes imaginaires de deux lieux f — o
et j \ ~ o ont un point commun [x, y] et que les deux
équations ƒ =-= o et ƒ, ^i o fournissent séparément les
mêmes valeurs en ce point pour

les deux euveloppes imaginaires auront, au point réali-
sant la solution X ~- cr, Y — j un contact de l'ordre/;.

Mais la démonstration doit être un peu modifiée pour
s'appliquer à ce cas.

Soient au point [J\Jr\-, commun aux deux enve-
loppes,

-~~ ) = nii, quantité réelle, par hypothèse,

di>
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les valeurs communes des dérivées de Y par rapport à
X, au point [x, j ], tirées de j(X, Y) = o ou de
/ , (Y,X, = o. _

Si l'on voulait obtenir, sur l'une ou l'autre enve-
loppe, un point [x -\- dK x, y 4- d\ j ] infiniment voisin
du point [^ t , j ] ' e u faisan t dtx = dtcL0-\- dtfi0\/—à
et di y = dK a'o -f- dK [i'o y/— 1, on devrait d'abord, dans
les deux cas, faire

1

c'est-à-dire

Ö?I
 a'o = mi di a0 et di $'o = //i! Ö?! £O :

d'un autre côté, le point [ J , + <71 x, y -\- d^y] ayant dû
rester sur l'une ou l'autre enveloppe, il faudrait que la

/ /-/Y \

valeur de ( -—? \ en ce point fût restée réelle, mais cette

nouvelle valeur de -^ se formerait dans les deux cas de

l'ancienne mK, augmentée du produit par dK x, de sa dé-
rivée, c'est-à-dire de

( n u - ^ - n 2 \ J — \ ) d \ X o u ( / n 2 - f - n.2 \f— f ) (dx a 0 H - d{ % \ J — i ) ,

di a0 et dK ^0 devraient donc dans les deux cas satisfaire
à la môme condition

d'où

de sorte que si Ton prenait, dans les deux cas, la même
valeur pour d{ a0, on trouverait les mêmes valeurs pour
d\ x et dKy.

D'où Ton voit que, dans les hypothèses admises, les
deux enveloppes auront au moins deux points infini-



ment voisins communs, correspondant aux deux solu-
tions [x, y] et [x + di x, y + dKy\

Au second point [ i + ^ x , j)'"H- dhy], Jes dérivées
de Y par rapport à X seront devenues

-—- = nu -+- (/w2-h ^2 / — 0 <̂ î > quantité réelle,

—— = (m.2 -f- /i2 / — i ) 4- (m3 -+- n3 / —

elles seront encore les mêmes sur les deux lieux, jusqu'à
l'ordre p — i ; on démontrerait donc, comme précédem-
ment, que les deux enveloppes auront encore en com-
mun un troisième point

[.r -f- d^x -+- d^x, y -f- dxy -+- d2y],

et ainsi de suite jusqu'au (p + jy<>me point. En résumé,
les deux enveloppes auront p H- i points communs in-
finiment voisins du point [x, j ], c'est-à-dire auront en
ce point un contact de l'ordre p,

II résulte immédiatement de ces deux théorèmes géné-
raux :

i° Que le rayon de courbure d'une conjuguée quel-
conque d'un lieu quelconque, au point où cette conju-
guée touche l'enveloppe réelle du lieu, est égal au
rayon de courbure de cette enveloppe réelle au même
point.

En eiïet, si Ton a déterminé par le calcul le centre
[a, £] et le rayon R du cercle osculateur à une courbe
t/*(X, Ŷ  = o en l'un de ses points réels [x, y], les
deux équations

/ (X, Y) = o et ( \ —«)*-+-( Y —ô)2=R2



admettront la solution commune [ ^ , 7 ] et fourniront

en ce point, pour -7— et - ^ > les mêmes valeurs} les con-

juguées des deux courbes réelles qui se toucheront en
ce point auront donc aussi entre elles UQ contact du se-
cond ordre, c'est-à-dire auront môme rayon de cour-
bure; mais on constate aisément que l'hyperbole équi-
latère conjuguée d'un cercle a, en son sommet, pour
rayon de courbure, le rayon même du cercle.

On en conclut le théorème énoncé.
i° Si la valeur de l'expression

U*

calculée en un point [.^,,7] de l'enveloppe imaginaire
des conjuguées d'un lieu y(X. Y) ~ o, est

r -+- r' sj— 1,

le rayon de courbure de cette enveloppe en ce point
\oc, y ] sera

r -+- r'.

En elï'et, si les formules usuelles ont donné, pour les
coordonnées du centre du cercle oscillateur au point

a -+- b s/— 1 et a'-*- b' s/— 1,

les deux équations
/(X,Y) = o

et

( X - a - b / H î ) 2 -f- ( Y - a'- b' /=T) 2 = ( r + r' y/^7)2

admettront la solution commune [^ ,^] et fourniront,



pour -jj7 et pour 7^2? les mêmes valeurs en ce point;

mais -y sera réel, le point [ x , j ] étant supposé appar-

tenir à l'enveloppe imaginaire des conjuguées du lieu

, / (X, Y) = o, ce point appartiendra donc aussi à l'en-

veloppe imaginaire des conjuguées du lieu

(\ — a — h y / ~ >2 — ( Y — a'— b' s j ^ x ) 1 = ( r — r' y / — T ) 2 ,

cest-à-diie au cercle

(\ -a- by-r(\ -- a — b')2— (r-r- r' f- ;

d'ailleurs les enveloppes imaginaires des deux lieux
auront entre elles un contact du second ordre au point
correspondant à la solution [x,j ] *, elles auront donc,
en ce point, même rayon de courbure.

On en conclut le théorème énoncé.

Parabole osculalrice d'ordre p à une conjuguée
quelconque en un quelconque de ses points. — La para-
bole osculatrice d'ordre p, à une courbe réelle, en un de
ses points [x , y~\, est représentée par l'équation

dy , _. diy(X — .r)2 df>y(X — x )"

dx dx"1 1.7 dxi} i. À. . .n

Si Ton avait rapporté un lieu / \ X , Y) = o à des axes
tels, que les abscisses de la conjuguée c de ce lieu de-
vinssent réelles, l'équation en coordonnées imaginaires
d'une des branches de cette conjuguée prendrait la
forme

X; étant réel-, mais l'équation de cette branche, en coor-
données réelles, serait



les dérivées de Y' par rapport à X.' étant supposées
égales à

nu -4- n2 s/— l >

mp H- np s/— i ,

celles de Y', par rapport à X', seraient

l'équation de la parabole osculatrice d'ordre/;, à la con-
juguée considérée, au point [ ^ , , J ^ ] , serait donc, dans
le nouveau système d'axes,

X', — r'. (Y. - r\ Y-
— j — - -r- (/»2 — 'h)—7~7^

. ( \\ — r', )r

On obtiendrait donc immédiatement l'équation, dans

le nouveau système d'axes, de la parabole cherchée, si

Ton connaissait les dérivées mK -\- nK y/— i , . . . ,

nip-ï-tipsj— i de la nouvelle ordonnée j ' par rapport

a la nouvelle abscisse; mais ces dérivées ——,-, • • • •> ~~~1 dx dxP

pourront toujours être trouvées en fonction de y - , • • •.

~^p"> sans qu'on soit obligé d'effectuer la transformation

des coordonnées} il suffira en effet, pour cela, de dériver
jusqu'à l'ordre p les formules de la transformation.

Ainsi, supposons, pour plus de simplicité, que les
premiers axes fussent rectangulaires, qu'on ait conservé



l'ancien axe des .r et qu'on ait seulement dirigé l'axe
des y ' parallèlement aux cordes réelles de la conjuguée
en question : les formules de transformation seront

y' = -T—• et x' — x — y cota',

a' désignant l'angle du nouvel axe des y avec l'ancien
axe des x.

On déduira de ces formules

d'où

dy' i dy dx
dx' îna' dx dx'

dy' i
dx' sina

rj

d\y' i f

dx:'1 sina'

d

i

sina

et

dy
' dx

i -

dy
dx

dx' dy
dx ~~ dx

\

dy
'j- cot a

dx

dy
f- cota'

dx

dy
dr

dx'

dy'i- cotadx T

dy
i f- cota' ,

dx
et ainsi de suite.

On pourrait donc développer en série, par la formule
de Taylor, l'ordonnée réalisée d'une conjuguée quel-
conque d'un lieu quelconque.

Revenons au rayon de courbure d'une conjuguée quel-
conque en un quelconque de ses points.

Si le lieu était rapporté à deux axes rectangulaires
n, celui desj , fut parallèle aux cordes réelles de
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la conjuguée considérée, et si —- et -3-- avaient pour

valeurs, en un point de cette conjuguée,

dy , d2r
dx dx-

les dérivées de l'ordonnée réalisée? par rapport à l'ab-
sc^se réelle, auraient en ce point pour valeurs

dyx yx
— m -h n et —T— r = p -h a,

d.r\ J 7

en sorte que le rayon de courbure serait représenté par

~ P-+-9

Si le lieu était rapporté à des axes rectangulaires quel-
conques, les formules de transformation feraient con-
naître, comme on l'a vu, les quantités cherchées m-\- n
et p + q.

Le calcul fait directement donne, par rapport à des
axes rectangulaires quelconques,

c ) 2 + n'2 (n — c Y2

( r — r' ) ( cJ— 3 en'2) -h ( r -r- r' ) < 3 c1 n — n M '

où c désigne la caractéristique de la conjuguée consi-

dérée, r -\- r'\/— i la valeur de l'expression

[ \ dx ] J

.̂re-

calculée au point considéré, et n le rapport du petit au
Ann. de Mathémat., 3e série, t. IX. (Avril 1890.) i2
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grand axe de Tellipse évanouissante

qui contient les éléments du lieu au point considéré.
Si le point considéré de la conjuguée c était celui où

elle touche l'enveloppe imaginaire, n serait nul et la
formule précédente se réduirait à

c\r — r ) r — r

on peut arriver à ce résultat en partant de la formule
donnée plus haut

R - [i-M/ft
p-\-q

En y faisant d'abord n -- o, puisque le point considéré
appartient à l'enveloppe imaginaire, il vient

p-r- q
mais la formule

donnerait toujours pour R la même valeur r -h r' y/— i,
au même point, quels que fussent les axes rectangulaires
auxquels le lieu fût rapporté ; on peut donc poser, en sup-
posant les axes rectangulaires, l'axe des j " parallèle aux

cordes réelles de la conjuguée et -~ ~ p -H q y/— i, au

point considéré, avec -—• = m

r' t / — i = - -
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(Toù l'on tire

1
r(\ -+- m'2)2

ƒ> = ; rr~ c t

et, par suite,

(r — r')

' + *
d'où

THÉORÈME. — La développée de l'enveloppe imagi-
naire des conjuguées dyun lieu plan est Venveloppe
imaginaire des conjuguées de la développée du lieu.

Cette relation remarquable entre les deux enveloppes
se démontre de la manière suivante :

coor-Soient x = a + ^ y/— i, j — a'-4- ftr y/— i les
données imaginaires d'un point x{ = a -4- [3, j { = a ' + [3'
de l'enveloppe imaginaire d'un lieu / ( X , Y) = o: ni la

i ' n i dv f' Ö' i
valeur réelle de ~- =— ~- en ce point et ^ = r : le
faisceau

Y — y = m(X — x)
OU

Y = /H X + a' H- p' / = ! — /w ( a -f- ̂  / ^ 7 )

des tangentes au lieu ƒ(X, Y) = o, au point

a? = a-f-P / — i , jr = a'-i-P'/—i,

se réduira à la seule droite

tangente à Tenveloppe imaginaire au point



d'un autre côté, le faisceau

OU

Y = _ J . X + a'

se réduira à la seule droite

et cette droite sera normale à l'enveloppe imaginaire au
point considéré, c'est-à-dire sera tangente à la déve-
loppée de l'enveloppe imaginaire.

Ainsi

dx

sera l'équation générale en coordonnées imaginaires des
tangentes à la développée de l'enveloppe imaginaire;
d'un autre côté

'dx

où x et y seraient réels, serait l'équation générale des
tangentes à la développée de la courbe réelle.

Mais, dans les deux cas, j -+- —r—oc sera la même

dx
fonction de .r, ou de m, qui dépend de x.

Les deux développées seront donc respectivement les
enveloppes de systèmes de droites, tels que

Y = #?iX -f- o (ni) dz y'li (m)

et
\ = mX-h cp(m) -±L s/—



c'est-à-dire que chacune d'elles sera l'enveloppe imagi-
naire des conjugue'es de l'autre. (A suivre.)


