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GÉNÉRALISATION D'UN THÉORÈME SUR L'ÉQliLIBRE
DES SURFACES FERMÉES ( ' ) ;

PAU LE P. Cn. ROBERT, S. J.

LEMAIE I. — Étant donnée une surface fermée,
prouver que des forces normales à cette surface et pro-
portionnelles à ses dénient s se font équilibre.

La force F appliquée au point M est égale à

(JL dx dy yi-T-j>2-^-(/1

ou, plus simplement, à

Imaginons un cylindre très petit, parallèle à Or:. (>

eylindie va déterminer un second élément ou, en gé-
néral, un nombre pair d'éléments, puisque la surface esl
iennée.

( ' ) Les i leu\ lemmer cl lo- deux premier - Uiéoremc- sont extrait"
(en ^.ub Unee ) du Fotirmil de [Aouville, IIC >érie. t M i l , p . ^ p



La force appliquée en M' est

[x dio,.

Décomposons chacune des deux forces en trois paral-
lèles aux axes. Les deux composantes suivant Oz sont

\x do) ros*'

et

Or on a
;JL du cos y = a dio{ co^f'j ,

car rttocosy et dto{ cosy, représentent l'une et l'autre la
section droite du cylindre considéré.

Donc les deux composantes suivant Qz sont égales et
de sens contraires, donc elles se détruisent.

On démontrerait de même que les composantes sui-
\ant Ox et O y se détruisent, donc la surface est en
équilibre. c. F. Q. n.

LE.AIME II. — Soient deux surfaces parallèles, A et A'
deux points correspondants, c'est-à-dire situes sur une
f tormale connu une, dv et fh' les éléments superficiels en
ces point:, et ds la distance constante des deux sur-
faces. Prouver la relation

- ds = drs ds ( — -±-

K, IV étant les rayons de courbure de la première sur-
jnce au point A.

Je décompose d? en éléments infiniment petits for-
'»és par quatre liqncs de courbure de la première sur-
face.

Les lignes de courbure sont orthogonales.



AMVC'iy donnent les lignes de courbure de la surface
parallèle (car les normales coïncident).

'0- Vf \ \

On a, dans les triangles O A'IV, OAB,

a — di _ \\ — r/s
~~ a" ~ ~~K "

d'où, successivement,
(/cc ds



( '83 )
et

j a ds

de même

Or

d'où

en négligeant dy.d[l infiniment petit d'ordre supérieur.
Donc

ou, d'après les formules fi),

. , 7 i i / 1 l \

di — ClZ = d7 CIS f — - r TT-, ) • C. Q. F. I).

TFTÉORÈAIE DE !\I. BEKTFI \AD. — & Von applique à

une surface fermée des forces normales et propoi-

lionne/les à r ^ ( ] 7 ~~ r^) ? ces forces se font équilibre.

Eu effet, soit une surface parallèle à la première. A
la surface proposée j'applique des forces— y .^5 ces
forces se font équilibre (lemme I) . A la suifaee paral-
lèle distante de ds j'applique des forces -|- JJU/G"'; ces
lorces se font équilibre (lemme I). Donc sur chaque nor-
male j'ai des forces égales à

<- est-a-dire, en vertu du lemme II, à



( ' 84 )
THKOIÜ/MR DE M. G. JOI»J:IVI. — Si Von applique

à une surface fermée des forces normales et piopor-

tionnelles à JT~,I ces forces se f oui équilibre.

Eu effet, à la première surface j'applique des forces
égales à

ù la deuxième surface j'applique des forces égales à

Ces forces se font équilibre sur chaque surface,
d'après le théorème de M. Bertrand.

Cherchons la résultante1 sur chaque normale : celle
résultante a pour* expression

qu'on transforme successivement en

\ ds { H — IV ; ( H — ds -±-\Y--ds)-L- KIV ( H H- ds -\- IV -+- ds ) / |

ou, en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur,

r . Q . r . n .

Cela posé, \oiei les théorèmes que nous nous propo-
sons de faire connaître :

THV:OIU:AII:. — Si l'on applique à une suif ace, for-



niée des forces normales et proportionnelles à

ces forces se font équilibre.

En effet, h la première surface j'applique des forces
égales à

j

à la seconde surface j'applique des forces égales à

j
(a. dz'

( R -4- ds) ( IV— r/v) *

Sur chaque surface ces forces se font équilibre,
d'après Je théorème de M. Joubcrt. Je cherche la résul-
lante sur chaque normale. Cett« résultante a pour ex-
pression

:X (lG ( R H- ds ) ( H^JT) ~ [X fl° RÏÏ"'

Or

RR'

donc sur chaque normale j 'ai la force

'JL ds — -

[ RR' ( R -+- ds) ( R' -*- ds ) R R J

La quantité entre crochets, devient

R R ' + ( R + lï)ds — (R-h ds)(R'->- ds)
RR'(R -r-

RR'-f- ( R -f- R') ds — RRy— (R •+- li')ds —

On a donc sur chaque normale des forces égales à
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c'est-à-dire des forces proportionnelles à

dv

THÉORÈME GÉNÉRAL. — Plus généralement une sur-
face fermée quelconque reste en équilibre sous l'action
de forces normales et proportionnelles à

R« R" '

Nrt désignant l'expression

N, = N„_,(H + IV) (, -n)+ UR'

Considérons d'abord le cas de n = 3.
11 y a sur chaque normale une résultante égale à

RR'-f-(R-4-R')rf.ç i 1

)2 ~ Tmv1 J '
Je néglige au numérateur les termes en ds2, ds3, . . . ,

et je ne m'occupe pour le moment que de la partie entre
crochets

I mv-4- (K-HR'K/S] RIV—( v\-{~dsy ( ivH- dsy-
K2R'2( U -^l/772( H' -1- dsj^~ '

Le numérateur devient successivement

^ R'â - r ( R + R ' ) ^ RR' — (R = Û?J?)2 (R' -H <fc)2,
K2H'2-r- ( R ~h K)ds RR'— R2R'2 — a (RR'2 -+• R'K})ds - . . . ,

^ R -h W) fis RR' — 2RR'(R -+• R') ^ —.. .,

JNous avons donc sur chaque normale des forces

RR'(R^R') , , R-+-R'
égales à



( ' « 7 )
ce qui vérifie la loi énoncée, vu que

N3=—tK + K').

Vérifions encore pour 7z ~ \.
On a sur chaque normale une résultante égale à

rRR'+(R-j-R')<ft (R-^-ïfr)-MR'•+-<&) R-t-R'
11

R' l
T J

'est-à-dire

ƒ \ [ KH' + (R+H ' ) ds] R2 R'â( R -4-^-f- R' ds) ) )
j — ( R - + - R ' ) ( R - + - r f r ) 3 ( R ' - w / ^ }

( )3 ( R -f- r&)3 ( JV

Le numérateur devient, eu négligeant les termes en

R3 H'3 ( R + R ' ) - ( R - f R' ) R» R'»
-f- afc f (R H- R')2 R2 R'2-h a R3 R'3— ( R -r H') ( 3 R» R'M- 3 R« R'3)j,

r/5 R2 R'21-_ .2(R + \\> )2 + 2 RR'],

' 2 ( — 2 R Î — 2 R ' * — 4 R R ' H - 2 R R ' ) :

donc, après réduction, la fraction devient

'x </.v(R2-l-R'2-u RR').
HÜn ;

ce (|ui est conforme à la loi énoncée, vu que

\ t = — 2 (R2-+- R'2+ RR').

11 reste à montrer c|ue la loi, étant supposée vraie pour
n — i, est vraie pour n.

Je suppose donc qu'une surface fermée reste en équi-
libre si on la soumet à des forces dirigées suivant la
normale en chacun de ses éléments et proportionnelles
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à r^lrft*,,-! > j c ^ s c l u c ^a surface e s t encore en équi-

libre si les forces sont proportionnelles à R / " i •

En effet, raisonnant comme dans les cas précédents,
j 'aurai sur chaque normale une résultante égale à

{X *

en désignant par J N ^ ^ 1 R'̂ ~(ls) le numérateur Nw_< dans
lequel on a remplacé R et JV par R-f- c/̂  et R; -\- ds',
c'est-à-dire

i i f R« -R'«-i -+• (R-r- H'

j j — N;!-! ( R

Je m; m'occupe1 pour le moment que du numérateur.
Le développement de N^_+''*.R'+^ j ) a r la formule de
Taylor à deux variables donne

/(R + ^ , R' -+- ̂ ) = ƒ (K, R') + (J^ds + ^> ^ ƒ

c'est-à-dire

7m l, dR • dw ) ds* - H . . . .

Passant au dénominateur, et développant
et (R'H- às)n~{ par la formule du binôme, on a

(R' + ^S)« -i = R'« i -+- ( n _ i) R'«



Les premiers ternies du produit

(R-f-öfe)«-l(R'-r tf*)»-1

sont donc

R/i-i R '«- l - 4 - ( ^ — i ) ( R«-2 R'/f-l _|_ R'tf-2

Cela posé, je reviens à la formule (a). Au Tiuméra-
tour les termes finis

M* détruisent, et le coefficient du terme en ds a pour
expression

OR â'R ]

La formule (a) peut donc s'écrire (en négligeant les
termes en ds2 au numérateur et ceux en ds au dénomi-
nateur),

R') (2 / i )
àR

c'est-à-dire
-—-"—. c . Q . F . n .


