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SIR LES PÉRIODES DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES ;
P\R M. V. JAMET.

connaît la relation

f l u ' existe entre les périodes 2 W , w ' et 2 W | , co', des inté-



grales elliptiques de première et de seconde espèce, au
module h. Cette relation tire son origine de considéra-
tions purement analytiques; mais il n'est pas sans in-
térêt de constater qu'on la rencontre quand on veut
évaluer le volume de l'ellipsoïde au moyen des coor-
données elliptiques.

Voyons d'abord comment, au moyen de ces coordon-
nées, l'expression de ce volume va se réduire à une in-
tégrale double.

Soit
X1 yï Zî

a b c

l'équation de l'ellipsoïde, où l'on suppose <7^>/>>c^>o.
On peut exprimer les coordonnées d'un point (./*,tv, z)

de cette surface par les formules suivantes

(a — b)(« — c)

^ ~ {b — a) {b — c)
^ _ < " ( c - t - | A ) ( c - J - v )

Kc — a ) ( c — b )

et l'on obtiendra tous les points possibles de cette sur-
face en faisant varier [A, par exemple, entre — a et — Z>,
v entre — b et — c. Ceci résulte du mode de séparation,
bien connu, des racines de l'équation du troisième
degré en p

«-h p b -h p c -\- p

L'expression d'un élément de surface de l'ellipsoïde
est le produit des diiïérentielles des arcs des deux lignes
de, courbure, qu'on obtient, l'une en faisant varier ^
et laissant v invariable, l'autre, au contraire, en suppo-



( '95 )
sant y variable et jx constante. Soit dv cet élément. On
trouve

en posant

On calculera le volume infiniment petit du cône qui
a pour directrice le contour de dar et pour sommet le
centre de la sphère, en multipliant l'expression de di
par le tiers de la distance du centre au plan tangent
à l'ellipsoïde au point (p., v). Soit p cette distance.
On a

P =

J,j, z désignant les coordonnées cartésiennes du point
de contact. Mais, à cause des formules (i),

£? + il + f! = r-.
<72 /;- r2 abc

Donc l'élément de volume d'un ellipsoïde a pour
mesure

sj— , ( jx — v ) d\x dv

Mais, à chaque système de valeurs de JJL, V correspon-
dent huit points de l'ellipsoïde5 donc son volume total
est égal à

i\/ctbc 1 Ç~b f~l ({•*• —

Posons maintenant

[JL = — b sn2cp — c cn 2o — — c—(b — c) sn2cp,

v = — c — (b — c) sn 2^,



Je module k- des fonctions elliptiques employées étant

égal à ; et cherchons les valeurs o0, z>t de l'argu-

ment <p qui correspondent à fx = — a, [Ji = — &, et les

valeurs ó0, A< de A qui répondent à v = — a, v = — h.

Nous trouverons

dn2cpo = o, c n 2 ^ ! = o ,

et nous pourrons supposer

De même

et nous pourrons faire

Alors l'expression du volume se transformera comme
il suit :

dù* f f\sn*o-sn*ù)dodù

2

— / ^ / sn2cp<fcp

o. Jabc , ,
3

Comparant cette expression avec l'expression connue,
:, on trouve la formule qu'il s'agissait d'établir


