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LE CENTRE D'INERTIE ET LES MOMENTS D'INERTIE
DU CORPS ÉPICYCLOIDAL;

PAR M. SVECiïMCOFF,
Professeur au Gymnase de Troïtzk.

Le moment d'inertie de la surface épicycloïdale homo-
gène autour de l'axe oz est égal à

j o z =7 / ( ,r2+/2)r/S,

si l'on désigne par ? la densité de la surface;

dS = 4 a2( /? -+- co^ a ) sin3 —L r/cp r/a,

,r2_|_yi— a2[(n2_L_ sin2 /zep)
H- ?w(i — ros/?cp) rosa -1- ( i — cos/? cp)2 cos2 a .

On sait que

/ sinw.r cosw.r r/.r — / sin/w.r cos/?.r dx — o,

si /? est un nombre impair.
Par conséquent, les termes qui contiennent cos a et

cos3 a se détruisent et

. no .
sin3 —- do

X ƒ
/o

I \(n--+- sin2 n es)-f-(3 — 4 cos n 9 - - cos2/i 9) cos2aj ö?a,
./o

27Î

f ~" HO 1

sjn3 —L (2/i2 -f- 5 — 4 COP 7i? — cos-n9) «9,

w « « ^ s in»4(«»-f -»-4COS y
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j o z — 8173a4 I sin^['i/i2-h8— (2 7i2-f- 12) c o ^ - ^ cos

si Ton désigne par 7?i la masse de la surface épicy-
cloïdale.

Le moment d'inertie du corps épieycloïdal homogène
autour de l'axe oz est égal à

i -=2<r r ? n f* *

En remplaçant r̂2-f-jK2 par son expression et JU par

a8(i — cos/*cp)3(/i -T- cos a) sin2a c?cp r/a,

nous pouvons détruire les termes qui contiennent cos a
et cos8a; par suite

\oz= ï j (i—

r11

/ f(;i2-f-sin2/icp)sin2a
0

X
0

H- (3 — 4 c o s / l c? ~̂" cos2 Aicp) sin2a cos2aj ^a
2TC

r
\uz— 2 71 C7 a 5 17 I ( l — COS/iO)3

(n~-\- sin27ic& 3 — 4 cos^o -+- cos2 T
X L H 2 -i

V '•>- «

En détruisant les termes qui contiennent cos y,





( 388 )

Quand f augmente de zéro jusqu'à-^ et -^ , A diminue

de - jusqu'à zéro et — - •

Le eentre d'inertie de la surface épieycloïdale est
situé sur l'axe or'. Désignons par p sa dislanee au
point O. Alors

/>/y9

En remplaçant y ' par son expression et <7S par

— f\ar cos3 — (7? -H cosa ) <7'i /7a, el en faisant l'intégra-

tion relative à a, nous pouvons détruire les termes

qui contiennent cosa.
Par conséquent,

eo?4* —- d^

n

ƒ \n(nco«b - sinJ> sin /zd;) -4- (i cos/i^) cos<]; cos2a] dec,

/ cos3 —L[(r>/z2-4-i)cos'I;—Q.n sin^ sin

X

•7o

7?ip= 8 7 : 0 ^ / ƒ (^

•M)

si l'on pose

x [(•>;!'-'^- i)(cos-i — ULZZl C 0 S(„ _
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O/l2— 2/14-5 ft — 2, ()/l24- 2/14- J ft4-'2,

= q cos o H cos ^
^ 2 ö 2

, 4 / i * — 6 / 1 4 - 5 3ft — 2 , 4 f t 2 4-6 / t 4- 5 3ft 4- '2
li> 2 T iG 2

2/1 — 1 5 ft — 2 2 ft 4- I 5 / 1 4 - 2 ,
— cos 6 4 : — cos 6 ,

ï<> 2 iG 2

/ ' " f. , x / , G ft*2 — 2 / 1 4 - 5 -K G ft2 4 - 2 ft 4 - 5 T:

ƒ / ( i ) (01 — — cos - H —- cos -
, '„ \(n — 2) n 4 ( / i 4- 2 ) ft

4 ft2 — G ft 4 - 5 ~ 4 /i2 4 - G ft 4- 5
• COS — —
8 ( 3 / i — 2 ) ft 8 ( 3 ft -t- 2 )

2 ft — i r 2 ft 4- T r
cos - 4- -— cos —— 2 ) n ' 8 ( 5 n -f- 2 )

I 2 /l3 -+- 3/t ft \
- ( !
n\ ft2—4 y ' * 2 — i 2) ft2— 4 /

I T. / [2 f t 3 4- 2 ft 12 ft3

= T COS -

600/i7 c o s -

( /i2 — 4 ) ( 9 ft2 — 4 )( 2011- — -i )

II en résulte (jue

22'J/l ' a COS -
Tl

(/t2 — 4 ) ( 9 ft2 — 4 ) ( 25 ft2 — 4 )

Kn posant n =• i et n =̂ 2, on a

j<7, 707: a

/ ; = Ct p — — •
1 7 128

Si ii = i, les droites o j ' et o.r forment l'angle TT.
Désignons par p' la distance du centre d'inertie de

la surface épicycloïdale à la droite AB,
Alors

/ / — p - - /za cos — '

Par le milieu de la droite AR, menons la droite o'z
parallèle h oz. Le moment d'inertie de la surface épi-



eycloïdale autour de Taxe o'V est égal à

Jo'z' = Joz — m(P* - P''2) =Joz— tnna cos ^yp — na cos ^ Y

[ N , 45o/i*cos2-

H 8 ( " h C ° ' 1 ^ - ' - 7 - ( » ' - 4 X a ^ - 4 ) ( ^ 3 r

En posant rc = ce, on a

Considérons la surface de révolution engendrée par
la cycloïde tournant autour de sa base. Le moment
d'inertie de cette surface autour de Taxe équatorial est
égal à l'expression trouvée, parce que la surface consi-
dérée est la limite de la surface épicycloïdale, quand n
augmente indéfiniment.

D'autre part, ce moment d'inertie est égal à

r21z . o
[\~?aw j (o — s ino) 2 ( i — cosep) sin - do

v / (i — cosep)3 sin -*- do — 7}iiz2x2.

Le deuxième membre est la moitié du moment d'iner-
tie de la môme surface autour de Taxe de révolution.
Ce moment d'inertie est égal à

t / 0

éga
'io\$T.Ga'* 96ma2

û J 0 0

Désignons par P et F les distances du centre d'iner-
tie du corps épicycloïdal au point O et à la droite AB.
Alors

--Cc""*-
d\ - — (73(i cnsntyyin -+• r o ^ a ) s i n - a d<b doc.



Par suite,

4-(i4- cos/i'^)cos^ cos2a sin2a «

Nous avons supprimé les termes qui contiennent
cos a et cos3 a

si J on pose

<l) — (i + cos/i^)3[(4 n* -+-1) cos^ — 4 AI sin^ sin/i^ -+- cos^ cos/t<]>]
5
2 4 2 4

X ( î 2

3/np\
4 /

( î/i2H- i) cos<]> — -—; cos(/i— i ) ^ + '-—-—- cos(n +i)<]>

. . . 8on 2 - i -35 , i5/ i 2— 7/1 + 7
/ (Y) — ô c o s ^ -î r cos(/ i —

7 . . , 12 /1 2 —14n- t - 7 . , ,
i COS(/1 -+- i ) ^ -h y- OOS('>-/1 — i ) ^

4
COS(/1 + i ) ^ h

'2 4

11 n 2 - f -1 \n 4 - 7 7i2 — 3 / i n - 1
. £ C0S(2/l 4- i ) ^ H COS(3/l —

4 2

4/1 — 1 ,
-COS(3/l-f- l)(p — -1 : COS (4/1 — O T

in 4-
16

/ y ( v ) ?̂tl» =
80/i2 4 -35 . 71 i 5 / i 2 — 7 / 1 4 - 7 . ~

sin i ; — - s i n -
8 n i{n — i n

15 /i2 -t- 7 /i 4- 7 . 7i 12 AI2 —14 /14 -7 . 71
— ' ^ s i n : —'- s i n -

-2 ( n 4- 1 j /i 4 ( 2 /i — 1 ) /i
I2/l2-t- I j / l 4 - 7 . 71 / i 2 — 3/lH-I . 7:

_j i s i n 1 — — s i n -
4(2714-1) 11 2(3/1 —i) /*

/Z24- 3/14- l . 7T l . T.
s i n 1- - sin —

•2 ( 3 n 4- 1 ) n 8 /t
6 2 — 7 8/i2

36o/i8sin -



II en résulte que

()A£8« s i n -

En posant M — 1 et /z = 2, on a

,,

Le moment d'inertie du corps épicycloïdal autour do
l'axe o'z' est égal à Io-3 = loz — M( P* — P'2) Ou

3 C / i 9 s i n —

En posant/j = oc, on a

Considérons le corps de révolution engendré par la
cycloïde tournant autour de sa base. Le moment d'iner-
tie de ce corps autour de l'axe équatorial passant par le
centre d'inertie est égal à l'expression trouvée. D'autre
part, il est égal à

-?a° ! (o — sin cp f ( 1 — cos o )3 do

TTC (l'} C~ '"
- h - ƒ (1 — coscs)5rfo — M-ïti1.

Le deuxième membre est la moitié du moment d'iner-
tie du même corps autour de l'axe de révolution. Ce
moment d'inertie est égal à

f 63 Ma2

4Ö '


