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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
SUR L'ÉLIMINATION; 

PAR M. H. L A U R E N T . 

Je vais faire connaître une méthode d'élimination qui 
permet d'écrire explicitement la résultante de deux 
équations, sans même qu ii soit nécessaire de faire in-
tervenir les coefficients de cette équation. 

Pour former la résultante des deux équations 

o(x) = o, ^K37) — ° 

des degrés m et n où m^/?, on désignera par <7n 

a2, . . am des quantités numériques quelconques, on 
posera 

cu = v'(ai)ty(a£) — o(a/)<l>'(a/), 

et la résultante sera 

- ± c n c 2 2 . . . cmm — o. 

Démonstration. — Posons 

F(x) = (x— at)(x — a2). . . {x — a,„), 
> . = F(ar) r 
^ F ' ( a , ) . r — ai 
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La formule d'interpolation de Lagrange donne 

f ? ! . r J . { ( ^ - Î ^ l î ^ j ) = Ci It, + chU + . • — Clmîm-} J: — ai 

Si nous désignons, en général, par G ^ ce que devient 
une fonction G de x quand on remplace x par une ra-
cine xj de v(x) = o, la formule (1 ) deviendra 

•I/O/W"/) ,(/; , y-J) Hy') : : ! — Cii;i -T- C/2Ç-» -r-. • W//i Vil » 
JTj — tti 

ce qui montre que le déterminant D des quantités 

est le produit du déterminant C des quan-

tités Cjj par le déterminant X des quantités ainsi 

(V I) -- CX. 

Or on a 

; lïr-M 
; x a m ) 

< 
\ 

— j x i — ax — a 2 — a „ 

(4) X .. F(.7-,„) y I I 
)F ' ( « a ) . . . F' ( a, n ) i L ' .r, — ' ' " X m — U t n 

et 

F(.r1 ;Fi .r2 ) . . .F( .r/„ ) ' f ( « i ) ? (a 2 ) . .. <*(«,„) _ L (_,)//», 

A,„ désignant le coefiicient de xm dans '¿(.r) j donc 

O ) 0 - ) . . . F ' ( « 0 F V * ) . . . 

Cl — o est donc bien la résultante. 

Remarques. - i" Qn a 5Upposé (Jue ^ _ 
étaient des nombres; si oes quantités dépendaient des 
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coefficients de o et «i, la résultante serait 

G = o , 

F ^ a ^ F ' ^ ) . . .F'(a/W). 

2° Les propriétés connues relatives au degré de la 
résultante sont évidentes sous la nouvelle forme que 
nous venons de faire connaître. 

3° En lin la méthode que nous venons de donner 
peut être généralisée et étendue à un nombre quelconque 
d'équations. 

4° La racine commune s'obtiendra en résolvant les 
équations 

Cil Si -Ï-.. .-f- C/mtm = o, 

qui sont, en général, au nombre de m — i distinctes. 
L'un des £ étant connus, on en déduit .r, etc. 

ERRATA AUX TABLES DE LOGARITHMES DE S(M()\. 

Piige xi, ligne 35 (colonne i), au lieu de (p. S), lisez (p. xn) . 

ERRATA A l RECUEIL DE FORMULES DE IIOÏEL. 

Pages. Lignes. Jn Heu de : Usez : 
xix 14 44<s75 

XXVII 
r(2w. — i) r (:>//+1) 
•2nV(/i--i) 2" V {n -H i ) 
r — Q I ) 

1 2^[V(n-i)Y a-» ir(« + !)]» 

i Thu i-J-Th« 
22 (colonne i) ; r l v ' i - ; - Th m, i — J1» u 
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LA MÉTHODE DE GRASSMANN H ; 
PAR M. E. GARVALLO, 

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 

J ' a i montré dans deux Notes ( 2 ) le parti qu'on peut 
tirer de cette méthode pour la théorie des détermi-
nants. On verra ici comment celte théorie, telle que je 
l'ai exposée, découle naturellement de la Géométrie. 
Mais le présent travail a une portée plus haute. En effet, 
l'œuvre de Grassmann est aussi peu connue que qua-
lifiée de magistrale. Magistrale, elle l'est par la profon-
deur de la pensée, par la correction et la rigueur du 
style, par la puissance de la méthode créée. Elle syn-
thétise les théories connues de Mécanique et de Géo-
métrie et sa place, je veux le montrer, est à Ja base de 
renseignement élémentaire. Cependant elle est peu 
connue. C'est que, à coté de mon admiration sans ré-
serve pour le savant, j'adresserai au professeur une cri-
tique fonda mentale. M. Henni te, dans son enseigne-
ment profond, se plaît a montrer que les Mathématiques 
sont du domaine des Sciences naturelles. C'est un grand 
attrait pour ses auditeurs de savoir qu'il va leur mon-
trer des faits mathématiques découverts par l'Analyse et 
non pas créés par l'imagination du savant. Tout au 
contraire, Grassmann, comme s'il prenait à tache de 
vous décourager, procède de l'abstrait au concret, de la 
convention au fait naturel. Il déploie un volume de 
puissants efforts pour établir un calcul en apparence 

(') Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862. 
(s) Xoi celles Annales^ 3P série, t. X; niai et août 1891. 
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arbitraire sur des symboles dénués de signification, et 
cela avec quel luxe de mots nouveaux! Par miracle, ce 
calcul s'applique à la Géométrie. Mais il faut encore 
autant d'efforts pour le voir avec Grassmann qu'il en 
faudra au lecteur pour fonder avec nous la méthode sur 
des considérations de Géométrie élémentaire. De lui-
même, il fera abstraction delà signification géométrique 
des symboles et possédera les règles abstraites de Grass-
mann, pour les appliquer à l'Analyse. Je rends hom-
mage aux importants travaux de MM. Caspary (*) et 
Péano (-) qui m'ont suggéré ce travail. M. Péano, s'in-
spirant du calcul barycentrique de Mobius a eu l'heureuse 
idée de baser son exposition sur le volume du tétraèdre. 
Je me suis empressé d'adopter ce principe. Mais mon 
exposition diffère pour le reste de celle de M. Péano. Je 
ne saurais trop conseiller au lecteur de lire son livre. 
Ma Note lui servira d'introduction. Il trouvera dans Je 
livre des développements et des applications qui n'ont 
pas leur place dans un simple Article. Il reconnaîtra 
avec satisfaction que je me suis formellement imposé de 
justifier les définitions, d'en préciser dès l'abord la 
signification intime, puis d'exclure les mots et les sym-
boles nouveaux. Le langage ordinaire suffit. 

I. — Formes géométriques. Définitions et règles de calcul. 

1. SENS ET SIGNE D 'UN TÉTRAÈDRE . — Pour définir le 
sens d'un tétraèdre ABCD, j'imagine uu mobile parcou-
rant dans le sens ABC le contour formé par ces trois 
premiers points, puis un observateur placé debout sur 

(') Journal de Kronecker,t. C.— Bulletin des Se. math2e sè-
rie, t. XI, 1S87, et t. XIII, 1S89. 

(3) Calcolo geometrico. Turin, 1888. 
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le plan de ee triangle, à l'intérieur et la tète du côté du 
point I). Suivant que eel observateur voit le mobile 
tourner de droite à gauche ou en sens contraire, le té-
traèdre a le sens direct ou rétrograde. Par A BCD, je 

désigne le volume du tétraèdre précédé du signe -f- ou — 
suivant qu'il a le sens direct ou rétrograde. Dans le cas 
de la ligure, 011 a 

A BCD vol. A BCD. 
BACD - — vol. A BCD. 

On constate que l'expression A BCD change de signe 
quand 011 échange deux lettres consécutives, A avec B, 
B avec C, ou C avec D. On peut donc ranger les lettres 
dans tel ordre que l'on veut par une suite d'échanges 
entre deux lettres consécutives, chaque échange étant 
accompagné d'un changement de signe. Je vais mainte-
nant déiinir trois entités qui permettent de représenter 
des points, des droites et des plans. Je les àppelie res-
pectivement formes du premier, deuxième et troisième 
ordre. 

FORMES nu PREMIER ORDRE. — Pour définir une 
forme du premier ordre, je considère des points A, 
A\ . . . et des nombres correspondants m, m', . . . , po-
sitifs ou négatifs, appelés masses. Eniin je prends un 
triangle arbitraire et variable PQR et je considère le 



volu me 

(I) /wAPQR -+- m'A' PQH 

C'est uue propriété de l'ensemble des points A, A', . . . 
de masses m, m!, . . . de donner au volume (I) une va-
leur déterminée pour chaque triangle PQR. Si, quel(|ue 
soit ce triangle, un deuxième ensemble m{ A,, ///^ A2, . . . 
donne pour la somme rns A, PQR -+- m 2 A 2 PQR -f-. . . 
le même volume que le premier ensemble, les deux en-
sembles sont équivalents à l'égard de cette propriété. 
L'entilé géométrique abstraite de l'ensemble //¿A, 
//¿'A', . . . , et commune à tous les ensembles ainsi équi-
valents, sera bien représentée par le symbole 

( t ) m A h- m1 A ' -+- . . . , 

qui résulte de (I) en supprimant l 'écriture du triangle 
arbitraire PQlt . Je l'appelle forme du premier ordre. 
La condition pour que la forme (i) soit équivalente à 
la forme ms A, H- m2 Â2 -+•. . . est que l'égalité 

([)' //¿A PQH -f-z/i'A'PQK-H...^ m t A t P Q H -r- A 2 P Q K -h... 

soit satisfaite pour tout triangle PQR. Cette condition 
sera bien exprimée par la formule 

( i )' m A — ni' A'-+-. . . — ni^ A j -f- //¿2 A•> . . . . 

Je dirai que les deux formes sont égales. 

3. RÈGLES DE CALCUL . — L a première égalité (I) ' est 
algébrique} la deuxième ( i / , symbolique, n'en diffère 
(jue par l'écriture du triangle arbitraire PQR.. II en 
résulte que toutes les règles de l'Algèbre relatives au 
calcul des polynômes s'appliquent à la forme (i) et à l'é-
galité (i)', en regardant les petites lettres m comme des 
nombres et les grandes lettres comme des facteurs litté-
raux. Par exemple, dans l'expression ( i) , ou peut ré-
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duirc deux termes semblables, c'est-à-dire, remplacer 
m A -h n A par (m-h n) A. Cela revient en elîet à rem-
placer mAPQR-4-ziAPQR par ( m + / / ) A P O R dans 
l'expression numérique (1). J'emploierai aussi les mêmes 
dénominations qui sont employées pour les polynômes 
algébriques. 

4. EXEMPLE . — Considérons deux points A et A ' et 
le milieu C de la droite qui les joint , je dis que l'on a 

A + A ' = 2 G . 

Il suffit de vérifier que, pour tout triangle PQR, on a 
l'égalité 

APQR -t- A'PQR = 7.GPQR. 

Or les trois tétraèdres de cette formule ont mente 
base PQR. La hauteur du troisième est moyenne arith-
métique entre les deux autres ( 1 ). Le troisième tétraèdre 
est donc bien égal à la moyenne arithmétique entre les 
deux autres, comme l 'exprime la dernière égalité. 

Cet exemple sullit à faire comprendre qu 'une forme 
du premier ordre représente généralement un point 
muni d 'une masse. En Mécanique, elle représente la 
gravité d 'un ensemble de points pesants, en particulier 
Je centre de gravité muni d'une masse égale à la somme 
des niasses des points composants. 

L'égalité (i y signifie que les deux systèmes considérés 
ont même centre de gravité et même masse totale. Ces 
considérations justifient le nom de masse donné à m, 

5. FORMES nu DEUXIÈME ORDRE. — J 'appelle forme 
du deuxième ordre et je représente par le symbole 

{'>.) m AB -f- m A'B' - f - . . . 

( ' ) Ces hauteurs, bien entendu, sont susceptibles d'un signe. 
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l'entité abstraite de l'ensemble formé par des segments 
AB, A'B', . . . munis de masses m, /?/', . . et qui est 
commune à tout ensemble m{ A 4 B F , J / / 2 A 2 B 2 , . . . pour 
lequel l'égalité 

v II >r m ABPQ -f- m'A' B'PQ-4-... = z/i, A j B ^ Q -+- nu A, B, PQ h- ... 

est satisfaite quel que soit PQ. La condition numérique 
(11)' s'écrit symboliquement, en supprimant l'écriture 
du segment arbitraire PQ, 

( / ) m AB -h w ' A ' B ' - b . . . = mi k { Bj -h m% A2 B2H-. . . . 

En Mécanique, l'égalité ( I I / représente le théorème 
des moments des forces wAB, m'A' B', . . . pris par rap-
port à l'axé arbitraire PQ. Ainsi la formule symbo-
lique ( 2 V représente la condition d'équivalence de deux 
systèmes de forces et !a forme (2) l'effet mécanique 
d'un système de forces appliquées à un corps solide. 

il. FORMES nu TROISIÈME ORDRE. — J'appelle forme 
du troisième ordre et je représente par 

(3 ) m ABC -f- m'A'B fC'+ . . . 

l'entité qui est commune à l'ensemble des triangles 
ABC, A'B'C', . . . munis de masses /?/, ////, . . . et à tour-
ensemble ///-{AjBjCi, 7?*2A2B2C2, pour lequel 
l'égalité 

(111/ MABCP-hm , A'B , C'P-h . . . = m l A t B t C i P - i - m t A i B g C t P -f-.... 

est satisfaite quel que soit P. Cette condition s'écrit 
symboliquement 

( 3 / m ABC -f- t?I'A'B'C-4-... = mx A1B1Gi-+- m 2 A 2 B 2 C 2 -4- . . . . 

On verra qu'une forme du troisième ordre représente, 
en général, un plan muni d'un sens et d'une masse. 

7 . RÈGLES POUR LE CALCUL D'UNE FORME. — Les règles 
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pour le calcul des polynômes algébriques s'appliquent 
aux formes (•>.) et (3) comme aux formes (i). La dé-
monstration est la même (n° 3). JNOUS emploierons 
aussi les mêmes dénominations. On peut écrire les 
termes d 'une forme dans un ordre arbitraire, ajouter 
et retrancher un même terme, réduire les termes sem-
blables, etc. 

Jl y a cependant cette différence qu'ici l'ordre des 
points dans chaque monôme influe sur son signe. Ainsi 
l'on a 

m A B - - n BA ^ m AB — n AH — ( m — n ) AB. 

C'est une conséquence de la définition du signe d'un 
tétraèdre. En effet, cette définition entraîne l'égalité 
numérique 

ABPO — — BAPQ ; 

par suite, d'après la définition d'une forme du second 
ordre (n° ¿i), 

AB - B\. 

11 en résulte aussi les formules 

A A - o, AB =r, A ( B — À A >. 

dont nous ferons un fréquent usage. 

8. Ml LTIL'LKS KT SOrs-MVLTIPLF.S. Al)T)ITIO]\T ET SOUS" 
TIIACTIOLN. — Multiplier une forme par un nombre quel-
conque, positif ou négatif, c'est multiplier par ce 
nombre chaque terme de la forme. Ajouter plusieurs 
formes, c'est réunir dans une seule forme tous les 
termes qui ligurent dans les formes proposées, en con-
servant leurs signes. De ces notions résultent celles de 
la division par un nombre et de la soustraction des 
formes. A l'aide de ces opérations, on pourra former 
une fonction linéaire homogène de plusieurs formes de 
même ordre. Toutes les règles du calcul des polynômes 
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algébriques s'appliquent à ees opérations, pourv u qu'on 
tienne compte de l'ordre des facteurs littéraux (n° 7). 
La démonstration est celle du n° 3. 

9 . M U L T I P L I C A T I O N DES FORMES DONT LA SOMME DES 

ORDRES NE SURPASSE PAS . — Je considère, par exemple, 
les deux formes 

( i ) m A ni A ' -4- m" A ", 
Î'i) pVC~f/K'C'. 

J'imagine que les symboles (i) et (2) représentent 
des polynomes algébriques et j'effectue la multiplication 
du premier par le second d'après les règles de l'Al-
gèbre, en respectant toutefois l'ordre des fadeurs 
lit ter aux. J'ob ti en s 

l mp ANC -f- m p A' BC -+- m"p A" BC 
( 3 } j -i- m'pX'WC'^ m'p'A"B'C\ 

Ce symbole peut représenter une forme du troisième 
ordre. Celte forme, à cause de son origine, je l'appelle 
le produit des formes (1) et (2). 

10 . RÈGLES DE CALCUL. — I ° Pour s'assurer de l'in-
térêt de cette notion, on doit constater que le produit 
ne change pas quand on remplace les formes (1) et (1) 
par des formes égales. Cela est facile. 

Remplaçons en effet la forme (1) par la forme sup-
posée égale 

(1)' mx A t m2 A2. 

Le produit de (1)' par (:>.) sera 

( m, p' A i B' C - i - m 2 p A IV Cf. 

Or la forme (1) étant égale à (V)', on a d'après la dé-
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iinition de cette égalité (n° 2) les deux égalités numé-
riques 

m A HCR ^ m' A' BCR - f - ni' A" BCR 
= m, A, BGR -+- m9 A2 BCR, 

m A B'C'R -f- //i' A' B'C R -f- m" A" B' G' R 
= mA Ai B' C' R H- nu A, B' C' R, 

où Tl est un point arbitraire. J'ajoute membre à membre 
ces deux égalités après les avoir multipliées respective-
ment par/? et p'. J'obtiens une égalité numérique qui a 
lieu quelque soi tR. Celle-ci exprime que la forme (3) 
égale la forme (3'), (n° 6) . De même on peut remplacer 
la forme (2) par une forme égale5 on peut multiplier 
l'une d'elles par un nombre, pourvu qu'on divise 
l 'autre par le même nombre. 

On pourra aussi considérer des produits de plus 
de deux formes, pourvu que la somme des ordres ne 
surpasse pas /[• Si cette somme égale 4, le produit repré-
sente 1111 volume qu'on peut regarder comme une forme 
du quatrième ordre. 

3° Une forme monôme peut être regardée comme le 
produit de son coefficient et des points qui y figurent et 
cela de bien des manières différentes. Ainsi l'on a, en 
marquant par 1111 point le signe de la multiplication, 

m ABC -: //?. A. B. G -- m A. BC 

- A B .pG — — B A. m C . . .. 
P 

4° Si, dans un produit de formes, 011 ('change deux 
facteurs consécutifs d'ordres p et <7, le produit est mul-
tiplié par ( — , 11 suffit, pour le démontrer, de con-
stater le fait pour chacun des termes du produit déve-
loppé, ce qui est facile. 

5° E11 résumé, les règles du calcul algébrique s'ap-
pliquent à celui des formes géométriques, avec cette 
seule différence que, dans ce dernier, un monôme change 
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de signe quand 011 échange deux facteurs du premier 
ordre. Cette règle entraîne plusieurs conséquences 
faciles que nous ne développerons pas. La précédente 
(4°) en est une. Nous utiliserons surtout celle du n° 7. 

6° Nous serons conduits plus loin à considérer des 
produits pour lesquels la somme des ordres des facteurs 
est supérieure à 4- Mais nous verrons qu'un tel produit 
est égal à un produit de volumes par une forme du pre-
mier, du deuxième ou du troisième ordre. L'étude se ré-
duit donc à celle des trois premières formes. 

Nous verrons, comme il est facile de le prévoir, que : 

Les formes d'ordre 1 représentent des points, 
» 2 » droites, 
» 3 » plans, 

ces éléments étant munis de masses qui sont respective-
ment des nombres abstraits, des longueurs et des aires. 

Pour faciliter cette étude, il convient d'étudier d'a-
bord le vecteur, forme égale à la différence de deux 
points et les formes qui résultent de la multiplication 
de deux ou trois vecteurs. 

II. — Vecteurs. 

1 1 . THÉORÈME. — Pour que les deux formes A ' — A 

et B'— B soient égales, il faut et il suffit que les seg-
ments A A' et BB' soient égaux, parallèles et de même 
sens (1 ). 

i° La condition est suffisante. — Si l'on considère 
le triangle arbitraire PQR, on a 

( I ) A ' P Q R — A PQR = B 'PQ R — B PQ R. 

( ' ) Le lecteur csl prié de faire les figures. Elles sont toujours très 
simples. 

Ann. de Mathémat3e série, t. XI. (Janvier 1892.) 2 
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Car ces quatre pyramides, ayant me ine base PQR, 

sont mesurées par leurs hauteurs (positives ou néga-
tives). De plus, à cause de l'hypothèse sur les segments 
AA' et BB', la différence des deux premières hauteurs 
égale la différence des deux autres. 

L'égalité ( I ) étant vérifiée pour tout triangle PQR, 
on a par définition (n° 2) 

(i) A'— A = B'— B. 

2° Réciproquement, je suppose la relation (i) satis-
faite. Je peux transporter le segment AA' parallèlement 
à lui-même (i°) de façon à placer le point A en B; 
A' viendra quelque part eu A" et l'on aura 

A'— A = A" — B = B'—B, 
d'où 

A" = B'. 

On conclut de là que A" coïncide avec B' et, par suite, 
qui; le segment BB; n'est autre qu'une des positions de 
AS! transporté parallèlement à lui-même. 

12. DÉFI INITIONS . — C e théorème justifie le nom-de 
vecteur que je donnerai à la forme A'— A. Elle com-
porte, en effet, l'idée d'uue direction et d'une longueur, 
celles de AA'. Un vecteur dont la longueur est l'unité 
sera appelé vecteur unité ou direction. En se reportant 
à la démonstration précédente, on voit qu'un vecteur 
est égal au produit de sa direction par sa longueur, 
coefficient numérique que j'appelle masse. On peut 
aussi changer le sigue de la masse en même temps que 
le sens delà direction. Pour la commodité, je dirai que 
A est l'origine et A' l'extrémité du vecteur — A -h A', 
quoique l'un de ces points soit arbitraire, comme on 
vient de le voir ( u° 11). 
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1 3 . SOMME DE VECTEURS. — D 'abord l 'ordre des 

termes est indifférent (n° 3). Je peux aussi mettre l 'o-
rigine de chaque vecteur à l 'extrémité du précédent 
(n° 11). Alors, dans la somme 

S = ( — A -h A ' ) -K— B + B') + (—G-+- C') . . . + ( - II -{- I I ) , 

les termes intermédiaires se détruisent, A' avec B, 
B' avec C, . . . . 

Donc 
S = — A -+- H'. 

La somme de plusieurs vecteurs égale le vecteur qui 
a pour origine celle du premier et pour extrémité celle 
du dernier vecteur, après qu'on a mis tous les vecteurs 
bout à bout dans un ordre quelconque. 

1 4 . THÉORÈME. — Pour que deux produits de deux 
vecteurs soient égaux, il faut et il suffit que, après 
qu'on a donné la même origine aux deux couples de 
vecteursy les deux triangles obtenus soient dans un 
même plan, égaux et de même sens. 

Soit P l'origine arbitraire que je donne aux quatre 
vecteurs, l'égalité des deux produits s'écrira 

(i) ( - P + A ) ( - P + B) = (— P -+-A') (— P -+- B'). 

Or cette égalité équivaut par définition (n° 5) à la 
condition 

( i ) QP ( - P -4- A) (— P -b B) — QP(— P A')(— P -+- B'), 

qui contient deux points arbitraires P et Q, ou (n° 7) 

(I)' QPAB = Q P A' B'. 

L'égalité de ces deux tétraèdres doit avoir lieu quel 
que soit Q ; en particulier, pour Q = A', elle donne 

A'PAB = A' P A'B' = o. 
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Doue A' est clans le plan PAB; de même B' est dans le 

plan PAB. Les bases PAB, PA'B' étant alors dans le 
même plan, la condition (I) ' exige que ces triangles 
soient égaux et orientés dans le même sens de rotation. 
Ces conditions sont évidemment suffisantes pour que la 
condition (I) soit toujours satisfaite. Comme elle con-
tient deux points arbitraires P e t Q , elle est équivalente 
à l'égalité ( i) . La condition de l'énoncé est donc bien 
nécessaire et suffisante. 

1 5 . D É F I N I T I O N . — Un pareil produit de deux vec-
teurs, je l'appelle couple, parce que cette forme repré-
sente le couple de forces qu'on rencontre en Mécanique. 
C'est ce qui résulte du n° 14. Elle comporte une direc-
tion de plan, un sens et une aire, ceux du triangle PAB. 
Elle peut être regardée comme le produit de cette aire 
par un couple unité ou direction de plan. K chaque di-
rection de plan munie d'un sens, on peuL faire corres-
pondre la direction de la droite perpendiculaire dans 
un sens convenu. On peut donc représenter un couple 
par un vecteur unité multiplié par une masse égale, 
non plus à une longueur comme au n° 12, mais à une 
surface. J'appelle ce produit Y axe du couple. Cette 
correspondance entre les couples et les vecteurs rentre 
dans le principe de dualité que nous rencontrerons plus 
loin. 

1 6 . A D D I T I O N DES COUPLES. — Je considère deux cou-
ples; je peux toujours (n° 14) faire en sorte que ces 
couples aient un vecteur commun. Je peux alors écrire 
leur somme 

ÏJ -t- IJ '= l( J-f-J ). 

// su/fit donc d'ajouter les vecteurs non communs 
J et X'. De plus, on peut toujours faire en sorte que I 
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soit un vecteur unité et que J et V soient perpendicu-
laires à I (n°14) . Les axes des couples s'obtiennent 
alors en faisant tourner J et J' d'un angle droit autour 
de I. On voit ainsi que la somme des couples a pour axe 
la somme des axes des couples proposés. Ainsi : 

Pour ajouter deux couples, il suffit d'ajouter leurs 
axes. 

Cette règle fait rentrer l'addition des couples dans 
celle des vecteurs. Elle rentre dans le principe général 
de dualité appliqué aux vecteurs. 

1 7 . T H É O R È M E . — Pour que deux produits de trois 
vecteurs soient égaux, il faut et il suffit que, si Von 
donne une même origine ¿1 ces vecteurs, les deux té-
traèdres qu ils forment soient égaux et de même 
signe. 

En effet, soit P l'origine arbilraire commune. L'éga-
lité des deux produits s'écrit 

( 1 ) ( P - A ) ( P - b ) ( P - C ) = ( P - A' ) ( P - IV ) ( P - G'). 

Elle équivaut à 

( j ) P ( P — A ) ( P — B ) ( P — C ) = P ( P — A')(P — B ' ) ( P - C ' ) , 

égalité entre deux volumes qui contient le point arbi-
traire P. Or (I) s'écrit 

(IV PABG = P A'B'C'. 
• 

Cette égalité, équivale1!)te à l'égalité (i) , signifie que 
les deux tétraèdres formés par les trois vecteurs de 
chaque produit sont égaux et de même signe. La notion 
du produit des trois vecteurs équivaut donc à celle d'un 
volume. 
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1 8 . COROLLAIRES. — I ° Dans un produit de trois 

vecteurs, on peut choisir arbitrairement deux quelcon-
ques d'entre eux. Leur produit forme un couple arbi-
traire. La composante normale du troisième vecteur 
devra seulement être égale au quotient du volume 
donné par l'aire du couple arbitraire. 

'2° Une somme de produits de tfois vecteurs égale un 
produit de trois vecteurs dont le volume égale la somme 
des volumes représentés parles produits ajoutés. 

3° Le produit de quatre vecteurs est nul; car il 
s'écrit, en désignant par A et A' des points, p a r i , I', F 
des vecteurs, 

(A — A ' ) i r r = A i r r— a i r r . 

Or, les deux volumes du second membre étant égaux, 
leur différence est nulle. 

4° Les égalités AI = o, A I I ' = o, A i r i " = o équi-
valent respectivement à I = o, I l ' = o, I I , l / / = o. 

En effet, AI = o, par exemple, peut être remplacé 
(5) par 

o = PQAl = A( P — A)( Q — A ) I. 

Or, le dernier membre est égal au tétraèdre déterminé 
par les trois vecteurs P — A, Q — A e t l , dont les deux 
premiers sont arbitraires comme P et Q. Cette égalité 
équivaut donc à I = o. 

III. — Discussion des trois formes. 

1 9 . FORME ni; PREMIER OUOUK. — I . Réduction. — 
Sok la forme 

(i ) F = mt \t -4- m2 A2 H- . . . . 

Je prends un point O arbitraire. Il vient 

) -4- m, ( — O A, )-+- . . . = m O -h I. 
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en appelant m la somme des masses /;/<, wi2, . . et 1 la 
somme des vecteurs m{(—O-i-Ai), ??ii(—0+ A2), . . . 
obtenue comme on sait. 

Deux cas se présentent : 
Premier cas : m = o. — F égale alors le vecteur I. 
Second cas : m ^ o. — Je pose 

I = _ 0 + À = m(— O H- G). 

Le point A s'obtiendra par la règle d'addition des vec-
OA 

teurs. Le point G sera l'extrémité du segment OG = — 
porté sur OA à partir du point O. 11 vient 
(3) F = m O + m{— 0 + G) = m G. 

G est le centre de gravité du système. Pour l'obtenir, il 
suffit d'exécuter les constructions indiquées par les for-
mules ci-dessus. 

IL Conséquences. — i° L'égalité (3) s'écrit, en met-
tant à la place de F sa valeur (i), 

Ai — G)-t- m 2( A2— G )-h. . . = o. 

Appliquée à deux points, elle montre que le point G 
est sur A, A2 et partage ce segment dans le rapport 
(positif ou négatif) 

GAi _ m2 
GA2 mx 

Cette remarque donne une seconde manière de trou-
ver le centre de gravité en procédant de proche en 
proche. 

2° Si m2 est variable et tend vers — m , , le point G 
s'éloigne indéfiniment sur A,A 2 . D'autre part, pour 
m2 = — mt, mK A4 -f- m2 A2 représente un vecteur. On 
peut donc dire que le vecteur représente un point à 
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l'infini dans la direction de ce vecteur. Mais il le re-
présente avec un coefficient numérique qui est la lon-
gueur de ce vecteur. En résumé : 

Une forme du premier ordre représente un point 
muni d'une masse ou un vecteur, cyest-à-dire un point 
muni d'une masse à distance finie ou infinie. 

20. For.ME ni SECOND ORDRE. — I. Réduction. — 
Soit 

F = Aj Bt -+- m2 A2 B2 H- • • • • 

Je transforme un terme quelconque comme il suit 

mAB = m A ( B — A ) = A m ( B - A ) . 

Soit O un point arbitraire et I le vecteur m(B — A), 
j'aurai 

m AU = Ai = (A + O— (J)J = 01 —¡(A — 0)1 — 01 -+- K, 

en désignant par K le couple (A — 0)1 . En faisant la 
même transformation sur chaque terme de F , il vient 

F = OJî -f- K ! -f- 0J2 -f- k2 + . . . 
— 0(1!-+- [ î + . . . ) + (K 1 h-K 2 + . . . ) . 

Les sommes entre parenthèses peuvent être remplacées 
respectivement par un vecteur I et un couple K (43 
et 10). On a donc 

V = 01 + K. 

En Statique, 0 1 est la résultante de translation, K le 
couple résultant. 

\I. Conséquences.— i° Pour que la formel?=01-4- K 
soit nulle, ilfaut que K et I soient nuls. 

En effet, en multipliant par O les deux membres de 
1* égalité 

(i) Ol + K = o, 



( ) 
il vient OK — o, d'où K == o. L égalité ( i) donne alors 

I = o. 

La condition d'égalité de deux formes réduites s'écrira 

01 -4-K = 0 ' I ' + K' = (O -H 0 '— 0)1'-+- K' 
ou 

0 ( 1 — I' )H- [K — ( 0 ' — 0 ) 1 ' — K ' ] = o. 

Cette égalité équivaut, d'après ce qui précède, à 

I' = I, K' = K + ( 0 - Q ' ) I . 
Ces formules renferment les conséquences qu'on dé-
veloppe en Mécanique. Pour en énoncer quelques-unes, 
je suppose que la forme 0 1 -f- K est donnée et que Of est 
variable. 

'2° Pour qu'une forme 0 1 -f- K puisse être réduite à 
un couple K ; , il faut et il suffit, que Von ait I = o. 

3° Pour qu'une forme 0 1 -f~ K puisse être réduite à 
un monôme OT, il faut et il suffit que Von puisse 
choisir le point O' de façon que l'on ait K = (O' — 0)1. 
Pour cela, il faut que le vecteur I soit parallèle au plan 
du couple K. Le lieu du point O' est alors une parallèle 
menée à I, dans le plan du couple K. C'est le cas d'une 
forme mAB -h m'A'B', . . . , lorsque tous les points A, B, 
A', B', . . . sont dans un même plan-, il suffît, pour s'en 
assurer, de prendre le point O dans ce plan. 

4° Pour que deux formes monômes mOA, m Or Af 

soient égales, il faut et il suffit que les segments OA, 
0'A' soient comptés sur la même droite et liés par la 
relation algébrique /?zOA = mfOf A'. 

Ainsi, le monôme m OA représentela droite indéfi-
nie OA inunie d'un sens et d'une masse égale à m fois 
\a longueur O A. 

III. Remarques. — i° La méthode de réduction se 
simplifie dans le cas de droites concourantes ou parai-
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lèles, comme le montrent les égalités 

(i ) m{ A ii -f- m2 A J2 - + - . . . = A(/>?i Ij H- m 2 h -+- . . . ) = AI, 
(>) rai Aj I H- m2A2I -h. . . = (7*1^1-+- m2A2-f-.. .)I = twGL 

20 Cette dernière formule, appliquée au cas où les 
deux formes mK A< I, m* A2I représentent deux segments 
qui. tendent à devenir égaux, parallèles et de sens con-
traire, permet d'envisager le couple comme la droite de 
l'infini d'un plan-parallèle au plan du couple. 

3° Ce numéro constitue une théorie de la Statique 
des corps solides, pourvu qu'on parte du théorème des 
vitesses virtuelles. Si, en effet, AB est une force appli-
quée au point A du corps et P Q une vitesse de rotation, 
PQABcft est le travail de AB pour cette rotation et 
dans le temps dt. Le théorème des vitesses virtuelles 
donne pour la condition d'équilibre, en supprimant le 
facteur dt commun à tous les termes, 

PQAB -4- PQA'B' + . . . = o. 

Cette égalité fait rentrer la théorie des forces dans celle 
des formes du deuxième ordre. 

2 1 . FORMES nu TROISIÈME ORDRE. — I . Réduction. — 
La forme du troisième ordre s'écrit 

F = m ! Ai B t Ci 4- m.2 A2 B2 C2 + 

Je transforme chaque monôme ainsi : 

mABC = m A ( B - A ) ( C - A ) = / n ( A - 0 + 0 ) ( B ~ A ) ( G - A ) , 

O étant un point arbitrairement choisi. Je désigne le 
couple m( B — A)(C — A) par K et le produit (A—0)K 
par V. Il vient 

m ABC r-: OK + V. 
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La forme F s'écrira donc 

F = OKt -4-V1 + OK2-+-V2-4-... 
= 0(K1 + K, + . . . ) + (V, + V! + . . .). 

Les sommes entre parenthèses sont égales respective-
ment à un couple K et à un produit de trois vecteurs 
Dès lors, on a 

F = OK + V. 

Deux cas se présentent : 
Premier cas : K = o. — La forme est égale à un 

produit de trois vecteurs Y. 
Deuxième cas : K ^ o . — Je p>eux poser V = IK, 

I étant un vecteur. Alors 

F = ( O •+- I)K = ABC. 

A étant le point O -4- I-, B et C, tels que 

(B — A )(C — A) = K. 

Ainsi la forme F se réduit au triangle ABC. Celui-ci est 
dans le plan mené par le point O -+- I, parallèle à celui du 
couple K, de même sens et de même aire que ce couple. 

II. Conséquences. — i° Pour que deux formes mo-
nômes ABC, A'B'C' soient égales, il faut et il suffit que 
les triangles ABC, A'B'C' soient dans le même plan, 
de même sens et de même aire. 

Ainsi la forme du troisième ordre réductible au mo-
nôme ABC représente un plan muni d'un sens et d'une 
aire, ceux du triangle ABC. 

2° La somme de deux monômes ABC + A'B'C', dont 
les plans sont parallèles, peut s'écrire 

m OK -+- m'O' K = ( m O -+- m'O' ) K, 

en désignant par K le couple unité parallèle à la direc-
tion commune des deux plans. La dernière forme repré-
sente un plan de masse m -f- m! et qui partage la dis-
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tu' tance des deux plans ABC, A/ B 'C dans le r apport — — • 

Si l'aire m' du triangle A 'B 'C tend vers — c e plan 
est rejeté à l ' infini. D 'autre part, la somme est, dans 
ce cas, égale à m ( O — 0 ' ) K = V, produit de trois vec-
teurs. On peut donc dire que le produit de trois vecteurs 
représente un plan à l ' infini. Mais il le représente avec 
un coefficient égal au volume du tétraèdre V. Comme 
toute trace de la direction des plans donnés a disparu, 
on peut regarder tous les produits de trois vecteurs 
comme représentant un plan unique à l ' infini. C'est ce 
qu'on appelle le plan de Vinfini. 

3° On pourra faire abstraction de la forme triangu-
laire qu'on a jusqu'ici supposée à l 'aire dont est affecté 
chaque plan : la seule chose qui importe, c'est son éten-
due et son sens, c'est-à-dire le sens dans lequel un mo-
bile parcourt le contour de cette surface. 

22. La forme du quatrième ordre, représentant une 
somme de volumes, pourra être remplacée par un mo-
nôme; ce sera un volume égal à cette somme. On pourra, 
d'ailleurs, faire abstraction de la forme tétraédrique de 
ces volumes. 

IV. — Coordonnées. Déterminants. Homographie. Dualité. 
Produits d'ordre quelconque. 

23. COORDONNÉES. D É T E R M I N A N T S . — i° Soit un 
point O appelé origine, puis trois vecteurs I , , I 2 , I3 non 
parallèles à un même plan et appelés vecteurs coordon-
nés. Tout point X pourra s'écrire 

(1) X = O h - ^ J i - H ^ L H - « ^ ^ 

Xi, .r2? .ra étant les valeurs algébriques des composantes 
du vecteur — O - f - X , suivant les vecteurs J , , I2 . J3 dont 
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les longueurs servent (l'unité de mesure pour chacune 
de ces composantes. A chaque point X répond un 
système déterminé de nombres x{,x2,x3, et récipro-
quement. Quand les trois vecteurs I2, I 3 ont pour 
longueur l 'unité, ces nombres sont les coordonnées 
cartésiennes du point X. 

2° Dans la formule (i), je pose 

J i=Ai—O, I2 = A2— O, IS=A 3—O. 

De plus, pour la symétrie des notations, je remplace O 
par A4 et je désigne par xh le coefficient 

I — Xi X2 X3 

de ce point. La formule (1) devient 

(2) X — xi À!-!-x2A2-T-x3A3-h x^Ai. 

Le tétraèdre At A2 A3 A4 est le tétraèdre coordonné. 11 
est arbitraire comme le système 01412I3 ; xK, .r2, x3, x,t 
sont les coordonnées tétraédriques du point X. Leur 
somme est égale à 1. Si elle était m, X représenterait 
un point de masse m. Les lettres A de la formule (2), 
au lieu de représenter des points simples, pourraient 
aussi représenter des points affectés de masses. 

3° Dans le système des coordonnées tétraédriques, le 
plan se présente sous la forme 

Ê - PQK 
= (/?i A1-f-y?2A2-+-/?3A3-h/?4Av)(^1A1-i-.. .){rx A i+ . . . ) . 

Ce produit développé sera une somme de quatre termes, 
tels que 

Xi A2 A3 A4 = X[ 3Ci, 

Xi étant un nombre et a, un plan muni d'une aire qui 
peut n'être pas égale à l 'unité. Le nombre x , est le 



( 3o ) 

coefficient de A 2A 3A 4 dans le produit 

(Pi A2H-/?3A3-h/>4 Ai) (q2 A 2 -h^ 3 \3-i-qk A4)(r2A2-+- r3 A3+/-4 A; ). 

C'est la valeur du déterminant 

P2 Pz p <> 
q* q* q\ • 
''2 ''a r\ 

On voit s'imposer ici la méthode d'exposition des déter-
minants telle que je l'ai donnée antérieurement. Le 
plan £ sera représenté par la somme de quatre termes 

\ — XiCCi-\- x2z2-\- x3oc3 -H -na^. 

x,, x/t sont les coordonnées tangentielles du 
plan 

2 i . HOMOGRAPHIE ET DUALITÉ . — 10 A quatre points 
A I ? A 2 , A3,A.4 pris dans une première figure, faisons 
correspondre quatre points A\, A!,, A'3, A'/t d 'une autre 
ligure; ces symboles pouvant, d'ailleurs, représenter 
des points avec des masses. A tout point de la première 
figure 

(1) X = .r j A t -b ;r2 A 2 -+- A3 -T- A4 

répond un point de la deuxième figure 

( ) Xf + X2 A'2 -h X3 A3 -f- 3?4 A4 , 

et réciproquement. Les deux ligures sont dites homo-
graphiques. 

'.10 Aux quatre points faisons correspondre, non plus 
quatre points, mais quatre plans a , , a2 , a3 , A chaque 
point X de la première figure répond un plan 

(3) ; = ^î», -4- x.2x2-h .r3a3-}- ^4X4, 

et réciproquement. Les plans de la deuxième figure sont 
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homographiques des points de la première. A toute 
propriété des points de la première figure répondra, 
comme nous allons voir, une propriété des plans de la 
deuxième. C 'est le principe de dualité. 

2 5 . E X T E N S I O N DU CALCUL DES FORMES. PRODUITS DE 

PLANS . — Par la méthode du n° 2 4 , je fais correspondre 
un plan a à chaque point A. A toute forme de points, 
par exemple mAB -+- niA'B', . . . , répond une forme de 
plans + ni et! ¡3', . . . . Je dois regarder deux formes 
de plans comme égales si les deux formes de points 
correspondantes sont égales. La forme de plans repré-
sente l 'entité commune à tous les ensembles de plans 
ainsi obtenus. D'après cette définition, toutes les règles 
pour le calcul des formes de points s'appliquent aux 
formes de plans. Donc à toute propriété d 'une figure 
représentée par une égalité entre des formes de points 
répond une propriété représentée par la même égalité 
entre les formes correspondantes de plans. C'est le prin-
cipe de dualité. Il nous permet d'étendre aux formes de 
plans les résultats du n° 3. D'un autre côté, l 'homogra-
phie n° 24 permet de remplacer un vecteur par un point 
à distance finie et un couple par un plan à distance fi-
nie. Comme l'homographie est intimement liée à la 
dualité, il n'y a pas lieu de distinguer, dans des énoncés 
généraux, ces éléments qui peuvent être substitués l 'un 
à l 'autre. On arrive ainsi aux énoncés suivants : 

i0 Une forme de plans du premier ordre 
mlOLl-\- m* a2 -4-. . . 

est réductible et un monôme (19). 
Ce résultat est, d'ailleurs, connu directement (21) . 
2° Une foune de plans du deuxième ordre 

al H- /?12 a-2 p2 -+- • • • 
est réductible à un binôme (20). 
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3° Unejorme de plans du troisième ordre 

™>\ "M pl Yl -+-
est réductible h un monôme (21). 

4 ° Une forme de plans du quatrième ordre est ré-
ductible à un monôme (22). 

On sait que la première de ces formes représente un 
plan muni d'un sens et d'une aire. Je vais maintenant 
rechercher ce que représentent les trois autres formes 
réduites chacune à un monôme. Je m'appuierai sur le 
théorème suivant : 

£ 6 . T H É O R È M E FONDAMENTAL . — Pour que deux 
formes monômes de même espèce et qui ne sont pas 
nulles ne diffèrent que par leurs masses} il faut et il 
suffit que les facteurs de l'une soient des fonctions li-
néaires des facteurs de Vautre. Le rapport des masses 
est égal au déterminant des coefficients. 

i° La condition est nécessaire. Soit, par exemple, 

A A ' = m A ] A 2. 

En multipliant par A les deux membres, j'ai 

o = /a A A j A2 . 

Comme, par hypothèse, m n'est pas nul, cette condition 
exige que le point A soit sur A, A2. On en conclut faci-
lement que A est fonction linéaire de A, et A2. De 
même Ai est une fonction linéaire de A, et A2. 

2° Soit 
A = mj Ai -4- m.2 A2, 

A' = m\ A j m'* A2 . 

Je multiplie ces deux égalités membre à membre. Il 
»vient 

A V = m Ai A ; . * c. o- r. 



( 3 3 ) 
m est la valeur du déterminant 

7ïi\ m 2 

m\ m't 

C'est ici que la notion de déterminant, telle que je l'ai 
donnée ( 4 ) , s'impose vraiment. Elle se présente comme 
le rapport de deux volumes, de deux aires situées dans 
le même plan, de deux segments comptés sur la même 
droite. 

2 7 . FORMES MONOMES DE PLANS. — Considérons, par 
exemple, le produit de deux plans qui se coupent a1 a2 . 
Pour qu 'un autre produit aa' soit égal au premier, il 
faut et il suffit que l'on ait (25 et 26) 

( a — m\ olx -f- m2 a2, 
( i ) <. mx m'% — m\ m2 = i . 

f a' — m\ ai -f- m 2 a2, 

Les plans a et a' sont donc deux plans pivotant d 'une 
façon arbitraire autour de l 'intersection des plans a, 
et a 2 . Voilà pour les positions. Pour les masses, soit O 
un point commun aux quatre plans. Le plan a, par 
exemple, est égal au produit OK du point O par un 
couple déterminé K que j'appelle le couple du plan a. 
Les égalités ( i ) , écrites avec cette notation, contiennent 
le point O en facteur. En supprimant ce facteur, on ob-
tient les égalités équivalentes (18, 4°) 

( K = w . K, + nu K2, 
O ) ) 

( K' = m\ K-! -h m 2 K2. 

Ces égalités subsistent si l'on imagine que les lettres K 
représentent, non plus les couples eux-mêmes, mais 

( '•) Nouvelles Annales, 3e série, t. X; mai iSqî. 
Ann. de Mathemat3e série, t. Xi. (Janvier rScp.) 
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leurs axes (16). Dès lors, on a (26) 

K K ' = KJ ou bien (18, 4°) 
O K K ' = O K Î K 2 . 

Cette condition est suffisante, car la démonstration peut 
être remontée, toutes les propositions invoquées admet-
tant la réciproque. On arrive ainsi aux conclusions sui-
vantes : 

i° Le produit de deux plans olol' représente leur 
droite d'intersection. Le sens et la niasse de cette droite 
sont ceux de Vaxe du couple KK/ formé par les axes 
des couples des plans donnés. 

2° Le produit de trois plans aa'a" représente leur 
point commun avec une niasse égale au volume du té-
traèdre OKK'K/7 déterminé par les axes de leurs 
couples. 

D'après cela, la droite d intersection de deux plans a 
pour niasse un volume multiplié par une longueur. Le 
point d'intersection de trois plans a pour masse le carré 
d'un volume. Ils pourront donc se mettre respective-
ment sous les formes 

A B G D . À B , ( A B C D ) 2 A . 

Le produit d'un plan par une dr oite pourra se mettre, 
à un facteur volume près, sous la forme a. a'a". Il repré-
sente leur intersection avec la masse qu'on sait calculer. 
Le produit de quatre plans pourra être regardé comme 
le produit de deux droites a a ' . a ' V . C'est le cube d'un 
volume. 

28. GROUPEMENT DES FACTEURS D'UN P R O D U I T . — Dans t 
un produit de points qui ne dépasse pas le quatrième 



( 35 ) 
ordre, on peut grouper à volonté les facteurs et les 
échanger en se conformant à la règle des signes. Il n'en 
est pas de même dans les produits d'ordre supérieur à 
quatre. Les expressions ABCD.E, A.BCDE, ABC.DE 
représentent des résultats très diiîérents. Cette remarque 
s'applique, d'après le principe de dualité, à des produits 
où n'entrent que des plans. Avec cette remarque, un 
peu de réflexion permettra d'effectuer les transforma-
tions légitimes et d'éviter les fautes de calcul. On sera, 
d'ailleurs, toujours guidé par la Géométrie. 

2 9 . M É T H O D E DE RÉDUCTION POUR LE CALCUL DES FORMES. 

— Soit à réduire la forme j \ A , B , . . .), où A, B, . . . 
représentent des points. A chaque point A, je fais cor-
respondre un plan a (24). A j \ A , B, . . . ) répond la 
forme f(a, ¡3, ...). Je transforme celle-ci en fK (a<, ^ , ...). 
A cette dernière forme correspond, dans la première 
figure, la forme / , ( A,, B,, . . . ). Celle-ci est égale à 
/ ( A , B , . . . ) ( 2 5 ) . 

Le choix de la correspondance rend le calcul plus ou 
moins facile. Voici le système le plus avantageux (M ; 

Soit un tétraèdre ABCD. A chaque sommet je fais 
correspondre la face opposée, mais avec une masse telle 
que le produit de ce sommet par cette face soit égal 
à -h i . Ainsi : 

à A correspond a = ( A B C D B C D , tel que Aa = i, 
à B correspond p = ( BACD )~1ACD, tel que B ¡3 = i , 

Par l'application du n° 27, on constate que cette pro-
priété s'étend à tous les éléments du tétraèdre : à 
chaque élément du tétraèdre pris dans la première fi-

( l ) Il joue un rôle fondamental dans l'exposition de Grassmann, 
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gure répond, dans la deuxième, l'élément opposé du 
tétraèdre et avec une masse telle que le produit du pre-
mier élément par le second égale -f-1. Ainsi : 

à AB correspond a[3 — (ABCD)-1 CD, tel que A B a j S ^ i , 
à ABGcorresponda^=( ABGD)-iD, tel que A B C a ^ ^ i , 

La forme correspondante d'une forme quelconque de 
l 'une ou l'autre figure se calcule aisément par cette 
règle. 

Exemple. — Soit la forme ABC. AD. La forme cor-
respondante de la deuxième figure est 

(ABCD)- 1 D (ADBC)- 1 BC = (ABCD)- 2 BCD. 

En remontant à la première figure, on a (ABCD) A. 
Par ce procédé, on peut obtenir un grand nombre de 

formules qu'on trouvera dans Grassmann avec des dé-
monstrations plus pénibles. Il ne me paraît pas utile de 
s'en charger la mémoire. Le procédé s'applique aussi 
à l'étude des figures planes en remplaçant le tétraèdre 
par un triangle. Plus généralement, il s'applique, 
comme tout ce Mémoire, à un espace à n dimensions. 

30. Mon exposition a dû être limitée aux fondements 
de la théorie. Elle suffit cependant pour faire voir, dans 
l'œuvre de Grassmann, une méthode de Géométrie à la 
fois synthétique et analytique. Je l'ai montré, elle em-
brasse les déterminants, la Mécanique, les coordonnées 
cartésiennes et tétraédriques, le principe de dualité, 
l'homographie et, par suite, les propriétés projectives 
des figures; mais elle n'est tributaire d'aucune de ces 
théories. Dans ce riche domaine, les applications sont 
en nombre infini. On en trouve un grand nombre dans 
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l'œuvre de Grassniaim et dans les travaux de MM. Cas-
pary et Peano. Je me réserve de revenir sur ce sujet. 

BIBLIOGRAPHIE. 

T H É O R I E DES NOMBRES; par Edouard Lucas. — 
Tome I : Le calcul des nombres entiers. Le calcul 
des nombres rationnels. La divisibilité arithmé-
tique. i vol. gr. in-8° de xxxiv-520 pages. Paris, Gau-
thier-Villars et fils \ 1891. Prix : i5 fr, 

L'existence scientifique d'Edouard Lucas, si prématurément 
enlevé à l'affection de sa famille et de ses amis, a été consacrée 
surtout à l'étude de l'arithmétique supérieure. A côté de re-
cherches très intéressantes sur les autres branches des mathé-
matiques, et d'œuvres de vulgarisation vraiment remarquables, 
il a produit, dans la plupart des recueils périodiques d'Europe 
et des États-Unis, de très nombreux travaux sur la théorie des 
nombres. Il était en correspondance avec les plus illustres re-
présentants de cette science, si française par ses origines, et 
malheureusement si délaissée en France de nos jours. 

Unissant au plus haut degré de grandes facultés d'invention 
à une érudition merveilleuse, il était préparé, mieux que per-
sonne, à la publication d'une œuvre comme celle que nous vou-
lons analyser aujourd'hui, et qui est malheureusement la der-
nière sortie de sa plume, puisque la mort est venue le prendre 
quelques semaines à peine après l'apparition de ce premier 
volume. 

En dehors des regrets que fait toujours éprouver la perte 
d'un esprit puissant et original, on pouvait être en droit de dé-
plorer qu'une œuvre de cette valeur restât inachevée. Cepen-
dant, à ce point de vue spécial, il importe de constater deux 
faits; le premier, c'est que les manuscrits laissés par Lucas 
après sa mort, ainsi que ses nombreux mémoires sur la théorie 
des nombres, pourront permettre de constituer et de publier 
un second volume, assurément moins étendu que celui qu'il 
avait projeté, mais néanmoins suffisant pour compléter l'ou-
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vrage sur les points essentiels; le second fait, c'est que le vo-
lume paru forme à lui seul une œuvre complète, et d'une valeur 
considérable, ainsi qu'on pourra s'en rendre compte, je l'es-
père, par l'exposé qui va suivre. 

J'ai déjà eu l'occasion de dire, sous une forme trop concise 
peut-être, et au risque de ne pas me faire entièrement com-
prendre, que ce premier volume, en dépit de son titre, était 
moins le commencement d'une théorie des nombres qu'une in-
troduction à cette science. C'est précisément là ce qui lui 
donne un caractère d'unité; c'est là ce qui fait qu'en dépit des 
apparences nous avons devant nous une œuvre formant un 
tout; moins achevée que si l'auteur avait pu y ajouter les com-
pléments préparés dans son esprit, mais telle cependant que 
personne désormais ne pourra étudier la théorie des nombres 
et écrire sur ce sujet sans avoir lu et médité l'ouvrage 
d'Edouard Lucas. 

Le livre débute par une préface contenant de précieuses 
indications historiques, et dans laquelle l'auteur établit la ligne 
de démarcation, essentielle selon lui, entre l'algèbre propre-
ment dite et la théorie des nombres. C'est dans la notion de 
discontinuité qu'il trouve le caractère de cette dernière science. 

Dans une remarquable introduction se trouve ensuite rapi-
dement étudiée la filiation des idées arithmétiques, leurs ori-
gines et leurs applications. Ce n'est pas sans un certain éton-
nement que beaucoup de lecteurs s'apercevront que des 
théories, paraissant, exclusivement abstraites au premier coup 
d'œil, sont souvent d'un intérêt pratique considérable, et peu-
vent même devenir d'un très grand secours pour des usages 
industriels. 

Ainsi que l'indique le titre, reproduit en tête de cet article, 
l'ouvrage comprend trois grandes divisions ou livres. Le livre J 
traite des nombres entiers, et se divise en huit chapitres : ad-
dition des nombres entiers; soustraction des nombres entiers; 
multiplication des nombres entiers; division et classification des 
entiers; les nombres figurés; l'analyse combinatoire ; la géomé-
trie de situation ; la multiplication algébrique. 

Sur ces sujets, en apparence si simples, on trouvera, dans 
jes chapitres que nous venons d'énumérer, une abondance de 
renseignements; nous citerons, en particulier, le triangle arith-
métique, les tableaux de sommes et de différences, les systèmes 
<lè numération, la notion des congruenees, les permutations 
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figurées, les échiquiers de M. Delannoy, les réseaux et ré-
gions. 

Le livre II comprend dix chapitres, intitulés : les nombres 
fractionnaires; le calcul des probabilités; la division algé-
brique; les polynômes dérivés; le calcul symbolique; somma-
tion des puissances numériques; les fonctions symétriques; les 
déterminants; les suites récurrentes linéaires ; les fonctions nu-
mériques du second ordre. On y rencontre d'intéressantes pro-
priétés des polynômes, des données générales sur les probabi-
lités, sur l'interpolation, sur les dérivées des polynômes à une 
ou plusieurs variables; le calcul symbolique, dont Lucas a fait 
un si grand et si habile usage, est étudié avec beaucoup de 
soin, ainsi que les applications de ce calcul aux nombres de 
Bernoulli, et à plusieurs problèmes célèbres sur les permuta-
tions figurées; les sommations des puissances numériques con-
stituent encore une application du calcul symbolique, et 
ramènent l'auteur aux nombres de Bernoulli et d'Euler, et aux 
suites de Gesaro. Le chapitre des fonctions symétriques résume 
les travaux les plus essentiels concernant cette belle théorie; 
de même, en ce qui concerne les déterminants et les équations 
linéaires. A propos des suites récurrentes, Lucas reproduit la 
substance de ses recherches sur les travaux de Léonard de 
Pise (Fibonacci) et sa remarquable théorie des fonctions nu-
mériques du second ordre U;î, et Yu , qui offrent avec les fonc-
tions circulaires de frappantes analogies. C'est une étude pleine 
de profondeur et d'originalité, qui lui appartient en propre, et 
qui peut devenir entre des mains habiles un instrument d'une 
grande puissance pour des recherches nouvelles. Nous croyons 
savoir que l'extension de ces fonctions au troisième ordre était 
l'un des rêves scientifiques de l'auteur; il fondait sur des re-
cherches dans cette direction les plus belles espérances pour 
la découverte de nouvelles et importantes propriétés arithmé-
tiques. Nous attirons sur ce point l'attention des jeunes géo-
mètres qui se sentiraient tentés par l'étude de l'arithmétique 
supérieure, et voudraient se faire les continuateurs de Lucas. 

Le livre I l l est plus exclusivement arithmétique que les pré-
cédents; il comprend : codiviseurs et comultiples : les nombres 
premiers; les diviseurs des nombres; de l'indicateur; les restes; 
les fractions continues. 

Nous ne saurions assez recommander l'emploi de ces termes 
de codiviseurs et comultiples que propose ici Lucas, et qui, 
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nous l'espérons, deviendront bientôt d'un usage courant. Sur 
la distribution des nombres premiers, l'auteur donne un ré-
sumé des connaissances, bien peu étendues malheureusement, 
qui sont aujourd'hui acquises à la science; la divisibilité des 
factorielles, les beaux théorèmes de MM. TchebyehefF et de 
Polignac, les nombres parfaits, aliquotaires, amiables, les di-
viseurs des nombres, les théorèmes de Dedekind, Liouville et 
Dirichlet sont présentés par lui sous une forme concise et très 
claire cependant. 

L'indicateur, suivant l'heureuse expression de Cauehy, est 
l'expression o (n) du nombre des entiers i, 2, n qui sont 
premiers à n. C'est une notion très intéressante en théorie 
des nombres, et que Lucas étudie avec grand soin, en la géné-
ralisant à divers points de vue. On verra figurer dans ce cha-
pitre des théorèmes d'un grand intérêt, parmi lesquels plu-
sieurs sont inédits et ne pourraient se trouver dans aucun 
autre ouvrage. Le chapitre des restes comprend une première 
étude sommaire des congruences, et de nombreuses applica-
tions, parmi lesquelles nous retenons les théorèmes de Fermât, 
de Wilson, de Staudtet Clausen, etc. La théorie des fractions 
continues est rapidement étudiée en elle-même, pour arriver 
aussitôt à des applications arithmétiques, et spécialement à 
l'intercalation et à la médiation des suites, et à l'analyse indé-
terminée du premier degré. 

Des notes et additions, terminant le volume, se rapportent : 
à la partition des polygones; aux problèmes des rencontres et 
des ménages; aux nombres d'Hamilton ; aux réseaux d'un quin-
conce; à la sommation des indicateurs; aux permutations cir-
culaires avec répétition; aux restes du triangle arithmétique; 
aux nombres de Clausen et de Staudt; à l'extraction des ra-
cines, et aux réduites intermédiaires. 

Un des caractères particuliers de l'ouvrage dont il s'agit con-
siste dans l'abondance extraordinaire des questions traitées ou 
indiquées sous le titre d ' exemples . A tout instant, on voit 
énoncer des applications variées, souvent inattendues; un dé-
veloppement sobre, au besoin quelques lignes seulement, ap-
prennent au lecteur où en est l'état actuel de la question qu'on 
vient d'indiquer. Pour employer une comparaison élégante 
formulée par l'un des amis de l'auteur, et que nous avons re-
cueillie, il semble qu'on visite un bel édifice, et qu'à chaque pas 
des fenèues présentent à vos yeux des paysages variés, pleins 
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d'attrait, aux horizons plus ou moins lointains, et dont l'aspect 
provoque à des excursions nouvelles. 

Lucas n'avait certes pas la prétention de dire le dernier mot 
sur la théorie des nombres; il savait, au contraire, combien 
est encore immense le champ des vérités arithmétiques incon-
nues. Mais il aimait cette science avec passion; il lui avait con-
sacré la meilleure part de sa vie scientifique ; et sa grande am-
bition était de la faire aimer et connaître. 

Si parmi la jeune génération de savants français, qui a 
l'avenir devant elle, il s'en trouve quelqu'un pour essayer de 
reprendre la tradition si tristement interrompue, il contribuera 
à la gloire scientifique de notre pays, et rendra du même coup le 
plus juste hommage à la mémoire d'un géomètre dont les travaux 
n'ont pas été appréciés de son vivant à leur véritable valeur, 
mais que sa Théorie des nombres classe parmi les maîtres de 
la science. G.-A. LAISANT. 

SUR LE Q U A D R I L A T E R E ; 
PAR M. F. FARJON. 

1. Soit ABCD un quadrilatère gauche. De deux 
sommets consécutifs A et B, menons des plans respec-
tivement perpendiculaires aux côtés opposés BC et 
AD. Ces plans se couperont suivant une droite I* 
parallèle à la plus courte distance des deux droites BC 
et AD. Construisons de la même façon les trois autres 
droites I2 , I3,14-

Ces quatre droites sont situées dans un même plan 
P4 perpendiculaire à la droite RS qui joint les milieux 
des deux diagonales AC et BD. 

Nous appellerons le plan P, plan orthique du qua-
drilatère ACBD. 

On voit que la droite qui joint les milieux des dia-
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gonales est perpendiculaire aux deux plus courtes 
distances des couples de cotés opposés. 

2. Les quatre points A, B, C, D déterminent deux 
autres quadrilatères gauches ACBD et ABDC. 

Chacun d'eux a un plan orthique perpendiculaire, 
le premier P2 à la droite MN qui joint les milieux de 
AB et de DC, le second P3 h la droite PQ qui joint les 
milieux de AI) et de BC. 

Les trois droites MN, PQ.RS se rencontrent au centre 
de gravité G du quadrilatère. 

Les trois plans P<, P2 , P3 forment un angle trièdre de 
sommet que nous appellerons centre orthique du 
tétraèdre ABCD. Ce trièdre a ses arêtes respectivement 
parallèles aux plus courtes distances des couples d'arètes 
opposées du tétraèdre. Le trièdre G, formé par les 
médianes MN, PQ, RS, est son supplémentaire. 

3. Marquons, sur deux cotés opposés BC, AD du pre-
mier quadrilatère, deux points K e t L , divisant ces côtés 
en parties proportionnelles. Si, de chacun des points 
K et L, on mène un plan perpendiculaire sur le côté 
opposé, l'intersection de ces plans sera située dans le 
plan P^, ainsi : 

Le plan orthique est le lieu des intersections deux 
à deux des plans menés perpendiculairement aux côtés 
opposés du quadrilatère par les points divisant ces 
côtés en parties proportionnelles. 

i . Autrement : 

Si ! on considère deux génératrices rectilignes de 
même système d'un paraboloïde hyperbolique, et 
que, pat chacun des deux points où une génératrice 
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quelconque du second système rencontre ces deux 
di rectrices, on mène un plan perpendiculaire à la 
directrice opposée, Vintersection de ces deux plans, 
parallèle à la plus courte distance des deux directrices, 
sera constamment située dans un même plan perpen-
diculaire ci taxe de la surface. 

Ce plan, plan orthique de l 'un quelconque des qua-
drilatères que forment deux couples de génératrices de 
systèmes contraires, sera le plan orthique du para-
boloide. 

5. Le plan orthique du paraboloide passe à une 
distance du sommet égale à la différence des paramètres 
des deux paraboles principales. 

6. Il résulte de ce qui précède que : 

Le lieu des points du paraboloide, oü les généra-
trices de systèmes opposés se coupent à angle droit, est 
l'hyperbole suivant laquelle le plan orthique coupe 
la surface. 

7 . PROBLÈME. — Construire le sommet et l'axe du 
paraboloide hyperbolique déterminé par un quadri-
latère gauche donné. 

L'axe est parallèle à la droite qui joint les milieux 
des diagonales. Que l'on coupe la figure par un plan 
perpendiculaire à cette droite; les quatre points où ce 
plan rencontre les côtés du quadrilatère, et le point où 
il rencontre une cinquième génératrice, par exemple la 
droite qui joint les milieux de deux côtés opposés, déter-
minent une hyperbole dont les asymptotes sont paral-
lèles aux deux génératrices qui se croisent au sommet 
de la surface, et la direction de ces asymptotes s'ob-
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liendra par une construction connue (CHÀSLES, Sect. 
con., § 13). 

Cela fait, par deux côtés opposés du quadrilatère, on 
conduira deux plans parallèles à celle de ces deux 
asymptotes qui n'est pas parallèle à leur plan directeur; 
l'intersection de ces deux plans sera l 'une des généra-
trices passant par le sommet. On obtiendra de même la 
seconde et, par suite, le sommet lui-même et Taxe du 
paraboloide. 

8. La droite MN qui joint les milieux des côtés 
opposés AB et CD appartient à la fois au système des 
droites divisant en parties proportionnelles les côtés 
AB et DC du quadrilatère ABCD et les côtés AB et CD 
du quadrilatère ABDC. Il en résulte que l'intersection 
des deux plans menés perpendiculairement de M sur CD 
et de N sur AB appartient aux deux plans orthiques 
P1 et P3 : elle est donc leur intersection. Ainsi les arêtes 
du trièdre S ne sont autre chose que les intersections 
deux à deux des plans menés des milieux de chacune 
des arêtes du tétraèdre ABCD perpendiculairement 
à l'arête opposée. 11 s'ensuit que : 

Ces six plans se coupent en un même point qui est le 
centre orthique du tétraèdre. 

Celte proposition se démontre, d'ailleurs, directe-
ment sans difficulté. 

9. Le centre orthique est le symétrique du centre de 
la sphère circonscrite au tétraèdre par rapport au centre 
de gravité. 

Il est le centre de l'hyperboloïde gauche déterminé par 
les quatre hauteurs du tétraèdre ( théorème de Monge). 

i 
10. Les deux paraboloides hyperboliques déterminés 
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par les quadrilatères ABCD, ABDC, ont trois généra-
trices communes : les deux droites AB et CD du premier 
système et la droite MN du second. Ils sont tangents en 
M et en N, ainsi : 

Les trois paraboloides hyperboliques déterminés 
par les trois couples d'arêtes opposées d'un tétraèdre 
ont deux à deux un double contact aux points milieux 
des arêtes opposées. 

Ces trois surfaces ont cinq points communs A, B, C, 
D e t G . 

Deux quelconques ont cinq points communs et deux 
plans tangents communs. 

11. Il est intéressant de voir ce que donnent les pro-
positions précédentes lorsque le quadrilatère ABCD 
devient plan. 

On retrouve tout d'abord ce théorème connu : que 
les points de concours des hauteurs des quatre triangles 
que forment les côtés du quadrilatère prolongés sont sur 

, une même droite h{ perpendiculaire à la droite RS qui 
joint les milieux des diagonales. est Vaxe orthique 
du quadrilatère. 

12. Les quatre points A, B, C , D déterminent deux 

autres quadrilatères ACBD, ABDC qui ont chacun leur 
axe orthique L2 , L3 . 

Ces trois droites L<, L2 , L3 forment un triangle a{3y. 
Ici le centre orthique est à l ' infini. 

13. Le centre de gravité des points de concours des 
hauteurs des douze triangles qui ont peur sommets 
les points de rencontre des côtés opposés et des diago-
nales du quadrilatère, et pour bases les côtés et les 

Ann. de Mathémat3e série, t. XI. (Février 1892.) 4 
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diagonales y coïncide avec le centre de gravité du 
triangle a[jy. 

14. L'axe orthique L{ est le lieu des points de con-
cours des hauteurs de deux séries de triangles qui ont 
pour sommets les points de rencontre des couples de 
côtés opposés AD et BC, A B e i D C , et pour bases des 
droites divisant ces mêmes côtés en parties propor-
tionnelles. 

Propriété analogue pour les axes L2 et L3 . 

15. La droite MN qui joint les milieux de deux côtes 
opposés se trouve faire partie de deux systèmes de divi-
sion, en sorte que les perpendiculaires abaissées du 
point M sur CD et du point N sur AB se coupant en 
même temps sur Taxe L< et sur l'axe L3 se coupent 
à l'intersection ¡3 de ces axes. 

De même pour les sommets a et y. 

16. Si le quadrilatère ABCD est inscriptible au 
cercley les axes L 0 L2, L3 passent respectivement 
par les points de rencontre des diagonales et des 
couples dé côtés opposés. 

17. Et réciproquement : Si cette condition est rem-
plie pour l'un des axes L , , L 2 o u L 3 , le quadrilatère 
est inscriptible. 

18. Il en résulte que : 

Si le quadrilatère est inscriptible, les trois droites 
L,, Lo, L3 concourent en un même point, centre orthique 
du quadrilatère. 

Ce point est le symétrique du centre du cercle par 
rapport au centre de gravité du quadrilatère. 
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Ce théorème s'établit d'ailleurs directement de la 

façon la plus simple. 

19. Réciproquement, si les trois axes L M L2 , L3 

concourent en un même point, le quadrilatère est 
inscriptihle. 

20. Cette propriété caractéristique du quadrilatère 
inscriptible est exprimée analyliquement par la formule 
donnée précédemment (Question 1589, t. VII, 3e série, 
p. 5o2). 

DÉMONSTRATION ANALYTIQUE DU THÉORÈME DE M. ROIICHÉ 
RELATIF A UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DU 
PREMIER DEGRÉ; 

PAR M . E . A M I G U E S . 

Soit à résoudre m équations à n inconnues, et soit p 
l 'ordre du déterminant principal. Le nombre des dé-
déterminants caractéristiques est m — p. S'il est nul, 
on ajoutera au système une équation à coefficients nuls, 
qui n'altérera pas les solutions du système. 

Supposons que l 'on place en haut les p équations qui 
fournissent le déterminant principal, et représentons 
par le déterminant caractéristique fourni par l'équa-
tion de rang p -h- i. 

En ordonnant par rapport aux éléments de sa 
dernière colonne, savoir les termes indépendants g 
g-2) . . . , on obtient 

Op-hi = GTGI -F- G 2 g2 4 - . . . -4- GP+\gp+U 
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gP+\ n'étant pas nul, puisqu'il est le déterminant prin-
cipal. 

Multipliant les p-\-1 premières équations respective-
ment par Gî , G2 , • . . , G^+i, et ajoutant, on a une équa-
tion qui peut remplacer la (p j) ième sans altérer les 
solutions du système (parce que G^+j o). 

Dans cette équation, le coefficient d'une inconnue 
quelconque est un déterminant d'ordre p -h i formé 
avec les éléments du rectangle et par conséquent est 
nul. On voit alors facilement que l'équation qui rem-
place la (p -1- i ) i , w est 

De même, dans ce nouveau système, on a le droit de 
remplacer la (p -f-a) ieme des équations proposées par 

et ainsi de suite, 

Donc : tout système du premier degré est équivalent 
à un second système formé en prenant les équations qui 
fournissent le déterminant principal et en égalant à o 
les déterminants caractéristiques qui correspondent à 
toutes les autres équations. 

On déduit de là les conclusions suivantes : 
i° Si les déterminants caractéristiques ne sont pas 

tous nuls, pas de solution. 
2° S'ils sont tous nuls, le système se réduit aux p 

premières équations proposées, et l'on peut en tirer les 
p inconnues qui correspondent au déterminant princi-
pal, par la règle de Cramer, en fonction des autres in-
connues, au nombre de n — p qui demeurent arbitraires. 
Si aucun des déterminants d'ordre p fournis avec les 
éléments du rectangle n'est nul, le nombre de manières 
dont on peut appliquer la règle de Cramer est visible-
iuèntCfMCS. 
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES 
DU CONCOURS DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1891 ? 

PAR M . i . L E M A I R E , 

Ancien élève de l'École Polytechnique, 
Professeur au lycée de Douai. 

On donne une parabole P; on porte à partir de 
chacun de ses points et dans les deux sens, sur une pa-
rallèle à une direction fixe A, des longueurs égales à 
la distance de ce point au foyer de la parabole. 

i° Trouver le lieu des extrémités de ces longueurs ; 
montrer qu'il se compose de deux paraboles P< et P2 

et donner la raison de ce dédoublement ; 
2° Démontrer que les axes des paraboles P, et P2 

sont perpendiculaires Vun sur Vautre, quils pivotent 
autour d'un point indépendant de la direction A, et 
quey quelle que soit cette direction, la somme des car-
rés des paramètres des deux paraboles est constante. 

3° Trouver et construire le lieu décrit par les som-
mets des paraboles PI et P2 lorsqu'on fait varici• la di-
rection A. 

I. Soient (fig- i) 

F le foyer de la parabole donnée P, 
X 'X son axe, 
Y'Y sa directrice, 
9 l'angle aigu de A avec X'X, 
M un point quelconque de la courbe, 
M, le point obtenu en prenant MM, = MF sur la pa-

rallèle à A, menée par M, 
MD la perpendiculaire menée de M à Y'Y. 
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M est le centre d'un cercle tangent en D k Y'Y et pas-

sant par F et M,. 
Joignons FD, FM,, DM, -, nous avons 

Y D M , 

et aussi 

D M M , 0 

0 
DFMJ = -

DM, et FM, sont les rayons correspondants de deux 
faisceaux homographiques-, M, décrit donc une conique 

Fig. i . 

passant par F et par le point à l'infini dans la direction 
DM,, c'est-à-dire dans la direction de la bissectrice IC, 

de à l X . Le point M, ne sera rejeté à l'infini que si DM, 
est elle-meme à l'infini ; laconique lieu de M, a donc 
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une asymptote rejetée à l 'infini; c'est, par suite, une pa-
rabole : appelons-la P , . 

Soit M2 le point obtenu en prenant M M 2 = MF sur 
la parallèle à A2 menée par M. On verrait, comme ci-
dessus, que le lieu de M2 est une parabole P2 dont la di-
rection asymptotique est la bissectrice IC2 de ATX'. 

IL Les diamètres des paraboles P, et P2 étant res-

pectivement parallèles aux bissectrices des angles AIX 

et AIX' ont des directions rectangulaires. 
Soient S le sommet de P, Si le point correspondant 

d e P , . 
Le diamètre de P, qui passe par S est la bissectrice 

SH, de S, SF . Le triangle S Si F étant isoscèle, les points 
F et S, sont symétriques par rapport à ce diamètre; 
comme ces deux points appartiennent à P, , SH1 est 
l'axe même de cette parabole. 

Ceci démontre que l'axe de P{ passe par le sommet 
de la parabole donnée; il en est de même de l'axe 
de P2 . 

Soient (fig. 2) AB la corde de P menée par F paral-
lèlement à A, G le pôle de cette droite par rapport à P : 
ce point est sur la directrice Y'Y et CA et CB sont rec-
tangulaires; CF et AB sont aussi rectangulaires. 

Soit AK la parallèle à X 'X menée par A. 

La tangente en A à P, étant bissectrice de Â, A K, est 
parallèle à IC, et, par suite, diamètre de Pj ; le point 
de P, situé sur ce diamètre est le milieu L4 de CA : 
c'est le point correspondant au point de contact L de P 
et de la tangente à cette courbe parallèle à A. 

L, étant le milieu de CA, le point C est le pôle de 
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Ai F par rapport à P, ; il en résulte que CF est tangente 
à P^ au point F . 

Fig. 2. 

C est de même le pôle de B 2 F par rapport à P2 et CF 
est tangente à P2 au point F . 

3Nous voyons que les paraboles P, et P2 sont tan-
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gentes en F , et que le point C a la même polaire par 
rapport aux trois paraboles P, P n P2 . 

Si L2 est le milieu de CB, L, L2 est tangente à la fois 
aux trois courbes. 

Soit J le point commun à L4 L2 et à CF; ces deux 
droites sont perpendiculaires. 

Donc J appartient à la directrice de chacune des pa-
raboles Pi et P2 ; comme d'ailleurs J est sur la tangente 
à P en son sommet, puisque ce point est la projection 
de F sur une tangente à cette parabole, on en conclut 
que le lieu du point de rencontre des directrices deVK 

et P2 , quand A varie, est la tangente ci la parabole 
donnée en son sommet. 

Ces diverses remarques permettent de terminer faci-
lement la question : 

J appartenant à la directrice de P, et la polaire de ce 
point, par rapporta cette courbe, étant F , le foyer de 
P4 est le pied F< de la perpendiculaire menée de J à L^ F . 

Joignons F{ S : cette droite est l'axe de P* et est pa-
rallèle à CA; la perpendiculaire menée de J à FS 
est la directrice de . 

De même, le foyer de P2 est le pied F 2 de la perpen-
diculaire menée de J à FL2 , l'axe de P2 est F 2 S et sa 
directrice la perpendiculaire JN2 à SF 2 . 

J S F 1 F F 2 est inscriptible dans le cercle de dia-
mètre JF . 

Les triangles JN", F*, J N 2 F 2 , JSF sont semblables et 
donnent 

NT F T _ N 2 F 2 _ S F 

JF I T F 7 ~ JF ' 

ou, en désignant par p,p\->p>i les paramètres des para-
boles P , P , , P 2 , 

Pi Pi _ p 
J F , JF 2 2 J F ' 
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d'où 

J F , F F 2 est un rectangle ; par suite, 

J F r + JF s - = J F \ 
Par conséquent, 

P2 
P i + P\ — r — const. 

4 

III. Le sommet de P, est le milieu 2, de N , F , . 
Cherchons le lieu de S, quand A varie. Posons 

S S 1 = : — 0 , F, SF — co, 

et cherchons une relation entre p, w, p : cette relation 
sera l'équation du lieu cherché en coordonnées polaires, 
l'origine étant S et la direction positive de l'axe po-
laire SX. 

Nous avons successivement 

S S ^ - J t S N t - S F D , 

SN ! — SJ sin co = SF cot SJF sin co 

P P — cotYGFsinco = — cot 'i YGA sin co 

Le triangle S F , F donne 

SF, _ 
SF ~ 
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Comme 

Lt G Y ~ — Li G L = — — co 2 1 
et 

JGL = - — 2 L* G Y — 'i to > 

on en conclut 

SF, _ s i " [ ( ^ - t » ) - ( 2 0 ) - ^ ) ] _ sin3a> 
S F • sin 2co sin2o> 

d'où 
p sin 3 to  

1 '2 sin 2. to 

Remplaçant, dans l'expression d e S S 0 SN< et SF< par 
leurs valeurs, nous obtenons 

p f . sin3toi S vI -- — cot 2 to sin to : • 4 L sin2toJ 

Remplaçant par — p et simplifiant, nous avons 

p i — 3 sin2to p = L. x 
4 COS to 

Telle est l'équation du lieu de qui est en même 
temps le lieu de S2. Ce lieu est une cubique unicursale 
ayant pour point double le point S; on la construit sans 
difficulté ; elle a la forme d'une strophoïde, passe par F , 
et admet pour asymptote une parallèle à la directrice 
de P, équidistante de cette droite et de S (fig- 3). 

Remarques diverses. — i° Nous avons démontré 
que et P2 sont tangentes en F ; la tangente commune 
en ce point est la perpendiculaire à A ; l 'autre tangente 
commune réelle est parallèle à A. 
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2° Le point C ( f i g . 2), ayant même polaire par rap-

port aux paraboles P, e tP 2 , est le point de rencontre de 
deux sécantes communes à ces coniques; l 'une de ces 
sécantes est C F ; il est facile de trouver l'autre. 

Fig. 3. 

Pi et P2 peuvent, en effet, être considérées comme 
des coniques inscrites dans une troisième, formée de la 
tangente commune L, L2 et de la droite de Pin fini du 
plan. 

D'après un théorème connu, les cordes de contact de 
Pi et P2 avec cette troisième conique et les sécantes com-
munes à P4 et P2 forment un faisceau harmonique ; or ces 
cordes de contact sont les diamètres C A et CB de P1 et P2 , 
donc la sécante commune cherchée est la polaire de CF 

par rapport à l'angle ACB, c'est-à-dire la directrice 
de P; les points correspondants communs à P, et P2 

sont imaginaires. On verrait aussi facilement que P et 
P( se coupent en deux points réels, et que la droite qui 
les joint passe par C; de même pour P et P2 . 
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3° N o u s avons t rouvé , dans la t ro i s ième pa r t i e , 

S F , = 

2 Sin2W 

c'est une courbe de la même famille que celle que nous 
avons construite plus liaut. 

Il serait facile de démontrer quelques propriétés de 
ces courbes en remarquant qu'elles sont des transfor-
mées de coniques par rayons vecteurs réciproques. 

Voici une autre solution plus concise et fort élé-
gante : 

I. Soient YY' ( f t g . 4 ) directrice de F, M un point quel-
conque de la courbe, MMj la parallèle à A, mené par M, MD 

la perpendiculaire menée de M à Y'Y, 0 l'angle aigu de A avec 
l'axe de P; nous avons MM4 = MD. 

Par Y'Yr, faisons passer un plan faisant avec le plan de P un 
angle aigu quelconque a; soit m le point commun à ce plan 



( 58 ) 
et à la perpendiculaire en Mj au plan de P, mR perpendicu-
laire à Y'Y;MjR est aussi perpendiculaire à cette droite. Nous 
pouvons écrire 

m M* MiRtanga 
tancmMMi = ——\ = - *  b 1 M! M M, M 

Mi D sin - tang a 

iVI i M 
0 
- tanga — const. 

Gomme de plus le plan MmMj a une direction fixe, nous 
voyons que Mm est parallèle à une direction fixe. 

Le lieu de m est une projection oblique de P, c'est-à-dire 
une parabole; le lieu de Mj est la projection orthogonale du 
précédent, c'est donc une parabole : soit Pj. 

Les tangentes à ces trois courbes aux points correspondants 
M, m, Mi coupent Y'Y au même point; en ce point passe aussi 
la tangente en M2 à la parabole P2 . 

Ainsi les tangentes aux paraboles P, Pi, P2 aux trois 
points correspondants M, M1? M2 concourent sur la direc-
trice de P. 

Cette remarque va nous permettre de terminer simplement 
la question. 

II. Soient S! et S2 {fig- 5) les points de Pi et P2 corres-
pondant au sommet S de P : les tangentes en S, Si, S2 à P, 
P1? P2 devant se couper sur la directrice de P sont parallèles: 
les normales en S, à P t , en S2 à P2 sont perpendiculaires à 
cette directrice. 

On démontre facilement que les axes de Pi et P 2 sont les 

bissectrices de S iSF et S 2 S F . Soit Si Ni la normale en Si 
à Pi ; IiNi est la sous-normale; et comme Ii est le milieu 
de SNj, on a 

Pi = JiS, 

en désignant par pj le paramètre de Pj. 
On a de môme 

/?2 — I2 S. 
Par suite 

+ pl = SF2 = const. 

Ëa propriété énoncée plus haut permet de voir que les pa-
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raboles Pi et P2 sont tangentes en F; reportons-nous à la fig. 5 
de la première solution : la tangente en F à Pi coupe sur la 
directrice la tangente en B à P ; de même la tangente en F 

Fig. 5. 

à P2 coupe sur la directrice la tangente en A à P. Gomme les 
tangentes en A et B à P concourent sur la directrice de cette 
courbe, P, et P2 admettent la même tangente en F. 

De cette propriété, il résulte aussi immédiatement que la 
tangente à P parallèle à A est aussi tangente à Pj et P2. 

III. Lieu des sommets de P! et P2. — La tangente en S] 
à Pj rencontre l'axe de cette courbe en T : le sommet de 
est le milieu Si de TI,. 

Menons FR parallèle à Y'Y; nous avons 

I,R = I ,T. 
Par suite 

d'où la génération suivante pour le lieu des points : 

Par S, on mène une transversale quelconque qui coupe 
en I, la circonférence de diamètre SF et en R la perpen-
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I R 

diculaire en F à SF ; on prend —— sur ItS : la 

courbe lieu de s{ est la courbe lieu des sommets de P! et P2. 
La courbe se construit alors par points sans difficulté {fig. 6) : 
Elle passe en F où elle est tangente à FR, a en S un point 

Fig. 6. 

V 1 / 
\ 

i K 1 

7 W 

V' 
/ 

double dont les tangentes sont la droite SL, telle que S K = 

et sa symétrique par rapport à SF. 
Elle a une asymptote parallèle à Y'Y; soient I| H et SjM 

perpendiculaires à FR, 

sJVÏ _ __ 3 
ï7H ITK ~ 2 ' 

La distance du point à l'infini de la courbe à FL est donc 
égale à | SF; autrement dit, l'asymptote est la droite VV' pa-
rallèle à Y'Y et équidistante de cette droite et de S. 
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AUTRE SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE LA MÊME QUESTION ; 

PAR M . LE CAPITAINE M A L O . 

Sur une parallèle quelconque à la droite donnée (A), 
il y a quatre points du lieu 3N, IV, //, n' correspondant 
par couples aux deux points M et m où cette parallèle 
à (A) rencontre la parabole. S'il y avait sur M m un 
autre point du lieu qui résulterait de la construction 
appliquée, non point à M/rc, mais à une autre parallèle 
à (A), ce ne pourrait être que le point infiniment éloi-
gné dans cette direction : ainsi, sauf le cas où le lieu 
admettrait une asymptote parallèle à (A), ce qu'on verra 
plus loin être impossible, il est acquis premièrement 
que l 'ordre du lieu est 4-

Une première série de quatre points N, N', n, ri étant 
obtenue, toutes les séries analogues peuvent y être rat-
tachées par une construction simple. En effet, si 
est un second point de la parabole, il suffira de 
prendre le point T où la droite MM, rencontre la direc-
trice (D) et de tirer les droites TN, TN' qui couperont 
la parallèle à (A) menée par aux points cherchés N4 

et N'j, correspondant à M*, . . . . En effet, abaissant sur 
la directrice les perpendiculaires MP et M< P 0 les seg-
ments MT, M<T sont dans le même rapport que les 
droites MP, M, P , , et comme celles-ci sont dans le même 
rapport que MF, Mi F , partant que MN,M 4 N 4 , il est 
clair que les triangles MNT, M, N, T sont semblables et 
queN, N4, T sont trois points en ligne droite. Cette con-
struction montre comment Ton obtiendra la tangente en 
chaque point IN du lieu, par la jonction de N avec le 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Février 1892.) 5 
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point où la directrice est coupée par la tangente à la 
parabole au point correspondant M. 

J'examine maintenant la position de quelques points 
intéressants du lieu. 

Je suppose d'aboixl que les points M et m coïncident; 
il en est alors de même des deux couples NN' et nn'y et 
ici N s'est réuni à /z, N' à nf. Cette circonstance se pré-
sentera deux fois, l 'une quand la droite Mm sera tan-
gente à la parabole (en pi), l 'autre quand Mm se sera 
éloignée indéfiniment. Dans le premier cas, les points N 
et /z, N' et n' étant devenus coïncidents, en DZ> et v, de 
réels et distincts qu'ils étaient immédiatement aupara-
vant et allant devenir imaginaires pour un nouveau dé-
placement infiniment petit de Mm, il est clair que Mm 
est une tangente double à la courbe. Si l'on objectait 
que les points <Dt> et v pourraient être des points de re-
broussement, il suffit de se reporter à la construction 
de la tangente donnée ci-dessus, pour voir que celles 
en Jb et v coïncident avec Quant à prétendre qu'il 
peut s'agir de deux points de rebroussement de deuxième 
espèce avec la même droite <D̂v pour tangente de re-
broussement en chacun d'eux, l'impossibilité d'une pa-
reille assertion est telle qu'il est absolument inutile de 
s'y arrêter. Le deuxième cas est identique au premier 
et le lieu admet la droite à l'infini comme bitangente : 
il y a seulement matière à trouver les directions des 
points de contact. Pour cela, il suffit encore de se ser-
vir de la construction donnée d'autre part, en partant, 
par exemple, des points X et v, qu'il y a réel avantage 
à choisir comme points initiaux. Alors, M étant passé à 
l'infini, T vient en 6 , projection de JJL sur la directrice et 
les directions cherchées sont 6 X , 0v, rectangulaires 

entre elles, car 6 ut = JJL DZ> = uv = JJL F ; 0 et F sont, du 
> reste, symétriques par rapport a JZ> p.v. 
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Le point n peut coïncider non plus comme précédem-

ment avec N(ce qui entraîne la coïncidence simultanée 
de /?/ avec N'), mais avec N \ N et n! restant distincts. 
Cela arrive manifestement lorsque la corde parallèle 
à (A) passe par le foyer F . Soient alors désignées par OU/ 
et m ces positions particulières des points M et m. Pour 
obtenir les tangentes en F, il faut, comme 011 a vu, 
prendre les points où celles en OU et m coupent la direc-
trice et les joindre à F ; mais ici, en raison des propriétés 
connues des cordes focales, ces points coïncident en 0 : 
les deux tangentes en F sont donc coïncidentes avec la 
droite F© perpendiculaire à (A). Cette fois encore 011 
n'a point cependant affaire à un rebroussement, car 
lorsque la corde de direction fixe traverse le foyer F, les 
points N' et /z, réels avant ce passage en F , sont encore 
réels après. On est en présence de cette singularité parti-
culière résultant du contact de deux branches de courbe, 
équivalente à deux points doubles (et à deux tangentes 
doubles), qu'on a nommée point tacnodal. 

Je passe maintenant à un dernier genre de coïnci-
dence entre deux des quatre points d'une même série 
N.3\;/, n et n' : c'est celle qui a lieu entre deux points 
d'un même couple N et N'. Alors les distances MN et 
MN' sont de module nul, ce qui entraine qu'il en soit 
de même des distances MF et MP, et ainsi l'on voit que 
le cas en question est celui où le point M est l 'un ou 
l'autre des points communs à la parabole donnée et à sa 
directrice. Ici une certaine attention est nécessaire pour 
ne pas se méprendre sur la nature des points envisagés : 
on aura établi que ce sont des points doubles, si l'on 
montre qu'il existe plus d'une sécante passant par ces 
points et y ayant deux intersections avec le lieu confon-
dues. Or une sécante remplissant cette condition est par 
définition la droite de direction (A); mais il en est de 
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même pour la droite isotrope qui passe par ce point et 
qui admet comme point réel le foyer F de la parabole, 
à cause de modMN = m o d M N ' = mod MF = zéro. 

Cette circonstance est importante, car ces deux points 
doubles, joints au point tacnodal précédemment re-
connu et qui en vaut deux autres, donnent un total de 
quatre points doubles, limite qu'une quartique ne peut 
atteindre sans se décomposer en deux coniques, et 
comme on a vu que la droite de l'infini était une bilan-
gente, il s'agit ici de deux paraboles à axes rectangu-
laires et se touchant en un point F . 

Cela étant, les droites 0 X et 0v sont pour chacune 
de ces paraboles les diamètres conjugués à la direc-
tion (A) : elles passent donc par les points OÏL et ui de la 
parabole donnée, qui sont les extrémités de la corde 
focale de direction (A). Cette remarque est, du reste, de 
peu de conséquence,mais non pas la suivante. Les droites 
rectangulaires 0 F , Dbv étant tangentes aux paraboles 
trouvées en F et X d'une part, en F et v de l 'autre, 
leur point de rencontre I appartient aux directrices de 
ces paraboles, dont les foyers sont les projections <ï> et cp 
de I sur les cordes de contact F , X , Fv. [On voit en 
passant que, lorsque (A) varie, l'enveloppe des direc-
trices est une parabole homothétique à la proposée avec 
F comme centre et ~ comme rapport d'homothétie]. 
Qu'on abaisse maintenant IS perpendicuhiire sur FD, 
S est le sommet de la parabole donnée, et, par construc-
tion, les points S, <ï>, o appartiennent à un même cercle 
décrit sur le diamètre IF. Donc l'angle S4>F est égal à 
l'angle SIF, c'est-a-dire à l'angle D 0 F . Mais, dans le 
cercle 0 X F v , de centre ¡JL, cet angle formé par une sé-
cante F 0 et par la tangente en 0 est égal à l'angle inscrit 
0 X F . Les droites 0 X , S4> sont donc parallèles, et, 
par suite, la deuxième, qui joint le foyer de la parabole 
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à son point à l'infini est l'axe : il passe, comme il avait 
été annoncé, par un point fixe, le sommet de la para-
bole donnée. 

Le paramètre d'une parabole est égal à deux fois la 
distance du foyer à la directr ice. Le paramètre d'une 
des paraboles trouvées est donc égal au double de la pro-
jection de 14> sur S<ï>, c'est-à-dire à 

ï\A> sin (I <ï>, 6v). 

Or l'angle en question est égal à 

6 X F = D 6 F = I5£?DF = G. 

De même le paramètre de l 'autre parabole est égal à 

a Icp sin 0, 

et, par suite, la somme des carrés est 

4 ( Ï4>2 T- I Q2 ) sin20. 
Mais 

2 2 2 
I<I> -f- I© = IF 

et, par suite, quatre fois cette somme vaut 0 F qui, 

multipliée par sin2Q, donne DF , quantité constante. 
Je passe maintenant au lieu des sommets des deux 

paraboles trouvées quand la direction (A) varie. Il s'agit 
d'abord de voir comment on peut le plus directement 
en construire un point. L'examen attentif de la figure 
montre que, par exemple, ayant construit sur la base SF 
un triangle SF<E> dont l'angle en <I> soit double de l'angle 
en S, on mènera la bissectrice $ 0 et l'on projettera 
d'abord le point F sur cette bissectrice, ensuite le point 
ainsi obtenu surS<É>en£. Ou bien, ce qui revient au 
même, considérant un cercle passant par les points S 
et F , et le point milieu O de l'arc SF, on portera, à par-
tir de F, l'arc F<I> égal à l'arc OF : joignant alors S<ï> et 
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y projetant O en A, le point cherché S est le milieu du 
segment Il est bien clair, d'ailleurs, que l'on ne 
peut pas substantiellement distinguer l 'une des deux 
paraboles trouvées de l 'autre et que la même courbe 
géométrique (symétrique nécessairement par rapport 
à SF) sera le lieu de leurs sommets. 

Par exemple, dans le dernier mode de construction 
indiqué, le point o du cercle diamétralement opposé 
à étant joint à S, donne un point Œ, milieu du seg-
ment cpo, o étant la projection du point milieu du plus 
grand arc SF. Les points <î> et es, A et S, S et c vont par 
couples naturels, suivant ce qui a été admis dans 
l'énoncé. 

Cela étant, il faut reconnaître que l'équation polaire 
du lieu est la traduction immédiate de propriétés évi-
dentes dans les figures, et que se refuser à écrire sous 
sa vraie forme et à interpréter cette équation, est sur-
tout faire acte d'intransigeance géométrique.... En adop-
tant cependant exclusivement ce dernier point de vue, 
la courbe (S), lieu des sommets, se présente comme dia-
mètre curviligne, par rapport au pôle S, des courbes 
(<î>), lieu des foyers, et (A), lieu des points centraux sur 
les directrices. Ces lieux n'étant point envisagés dans 
l'énoncé, leur introduction fait longueur, bien que leur 
étude soit en somme facile. 

J'examine d'abord la courbe (A). Elle résulte (isolé-
ment) de la construction suivante. Etant donnée une 
droite S F e t la perpendiculaire OO' au milieu co de SF, 
on considère un triangle isoscèle ayant pour sommet S 
et sa base sur OU' : les pieds A et M des hauteurs sont 
les points dont 011 cherche le lieu. Sur une droite issue 
de S, il y a doue un seul point variable du lieu, mais ce 
point vient deux fois en S suivant les droites à 4^° 
sur SF, quand le triangle SOO' est rectangle : 011 a 
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donc affaire à une cubique. Les points AA' se réunissant 
en co quand Tangle en S est nul, cette cubique forme 
une boucle StoS. Pour aller plus loin, je remarqueque 
les points S, A, A' et H (point de concours des hauteurs) 
sont sur un cercle, et que les points S, K (projections de 
A, A' sur SF),. H et to, forment une division harmo-
nique. Donc, sur une droite AKA', les points du lieu 
s'obtiennent en coupant par un cercle ayant son centre 
sur SF et passant par les points S et H (conjugué de S 
par rapport au segment Kto). H venant en F quand AA' 
passe à l'infini, deux des points à l'infini de la courbe 
sont, par définition, les points cycliques*, d'autre part, 
H étanfe à l'infini lorsque K est symétrique de ra par 
rapport à S, on a l'asymptote réelle de la courbe, que 
toutes ces propriétés identifient à la strophoïde droite. 

J'étudie maintenant la courbe ($)• Sur chaque droite 
issue de F il y a trois points du lieu, car à cette droite, 
faisant l'angle $ FX, correspondent trois droites passant 
par S et faisant avec SF les angles 

¿ÎvFX-t-240". 

La courbe est donc aussi du troisième ordre, à moins, 
cependant, que F ne soit un point du lieu, et cela ne 
peut avoir lieu que si F<ï> coïncide avec FX; mais alors 
deux des droites S<î> font avec SF les angles de 6o° et 
i20°, et ce sont les tangentes en S qui est un point 
double; quant au point commun à la limite aux droites 
coïncidentes SF, FX, et qui paraît, à première vue, in-
déterminé, la construction des points de (<ï>) par le moyen 
du cercle SF<ï>cp montre que l'arc SF s'étant appliqué 
sur sa corde, 4> est venu au point X tel que l'on ait 

FX = 4 SF. 

La position correspondante au point p est à l'infini. Du 
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reste, d'une façon générale, le point s étant projeté sur 
SF, la distance de cette projection au point S s'exprime 

par Scp.sinQ, en désignant par 9 l'angle F S ^ ' , or, on a 

So' - t - S4> = 4»çp" — -.^i—- • S1112 9, 0 
Donc 

lim ( S ç . sin0) - lim i / — S . s i n - G , 1 »/ sin22v) 

et comme la limite de S ^ s i n 9 est évidemment nulle, 
la limite cherchée est la même que celle de 

SF 
S ] Il 2 0 

La courbe (4>) a donc même asymptote réelle que la 
courbe (A). D'autre part, sur tout cercle passant parles 
points S et F, il y a seulement deux points variables du 
lieu : il y eu a donc quatre autres fixes, parmi lesquels 
deux ont été reconnus en S -, les deux derniers, puisqu'ils 
ne peuvent être en F, sont nécessairement les points 
cycliques. La courbe ((ï>), comme la courbe (A), est une 
cubique circulaire. 

Cela étant, pour trouver l 'ordre de la courbe (S), il 
suffit de compter ses points à l'Infini, lesquels répondent 
un par un à chacun des points à l'infini de (<ï>) ou 
de (A); mais comme les points à l'infini de ces courbes 
coïncident, il y a seulement trois points S à l'infini. La 
courbe (S) étant ainsi une cubique et un seul point S 
existant sur chacune des droites telle que S<f, c'est 
que S est un point double : ces considérations exclusi-
vement géométriques ne permettent pas de fixer com-
modément quelle est la direction des tangentes en S; on 
voit seulement qu'elle est intermédiaire entre 45° et 6o°. 
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La véritable valeur est 

angle (tang = s/?,). 
Au lieu de supposer que le po in t s divise le segment 

A4> en parties égales, on pourrait, sans avoir à modifier 
aucune conclusion essentielle, supposer qu'il partage le 
même segment dans un rapport donné. A la limite on 
trouverait une cubique composée de l'asymptote réelle 
commune et des droites isotropes issues de S. Par suite, 
en ayant égard à la position d'un seul couple particulier 
A<ï>, on verrait que (A) est la courbe diamétrale de ( 
et de son asymptote réélit; par rapport au pôle. 

Remarque. — S i , au lieu de s'en tenir strictement à 
l'énoncé tel qu'il a été proposé, on lui eût fait subir une 
très légère modification, la démonstration eût pu être 
assez notablement abrégée. Dans le premier cas, les 
couples de points JN et JN', n et n' s'obtiennent en pre-
nant d'abord les deux points M et m où une droite de 
direction donnée coupe une parabole, puis en cherchant 
les intersections de cette même droite avec les cercles 
ayant les points M et m pour centres et les distances de 
ces points au foyer de la parabole comme rayons : le 
problème est biquadratique, le lieu est a priori une 
quartique, et il est nécessaire de faire voir qu'il y a 
sur cette quartique un nombre surabondant de points 
doubles, pour établir du même coup qu'elle se dé-
compose en deux coniques. Mais si, au lieu des dis-
tances des points M et m au foyer, on considère leurs 
distances à la directrice, le problème commence à chan-
ger de nature, car 011 n'est plus alors forcé de détermi-
ner à la fois chaque couple NN', mais on peut consi-
dérer séparément le point N, par exemple, comme l 'un 
des sommets à la base d'un triangle isoscèle dont le 
sommet principal décrit une parabole et l 'autre sommet 
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à la base la directrice de cette parabole, les côtés con-
servant des directions constantes. Il est évident cette 
fois que le problème est simplement quadratique, et le 
lieu de N est, a priori, une conique; quant à établir 
qu'il s'agit effectivement d'une parabole, c'est ce qu'il 
est facile de faire de la même manière que ci-dessus en 
examinant la nature des points à l 'infini. 

SUR LA CORRÉLATION ENTRE LES SYSTÈMES DE COOR-
DONNÉES PONCTUELLES ET LES SYSTÈMES DE COOR-
DONNÉES TANGENTIELLES; 

PAR M . MAURICE D ' O C A G N E , 

Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Un intéressant article ( 4 ) de M. Casorati, dont la tra-
duction a paru dans les Nouvelles Annales (2e série, 
t. XYIl, p. 5), contient les lignes suivantes : 

« Ces deux systèmes de coordonnées (le système car-
tésien et le système pliickérien) ne donnent pas tou-
jours des formules correspondantes de même nature 
analytique, et l'on en conclut que les coordonnées carté-
siennes 11e peuvent se concilier entièrement avec le prin-
cipe de la dualité. Il me semble que cette conclusion 
11'est pas licite et que le fait qui y donne lieu 11e prouve 
qu'une cliose, c'est que les coordonnées pliit kériennes 
ne sont pas eh corrélation parfaite avec les coordonnées 
cartésiennes. » 

Transformant, dès lors, suivant la loi de la dualité 
judicieusement interprétée, la conception ordinaire des 

(*)»Cct article a paru en 1877 dans les Comptes rendus de l'In-
stitut lombard. 
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coordonnées cartésiennes, Fauteur obtient un système 
de coordonnées tangentielles qui ne sont autres que 
celles dont, sous le nom de coordonnées parallèles, 
nous avons ici même développé la théorie (3e série, 
t. III et IV). 

On sait qu'indépendamment de la nôtre, et simulta-
nément avec elle, une autre théorie des coordonnées pa-
rallèles a été publiée en Allemagne par M. K. Seliwe-
ring (1 ) qui, dans des écrits partiels, s'était déjà occupé 
du sujet à plusieurs reprises ( 2 ) . 

M. Schlegel, dont l 'attention avait été attirée sur ce 
sujet par les recherches de M. Sehwering avait, de son 
côté, remarqué la parfaite corrélation des coordonnées 
parallèles avec les coordonnées cartésiennes (Zei lscl ir i f t 
fiir Mathematik und Physik, t. XXIII). 

Celle-ci a encore été mise en lumière, dans un ordre 
d'idées plus pratique, par le lien que, dans le Cha-
pitre IV de notre Nomographie ( 3 ) , nous avons établi 
entre nos abaques à points isoplèthes et les abaques à 
droites isoplèthes de M. Lalanne. 

Nous nous proposons de revenir encore ici sur ce fait 
pour en fournir une nouvelle justification théorique 
propre à mettre en évidence les rapports mutuels des 
divers systèmes fondamentaux de coordonnées ponc-
tuelles et tangentielles. 

Envisageant d'ailleurs, pour plus de généralité, le cas 

0 ) Voir l'intéressante comparaison de ces deux théories, faite par 
M. Sehwering lui-même dans la Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, t. XXXI, [a], p. 71. 

(2) J'ai fait voir dans le Bulletin de la Société mathématique 
de France (t . XVIII, p. 109) que l'idée première des coordonnées pa-
rallèles devait être attribuée à Chasles. 

( s ) Ouvrage paru en 1891 chez Gauthier-Villars et fils, et dont il a 
été rendu compte dans le numéro de décembre 1891 des Nouvelles 
Annales. 



( 72 ) 
de l'espace, nous partirons du système très général ainsi 
défini : 

Soit OABC un tétraèdre de référence. 
Etant donné un point P, supposons que : 

Le plan PBC coupe OA en a, 
PC A » OB » b, 
PAB » OC » c. 

j\7ous poserons , en faisant l 'hypothèse que les para-
mètres A, u, v aient des valeurs fixes pour tous les 
po ints de l 'espace, mais d'ai l leurs q u e l c o n q u e s , et que 
les segments so ient pris avec leur s igne , 

. On Ob ' Oc ( I ) x ~~ A — •> y — — - , c v - , A a B b Le 

et nous dirons que x , jr, z sont les coordonnées du 
point P. 

De meme, si un plan T: coupe OA en a, OB en [J, OC 
en y, nous poserons 

^ i Aa i Bfi i C v (2) il ^ — y 7\~ ' ~ TVq' =~- ' 
A O a [j. O ¡3 v O y 

et nous dirons que u, p, w sont les coordonnées du 
plan tz. 

On voit que le point O et le plan ABC jouent ici des 
rôles symétriques; les coordonnées de l 'un et de l'autre 
sont nulles. JNous pourrons appeler l 'un le point fonda-
mental, l 'autre le plan fondamental du système consi-
déré. 

Cherchons, dans ce système, l'équation du point et 
du plan unis, c'est-à-dire la condition analytique qui 
doit lier les coordonnées x , y, z aux coordonnées w, 
v, w, pour que le point P soit dans le plan T:. 

A^cet eflet, prenons momentanément les droites OA, 
01), OC comme axes cartésiens OX, OY, OZ, et dési-
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gnons par X, Y, Z les coordonnées du point P dans ce 
système. 

Puisque, par définition, le point P est à la fois dans 
chacun des plans aBC, AZ>C, ABc, on a 

X Y f X J X Y Z 
Oa + OB OC ~~ 1 ' O A ^ O è ^ Ô G " 1 ' OA ' ÔB + Ô^ 

Mais, des égalités ( i ) , on tire 

O a _ x O b _ y O c _ 3 
OÂ x — A ' OB ~ y — ijl ' OC = ' 

Les équations (3) deviennent dès lors 

XX _ ¡J.Y __ r/. _ X Y z 
(4 xOA yOB ^OG OA ' <JB OG 

La condition pour que le point P se trouve dans le 
plan tu ou aj3y s'exprime par 

Mais les égalités (a) donnent 

OA , OB OG 
O â r r X w - r I ' u r ' " 1 " " O y ^ 

et l'équation (5) devient 

ou, en vertu des équations (4), 

/ X Y Z \ 
( ux -t- vy -r- wz -T- I ) ^ -i- —— -h ^ \ j — o. 

Si nous écartons le cas limite où le second facteur se-
rait nul, c'est-à-dire où le point P serait dans le plan 
fondamental ABC, auquel cas les coordonnées x,y, z 
de P seraient infinies, nous voyons que la condition se 
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réduit à 

(6) ux -+- çy -h wz -h i = o. 

Telle est, dans le système général de coordonnées 
que nous considérons, l'équation du point et du plan 
unis. Ce système établit donc entre les éléments point 
et plan le même mode de correspondance que celui qui 
résulte du rapprochement des systèmes cartésien et 
plùckérien d'une part, des systèmes parallèle ponctuel (4) 
et parallèle tangentiel de l 'autre. Nous allons voir main-
tenant comment ces divers systèmes peuvent en dériver. 

Imaginons d'abord que le plan fondamental ABC soit 
rejeté à l 'infini. Pour que, dans cette hypothèse, les 
coordonnées d'un point quelconque ne soient pas nulles, 
donnons-nous d'abord pour les paramètres X, p., v les 
valeurs 

X = — O A , [o. — — O B , v — — O C . 

Nous avons alors à la limite 

x — 0 « , y = Ob, z=Oc (coordonnées cartésiennes), 
u = — ? v = — 7̂ 7, ? w = — (coordonnées pluckériennes). Oa Op Oy 

C or relativement, rejetons le point fondamental O à 
l'infini. Ici, nous prendrons 

v = = - ^ c ' 

et nous aurons à la limite 

X = — y ~ — Z ~ <ïc ( c o o r ^ o n n ® e ? parallèles ponctuelles), 

u — A a, v = B p, s = Cy (coordonnées parallèles tangentielles). 

0 ) Nous »avons défini celui-ci, au signe près des coordonnées, dans un ar-
ticle des Nouvelles Annales (3e série, t. VI, p. 49^)-
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On voit que de l'une à l'autre de ces deux hypothèses 

corrélatives, il y a correspondance parfaite d 'une part 
entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées 
parallèles tangentielles, de l 'autre entre les coordonnées 
pliickériennes et les coordonnées parallèles ponctuelles. 
Ainsi se trouve confirmé, pour la première partie, et 
complété, pour la seconde, par voie analytique le fait 
que le professeur Casorati avait déjà mis en évidence 
par voie synthétique dans ce Journal. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES PROPOSÉE 
AU CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉ-
RIEURE EN 1891 O ; 

PAR M . LE CAPITAINE M A L O . 

La première partie de l'énoncé est un corollaire immé-
diat delà proposition plus générale : Deux points P, Q 
d'une conique, et le pôle M de la droite PQ par rapport 
¿1 cette conique, sont sur une même conique avec tout 
système analogue P'Q'M/ ( 2 ) , et il suffit de faire l'hy-
pothèse particulière que les points P 'Q ' ont été pris sur 
le cercle déterminé par le triangle MPQ. Quant à la pro-
position générale, elle est fondée sur ce fait que la droite 
de Pascal, relative à l'hexagone M P P ' M ' Q ' Q , est obte-
nue par les constructions même qui donnent la polaire 
par rapport à la conique du point d'intersection I' des 

(1 ) Voir l'énoncé, t. X, p. 3ii ; 1891. 
(2) Plus généralement encore : Les sommets de deux triangles 

autopolaires par rapport à une conique sont sur une même co-
nique; les côtés sont tangents à une même conique. 
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droites PQ'. F Q . La dernière partie de l'énoncé aussi 
est immédiatement vérifiée en raison de ce qui précède, 
car elle revient à dire que les points I' et F sont con-
jugués par rapport aux points M et M', proposition qui 
vient d'être acquise, quelle que soit la nature de la co-
nique M P F M; Q ; Q . 

Pour établir que les points F F'M M7 sont sur un 
même cercle, le plus court est peut-être de ne pas cher-
cher à tirer directement cette conséquence des construc-
tions de l'énoncé, et d'autres qui peuvent s'en conclure, 
mais d'examiner d'une façon générale la nature de la 
correspondance entre les points M et M', laquelle est 
évidemment unique et réciproque (c'est-à-dire ration-
nelle), et d'achever de caractériser cette correspondance 
par l'étude de ses points exceptionnels, c'est-à-dire 
d'une part ceux pour lesquels le point M' coïncide avec 
M, et de l 'autre, ceux pour lesquels ce point est indé-
terminé sur une certaine courbe algébrique dont l'ordre 
est principalement à reconnaître. Or, en premier lieu, 
si M et M' coïncident, PQ et P 'Q ; coïncident aussi : 
donc P, Q sont les points de contact avec la conique d'un 
cercle bitangent et contenant le point M, c'est-à-dire 
d 'un cercle évanouissant; les points M en question sont 
donc les quatre foyers, réels et imaginaires, de la co-
nique considérée. En second lieu, il est clair que, si M 
vient en O, centre de la conique, PQ passe à l 'infini, 
et, par suite, le cercle OPQ se décompose en deux 
droites, PQ> qui contient quatre points du lieu (P, Q 
et les points cycliques co, a/) , et une droite indétermi-
née passant par O : le pôle M' de cette droite est donc 
lui-même indéterminé à l ' infini. 

Un raisonnement analogue, quoique un peu plus 
abstrait, en raison de l ' imaginante de presque tous les 
éléments, montre que les points cycliques w et to' sont 
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deux autres positions de M pour lesquelles M' est indé-
terminé sur les droites Ow et Ow', respectivement. 

Tout cela caractérise la transformation particulière 
du second degré dans laquelle un couple de points MM' 
se présentent comme conjugués par rapport à toutes les 
hyperboles équilatères construites sur un diamètre fixe 
(ici la droite F ' F joignant les foyers de la conique don-
née), et qui est caractérisée par la relation métrique 

ÔM.OM' = OF2 , les droites OM, OM' étant symétriques 
par rapport à OF. Dès lors, si l 'on mène par M' deux 
droites, l'une parallèle et l'autre perpendiculaire à OF, 
jusqu'à leurs rencontres avec OM, en m et p., on voit que 
les points M, m et les foyers réels de la conique d'une 
part, M, JJL et les foyers imaginaires d'autre part, sont 
situés sur deux cercles, qui, en raison delà symétrie par 
rapport à l'axe OF, pour le premier, et à l'axe perpendi-
culaire, pour le second, passent nécessairement par M'. 

Cela établi, tout le reste est facile, car, les droites 
OM, OM' étant toujours également inclinées sur OF, M' 
est invariable du moment que FF ' et M le sont, ce qui 
est l'hypothèse. Alors les points F, Y sont sur la droite 
fixe MM', qu'ils divisent harmoniquement, et, quant au 
point I, étant le pôle d'une droite fixe par rapport à 
une série de coniques cou focales (cas particulier du 
faisceau tangentiel de coniques), il décrit, comme on 
sait, une autre droite. 

Ann. de Mathémat., 3* série, t, XI. (Février 1892.) Ci 
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BIBLIOGRAPHIE. 

PRINCIPES DE LA NOUVELLE GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE , p a r 

M. Aug. Poulain. In-8 de 48 pages. Librairie Cro-
vilIe-Morarit ; 1892. Prix : 2ir, 5o. 

Il y a toujours eu des géomètres qui ont signalé des pro-
priétés du triangle; mais, depuis peu d'années seulement, une 
étude systématique en a été faite, et les résultats ont été si 
rapidement multipliés, qu'ils ont, parmi les diverses bran-
ches de la Géométrie pure, formé un rameau spécial qu'on 
appelle maintenant la Géométrie du triangle. 

Au fur et à mesure du développement de ces nouvelles 
études, de nombreux géomètres en Allemagne, en Angleterre, 
en Belgique, en France, en Hollande, etc., ont essayé de fixer, 
chacun à un certain point de vue, dans des notices bibliogra-
phiques, dans des résumés, l'état des connaissances au mo-
ment où ils écrivaient ; pour ne citer que les travaux de 
langue française, parce que je connais très incomplètement 
les autres, j'indiquerai ceux de IMM. Neuberg, de Long-
champs, E. Vigarié, Morel, Em. Lemoine. A leur suite, le 
travail de M. Poulain vient à son heure, il les englobe pour 
ainsi dire tous, en exposant, dans un tableau habilement pré-
senté et rigoureusement coordonné, le matériel des principes 
fondamentaux, des définitions et le vocabulaire des mots de 
récente création avec lesquels la Géométrie du triangle s'est 
construite, s'exprime et se développe. 

La nature même du travail dont nous parlons le rend im-
possible à résumer, puisqu'il est lui-même un résumé où rien 
n'est inutile, aussi je n'écris point cette Notice dans le but 
que l'on puisse se faire une idée de ce qu'il contient, mais 
pour engager les géomètres qui s'intéressaient déjà au triangle 
à lire le Mémoire de M. Poulain et pour affirmer, à tous ceux 
qui veulent se mettre au courant de ces nouvelles études, 
qu'ils y trouveront un moyen facile d'initiation, et je dois 
ajouter : j'en connais peu où la question soit aussi simplement 
et aussi complètement traitée. 
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Je vais donc me borner à quelques remarques générales. 

L'auteur, dans ses démonstrations, se sert de la Géométrie 
analytique, de façon que tout élève des classes scientifiques 
puisse les suivre facilement ; page 3a, Pauteur donne une dé-
monstration géométrique rigoureuse de l'existence des points 
de Brocard : il trouve rapidement les coordonnées barycen-
triques de ces points ; la valeur des fonctions trigonomé-
triques de l'angle co de Brocard est également déduite des 
formules de l'auteur relatives aux coordonnées qu'il a appe-
lées angulaires et introduites dans la Géométrie du triangle. 
Remarquons encore le théorème fondamental de la page 3i 
sur la puissance d'un point par rapport au cercle circonscrit, 
théorème dont l'importance se révèle bientôt ; le Chapitre 
sur les coordonnées tripolaires et sur les coordonnées angu-
laires ; la collection de formules pages 36 et suivantes ; les 
formules générales de la transformation des coordonnées 
lorsque l'on change le triangle de référence: la systématisation 
de la recherche de points remarquables en ligne droite (en 
alignement) ; l'exposé en une seule page de presque tous les 
théorèmes sur le cercle de Brocard avec leur démonstration. 

J'ai du plaisir à écrire ces lignes, élogieuses sans restriction, 
en constatant, à l'aide du Mémoire de M. Poulain, le chemin 
parcouru par la Géométrie du triangle et surtout à les écrire 
dans ce Journal, qui, en 1873, p. 364, a accueilli la petite Note 
sur le point que j'appelais alors : le centre des médianes anti-
parallèles, Note qu'on a bien voulu considérer comme une 
des origines de révolution actuelle de la Géométrie du 
triangle. E M . L E M O I N E . 

SUR LE THÉORÈME GÉNÉRAL RELATIF A L'EXISTENCE 
DES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
ORDINAIRES; 

P A R M . G . P E A N O , 

Professeur à l'Université de Turin. 

M. E. Picard, sous ce même titre {Nouvelles An-
riftles/1. X, p. 197), prouve que, si l'on envisage le 
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système des n équations du premier ordre, 

— =/i(a?, m, v, ...,«>). = /„0r,w,e, ...,«>)> 

où les f sont des fonctions continues réelles de x, 
w, . . . , w, dans le voisinage de jr0, «¿09 et si de 
plus on suppose que l'on puisse déterminer n quantités 
positives A, B, . . L , telles que 

I f ( x , u\ ..., w') —f{x, . . . , « 0 I < A I u' — u ¡ 
-j- B | v' — v ! H- .. .-+- L | w — w' |, 

alors il existe des fonctions ¿¿, y, . . w de x , continues 
dans le voisinage de satisfaisant aux équations dif-
férentielles, etse réduisant respectivement, pour.r = x0, 
à u0, • • «V 

Or, pour démontrer l'existence des intégrales, l'hy-
pothèse (a) n'est pas nécessaire. En la faisant, on peut 
déduire non seulement l'existence des intégrales dont il 
s'agit, mais aussi qu'elles sont uniques. J'ai prouvé cela 
dans ma Note Démonstration de l'intégrabilité des 
équations différentielles ordinaires (Mathematische 
Annalen, t. XXXVII, p. 182). La démonstration de la 
première partie de ce que j'affirme est un peu longue; 
la deuxième partie (la plus intéressante dans l'ensei-
gnement élémentaire) se prouve aisément. 

En eifet, soient //, . . . et u \ . . . deux systèmes 
de fonctions de x , définies aux environs de x — Xq, sa-
tisfaisant aux équations différentielles, et se réduisant 
tous les deux à //0, . . . pour x — x0. On aura 

du 
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d'où l'on déduit 

Or, quelle que soit la fonction u de x, on a 

¿ M < 
dx 

du 
dx 

En posant uf — /¿, v} — v, . . . au lieu de u dans cette 
inégalité, en vertu de ( a ) et de (¡3) on a 

/ d\ u'— u j 
( Y ) D X 

- g A | u — u | -h B | v' — v | -f-. . . -4- L | iv' — w |, 

M 
Soit — la plus grande des quantités A, B, . . ., L ; po-

sons X == | u' — u | -h | v' — v | + . . . + | w'— w\. Som-
mons les inégalités (y) ; on a 

•X dX. ^ ^„^r (0) MX. 

Pour tirer X de cette inégalité, multiplions par 
e-M\x—x0) facteur intégrant) 

c - M ( . r - . r 0 ï ^ — M X J < o , 

d'où 
¿ ( e - ^ X n o . 

Donc e~MÎ,r" , ,vX, qui s'annule pour x = . o , et dont la 
dérivée est ^ o , sera, pour toute valeur de x né-
gative on nulle g-M(.r-.r0)X<O. 

Mais e-^-^o» est positif, X est positif ou nu l ; donc 
X = o, et chacune de ses parties \ u'— u |, | v1 — j, . . . 
est aussi nulle, d'où 
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Cela prouve qu'il y a un seul système de fonctions 

qui satisfait, aux équations données, et qui prend des 
valeurs données pour là valeur fixée de la variable. 

SUR LE T H É O R È M E DE BUDAIV ET F011RIER ; 
PAU M. G. FOURET, 

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 

1. Le eours d'Algèbre supérieure de Serret contient 
une démonstration, déjà très simplifiée, du célèbre théo-
rème découvert à la fois par Budan et par Fourier ( 1 ) . 
On peut cependant, comme nous allons le faire voir, don-
ner à cette démonstration une forme encore plus simple, 
qui nous semble offrir quelque intérêt, tant en raison 
du théorème lui-même que des conséquences auxquelles 
il conduit. On sait, en effet, que le théorème de Des-
cartes s'en conclut immédiatement. On verra également 
plus loin comment on en fait découler très naturel le-
ment la règle de Newton, pour trouver une limite supé-
rieure des racines d'une équation et une règle toute 
semblable, qui ne nous paraît pas connue, pour déter-
miner une limite inférieure de ces racines. 

La valeur pédagogique, qu'acquiert ainsi le théo-
rème de Budan et Fourier, nous engage à traiter ce 
sujet avec quelque développement. 

2 . THÉORÈME DE BUOAN ET F O U R I E R , — E t a n t donnée 
une équation algébrique entière X = o, à une seule 
inconnue x, le nombre des racines réelles de cette 
équation, comptées avec leur ordre de multiplicité} 

(*) M. Ossian Bonnet en a donné, il y a plusieurs années, une 
démonstration toute différente, basée sur le théorème de Rolle 
{Nouvelles Annales, i " s<rie, t. Ul, p. i ,^) . 
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qui sont comprises entre a et p > a, est égal, ou infé-
rieur d'un nombre pair, au nombre des variations que 
perd la suite formée par X et ses dérivées successives, 
lorsqu'on y fait, consécutivement x — a et x = ¡3. 

Les fonctions algébriques entières, qui composent la 
suite 

( 0 x , x', X", x f '»\ 

m désignant le degré de X, ne peuvent changer de signe 
qu'en s 'annulant. Cette suite ne peut donc perdre, ou 
gagner de variations, que lorsque x passe par une valeur 
annulant une ou plusieurs des fonctions (i). 

Soit a une racine, d'ordre de multiplicité/;, de X = o. 
On peut toujours trouve]- un nombre positif A, tel que 
les fonctions X , X', X ( /y i_ , ) ne s'annulent pas, 
lorsque x varie de a — h h a et de a à a -f- h. Alors, en 
vertu d'un théorème bien connu sur la dérivée loga-
rithmique, la suite 

(2) X, Xf, X«/') 

présente p variations, pour les valeurs de x comprises 
entre a — h et a et p permanences, pour les valeurs de 
x comprises entre a et a -h h Donc, la suite ( a ) perd p 
variations, quand x passe, en croissant, par une ra-
cine, multiple d'ordre p, de X = o. 

Soit maintenant b une racine, d'ordre de multiplicité 
r/, de X(/ ' — o ( ') . D'après la remarque précédente, la 
s u i te 

perd q variations, lorsque x passe, en croissant, par la 
valeur b. Par conséquent, lors même que l'intervalle 

( ' ) Serret distingue deux cas, suivant que q est pair ou impair . 
.Notre raisonnement rend celle distinction inutile. 
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de à X(w) acquerrail une variation, 

\(n- 1)J X̂ "-»-!1 

ne peut gagner aucune variation, quand x passe, en 
croissant, par une racine, multiple d'ordre q, de 

Cela posé, substituons a et fi > a è x dans la suite ( i ) , 
et désignons parv aetyp les nombres de variations résul-
tant de ces substitutions. Jl est clair que ea surpasse 
d'autant d'unités au moins, qu'il y a, entre a et ¡3, de 
racines de X — o, comptées avec leur ordre de multipli-
cité, puisque la suite (i) ne perd de variations (pie 
lorsque x passe en croissant par une racine de X = o, 
etqu'elle en perd, dansée cas, autant qu'il y a d'unités 
dans l'ordre de multiplicité de la racine. 

Pour compléter la démonstration du théorème, sup-
posons, par exemple, que l'intervalle (a, ¡3) comprenne 
un nombre impair de racines de X = o, chacune d'elles 
étant comptée avec son ordre de multiplicité. En subs-
tituant successivement a et ¡3 à x dans X, on obtient des 
résultats de signes dilïérents, et, comme X ( m ) est une 
constante, les nombres de variations \>a et sont de 
parités différentes. Leur diiîérencè est donc impaire, de 
même que le nombre des racines comprises entre a et ¡3. 

Le raisonnement et la conclusion sont les mêmes, 
lorsqu'on suppose que l'intervalle (a, |3) renferme un 
nombre pair de racines de X = o. 

3. Remarques. — i° La démonstration précédente, 
en ce qui concerne X i m ) , s'appuie uniquement sur la 
constance du signe de celte dérivée. On en conclut que 
dans l'application du théorème de Budan etFourier , on 
peut limiter la suite des dérivées à une dérivée qui, 
même en s'annulant, ne change pas de signe, pour les 
valeurs de x comprises entre les nombres a et ¡3. 
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Cette remarque permet d'étendre le théorème aux 

équations transcendantes, sous certaines conditions de 
continuité qu'il est superflu d'énoncer ici. 

2° Il peut arriver que les nombres substitués, a et ¡3, 
annulent une ou plusieurs fonctions intermédiaires de 
la suite ( i ) . On doit, en pareil cas, dans l'application du 
théorème, compter le nombre des variations de cette 
suite, en faisant abstraction des zéros. 

En effet, supposons d'abord que ce soit a < ¡3 qui an-
nule les fonctions consécutives . . . , X (w+i"" l ). 
Prenons s positif et assez petit pour qu'aucun nombre 
compris entre a et a + s n 'annule quelqu'une des fonc-
tions (i) . La substitution de a - b s à x dans X fw), 
X ( / H h ) , . . . , ne donnant Jieu qu'à des perma-
nences, les variations de la suite (i) , pour x = a - f - e, 
sont en même nombre que pour x — z., abstraction 
faite des fonctions qui s 'annulent. D'ailleurs, l 'équa-
tion X = o n'a aucune racine entre a et a -+- s. On 
doit donc, pour appliquer le théorème de Budau et 
Four ier , compter les variations de la suite ( i) pour 
x = a, sans avoir égard aux fonctions qui deviennent 
nulles. 

Supposons maintenant que ce soit ¡3 qui annule X("), 
X ( W + ° , . . . , Prenons 7) positif et assez petit 
pour qu 'aucun nombre compris entre ¡3 — r{ et ¡3 n 'an-
nule quelqu'une des fonctions ( i ) . La substitution de 
x = P — 7i dans la suite X<»\ . . . , n'y 
produit que des variations. Il est bien clair alors que 
le nombre des variations de la suite (i), pour x = ¡3, ne 
peut être qu'au plus égal au nombre des variations ré-
sultant de la substitution de x = ¡3 —r4 . On est donc 
en droit, dans l 'application du théorème de Budan et 
Fourier , de compter les variations qui correspondent à 
X— ¡3, abstraction faite des fonctions qui s 'annulent. 
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1. Application du théorème de Budan et Fourier 

aux équations ayant toutes leurs racines réelles. — 
Remarquons d'abord que la suite (i) présente toujours 
in variations, pour x = — et m permanences, pour 

4-30. Donc, dans le cas où l'équation X = o a toutes 
ses racines réelles, le nombre de ces racines est juste-
ment égal à y.., — i>+a0. II résulte de là que, dans cette 
hypothèse, le nombre des racines réelles comprises entre 
a et ¡3 > a ne peut être inférieur et, par conséquent, est 
égal au nombre e a — i'p ; car, pour que le premier de 
ces nombres lût inférieur au second, il faudrait, par 
compensation, que — t'a fût inférieur au nombre 
des racines réelles comprises entre — go et a, ou rp— v>+00 

inférieur au nombre des racines réelles comprises entre 
¡3 et 4-oc, ce qui serait contraire au théorème de Budan 
et Fourier. Donc, quand une équation algébrique en-
tière X — o a toutes ses racines réelles, le nombre de 
ces racinesy comprises entre deux limites a et ¡3, est égal 
à la différence des nombres de variations que présente 
la suite formée j)ar X. et ses dérivées successives, quand 
on y substitue consécutivement a et ¡3. 

o. Théorème de Descartes. — Le nombre des va-
riations de la suite (i), pour x = o, est égal au nombre 
des variations du polynôme 

X = tt0x>» - h a , . 4 - . . . a ^ x * -f- a? - h 

supposé ordonné} caries fonctions, qui composent la 
suite, prennent alors respectivement les valeurs a„n 

i . ...1.2... m.a0. D'ailleurs, la suite (i) 
ne présente aucune \ariation pour x = 4- oo. Donc, 
d'après le théorème de Budan et Fourier : 

i° Le nombre des racines positives d'une équation 
algébrique entière X = o est au plus égal au nombre 
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des variations du polynôme X ordonné, et la différence, 
s7 il y en a une, est un nombre pair. 

2° Le nombre des racines positives d'une équation 
algébrique entière X = o, qui a toutes ses racines 
réelles, égal au nombre des variations du polynôme 
X ordonné. 

0. Limite supérieure des racines d'une équation. — 
Règle de Newton. — Soit l un nombre qui, substitué 
à x dans la suite (i) , n'y produit que des permanences. 
Comme il en est de même pour la substitution de 
x = -h oc, on peut affirmer, d'après le théorème de Bu-
dan et Fourier, que l'équation X = o n'a pas de racine 
réelle comprise entre / et + cc. Donc, tout nombre qui, 
substitué àx dans le polynôme entier X et dans ses dé-
rivées successives, donne des îésultats de même signe, 
est une limite supérieure des racines de Véquation 
X = o. 

7. Limite inférieure des racines d'une équation. — 
Soit k un nombre positif ou négatif, qui, substitué à x 
dans la suite (î), y donne des résultats alternativement 
positifs et négatifs. Comme il en est de même pour la 
substitution de x = — oo, on est en droit d'en conclure, 
d'après le théor ème de Budati et Fourier, que l'équation 
X = o n'a pas de racine réelle comprise entre —oo et 
k. Donc, tout nombre qui, substitué à x dans le poly-
nôme entier X et dans ses dérivées successives, donne 
des résultats alternativement positifs et négatifs, est 
une limite inf érieure des racines de l'équation X = o. 

8. Il serait sans doute téméraire d'affirmer que celte 
règle si simple, pour trouver une limite inférieure des 
racines d'une équation, est nouvelle; et cependant, si 
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elle est déjà comme, comment se fait-il qu'on ne la 
trouve dans aucun des ouvrages classiques qui traitent 
de la résolution des équations? Elle présente en etïet, 
comme il est facile de le voir, les mêmes facilités d 'ap-
plication et les mêmes avantages que la règle de Newton 
donnant une limite supérieure des racines. Elle jouit 
notamment de ces deux propriétés : i° de fournir une 
limite inférieure, plus approchée de la plus petite racine 
que toutes celles données par les autres méthodes con-
nues; 2° de permettre, dans le cas d'une équation ayant 
toutes ses racines réelles, de déterminer un nombre aussi 
peu inférieur que l'on veut à la plus petite racine. 

Bien n'est plus aisé d'ailleurs que d'établir directe-
ment la règle en question de la manière suivante. 

9. Soit k un nombre qui, substitué dans le polynôme 
entier F ( . r ) et dans ses dérivées successives, donne des 
résultats alternativement positifs et négatifs. Nous al-
lons montrer que F(JC) ne peut s'annuler pour aucun 
nombre plus petit A — / ¿ ( / ¿ > o ) . On a, eu eiïet, 

F ( k - h ) = F ( / - ) - h ¥ ' ( k ) - h ^ F"( /c ) . . . 

hf _ h 
H-(- i ) /» F y ( A - ) - H . . . " M - i ) ' « — F'"0) . 

D'une manière générale, FP(k) est du signe de F (k) 
ou d'un signe contraire, suivant que p est pair ou im-
pair, et le terme F P ( k ) est précédé, dans le dé-
veloppement précédent, du signe -f- dans le premier cas, 
du signe — dans le second. Donc F (A — A), étant une 
somme de ternies tous de même signe, ne peut être nul. 
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MOUVEMENT D'UN POINT P E S A M ATTIRÉ PAR LTIV POINT 
FIXE SUIVANT LA LOI DE NEWTON; 
PAR M. A. DE SAINT-GERMAIN. 

Le Bulletin des Sciences mathématiques contient,, 
dans son numéro de juin 1891, une étude posthume de 
Cellérier sur le mouvement d'un point pesant attiré vers 
un centre fixe O par une force réciproque au carré de 
la distance. L'analyse du savant genevois est très ingé-
nieuse, mais difficile à retrouver et à imiter. Or, le pro-
blème est de ceux dont la solution s'obtient avec une 
facilité remarquable à l'aide des équations d'ilamilton et 
de Jacobi; je vais la développer à ce point de vue, en 
complétant quelques résultats de Cellérier, sauf à laisser 
de côté une discussion difficile qu'il entame et dont l'in-
térêt est surtout analytique. 

Prenons trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, dont 
le dernier est dirigé dans le sens de la pesanteur; soient 
çc,y, z les coordonnées du point mobile M, r et p ses 
distances à l'origine et à l'axe OZ. En M passent deux 
paraboloides ayant OZ pour axe de révolution, O pour 
loyer et 

¿R2 -4-7- = X2-+- i \ z , x2-+-y - — ¡JL2 — 2 z 

pour équat ions respectives : A, p. sont posit ifs et l 'on a 

_ À -h ¡jl — À 

La position du point M peut être déiinie par les va-
leurs de A, y. et de son azimut z> : faisant la masse égale 

Ann. de Mathémcit3e série, t. XL (Mars »Bq?.) 7 
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à l'unito, ¡'ai pour la demi-force vive 

Introduisons les variables d'Hamilton 

c)T l -+- p v 

* = 5V = "TT" À ' 
dT 1 -4- [A , 

( 0 ' 4 !J-
a , 

¿T , 

Si, dans T, je remplace A', UI', <?' par leurs valeurs ti-
rées des équations (1), il vient 

Il existe une fonction des forces 

k p - X 'ik 
U - h r — -

Cela posé, l'équation dont, suivant le théorème de Ja-
cobi, il suffirait de connaître une intégrale complète pour 
en déduire, par de simples difïérenliations, toutes les in-

tégrales du problème est de la forme (T) — U -|—— = o, 

(T) désignant l'expression obtenue en remplaçant, dans 
dY ÔV d\ 
dl ' rhl ' dë la valeur (2) de T,/?, p2 par — , — , : on trouve 

ainsi l'équation 

(àvy JJHI /àvy _r_ /àwy 
l 1 [i \ ôl ) 1 jj. V^p ) + 2 A IJL V do ) 

x — 1 j l a k f ) v . h = 0 
ÎÉ A JJL Ôt 

qui détermine V en fonction de A, u, cp, £; niais, 
comme cp et t n'y figurent pas explicitement, on pourra 
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trouver une intégrale en posant 

(3) V = S - + - a ^ - h t , 

S désignant une fonction inconnue de A et ¡JI seuls, a et 
h deux constantes dont la seconde est celle des forces 
vives. Dans l'équation de Jacobi, je remplace V et ses 
dérivées par leurs valeurs déduites de l'équation (3), 
puis je multiplie tous les termes par A -F- JJL : j'obtiens 
l'équation à deux variables indépendantes 

f* / -h g ik — ( A -f- ;jl ) h = o. 

Cette équation, de forme bien connue, peut être satis-
faite en posant 

S = <b( a) -+-

et, b désignant une troisième constante arbitraire, 

2 U ' * ( X ) - t - ^ r 4 - g - - k - X h = b < 
' nk o. 

a ( P ) - H — - — — — k — \xh — — b\ 4 t 2 (jl * 

A, 'lty se déterminent à l'aide de quadratures et on a l'in-
tégrale 

V t = ao — ht -f- j y ^ ^ y^lfO, 

où l'on a posé, pour abréger, 

i F ( X ) = — î / i X 2 - h - ¿ ( / t - f - ¿> )X — a 2 , 
^ I F t ( ¡jl)= ^ j j l 3 - 1 - 2 / 1 ^ + 2 (A: — 

Il suffirait d'ajouter à \ \ une quatrième constante pour 
former une intégrale complète de l'équation de Jacobi, 
mais il est inutile de l'écrire. La trajectoire C est repré-
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sentée par deux équations de la forme 

d\i . d\\ 

ou, en considérant les coordonnées initiales A05 'fo? 

( 5 ) 
rx d\ flX dx 

l±c /Fl(^) 
a rl dl r -2 X \ y/F ( X ) 

d\x 
(6) 

Le temps au bout duquel le mobile arrive en un point 
déterminé de C est donné, suivant une règle également 
connue, par la formule 

(7) t - f l *dA 1 f* ^ 

Nous avons enfin trois intégrales premières 

â\1 dVj dW 
4 i 

d'où l'on tire, après avoir remplacé p, p2 par leurs 
valeurs (1), 

(8) X ' = r 4 - / F ( X ) , 
A —T— f j l 

( 9 ) = V ^ l « » , 

/ \ a 
(.0) 

L'équation (8) prouve que le radical y/F(},) doit tou-
jours être réel: il faudra, suivant l 'époque à laquelle 011 
se placera, le prendre avec sa valeur arithmétique ou 
avec cette valeur changée de signe; mais on adoptera la 
même détermination dans toutes les formules. On en 
dira autant pour y/F4 (fji). 
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Les équations (8), (9), (10), appliquées à l'instant 

initial, permettent de calculer les constantes a , h en 
fonction de p.0, V0, p/0, cp'0, qui sont données ou qui 
se déduisent de x'0, . . . : après avoir remplacé a, 
A par leurs valeurs dans les équations (4), 011 pourra 
écrire FÇk) et F, (p.) sous les formes suivantes 

• Po 

(Vj^Poy y 

Po 

(^oH-PO)2 , 
4 Po 

L'équation (10) montre que cp varie toujours dans le 
même sens et que X, p. ne s'annulent pas, sauf le cas où 
M resterait dans un plan fixe passant par OZ; nos ré-
sultats s'appliquent à ce cas, en y supposant seulement 
cp = o. 

JNous avons vu que F(X) ne doit jamais devenir néga-
t i f ; ce polynôme, positif pourX = X0, négatif pour X = o 
et pour A = 00 , a toujours deux racines positives, a, 
a', entre lesquelles X doit rester compris; C est située 
dans la région E, qui s'étend indéfiniment vers le bas 
et qui est comprise entre les paraboloides (a) , (a ') cor-
respondant à X = a et à \ = 7!. Si les racines a, a' sont 
égales, leur valeur sera celle de 10 et l'équation ( n ) 
montre qu'on aura les deux conditions 
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A restera égal à A0 et les intégrales en A qui figurent dans 
les équations (5), (6), (7) n 'auront plus de sens; mais, 
dans ce cas, les équations (9) et (10) permettront de 
calculer t et <p en fonction de ;JL à l'aide de deux quadra-
tures. 

Revenons au cas où les limites a, a' sont différentes : 
l'équation (8) montre que A atteindra l 'une d'elles, a 
par exemple, au bout d'un temps fini : 011 peut se de-
mander s'il ne restera pas ensuite égal à a, ce qui, on le 
voit aisément, ne serait pas en contradiction avec nos 
formules ; A' et X" seraient nulles à partir de l ' instant 
considéré. Or, des équations (8) et (9) 011 déduit 

,„ _ l 'F'( l ) _ 2 ()/•+- lxf)y/F(>. ) 
* ~~ (TV JJL ) / m " ) <1 + i^2 

_ __ , F ( X ) + ^ F Î T Y F J I P ) . 

~ ( X i [J.)2 Ll (X-4-a )3 

si X'et X" s 'annulaient pour A = a, F(a) , F'(A) seraient 
nuls et a serait racine double, contrairement à notre hy-
pothèse : on en conclut que A oscillera indéfiniment 
entre a et a M entre les paraboloides (a) , (a ') qu'il 
touchera tour à tour. 

Pas plus que F (X) , F 1 ( ; J L ) ne peut devenir négatif, 
mais il y aura deux cas à distinguer quand on considère 
les limites entre lesquelles JJL peut varier, et à ces deux 
cas correspondent des mouvements très différents. Fi ( ;JL), 
négatif pour ¡x = o, positif pour u = 00 , peut avoir trois 
racines, t3 > p " > o ; u ne pourra prendre que des 
valeurs comprises entre ¡3" et ¡i' ou entre fi et 00 . Si p.0 

est compris entre ¡3" et ¡¿ restera entre les mêmes li-
mites et, en raisonnant comme ci-dessus, 011 verra qu'il 
oseille de l 'une à l 'autre; M qui, dans tous les cas, doit 
rester dans la région E, ne sortira pas d'un espace annu-
laire fermé, compris entre les paraboloides (a) , (a') et 
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les paraboloides (£>'), (¡3") qui correspondent à = ¡3', 
u = ¡3". Pour que C soit une courbe fermée, il faut et il 
suffit qu'il existe des entiers m, m', m" tels que l 'on ait 

Í* rZX ' f " ' dlx 
m / ——-- =m' / -.- ' - , 

/ F ( A ) . > v/F2(JJL) 

m / ^ - m' / — 1 ' 0 •0 = L jol' A/F (X ) [Xv/F^JJl)] 2 
Lorsque 4u0 est ¡3, p. peut varier entre ¡3 et oo, mais 

il ne peut devenir infini qu'au bout d 'un temps infini ; 
M, restant dans la région E et au-dessous du paraboloide 
(¡3), s'éloignera indéfiniment du côté des z positifs. Si 
F< ( ¡ J I ) avait une seule racine positive ¡3, UI0 serait né-
cessairement supérieur à ¡3 et tout ce qui vient d'être dit 
resterait applicable. 

Considérons le cas où F< ( ui) aurait deux racines égales, 
et d'abord celui où ¡3' serait égal à ¡J": si JJL0 est > ¡3, le 
mouvement de M sera analogue à celui que j'ai esquissé 
en dernier lieu ; mais si ¡JL0 doit être ¡3, la seule valeur 
qu'on pourra lui assigner sera ¡3" et ¡x restera constant: 
C serpentera sur le paraboloide ( [3) entre les cercles 
d'intersection de cette surface avec les paraboloides (a) 
et ( a ' ) .On aura d'ailleurs deux équations de condition, 
analogues aux équations (12), 
(ia bis) [l'0=o, X;2 -f-4>^?¡)2

 — - M g * o = o. 

Supposons maintenant ¡3'— ¡3, mais ¡¿0 = $ j lorsque 
¡ji aura commencé à s 'approcher de la valeur ¡3, il con-
tinuera à s'en rapprocher de plus en plus, mais il ne 
l 'atteindra que pour des valeurs infinies de t et de cp-, le 
paraboloide (¡3) est une surface asymptotique à C. Si au 
contraire JJL avait d'abord la valeur ¡3 == ¡3', il la conser-
verait indéfiniment; mais la moindre action extérieure 
suffirait pour qu'il s'en écarte d'une quantité finie ou 
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même infinie, tandis que dans le cas de ¡3'= ¡3" une pa-
reille action n'éloignerait que très peu p. de la valeur ¡3". 

Il pourrait se faire que X0 fut racine double de F(X) 
en même temps que u0 le serait de Fi ( a ) ; M décrirait 
un cercle horizontal-, des équations (12) et (12 bis) 011 
tirerait 

^ , Po-0 û po ^ >9 / 0 = p0 = o, — r = 

relations faciles à interpréter et à démontrer directe-
ment. 

Je dis enfin que, lorsque C a une branche infinie, cette 
branche est asymptote à une parabole. Quand p. devient 
infini, les intégrales relatives à cette variable, qui figu-
rent dans les équations (5) et (6) , restent finies, en 
sorte queX et o tendent vers des limites X<, cp,. Les points 
de l'espace pour lesquels X est égal à X, et à <p à cp̂  sont 
sur une parabole P qui a pour axe OZ. Comparons les 
positions des points M, M, où les branches de C et de P 
qui sont dans la même région coupent le paraboloide 
correspondant à une valeur très grande, m, de u. Sur C> 
pour p. = m, on aX = X, — s et je supposerai, pour fixer 
les idées, £ positif. L'équation (5) est applicable en pre-
nant X, — s et Xl7 p. et 00 pour limites respectives de 
X et de p.; entre ces limites on peut, à F(X) et à 
F , ( p ) , substituer les quantités F (X , ) et g¡x3 dont 
les rapports avec les premières sont très voisins de l 'u-
nité; l'intégration devient facile et donne, sans erreur-

appréciable, £ = i^Eih]. Les z des points M,, M peu-
y/mg 

vent être considérés comme égaux ; la différence de leurs 
distances p,, p à OZ est, en ne retenant désormais de 
chaque expression que sa partie principale 

s/^Ty- , i 4 = 
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L'équation (6), avec des simplifications analogues aux 
précédentes, donne la différence des azimuts 

a r s i "| _ a 

La distance du point M au plan de P est sensiblement 

égale à (<p,— <p) p ou à a ; cette quantité, comme 

p, — p, est indépendante de M. De ce qui précède il ré-
sulte qu'à l'infini C se confond avec la parabole P à la-
quelle on aurait fait subir deux translations, l 'une égale 

à 1 / — d i r i g é e vers OZ, l'autre éerale à / - normale 

au plan de P elle-même. 

ERRATA A L' « ALGÈBRE SUPÉRIEURE » DE SALMON. 
Traduction française de M. O. Chemin. 

(Par i s , Gau th ie r - \ i l l a r s et fils; 1890.) 

Page 5o3, ligne 2, le coefficient de a2c2 est 

2 AE3— 2BDE2-!- C2E% 
et non 

— 2BDE2-t-C2E\ 

Page 5o3, ligne 6, le coefficient de a3e2 est 

6 A2E2 — 8 ABDE — 4 A C ' E 
et non 

4A2E2 — 9ABDE — 2 A O E -f-.. . . 

Page 5o3, ligne 3a, le coefficient de c2e2 est 

2 A3E — 2 A2BD + A2C3. 

(Communiqué par M. Henri Valdès.) 
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SIR LE CEMIiE DE GOLKBURE WE LA PARABOLE ; 
PAR M. LEMAIRE. 

On sait que, si d 'un point on mène les trois normales 
à une parabole, leurs pieds sont sur un cercle passant 
par le sommet de la courbe. 

Il est facile de voir que réciproquement, si un cercle 
passe par le sommet d'une parabole, la normale à la 
parabole aux trois autres points où le cercle la rencontre 
passe par un môme point. 

En supposant que deux de ces trois derniers points 
se confondent en À, le troisième étant B, on obtient 
cette propriété : 

Si un cercle passant par le sommet d'une parabole 
est tangent à la courbe en A et la coupe en B, la normale 
en B à la courbe passe par le centre de courbure de la 
parabole au point A. 

Cette remarque fournit une construction très simple 
du centre de courbure d'une parabole en un point A de 
cette courbe : 

Soient, en effet, S le sommet de la courbe, AT la tan-
gente en A, AN la normale, AP l'ordonnée, AC le dia-
mètre passant par A; D le symétrique de B, AT et SB 
étant également inclinées sur l'axe de la parabole, AT 
et SD sont parallèles. 

On a, par suite, R étant le point où BD coupe l'axe, 

BR = DR = siAP 
et 

SR = 4 SP. 

d'où la construction suivante : 
On prendra SR = 4SP, puis on mènera à l'axe de 
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l 'autre côté par rapport à A une perpendiculaire BR 
double de AP. Prenant enfin, sur Taxe, RL = PN, la 
normale LB en B rencontrera AN en co, centre de cour-
bure de la parabole au point A. 

S I R L E S S É R I E S A T E R M E S P O S I T I F S ; 
PAR M. V. JAMET. 

(Extrait des Comptes rendus, t. CXIV, p. 57; 11 janvier 1892.) 

1. Soit uK , z/3, . . . , un> . . . une série dont les termes, 
tous positifs, tendent vers zéro, quand leur rang est de 
plus en plus élevé. Je suppose qu'en même temps l'ex-
pression \JuH tende vers l 'unité, et je me propose de si-
gnaler un cas étendu où, dans ces conditions, la série est 
convergente. Mais d'abord j'observe que, si l'on pose 

y un = 1 — an, 

le produit /iart doit croître au delà de toute limite, bien 
que le facteur ctn soit infiniment petit. En effet, d'après 
l'égalité précédente, 

W 7 1 =( i -a , t ) " = [(1 — a«)^] • 
1 

Mais (1 — z>u)*n a pour limite Si donc nv.tl tendait 

vers une limite A, finie ou nulle, un tendrait vers une 
limite e~k, diflérente de zéro, ce qui est contraire à l'hy-
pothèse. 

Cette remarque me conduit à examiner le cas où il 
existe un nombre p, compris entre zéro et 1, tel que le 
produit nK~P a„ tende vers une limite; je dis que la sé-
rie sera convergente chaque fois que cette limite ne 
sera pas nulle. En effet, l'égalité précédente équivaut à 
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celle-ci 

Un= i[(i —a«)a"J i • 

Soit limn*-P3.n = h. L'expression que nous élevons 

à la puissance nP tend vers et par conséquent de-

vient, à partir d'une certaine valeur de n, inférieure à 

un nombre compris entre i et ~ Dès ce moment, les 

termes de la série sont inférieurs à ceux de la série sui-
vante 

(A) anV, ..., ... , 

dont on augmentera encore les termes en remplaçant p 

par l'inverse d 'un nombre entier q, supérieur à et 

tout revient à démontrer que la série (A) , modifiée de 
la sorte, est convergente. A cet effet, observons que, à 
partir d'un rang déterminé, nous pourrons grouper les 
termes de telle sorte que, dans le premier terme de chaque 
groupe, l'exposant de a soit un nombre entier. Les 
groupes successifs se présenteront alors comme il suit : 

<7/ <L <7/ 
a*, a , Jk(l+\ „V'tf+HM 

' ' ' ' * * ' ? * ' ' ' ' • • > • • • 5 
et la somme des termes du groupe commençant par ar 

sera inférieure à 
f ( r - M ) ' 7 — rt f j t t ' * . 

Mais les séries 

'•—X /• — oc 
+ ^^ riar 

r = k r = k 

sont convergentes, puisque, dans cliacune d elles, le 
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rapport d'un terme au précédent a pour limite a . Donc, 
il en est de même de la série (A), et aussi de la série 
donnée. 

2. La démonstration précédente subsiste alors même 
que nl~Py.a tend vers Vinfini positif, pour une certaine 
valeur d e p o s i t i v e et inférieure à i , ou pour diverses 
valeurs de p comprises entre ces limites. C'est ce qui ar-
rive, par exemple, si Ton a 

_ Iog/i _ i log/i^ 
11 ~~ nk ~ k nk ' 

A désignant un nombre compris entre zéro et i . On voit 
d'abord que 0Ln tend vers zéro quand n croît indéfiniment, 

parce que la fonction — t e n d vers zéro quand x croit 

au delà de toute limite. Mais, si l'on fait p — i — A, on 
trouve 

nl-Poitl — log/i, 

et l'on en conclut que la série 
V^ / lozn\11 

est convergente. Si l'on avait A ^ i , la série serait diver-
gente, comme nous allons le démontrer. Mais, tout 
d'abord, nous justifierons le clioix de cet exemple en 
montrant que nous sommes bien dans un cas où il est 
impossible de trouver un nombre satisfaisant aux 
conditions énoncées. Eneifet, pour toute valeur positive 
de p, 

logrt _ T lo gn^'+P-1 

ni-P%a = -¡¿pZI - k p _ j nh+P-\ 

11 est donc bien vrai que, dans l'exem pie actuel, n{ ~p cl„ 
tend vers zéro pour toute valeur comprise entre zéro 
et i . 
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( )uant à la divergence de la série, il suffit de la dé-

montrer dans l'hypothèse où k ' = i , puisque son terme 
général augmente avec k ; et la proposition sera établie 
si je fais voir que, dans cette hypothèse, nutl a pour li-
mite i , ou que logn -f- log«« a pour limite zéro. Or 

log Un = n lo' 
/ lo <xn\ 

• C1 — y 
= — n log/i 

u •o-'^y 
H désignant un nombre compris entre zéro et i . Ceci ré-
sulte du développement de log(i 4- x) par la formule de 
Maclaurin. Donc 

i> i i , 0 " 2 / * (H) log/i -h log Un 

M . log2/¿ aïs —^— a pour racine carree 

lo g m _ ^ l°gy//i 
\J n yjil 

et cette expression tend vers zéro, quand n croit au delà 
de toute limite. Donc, le second membre de l'égalité (B) 
tend vers zéro. c. Q. F. n. 

3. Revenons maintenant à la série (A) . Nous avons 
démontré qu'elle est convergente, quand a est inférieur 
à i; si a est supérieur à i , elle est manifestement diver-
gente ; et en procédant comme on le fait pour démontrer 
la règle de convergence due à Cauchy (y/ï^), on arrivera 
à la règle suivante : 

La série à termes positifs 

"î, Uz- . . . . un. . . . 
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sera convergente, s il existe un nombre positif p, tel que 

l'expression u"t
F tende vers une limite inférieure à i. 

Elle 
sera divergente, s'il existe un nombre p, positif tel 

que cette expression tende vers une limite supérieure 
à i, quand n croît indéfiniment. 

BIBLIOGRAPHIE. 

M É M O I R E SUR L ' I N T E R P R É T A T I O N DES SYMBOLES dits 
imaginaires, ou T H É O R I E DES ACCEPTIONS, avec ses 
applications en Algèbre et en Géométrie. — Extrait 
principalement des travaux inédits de feu J'abbé 
Georgey par J. Evrard, ingénieur en chef des Ponts et 
Chaussées en retraite. Paris, Baudry et C ie, 1891 (*). 

I. Représentation linéaire des quantités et expression 
analytique correspondante. — Module, acception. — Consé-
quences. — Une quantité positive, exprimée arithmétique-
ment par un nombre, entier ou fractionnaire, d'unités de même 
espèce et de nature quelconque (longueurs, surfaces, volumes, 
poids, forces, vitesses, etc. , ) peut toujours être représentée 
graphiquement par une longueur OA déterminée d'après une 
échelle convenue et portée à partir d'un point 0 sur une droite 
indéfinie OX. 

Si la même quantité doit être prise négativement, il est 

( ' ) L'abbé George a déjà été nommé dans les Nouvelles Annales. 
Dès i845, M. O. Terquem annonçait (t. IV, p. 616) l'insertion à bref 
délai d'une lettre qui n'a pas été publiée pour des motifs étrangers 
à la Science (Mémoire de M. Evrard, p. 223 ). Nous avons voulu 
réaliser l'intention de notre prédécesseur en laissant à M. Évrard 
le soin de faire lui-même une analyse rapide, mais substantielle, 
du Mémoire dans lequel ce savant ingénieur a entrepris de donner 
une forme définitive au développement des idées de l'abbé George. 

E. R. 
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admis que sa représentation graphique devra être portée en 
sens contraire à partir de O, en OA' vers X', et que OA et 
OA' auront respectivement pour expression analytique, en ap-
pelant A le nombre d'unités considéré, 

OA = A et O A ' = — A, 
ou 

OA = A(-{-1) et OA' = A ( — i), 

c'est-à-dire que les directions positive et négative sont respec-
tivement caractérisées par les coefficients ( - t - i ) et ( — i ) . 

A cause de [(-f-i) = (—i)° ] et [(— i) = ( — i)1], ces deux 
coefficients ne sont que les valeurs correspondant à © = o 
et o — Ï de l'exponentielle (—I)?. Si l'on suppose que l'expo-
sant o aille en croissant par degrés continus de o à i, en pre-
nant les valeurs successives d'un arc de cercle de centre O et 
de rayon OA, mesuré à partir de A et exprimé en fonction de 
la demi-circonférence prise pour unité, le rayon du cercle 
représenté par OM correspondra à la valeur de l'exposant © 
représentée par l'arc AM, et l'on pourra écrire 

O M = A ( - i ) î 

pour expression analytique d'une quantité représentée suivant 
Tune quelconque des directions partant du point O et comprise 
avec OX dans un plan unique, que l'on qualifiera d 'hor i zon ta l , 
pour abréger, sans que cela implique rien quant à sa situation 
absolue. 

On aura en particulier, pour la quantité représentée suivant 
la direction OP, symétrique de OM par rapport à OA, 

OP = A (—1)2~? = A (—1) 2 (— i)~¥ = A ( — 

Mais 
[© = O (4- l) = o (—0°]. 

et 
[ çp =r © ( l) = ©( i)1]. 

On peut donc écrire aussi 

OM = A ( — i ) ? ^ ) 0 , OP = A ( — 

c'est-à-dire que les deux coefficients de A, dans OM et OP, 
ne sont que les valeurs correspondant à ©' = o et ©' = i , de la 
double exponentielle ( — . 
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Si donc on suppose que, l'angle MOX demeurant constant, 

le rayon OM sorte du plan horizontal et décrive autour de OX 
un cône à base circulaire, il est clair que, quand OM sera par-
venu en OM' dans un plan M'OX incliné de cp' sur le plan 
horizontal, le point M aura décrit un arc de même amplitude, 
mesuré à partir de M sur la circonférence de la base du cône, 
et exprimé en fonction de la demi-circonférence MM'P prise 
pour unité. On aura donc, pour l'expression analytique de OM', 

OM' = A(— i)<?(-1]''. 

Il est à la fois plus commode et plus conforme à l'usage 
d'évaluer les inclinaisons en prenant pour unité le quadrant, 
correspondant à l'angle droit, plutôt que la demi-circonférence-
Désignant donc par a et a' des nombres ayant avec l'unité 
le même rapport que les arcs AM et MM' avec le quadrant, on 
aura d'abord 

a ' 

-?(-!> 2 
OM'=A( —i)2 

puisqu'on doit, avoir le même résultat pour (cp = cp'= i) ou 
pour (a = a' — i ). 

Afin d'éviter l'aspect fractionnaire des exposants, ayant 

égard à l'équivalence algébrique (— i)2 = \J— i, on écrira défi-
nitivement 

a' 
(D) OM' = Ay/—"ïaV/-1 

pour l'expression analytique d'une quantité dont la représen-
tation linéaire serait définie par des valeurs déterminées 
de A, oc et a . 

Cette expression se compose de deux éléments : 
i° Le module A, correspondant à la grandeur ; 

2e acception — i ) correspondant à la direction 
ou à l 'orientat ion de la représentation linéaire de la quantité 
considérée. 

Pour a' — o, l'acception se réduit à \J— i et sera dite accep-
tion simple. 

Pour chaque valeur de a', l'acception qui peut s'écrire 
.—a' Na 

(y— i ) sera dite acception réflexe. 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Mars 1892.) 8 
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( y / — f ) et (y7— i V _ 1 ) sont les bases de l'acception simple 

et de l'acception réflexe. 
Le symbole général dacception est l'expression algébrique 

des racines de l'unité ( M é m o i r e , n° 4). Il se réduit notamment à : 

±: i pour l'axe des x 
— i pour l'axe desjK, ou pour 

la perpendicularité simple... 

-±i\J—i^"1 pour Taxe des >3, 
ou pour la perpendicularité 
double 

par (a'— o, a = o ou 2 ) ; 

par ( a ' = o, a = 1 ou 3); 

par (cl = 1, a — 1 ou 3 ); 

Les propriétés géométriques des symboles (y /—1) et 

{\J—i^-1) n'apparaissent, on le voit, que comme conséquences 
de valeurs particulières attribuées aux variables a et a'. Elles 
ne sont pas préjugées a priori. 

Le symbole dérive d'ailleurs du symbole général. 
Il n'est nullement engendré par ['élévation de ( y / — \ ) à la 
puissance ( y / — i ) , et suivant l'expression d'Argand ( Argand, 
réédité par Ilouël, p. 9O), il est aussi hétérogène par rapport 
à (\J — 1 ) que ( — 1 ) par rapport à (H- 1 ). 

Toutes les quantités comprises dans la forme générale 

A (y/—1 ) étant susceptibles de représentation linéaire, 
sont donc aussi visibles, aussi tangibles, par conséquent aussi 
réelles at aussi peu imaginaires les unes que les autres. 

Mais on montrera ( M é m o i r e , noS 10, 71 à 74) que toute 
fonction de y/— 1 est réductible à cette forme. Sous le béné-
fice de cette vérification a posteriori, on peut dire avec 
l'abbé George : Il ny a pas de quantités imaginaires. 

Dans les formules algébriques ou trigonométriques ordinaires, 
les arcs sont exprimés en fonction du rayon pris pour unité. 
Il est facile d'introduire cette hypothèse dans la notation du 
symbole d'acception. Désignant par a et a' les arcs rectifiés 
correspondant à a et a', on aura 

i a a ia a' a' ia' 
1 7t 7t 7 i 7t 7t 

à 2 
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et, par conséquent, les exponentielles deviendront 

la' 2a 2a /— — / y—1 71 
>/— i 71 , y/— 1 U 

On ne recourra à cette forme plus compliquée que dans le 
cas de rapprochement avec les formules algébriques ou trigo-
nométriques ordinaires. 

II. Calcul des acceptions. — L'expression (D) ayant été 
établie algébriquement, les règles ordinaires du calcul algé-
brique doivent lui être applicables. 

Mais la forme du symbole général d'acception, c'est-à-dire 
/ aV-i 

la double exponentielle y — i , étant nouvelle en Analyse, 
il est à prévoir qu'en l'introduisant dans le calcul on rencon-
trera des notions ou propositions également nouvelles dont il 
n'y aura qu'à prendre acte à mesure qu'on les constatera, pour 
en tenir tel compte que de raison. 

Calcul des expressions analytiques considérées comme 
éléments de sommes. — Composition des droites. — L'opéra-
tion de la composition géométrique des droites se résume 
(n°7) par l équation 

/—?' /—a' pv--r , , a v —i 

qui, pour un contour fermé, se réduira à 

. a v ^ ï a 

Sy/—i = o. 

jx v — i 
L'élément symbolique y — i se traduit d'ailleurs trigo-

nométriquement (n°8) par la formule trinôme, élémentaire et 
fondamentale 

(F) y /—i a = c o s a - t - y / — î sin a cosa'-t- \J— î s i n a sina', 

à l'aide de laquelle la première équation peut se développer 
9) et s'écrire 

/ (Rcosp — S Acosa) 

< / — 1 (Rsinp cosp'— 2 A sin a sin a') 

•+- \/— iy / _ 1 ( R sin p sin p' — S A sin a sin a') = o. 
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c'est-à-dire sous la forme 

L -f- M y/ — i H- N \j— i 1 -- o, 

impliquant à la fois L = o, M = o, N = o, puisque la projection 
de la résultante est, égale à la somme des projections des com-
posantes sur chacun des trois axes coordonnés. 

La relation fondamentale (F ) devient ( n ° l l ) pour les direc-
tions comprises dans chacun des plans coordonnés : 

i° Plan des xy (z — o, a' = o) , 

( f x ) y/ ~ i a — cos a H- y/ — i sin a 

(à rapprocher de la formule d'Euler); 
>° Plan des xz (y — o, a' = i), 

( f i ) y/—i — e o s a - f - y / — i ^ - i s i n a ; 

3° Plan des yz (x = o, a -- i), 

^— a' ' 
( f i ) — Z — i c o s a ' - i - y / — i _ 1sina'. 

Mais ( n ° l i ) la relation ( F ) peut aussi bien s'écrire 

( y / — ) — cos a -h (y/—» cos a'-h y/—J sin a') sina, 

ou, d'après ( / 3 ) 

( P ) (v^T"-~a ' )a = c o . a + i / ^ O s i n a . 

Sous cette forme binôme, on voit que (F') se déduirait 
directement de ( f ) en y remplaçant la base y/—i de l'accep-
tion simple par la base ( y / — i ^ - 1 ) de l'acception réflexe. 

Si, d'autre part cependant, dans ( / i ) , on remplace a 

par ( a y / — i a ), on obtient 

(F*) y/IT7a(vC-ï ) = cos(ay/-^Ta ) -+- Tsin ( a y / ^ î * ' ) 

relation jlont le premier membre est identique avec celui de (F) . 
On est, donc ainsi conduit, à considérer les arcs ou angles 

d'expression (a y/—i ) . 
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Elude des arcs ou angles prétendus imaginaires. — 

L'arc (ay/— i ) , n'étant autre chose que l'arc a transporté du 
plan horizontal dans le plan d'inclinaison a' par une rotation 
autour de l'axe des x, est aussi réel que a, et ses lignes trigo-
nométriques (n° 16) doivent être identiques avec celles de 
a comme grandeur ou module, et n'en différer que par 
V acception. 

Il s'ensuit que les expressions des modules des lignes trigo-
métriques en fonction du module de l'arc, telles que les séries 
de sina et de cosa, sont également invariables (n° 17), et que 
si l'on y remplace a par (a y /—i) , on ne peut obtenir que des 
résultats dépourvus de sens. 

Au contraire, dans l'exponentielle la même substitution 
conduit à la formule d'Euler. Mais, de cette formule même, on 
déduit (n° 18) son identité avec l'équation ( f t ) des directions 
dans le plan horizontal, d'où résulte que l'acception simple, 
indépendamment de son expression exponentielle, a aussi une 
expression logarithmique, c'est-à-dire qu'on a la double 
équation 

a a V - i y . 
y/—i =e 2 = cosa - f -v — i sina. 

Mais, si dans y/—i* et dans (cosa-r-y/—i sina) on substitue 

(y /—i^ - 1 ) à y/—i, on obtient l'équation (F'). II est donc 

légitime de faire la même substitution dans e2 et, par 
conséquent, d'écrire 

/ —a'\ a TC V—la 

Pour a = i, cette équation se réduit à 

( E ) / vTl 
= 

relation qui est en désaccord avec celle qui a cours dans l'en-
seignement, c'est-à-dire avec 

(E') = 0,208). 

L'équivalence (E), cependant, ne soulève pas ( rv° 21 ) les 
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mêmes conlradictions que (E'). Celle-ci d'ailleurs se rectifie 
(Mémoire, n° 25, II) par l'application d'une nouvelle règle 
à laquelle conduit la discussion de ces contradictions, et qui 
peut se résumer brièvement comme suit (n° 23) : 

Dans la représentation linéaire cle (L - t -My/—i) , M est 
perpendiculaire à L. Si M devient (N -h P \J— i) avec P p e r -
pendiculaire à N, les deux éléments (N et P ) de M doivent 
rester perpendiculaires à L, c'est-à-dire que h est perpen-
diculaire au plan de N et de P, en même temps que P est 
perpendiculaire au plan de L et de N. De sorte qae 

L -h ( M = N -h P v/-—~ï 
doit s'écrire 

(m + N v ^ I + P V ^ 1 ^ ) -
au lieu de 

( L + N y/—— P ) 
que donnerait la multiplication algébrique ordinaire. 

Calcul des expressions analytiques considérées comme 
éléments de produits. — Composition des arcs. — On con-
state d'abord (n° 31) que les produits des acceptions de même 
réilexité obéissent à la règle générale de la multiplication al-
gébrique, c'est-à-dire qu'ils sont indépendants de l'ordre des 
facteurs. Ces produits correspondent à la somme d'arcs mesu-
rés sur la même circonférence. 

En poursuivant (n° 32) par la recherche du produit de deux 

facteurs orthogonaux, l'un d'acception simple y /—i a , l'autre 

y /—\ a ^ 1, on est conduit à une seconde forme de l'acception 

réflexe ( y / — e t ^ n<> 33) à l'équivalence 

qui est la traduction algébrique de cette proposition qu'on ar-
rive au pôle géographique par tous les méridiens. 

Il s'ensuit (n(> 3 i ) , pour la multiplication par y/—1 y/_1 d'un 
binôme de forme (M -H N y/—1), une règle nouvelle qui se for-
mule ainsi 

N v / — y i r v ' - 1
 = / M î T Ï Ï T v d V ' " ' . 
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En poursuivant jusqu'au cas le plus général de deux, trois, 

et enfin (n° 39) d'un nombre quelconque de facteurs de ré-
flexité différente, on arrive à cette conséquence que les pro-
duits varient avec l'ordre de la multiplication, ce qui s'ex-
plique par Je fait que la multiplication de facteurs de cette 
espèce est la traduction algébrique de l'opération géométrique 
de la composition des arcs, et que cette composition, contrai-
rement à celle des droites, admet plusieurs résultantes qui va-
rient avec l'ordre de l'introduction des facteurs. 

D'où résulte (n° 41) que l'équation générale [ s a y / — i a = o ] 
qui symbolise cette opération, laquelle peut aussi s'appeler 
addition sphérique, doit être distinguée par un signe parti-
culier, par exemple l'emploi des crochets [ . . . ] , spécifiant que 
cette équation n'est pas une équation algébrique de nature or-
dinaire, et que l'ordre des termes n'y peut être indifféremment 
interverti. 

III. Méthode des acceptions. Conclusions. — Du calcul des 
acceptions résulte naturellement une méthode générale pour la 
mise en équation et la résolution des questions de Géométrie 
analytique, par application des principes de la composition des 
droites et de la composition des arcs, en développant les équa-

/ ^ a \ 
tions de forme \2ay/— i = o) qui caractérisent les con-
tours rectilignes de la figure, et les équations de forme 
[ s a y / — i * = o] qui symbolisent ses angles trièdres et po-
lyèdres, dans le cas où ses éléments rectilignes ne sont pas tous 
situés dans le même plan. 

Au point de vue pratique, cette méthode n'a qu'une faible 
importance, puisqu'on remarque (n° 88) que l'emploi direct des 
deux trigonométries sera souvent plus expéditif. Mais la con-
cordance des résultats obtenus par l'une ou l'autre voie, con-
statée sur les nombreux exemples donnés dans le Mémoire? 
constitue en tout cas une vérification expérimentale de la 
valeur théorique de la méthode, et par conséquent de la théorie 
même des acceptions. 

Or, le but principal de cette théorie, dans la pensée de son 
auteur, est d'écarter de la Science la notion de Ximaginaire, 
ou la distinction des quantités en réelles et imaginaires, en 
y substituant la distinction des quantités, toujours réelles, 
par l 'acception qui affecte le module, et qui spécifie la direc-
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lion de leur représentation linéaire. Si la théorie est vraie, ce 
but est pleinement atteint, en môme temps (n° 89) qu'il en ré-
sulte la rectification d'un grand nombre d'erreurs, de contra-
dictions ou de paradoxes analytiques qui ont été successivement 
signalés dans le Mémoire. 

Parmi ces erreurs, on a particulièrement relevé (n° 21) l'é-
trange équivalence (E' ) déduite de la formule d'Euler, et qui 
repose sur l'élévation d'une quantité à la puissance /—i, 
opération évidemment dépourvue de sens, m étant quelconque 
( n" 29), on ne saurait dire ce que c'est que ; encore moins 
écrire avec conviction que 

/ tCTWrr —- - i \ \/n / = rns'—l\ 1 ni~1 = —• 
\ m 

Si cependant la relation (E'), ou \/— i — \ e 1 — 
était vraie, tout le calcul des acceptions et la méthode qui s'en-
suit seraient renversés, puisque tout développement 

se réduirait à 
( L + o , ->.o8 N ) Hr M s J ' — \ . 

Mais calcul et méthode sont vérifiés expérimentalement, 
comme on vient de le dire. 

On doit donc tenir pour condamnée une relation qui prend 
d'ailleurs un aspect quasi-grotesque quand on la traduit en 
termes concrets; car il en résulterait que 

(y/^Tv '"1)m = 208 millimètres. 

(V—i^" 1 ) k g ~ 2.08 grammes, 

(/—IV/~L )FL ' = '.ÎI cent imes . 

On doit tenir au contraire pour démontrée la proposition que 
« L -î- M s/ —i + N y / - i = o implique séparément L = o, 
M = o, M = o », confirmée d'ailleurs (11e 10) par son analogue 
dans la théorie des quaternions : « A, B. G étant trois vecteurs 
de direction différente et non compris dans un même plan, la 
re l a t ion a A -+- b H -f- c G — o imp l iq uc séparé m ent :a — o,b = o , 
c = o. » 

On a fait ressortir ( n 39) une autre concordance des deux 
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théories. D'une part « le produit d'acceptions de réjlexité 
différente, correspondant à la résultante d'une composi-
tion d'arcs, varie avec Vordre d'introduction des facteurs 
ou des arcs considérés. » D'autre part « la multiplication des 
vecteurs non coplanaires ou l'addition sphérique n'est 
pas commutative ». 

Ainsi, comme conception, et au point de vue théorique, les 
méthodes des quaternions et des acceptions n'ont rien qui 
s'exclue, au contraire. 

Quant aux ressources pratiques que peut offrir l'emploi des 
méthodes des quaternions et des équipollences quand on se les 
est rendues familières, nous nous sommes abstenu (Préface, 
p. xx) de toute appréciation à cet égard, en nous bornant à 
faire ressortir le caractère artificiel de l'algèbre des équipol-
lences et des quaternions. 

SIR LES COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ; 
PAR M. MOUTARD. 

P PROBLÈME. — Etant donnée une courbe du troisième 
degré (C), trouver deux faisceaux de trois droites con-
courante;s, dont les neuf points communs soient situés 
sur (C). 

Toutes les solutions de ce problème, qui dépend de 
deux indéterminées, peuvent être obtenues de la manière 
suivante. 

Soit H un point quelconque de la hessienne de (C), 
c'est-à-dire un point dont la polaire par rapport à C 
consiste en un système de deux droites: le point de con-
cours II' de ces deux droites appartiendra lui-même, 
comme on sait, à la hessienne, et ia polaire de H' con-
sistera en deux droites concourant en II- en outre, Taxe 
harmonique de H par rapport à (C) sera la tangente à 
la hessienne en 1I; et réciproquement. (Les tangentes 
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en II et II' à la liessienne concourent d'ailleurs en un 
point de cette courbe.) 

Cela posé, traçons un faisceau de trois droites con-
courant en H, assujetti à la condition que la polaire de 
H' par rapport à ce faisceau se confonde avec la polaire 
de II 'par rapport à (C) ; ce faisceau dépendra encore 
d'une indéterminée, qui permettrait, par exemple, de 
choisir arbitrairement l 'une des droites du faisceau. 
Les neuf points d'intersection de ce faisceau et de (C) 
seront situés sur un autre faisceau de trois droites con-
courant en H'. De cette construction 011 peut encore 
conclure l'énoncé suivant : 

Etant données une courbe de troisième degré (C) et 
une droite (D), on peut, en général, de trois manières 
différentes associera (D) deux autres droites concourant 
en un point de ( D ) ; de telle manière que les neuf points 
d'intersection de (C) avec (D) et ses deux associées 
soient situés sur un autre faisceau de trois droites con-
courantes. 

Quelques cas particuliers paraissent intéressants, par 
exemple, celui où l 'un des points H ou 11'est l 'un des 
points d'inllexion de (C) ; ceux où la courbe (C) a un 
point double, et même celui où (C) se décompose en 
une conique et une droite. Je me bornerai à signaler 
une conséquence relative à ce dernier cas, qui offre une 
étroite analogie avec le problème de la construction d'un 
polygone simultanément inscrit à une conique et cir-
conscrit à une autre, et qui est utile dans l 'étude des 
cônes harmoniques. » 

Lorsqu'il est possible d'inscrire dans un cône du 
second degré un angle polyèdre hexagonal, tel que les 
trois faces 1, 3, 5 forment un faisceau ayant pour section 
droite une rose des vents, et que les faces 2, 4, 6 satis-
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fassent à la même condition, le problème a une infinité 
de solutions. 

SUR LES COURBES DONT LES TANGENTES APPARTIENNENT 
A UN COMPLEXE LINÉAIRE; 

PAR M. P. APPELL. 

Les tangentes de toute cubique gauche appartiennent 
à un complexe linéaire, comme il est bien connu; pour 
que les tangentes d'une biquadratique gauche unicur-
sale appartiennent à un complexe linéaire, il faut et il 
suffit, comme il est également connu, que les expres-
sions des coordonnées d'un point de cette courbe en 
fonction rationnelle du quatrième degré d'un para-
mètre \ paissent être amenées à ne pas contenir A2. 

D'une manière générale, si l 'on pose 

_ aoln -h a{ A""1 a2 A 

0) \y = 

a0 X" - \fl-1 
b0 l" -V-b, 1 -r- b,l 
«o X"- - —r— &2 X 
C()l!l H h c.y \n-1 -h X -h c* 
0Lq A'1 H- 0L{ Aa~~1 -f- ci) X H— a;J 

les lettres a ^ ¿A, a* désignant des constantes et n 
un nombre quelconque, la courbe décrite par z, 
quand varie, est telle que ses tangentes appartien-
nent à un complexe linéaire. Cette courbe donne les 
cubiques et les biquadratiques dont il est question plus 
haut, si l 'on suppose n = 3 ou n = f\. 

En résolvant les équations ( i ) par rapport à A", / 
\ on a 

X Y Z T 

n-\ 
? 
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X, Y, Z, T étant des expressions linéaires en x,y, z, 
que nous prendrons comme coordonnées tétraédriques 
d'un point. Les équations (2) donnent la relation 

YZ — TX = o, 

qui montre que la courbe est sur une surface du second 
ordre. Quand u est entier, les génératrices de l 'un des 
systèmes rencontrent la courbe en un point, celles de 
l'autre en (/z — 1) points. 

Pour que le plan 

(3) AX -f- BY H- GZ -¡- DT = 0 

soit osculateur à la courbe au point 

Xp Y0 Z0 T0 in Yn-ï y ~ 

' u a(, a0 i 

(le paramètre A0, il faut et il suffit que l'équation 

A l n Ba«~I - G À + D = o 

admette la racine triple Â0-, ce qui s'exprime par les 
trois conditions 

AXj-i- BÀJ"1 -f- CXo-4- D = o, 
n A Xg-i -h (n — 1) B l » ~ * H- G = o, 

d'où l'on tire 

B n , G D 

le plan osculateur a donc pour équation 

x — À0 Y + — — 1 Z - A'' T = o. n — •>. n — :>. ' u 

ou 1)1 CJI 

XT, T X , n - ( ZY() — YZ,.)_v o. 
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Celle dernière équation est celle du plan focal d'un 

point (X 0 , Y0, Z0 , T 0 ) dans un complexe linéaire; ce 
qui démontre la propriété annoncée. 

On vérifiera sans peine qu'aux deux points \ = o 
et A — go le plan oscillateur et la tangente ont, en gé-
néral, avec la courbe des contacts d'un ordre plus élevé 
qu'en un point ordinaire. 

En faisant, dans les équations (i), tendre «vers zéro, 
après avoir posé 

c1A c1A a 3 = «3 — H «3 — 

= n = 

7 • ? 

on trouve la courbe 

a'() logX -H <7.1 A"1 -+- a- X -H a'.À 

a'0 log A 4 - « i A - 1 -h a2X -I- a3 

qui est la transformée homographique d'une hélice tra-
cée sur un cylindre de révolution; en effet, les coor-
données .r', y\ z' d'un point de l'hélice sont données 
par 

= R cosO, y ' = R sin 0, 

d'où, en posant A, 
x -\-y'î — RA , xr — y'i — RX- 1 . iz — k\ogX. 

On obtient, par un procédé analogue, une courbe li-
mite pour n = 2 et n = f . 

Remarque. — Considérons la courbe qui, en coor-
données tétraédriques, a des équations de la forme 
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t étant un paramètre variable, a, ¡3, y des constantes; 
pour que les tangentes de cette courbe appartiennent à 
un complexe linéaire, il faut et il suffit, comme 011 Je 
vérifiera, que l 'un des exposants a, y soit égal à la 
somme des deux autres : par exemple 

En posant alors V( = X, ^ = » , o n a 

X _ _ Z _ T 
A" ~~ X""1 X I ' 

c'est la courbe ci-dessus. 
Pour exprimer que les tangentes à la courbe (4) ap-

partiennent à un complexe de droites du premier ordre, 
il suffit d'exprimer que la transformée liomographique 
de cette courbe 

( 5 ) x = t * , y = z = t? 

possède la même propriété, c'est-à-dire que oc,y, z vé-
rifient l 'équation 

\ a dx -h b dy - 4 - c dz 4 - p{ y clz — z dy) 
(G) 

( -4- q(z dx — x dz)-h r(x dy — y dx) — o, 

où b> c, p, <7, /* sont des constantes convenablement 
déterminées, non nulles toutes à la fois. En substituant 
dans cette équation les expressions (5) , on obtient une 
condition qui doit être une identité en t : il faut que 
dans cette identité deux termes en t au moins aient le 
même exposant, car, autrement, il ne pourrai t se faire 
aucune réduction. En exprimant que deux de ces expo-
sants sont égaux et écartant le cas où deux des nombres 
a, p, y sont égaux, cas qui donne des courbes planes? 
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on trouvera que l 'un des nombres a, J, y doit être égal 
à la somme des deux autres. 

DÉMONSTRATION SIMPLE DES FORMULES QUI SERVENT 
AU CALCUL DES TABLES DE LOGARITHMES SINUS; 

PAR M. H. LAURENT. 

La fonction 

s'annule pour x ~~ o, ±7 : , . . . , et il est naturel 
de poser 

car le premier membre de cette équation, divisé par x1 

s'annule encore pour .r = o. Si l 'on considère alors la 
fonction 

- - ( - S ) - ( ' -

où A est donné par la formule (1), on voit que cette fonc-
tion s 'annulera pour les 2/z-f- i valeurs o, ±71, . 
±: nr.de z et, en outre, en vertu de (1) pour z = x, 
j 'ajoute que z = o est une racine double : donc la déri-
vée d'ordre 2/z-f- 2 de la fonction considérée s 'annulera 
pour une valeur comprise entre — n~ et -f- ut: si l'on 
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suppose x compris entre ces limites. Or cette dérivée 
est 

du sin z — A 
~L,itJ1 . . ./¿-T:-

et il en résulte que la valeur absolue de A est moindre 
que 

( I .9 . .3 . . ./0 2 - 2 " 
].•>,.'>...( ^ n — ,3 ) 

ou 
T:2 27T2 

a -4- i /z -+- i à n U u -h i ) ( > n -T- a » 

cette quantité a manifestement pour limite zéro pour 
n = x : on peut donc écrire 

s ayant pour limite zéro quand n ^ on a donc 

log s inx — logee - f - log — j -+-. . .H- log - f - . . . , 

On démontrerait avec la même facilité la formule 

où s tend vers zéro avec n. 
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S IR QUELQUES PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE ; 
PAR M. MOLENBROCH. 

T H É O R È M E . — Si deux triangles abc, A B C sont ho-
mologiques et si l'on détermine les points d'intersec-
tion de chaque côté de Vun avec les deux côtés non 
homologues de Vautre, les six points ainsi obtenus 
sont situés sur une conique. 

Démonstration géométrique (voir fig. i). — Soient 
a2 , a3 les points d'intersection du côté BC avec ca, ab\ 

ceux de CA avec ab, bc\ en (in y* j y2
 c e u x AB 

avec ¿c, ca. 
Considérons l'hexagone oc2 a3 y, y2 ; les points 

d'intersection des côtés 

a2«3, Pi YI ; Y1Y2; Y1Y2, 

011 des droites 

BC, bc; ab, AB; AC, ac 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Mars 1892.) 9 
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sont, d'après un théorème bien connu, en ligne droite. 
On en conclut que l'hexagone est inscrit à une conique. 

Démonstration analytique. — Soient 

.Tj = O, J'-l — O. — () 

les équations de BC, CA, AB eu coordonnées trili-
néaires. Le centre d'homologie est donné par >', r 3 . 
Les coordonnées des points r/, c seront proportion-
nelles à 

~i>j2,/3; yu^.y^ yx.y^z^ 

où Z\, z:i sont des quantités arbitraires. 
L'équation du coté bc sera 

I ^ ! 
(l ) ! Vl -2 I ••• O. 

i I 
i y i y-i z i 

et les coordonnées du point ¡ï, sont déterminées par 
cette équation, cl x>2 = o. 

Il s'ensuit que l'équation 

I '2 ) 
-r-2 ^3 | i ¿"i r-2 r , ,r2 ./•,.{ ! 

-i y-i y 3 ! — À .r j x.y ,T:i — o. yi -2 y 3 ! i y i y-i ^ 
JKl y-2 I I j>'2 I | V l - 2 .V-i i 

dans laquelle X est une quantité variable, représente 
des courbes de troisième degré passant par les neuf 
points d'intersection de chacune des droites BC, CA, AB 
avec bc, ca, ab. 

L'équation de l'axe d'homologie des triangles abc, 
ABC passant par les points d'intersection de BC et bc, 
CA et ca, AB et ab, sera 
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Posons maintenant 

3— r? y* 

(4) 

y\( r-i— j3—-3) 
-••i~-\—y.\y\ 

J 2 ( y S — -l) 

I y y i — )(.ra—-2 > 

= /r2. 

— 

~ -1 
I 

7 2 -
I 

Les équations (a ) , (3 ) se réduisent aux deux suivantes 

\ ( ai .r t -f- .r.2 -f- b:i .r;> )(/>>! .-r, -h a2.r2 -f- ¿ 3 ) 
^ ^ '/ X ( b i .7'i -f- b.> H- .r3 ) -f- À' x t x2 = o, 
( ( j ) bl ,r{ - 4 - b2 .r-2 -+- b3 .r;J = o, 

// étant une variable différente de A. 
Une nouvelle réduction s'obtient en introduisant la 

notation 

( 7 ) L = /> j j --!- 2 ^ 3 , 

( 8 ) rr, — — r,, a,— b, — c*.2, — ¿>3 = c3. 

En eiï'et, l 'équation de l'axe d'homologie devient 

L = o , 
et, au lieu de (5) , 011 pourra mettre 

{L -t- c J x ! ) ( ] , --T- c 2 x.2 HL + c:i x:l ) -4- A ' x1 x2 x3 = o. 

E11 attribuant à a' la valeur — cx c2c3, cette équation 
prend la forme 

\j \ L (ci-t!-:- c2x.2-h c:l x:) ) 

-i- C2C3.ro.r3 c.\ c'i .7*1 H- rlc2ûrlx.2]~ o ; 
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elle exprime que la courbe du troisième degré passant par 
les neuf points d'intersection de chacune des droites BC, 
CA, AB avec bc, ca, ab se compose de l'axe d'homologie 
et d'une conique. Les cotés homologues se coupant sur 
Taxe d'homologie, il s'ensuit que la conique passe par 
les six autres points d'intersection. L'équation de cette 
conique 

/ x ( L2-+- L(cia?i -+- c2x2-\- c3x3) 

( -i- C2C3X2X3-^~ C3CxX3Xl-{- C1C2X1X2 = O 

se simplifie considérablement en posant 

.n rs y% ¿2-+-yi .r2 — ^717273 — -1 -2 -3 _ (10) ( Vl — Z ! ) ( y 2 — Z.2 ){ J3 — -3 ) 

d'011 il suit 
n n 11 (II) Cl = , C.2— , C3 — ? 

71 72 73 
par conséquent 

/ Xt X» x3 \ Ci xt -h c2 x2 -4- c3 x3 = n ! 1- - - , 
\ 7 i r 2 73/ 

, / x<> X3 X-x Xi X\ Xc, \ C-2 ('3 >T2 -h c3 Ci X3 X1 4- Ci c. Xi x, = n2 — ; h i—- . 
\7273 7371 7172/ 

La droite 
("1 Xt H- C2 x2 H- X3 — O 

et la conique 

c2 CZ X2 X3 -f- C3 CI X3 X! -4- Ci c2 xi X2 — 0 

sont, comme on voit, des polaires du point O par rap-
port au triangle ABC. Si l'on pose 

K = — , 

71 y± 73 
( i '2 ) { . .r2.r:{ x % x 1 xxx2 

7*2 73 7371 7172 
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Ja conique passant par les points d'intersection des côtés 
non homologues sera représentée par l'équation 

( i 3 ) G 2 -+- C R - h K = o. 

Dans cette équation, on a identiquement 

(M) G = di Xi -h d2x2+-

où 

d _ b\ — -3) 

Voici encore l'énoncé du théorème corrélatif : 

Si deux triangles aie, ABC sont homologues et si Von 
joint chacun des sommets de Vun aux deux sommets 
non homologues de Vautre7 les six droites ainsi obte-
nues sont tangentes ci une seule conique. 

Nous voulons ensuite transformer les résultats 
obtenus jusqu'ici en introduisant les directions des 
côtés bc, ca, ah. Soient par A, 13, C tracées trois direc-
tions 

(16) X2-\- Xa?3 = o, \XXi = O, Xi vx2 = o, 

parallèles à Z>c, ca, ah, que nous appellerons, dans ce 
qui suit, simplement les directions À, p., v. 

Les quantités X, p., v ne seront pas indépendantes des 
coordonnées du centre d'homologie. Il existe entre ces 
quantités une relation que nous nous proposons de 
chercher. 

Pour cela, il faut définir plus exactement les coordon-
nées trilinéaires, dont nous nous sommes servi jusqu'ici. 
Prenons comme coordonnées tri linéaires d'un point les 
longueurs des trois perpendiculaires abaissées de ce 
point sur les côtés du triangle ABC, de sorte qu'on ait 



( <s6 ) 
généralement 

( 17 ) ctxXi -h b2x2-r- — '2 x aire du triangle ABC = >. A, 

a, t , c étant les côtés du triangle. 
Inéquation de la droite à l'infini est alors 

(18) ax{ -f- bx2 -f- cx3 = o, 

et, afin que la droite èc soit parallèle à la direction A. 
il faut qu'on ait 

(À ( ((] b — b o a ) — ( «i c — ¿>3 a )= o. 
l)e même, on trouve 

^ ] ) [jl ( «o c — ¿3 ¿> ) — ( ^ — bxb ) — o. 

\ v ( a3 a — ^c) — ( a3 b — b2c ) = o. 

A l'aide de la formule ( i5 ) on obtient 

1 __ < —y* V:<)( V1— ¿1 ) 

.v 1 ~ y 11 y-iy*z 1 -r-.>'3y 1 -2-+-j 1 j*-3 — ' ¿ y i y • > y 3 ) 

Oll 

tf, ~ Il \<h-f- - - ) , y\J 
Aussi l'on a, d'après ( i 5 ) , 

b{ = 11 d\, b2 — 11 d2. b3 — n d3. 

de sorte que les équations (19) se réduisent aux sui-
vantes 

| 1 ^b di — a d2-,—h- <̂ 3 — c d^ — ^ = o, 

20) ' 'J- ( c — */3 —h— —— ) —1— ( <r/> — a d.-> — ) = o, 
i \ .>'2/ \ ' y 2/ 

f v ( a Î / î - C ^ H - ) C ~ ^ y ) == 0 l 

d'où il faudra déterminer z{, Z3 en fonction de A, JJL, 



( ta7 ) 
En résolvant ces trois équations par rapport aux 

quantités 

c d2 — b d:i, a d:i — ce/,, h d^ — a d2, 

on obtient 

(i -f- A (xv ) ( c d.2 — b dà ) 
b / a c \ , / b a \ . c = V ! -f- vA 1 AUV i 
>'3 y* y \ l \ j ' i r 2 ! y-* 

( î -f- À ¡JLv ) ( a d?> — c d{ ) 
( 'i i ) / c , / b a \ ( c b \ . a 7 \ —. A h - - -r- AîJL 1 — A " - — 

.ri V .ri y-il \y-i y* ! 
(i — X){ b d\ — a d.} ) 

a ( c b \ [ a v \ -, b = ;jl ( 1 U - ¡JLV ( 1 A;. \r-2 73/ \7-> r i / 

•xv • 
Va 

JLV 
7i 

formules exigeant que i-f-Auv ne s 'annule pas. C'est 
ce cas que nous voulons exclure d'abord. 

De la multiplication des équations (21) par <7. b, c et 
de l'addition de ces produits, il résulte 

I ( 1 — Ajxv) ( —- -f- -h — ) 

( M ) 

A — c 

a 
C JJL — î/ 

A 
a v — b . / l I 

V ^72 1 

V ".r, / 

( « 7 i ^ y ~2 ) 
C'est la relation qui doit exister entre A, ¡a, v, > ,. j 

j 3 , afin qu' i l soit possible de tracer des triangles abc 
homologiques à ABC, tandis que y M y j 3 est le centre 
d'homologie et que les côtés bc, ca, sont parallèles 
à UL, v. 

Si cette équation est satisfaite, les quantités dK, 
ne sont pas complètement déterminées par les équa-

tions (20); de même pour zK, On p^uL déduire 
de ces équations des valeurs de r/,, c/3 renfermant 
une variable arbitraire. 
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Nous n'écrirons pas ici ces valeurs -, plus tard nous en 

trouverons de plus simples [ v o i r les formules (42)]* 
Toutefois, il suit de là que les valeurs de z^ z3 ren-
fermeront aussi une quantité variable. 

L'interprétation géométrique de ce résultat est fort 
simple : si les directions A, m, v et le point O sont 
tels, qu'un triangle abc homologique à ABC puisse être 
trouvé, ayant ses côtés parallèles à X, u, v, O étant le 
centre d'homologie, il y aura une infinité de triangles 
jouissant de la même propriété par rapport au même 
centre d'homologie. 

Si l'équation 

('23) 1-f-)wJJLV = 0 

est satisfaite, les relations (20) 11e pourront pas exister 
à la fois, à moins qu'un des seconds membres des équa-
tions (21) s'annule. La supposition (23) entraîne donc 
la suivante 

\y a y\l \ j i y-ij 
( | i 

J2 y-i 
Examinons maintenant à quelle condition la conique 

( 1 3 ) sera un cercle. Si l'on pose identiquement 

/ - G 2 G l i k, 

et si //,,, u2, ¿¿3 sont des valeurs satisfaisant à l'équa-
tion (18), les coordonnées y,, qui satisfont à (18) 
et à la relation 

, -x df , ôf df (:>/)) Ci —: r- r-i -, h c*$ — o, 
v ; 1 ôax " du2

 0 du3 

à la fois, désigneront une direction conjuguée à la di-
rection du point u2 j a% par rapport à la conique 

Si ut, a3 et y,, 1 sont en rapport harmonique 
avec les points imaginaires cycliques à l'infini, ces diree-



( ) 
tions seront perpendiculaires l 'une à l 'autre. Cherchons 

la condition qui doit être satisfaite, afin que ce cas ait 

l ieu. Les coordonnées des points imaginaires cycliques 

à l ' infini sont 

e-iv-i, 

a 2 , a3 représentant les angles sous lesquels les per-

pendiculaires abaissées de l 'origine sur les côtés du 

triangle A B C rencontrent l 'axe des X . S i l 'origine est 

choisie à l ' intérieur du triangle, on aura 

A 3 — a2 = ~ — A, cc [ — A3 = TT — B, a 2 — = T: — G. 
Posons maintenant 

( 26 ) 

De ce qui précède, il suit qu'on aura également 

(27) < r2 = ei^ — ke-i**, 
( c3 = ci-. — ke-i'^, 

valeurs qui doivent satisfaire encore à la relation ( 2 5 ) . 

O r , comme 

$L — Cdi + ( G + R ) (d\ -T- — ) — —̂ ? 
oih • \ yx! y\ 

où, dans C e t R , x \, x 2 , x3 doivent être remplacées par 

uu u2, ih-> S1 P a r Ca/, C_a/ nous désignons les valeurs 

que C prend, lorsqu'on y remplace .r2 , x 3 par 

ea3J'; e " ^ ' , il en résulte 

M! — -f-
W2 — e^M -f-
W-3 — /rc-^3 

dui du2 ouz 

( 0 2 otj / g 2 a.,/' e2a 3#\ 
,1 ; ) 

• A2 
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et les deux membres de cette équation devront s'an-

nuler. 

S ' i ls s 'annulent pour toute valeur attribuée à la 

conique ( i 3 ) sera un cercle. Les conditions nécessaires 

et suffisantes, afin que les cotés du triangle abc cou-

pent les côtés non homologues de A B C en six points 

concycl iques, sont par conséquent 

/ pt"xxi pïiii f>2a,J\ 
, + ( C,,. - Ra,)* - ( • — - . + _ ) = « , 

\ J i j 2 j -i J 
/ (>- 2a,/ \ 

Gia/-r(G- + U-a/}* - - + - T i - = <>• \ J 1 J 2 -'J / 

1/addition et la soustraction de ces équations fournit 

( t/{ -f- --- J vos '2 y.i -4- '/> ('i/o -—^ cos2 a., 

- ,/, (V; -i- - ' - ) Cn<U, 

d, d, -4- ( ,/.> -i- ~ ) (Vj -h ~ ) J cos(a2-4-a3 ) 

<l{ ( <7-, -4- ( ^ -r- ^ ) | cos(a;i-4- a, ) 

i/] d.> : - ^ / j -4- -- j ( - - cos(a1—- a2 ) = o, 
et une seconde équation qui peut s 'obtenir de la der-

nière en cliangeant seulement les cosinus en sinus. 

Multiplions la première de ces équations par siii 

la seconde par cos a , , ou bien la première par sin ri a 2 , 

la seconde par c o s 2 a 3 , . . . et retranchons chaque fois 

le second produit du premier. On aura 

i d, (</, -,- — ) siii'2 G — <U (<l-\ h- -— ) sin i B I ~ \ " r-» / V ) 

(2 S ) 
d,d, (d,- •/, : 

d(7 ! -î- ( <7;j - — j ( (¡1 -4 

J i / J i / 

s in (C-B) 

sin B 

sin C — o. 
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el deux autres équations provenant de la précédente par 

une permutat ion cycl ique de dh, î/2, ; A , B, C . Ces 

trois relations ne sont cependant pas indépendantes l 'une 

des autres; en effet, la multipl ication par s i n 2 A , 

s i n a B , s i n â C et l 'addition de ces produits fournit une 

identité. 

Enf in , multiplions les équations ( 2 8 ) par hc, ca, <?/>, 
et remarquons qu'on a 

abc sin 2 G — 1 abc sin G cos ( 1 
= 2«c2 sin B cos G = <(<•-[sin A -;- sin ( B — G )], 

abc sin2 B — ab2 (sin A — sin (B — G )]. 

On pourra mettre le résultat sous la forme 

sin A c2 ( !xl 1 — ad* — j ( bdx — ad, — ) 
\ " y 1/ \ " 72. 

- b* (a.d:i — ed\ -+- ^ ) (ad,~cdl - ~ 

>\n(\> — G) a2 (cd.2 — bd:i -4- [- ) (<'d., — bd:] »'2/ \ 7a/ 

Des trois équations ainsi obtenues, homogènes par 

rapport aux quantités 

ai ( cd, - bd., -!- y j (cd, - bd, — ~ y 

b? (ad;> — ry/i -4- — ( ad- — cd{ ) > 

c'1 ( bd[ — ad-i -i- — j i^ bdi —adi — ~ 

celles-ci peuvent être tirées à un facteur près, d'où il 

résulte 

| (cd, - + 

(•¿9) \ = ( W ' J — ^ J 

rv/2-— bd% 
/ 

- cd, 
y j \ 71 / 

— ad2 <7 v 

y 1/ 1 1 
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Ce sont les condi t ions , qui doivent êlre satisfaites, 

aiin que la conique (i 3) soit un cercle. 

L ' introduction des quantités X, p., v dans ces équa-

tions au lieu de ¿/2, peut s'eiïèctuer de deux ma-

nières assez différentes, dont chacune présente un inté-

rêt part icul ier . 

La première ou la plus directe consiste seulement à 

porter les valeurs de 

cri.2 — bd>, ad2 — cdu bdx — ad2 

données par ( 2 1 ) en ( 2 9 ) , d 'où il résulte après quelques 

réductions 

( '><> ) 

y a V/» y 1/ Vji y / . 
+ A ) 

y 1 \y 1 y*J 1 vra 73/ 

y 1 + j 2 IJ" \ + 73 / ^ ^ y j J L7i 
Les quantités X, u, v, J ' n J^.)-'* devront ainsi satis-

faire aux trois équations ( 2 2 ) et (3o) , qu'on peut cepen-

dant encore considérablement simplifier. Pour abréger, 

posons 
! 1 T j — a p 

t>y 2 <\v.\ 

( 3 / — 1 rr, 6p2, f,y 3 "J l 
I I ^ _ _ Cp 

\ ayi *}y 2 
et considérons ^ : /;2 ! comme coordonnées d ' u n 

point P. Entre le centre d'homologie O et ce point P , il 

existera un rapport simple que nous exposerons d'abord. 

O n déduit de l 'équat ion ( 3 i ) 

— : -y-— : -- = (— api -f- bp2 -h cpz) a y 1 b y 2 * ry» v 1 1 r ' 
: (api — c/)3) : (a/?, -4- ¿>/>2 — c/?3). 
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Si O' ou z , , z3 est le point conjugué isotomique 

de O par rapport au triangle ABC% on aura 

yi * y-2 ' y 2 — : • -4— ; a2zt b*z2 c2Zz 
par conséquent, 

. _ -api-hbpî-hcpz 
/ >) \ ' « (3*2) < . 7 apt — bp*i -f- cp3 4 ftp\ bp2 — cp3 

Soit P' le point conjugué isotomique de P et soient 
p ; , p ; , p ; les points d'intersection de AP', BP , C P 
avec les côtés opposés du triangle ABC. Si l'on trace 
enfin les droites B 0 C 0 , C0 A0, A0B0 passant par A, B, C 
parallèles à BC, CA, AB, le point O' sera le point d ' in-
tersection des droites A0P',, B0P!,, C 0 P 3 . En effet, les 
équations de A 0 P ' n B0P2 sont 

axv{bp2 — cp3 ) H— b~ p2x2 — c-p3x3 = o, 
— a^piXi — bx2(cp3 — api)-+- c-p3x3 — o, 

d'où l'on tire des valeurs de x x 2 , x3 cigales à celles de 
z , , so, z^ dans l 'équation (32) . 

A l'aide de la substitution (3 i ) les relations (22) et 
(3o) se réduisent aux suivantes 

(33) S ~~ h**)(aPi-+-bPi + cPa) 
( — pi \jl(c — b\ )—p2v (a— cp)— p3l(b — av) = o. 

/ o / \ Pl — vX/>3 p2— ïps-hl-ivpi P3— ¡J-Pl-h P'Pi (3,) = = 

En désignant chacune de ces fractions par H, de sorle 
qu'on ait 

Pi — V p2-4- vX p3= X I I , 

p2 Xp3 —f- Xp/»1 = ^H, 
Pz— Pi ~= V H , 

il devient facile d'exprimer /?2, eu X, a , v. A cet 
Ann. de Mathémat.. 3e série, t. XI. (Avril 1893.) 10 
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effet, mulii pi ions la seconde équation par v et ajoutons 
à ce produit la première équation. Si l'on pose encore, 
a il n d'abréger, 

on trouvera 

(35) Pi = vÇk 4- fJtv), p-2 — p(fJt •+• vX), p3= p(v -4- Xfx) 

et enfin, en substituant ces valeurs dans l'équation (33), 

(36) a(l — (JLV)-H ¿»({JL — vX)-f- c(v — 1[jl) = o. 

C'est donc la condition à laquelle X, u, v doivent sa-
tisfaire, afin qu'il soit possible de construire des trian-
gles abc homologiques à ABC, dont les côtés sont pa-
rallèles h X, u, v, tandis que les six points d'intersection 
des côtés non homologues des deux triangles sont con-
cycliques. 

Passons maintenant à la seconde manière de déduire 
ces résultats des équations (20), ( 29). 

De la première des équations (20) et de la suivante 

(ad% — cdx -4- — ^ ( d3 — cadi — ̂  
y*J \ y\) 

^ (i>di — ad, y ) (hd 1 — ~ y ) ' 

appartenant au système d'équations ('^9), on conclut 

bd{ — ad.y -h — = o 
ou 

( 37 ) ad3 — edi -4- — — — v (beli — ach ) • 
y 3 " .7, / 

En supposant que la première des équations ait lieu 
et que \ ait une valeur quelconque, on déduit des sys-
tèmes ( 9,0), ( 9.9), 

ft'l edi -— -- — o 
J'i 



et 

ed.> — bd:i 
c 

ou 

rd.2— bd% = o. 

L'une et l 'autre de ces dernières suppositions rend 
impossible de trouver des valeurs finies pour j< , J V 
Il faudra donc conclure que l'équation (3~) doit être 
satisfaite. 

De cette équation et delà première des équations (20) 
ou pourra maintenant tirer les valeurs fie ad3 — cd{, 
bdK — ad o 

De même 011 pourra déterminer cd.2— bd3, bd{ — ad> 
de la seconde des équations (20) et de la relation 

appartenant au système d'équations (29). On trouvera 

bdx — ado = r : -— fx ( ——1—— ̂  — — X2—1, 
" a2 1 L \7 i yJ 72 yzJ 

1 L V72 Yxl y 1 y3 J 

^ cd2 — bd} -h ~ ^ ^cd2 — bd3 

(bd{ — ade, H- — (bdi — ad* — — \ 
\ " 71/ \ 72/ 

— ad.- (j.2—1 L r \ 72 73/ 72 7 iJ 

De cette manière on obtiendra pour chacune des 
quantités 

cd2 — bd2 • «d o — cr/j. 1 — . 



deuv valeurs qui sont 

i cd2 — bd3 = —r 

( ) 
\y* y / 

ad3— cd\ — 
(38) 

X2 -

73 J2 
b a 

y\ y* 

6 
yl 
b 

y 3 72 
c 

_ _ V 2 fL 
yî y 3. 
c _ X 2 i i l 

ri 73 J 
a - » A " 

y* 
a - a » _ J'3 ^ yx. 

bdi — ad2 — y^ X ( 

1 = ¿ ¿ r 1 

et qui permettent d'en déduire encore une troisième. 
A cet effet, prenons des équations (38) les deux sui-
vantes 

b a 
+ y*, 

b 
— 1 L \yi y*/ y 1 y*l 

b d i _ flA = _ ! _ fx — -+- —N) — — _ X2 - - ] ; 

multiplions la première par by la seconde par c et ajou-
tons les produits. En ayant égard aux équations (31), on 
obtiendra 

bc | cd2 — bd3 = {C — bl)(p3— lp2), 

(3g) < ad3—cdx 
ca 

bd\ — ad2 = ( b — a v ) (p2 — vp{ ). 

Des équations (38) on conclut encore, après quelques 
réductions 

^ v-yp*— \*-P I-+" l^P-l) = V/7J-4- pV/?3), 
f 40) v» v ( — Vp2 vX p3)— X (p3 — Xy?2 -f- vXpx ). 

f X ( p2 — X p3 -f Xa/?j)— Xa/>2). 
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relations qui ne sont pas indépendantes l 'une des 
autres, parce qu'en éliminant p{, p2,p3 on arrive à une 
identité. De deux quelconques de ces équations, on 
peut tirer les rapports p\\p*\pz\ 011 arrive de cette 
manière à 

c'est-à-dire aux équations (35). A l'aide de ces relations 
on peut ensuite trouver 

résultat qui nous permet de mettre les équations (39) 
sous la forme 

d'où l'on déduit, d'après une méthode souvent déjà em-
ployée, la relation (36) entre X, ui,v. 

Des formules ( 4 l ) > 011 peut encore tirer des valeurs 
de d2y d3 renfermant une quantité indéterminée M, 
savoir 

L'équation (36) a une signification géométrique assez 
simple. En effet, soit A' le point d'intersection de la di-
rection "k avec le côté BC, et soient les perpendi-
culaires abaissées du point A' sur AC, AB. On aura 

P 3 — i p - 2 = V(l — X2)V, 
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D'après l'équation 

bll-+cla
e = i A, 

on trouve 
•2XA a A ]a __ ^ la Lb — ~ >7Y y lc — c — b X c — ¿> À 

De la même manière, on peut exprimer lb
a, lcb en 

fonction de p., v, d'où l'on déduit facilement 

+ l e l'c 
4 A2 

( ¿> X — c) ( c p — a ) ( a v — 6 ) [ A ( À — JJLV ) H- 6 ( P — vX ) - h C( v — X p ) ] . 

L'équation (36) exprime, comme on voit, que la fonc-
tion 

Hï l a • + • tf) l e l'c 

s'annule. La condition à laquelle les directions A, p, v 
doivent satisfaire est donc que la somme des produits 
des deux perpendiculaires abaissées sur chacun des cô-
tés du triangle ABC des deux points d'intersection de 
ces directions avec les deux autres côtés s'annule. Il est 
à remarquer qu'il faut regarder le produit de deux per-
pendiculaires comme négatif, si elles tombent sur le 
même côté, en sens contraire. Il s'ensuit que les points 
A', B', C' ne peuvent jamais être situés sur les côtés eux-
mêmes tous à la fois, ni sur les prolongements de ces 
côtés tracés dans un même sens en parcourant la péri-
phérie du triangle d une manière convenue. 

On peut demander de déterminer j 4 si A, p , 
v sont donnés, et inversement. Le premier problème se 
résout facilement à l aide des formules (3i) , (35). On 
trouve ainsi \ 

> = r ( b p h- c v —- a pv ) = c X ( b v -f- c p — a). 
<r)'\ 



( ) 
par conséquent, 

~ : — : — ~ a(b U.-+-cv —au.v) : ¿>(cv-f-aX— &vX) 
yi yi y3 

(43) l : c(al-^b[x — ciiv) 
= a X (b v H- c [i — à) : b p (c X -4- a v — 6) 

: cv(a{i+ 6X— c). 

Afin de trouver la solution du problème inverse, nous 
remarquons que, d'après (35) , on a 

(44) = ou x = p [ ± M E à ; 

1 v iv 

si, pour abréger, nous posons 

4)V[AVP2 = a . 

La multiplication des valeurs de X, u, v ainsi obtenues 
fournit 

(Pl ± s/p\- pl ) (p,± yfpï^){pz ± v/FF^) V = > 2 a 
et ensuite, d'après (44)? 

X = ^ ~~ v//>j — a) 

(45) 

v — 
\ 

a 

•Jpl - s/Pi-*) 

(pi - + -

a 
: s//?!— a) 

de sorte que A, p., v sont exprimées en fonction d'une 
seule variable a, laquelle, elle-même, est déterminée par 
l 'équation 

(46) a — oc -h b \Jp\ — a -+- c sjp\ — a = o, 

qui s'obtient en substituant les valeurs de A, p., v dans 
la formule (36) . 

On en peut conclure qu'à un système déterminé de 
valeurs \ p., v,un seul point ys, Y2iJ 3 correspond, tan-
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dis que à un système déterminé de valeurs Aay^y^^y^ 
plusieurs systèmes de directions X, p., v correspondent. 

L'équation (36) peut être mise sous la forme sui-
vante : 

d'où il suit que, si un système de valeurs de \ 7 p., V sa-
tisfait à l'équation (36), il en est de même des va-
leurs r* - > - • 

A {J. V 

y\5Jr2->) 3 centre d'homologie correspondant 
aux directions -> 

A [JL v 
On aura, d'après la formule (43) , 

1 . 1 . 1 

ri " ri ' ri 
a / b c \ b [ c a _ \ c [ a b \ 

= a{b u4-cv — a ¡JLV) : ¿>(CV + RTÀ—¿VA) : c{a\ -r-b[x — cXjjt) 
__ 1 • 1 . 1 

~~ ri ' y 2 ' y * ' 
ce qui montre que les points y ^ y 2 , y 3 et y'{ , j '2, y'3 

coïncident. De là ce théorème : 

Si Von trace des triangles abc jouissant des pro-
priétés suivantes : 

i° Les côtés sont homolugiques a un triangle fixe 
ABC, le point O étant le centre d'homologie; 

2° Ils sont parallèles aux directions À, ¡JL, V; 
3° Ces côtés déterminent sur les côtés non homo-

logues du triangle ABC six points con cyclique s ; 
tout triangle jouissant de la première propriété et dont 
les côtés sont parallèles aux conjugués isogonaux des 
directions X, ¡JL, V par rapport au triangle I\BC, jouira 
aussi de la troisième. 
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Des simplifications considérables s'obtiennent si Ton 

exprime les quantités X, p., v en fonction des angles sous 
lesquels les directions désignées par X, p., v rencontrent 
les côtés du triangle ABC. 

Soit l'angle entre la direction X et le côté AB, 
qu'on regarde comme positif, si le sens de la rotation 
du côté AB vers X coïncide avec celui de la rotation qui 
fait tourner AC vers AB. Désignons de même par <p2, <p3 

les angles entre BC, CA et les directions p, v. On aura 

. sin(©!-}- A) sin(©2+B) sin(©3-}-C) A = ! 7 u = H > v — ——i • 
sincpj s î ii cc 2 s incpj 

Substituons ces valeurs prises sous la forme 

À = cos A -+- cotcpi sin Ar p = cos B -+- cotcp2 sin B, 

dans l'équation (36). Après quelques réductions, on 
obtiendra 

C O t O 2 c0tcp3 -f- COIO3 COt©! -f- COtCpi C 0 t 0 2 = 1 , 

d'où il suit facilement 

(48) cpi -4- ç>2-t- <?3 = nnz (m entier). 

Nous parvenons ainsi à ce théorème intéressant : 

Si trois directions X, p., v sont telles que la somme 
de leurs inclinaisons sur les côtés d'un triangle ABC 
(ces angles étant pris dans uri sefis convenu) soit un 
multiple rfeu, il sera possible de tracer des triangles 
homologiques au triangle ABC par rapport à un centre 
d'homologie déterminé, ayant leurs côtés parallèles 
aux directions^, p, v, tandis que ces côtés coupent les cô-
tés non homologues de ABC en six points concycliques. 

Par les deux équations (36), (43) exprimant la même 
condition, 011 est conduit à ce théorème : 

Si, sur les trois côtés BC, C A, AB d'un triangle ou 
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sur leurs prolongements, trois points A', B', C sont pris 
tels que la somme fies angles BAA?, CBB', ACC', pris 
dans un sens convenuy soit un multiple de la somme 
des produits des deux perpendiculaires abaissées de 
B', C sur BC, de C', A' sur CA et de A/, B' sur AB de-
vra s'annuler. 

Voici une démonstration directe de ce théorème : 
Soit ( fig. 2) 

cpi 4- <?2 -h ©3 = 1 TC. 

Fig. a. 

c 

O11 trouve facilement 

! BA'= -
sin(B — ©,) 

a sin ©2 

sin(G — ©2)' 
b sin©3 

(-Î9) 

sin(G — ©2) ' 
a sin ( G -h ©3 ) 

\ sin (À — o3) 

Or, R étant le ravon du cercle circonscrit au triangle 
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ABC, ou aura 

4 R \ / * / « ' F Z « • C A ' . A C , A B ' . B A » ^Wa-r- ic ic)~ — - —h— -t- — — • 

Dans le second membre de cette équation, substituons 
les valeurs de BA', CB', . . . . Après la réduction de cha-
cune des fractions au dénominateur commun, 

sin(cp1— B) sin(cp2— G) s in(o 3 — A), 

011 obtient c o m m e numérateurs 

a sin(B — ) sin cp2 sin(G -f- ©3 ) 

et deux autres provenant de la précédente par une per-
mutation cyclique de a , b, c; o2 , <p3. Il est d'ailleurs 
facile de démontrer que la relation 

a sin(B — cpj) sino2 sin (G -f- ©3) 
= — cos(m-f-I)TT[COS'2 G — c o s s B 4 

-4- COS 2 Oi — COS 2 cp3 — COS 2 ( A -f- tpt ) 
-h COS 2 ( B -f- ©2) COS 2 ( G — COS 2 ( A — cp3) J 

a lieu. Il s'ensuit que la somme des trois numérateurs 
s'annule, ce qui démontre le théorème. 

Les valeurs (43 ) de yK , y», y 3 se changent par l'in-
troduction de cp,, o2 , «p3 en 

( 5o) — : — : — — sin©! sin (A -h ©i): sin ©2 sin(B -f- ©2): sin ©3 sin (G -h ©3). / I /2 / 3 

Afin de déduire de ces équations <p4, les coor-
données yK, y y 3 étant données, posons 

• * \ m 

sin©i sin( A -h ©i ) = ? 2 yi 
' / f» 171 sin ©2 sin(B H- ©2 ) = ? 

• ,r . \ m sin ©-j sin ( L -t- ) = — j 
2 y 3 
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OU 

/ * « m cos (2 Oj H- A ) = cos AH > 
y\ 

(5i) < c o s ( 2 - h B) = cosB -+- — > 1 72 

cos(2 ©3 -+- G) = cos G -+-
' 7a 

equations par IcsqueJles /?/ esL facilement determine. En 
eil'ct, 011 a 

y* 

2 ( cpi -+- cp2 H- Ç»3 ) 4- A -h B -s- G 

= arc cos (cos A -h --)-+• arc cos (cosB -
\ y 1/ \ 

-b arc cos (cos G ~ \ — (2 /?i-4-1)7:. 
\ 73/ 

E11 prenant le cosinus des deux membres de la der-
nière équation, ou arrive, après division par m , à 
l'équation (02) 

\ yiy I %y* 
1 1 cos A cos B cos C\ 

—; : + 2 -1- 2 -+- 2 ) 
y 2 yi yty-s y*yt yty* I 

sin B sin G sin G sin A sin A sinB 
yt 72 y3 

La valeur m = o donne 

O1 — A'TC ou ÇPT — ATTC — A ; 

cela veut dire que A A' coïncide avec AC ou avec AB. De 
même BIV, C C coïncideront avec AB, BC ou avec BC, 
CA respectivement. C'est un cas particulier que nous 
considérons plus tard. 

De l'équation (5a) on tire ensuite pour m deux va-
leurs, dont chacune fournit d'après ( 51) deux valeurs 
de , <?3- Eu général donc à un seul système de va-
leurs pour y K , y2-) y* quatre directions X, p, v corres-
pondent, qu'on pourra réunir de plusieurs manières à 
des systèmes de directions X, a, v. 
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La construction suivante peut servir à déterminer le 

centre d'homologie O, les directions ÏJL, V étant don-
nées par A A', BB', CC. SoitD (fig. 3) le point d'inter-

Fig. 3. 

section des droites A A', BB' et DG la tangente en D au 
cercle circonscrit au triangle ABD. Cette tangente 
coupe BC en G, AC en F . Par ces points G, F traçons 
des droites parallèles à AB rencontrant AD, BDen P, Q. 
Je dis que le point O est situé sur CP ou CQ. En eiïèt, 
les perpendiculaires abaissées d un point quelconque de 
la droite CP sur BC, AC sont proportionnelles à 

PG sinB, AP s in^ - f - A) 
ou à 

— DG sin(cp2 -h B) sin B, AP sin ©j sin(<p! -h A ). 

Or, comme PG est parallèle à AB, si L est le point 
d intersection de BD et PG, on aura 

AP:PD =BU:UD, 
et ensuite 

BU : UG rrr sin B : — sincp2 ; 

par conséquent, 

AP : PD == UG sin B : — UD «in ç t . 
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D'ailleurs la similitude des triangles l D( i , P D G donne 

UG:UD = DG : DP, 

de sorte qu'on obtient 

AP : PD = DG sin P> : — PD sin o2 ou 
AP : DG = sin B : — sin 

Enfin le r a p p o r t des deux perpendiculaires abaissées 

d'un point de la droite C P sur BC, A C devient 

sino2 sin(<p24- B) : sinoj sin(o14- A). 

O u trouve le même rapport pour les perpendiculaires 

abaissées du point Q sur BC, A C , d'où il suit que les 

points C , P , Q sont sur une même ligne droite passant 

par O. Eu partant de BB', C C ' on pourra trouver une 

seconde droite, sur laquel le O devra être situé. 

Nous passons maintenant à la considération de quel-

ques cas particuliers : 

i ° <p, = B, c p 2 — C , <p3 — A valeurs qui satisfont à 

l 'équation (48)', les directions X, p., v sont maintenant 

parallèles à BC, C A , A B . O n trouve 

— : — sinB sin G : sin G sin A : sin A sin B, 
y 1 y2 J'3 

71 :y2 : y3 = « : b : c, 

ce qui veut dire que le centre d'homologie coïncide avec 

le j)oint de Lemoine . Nous sommes arrivés ainsi au 

théorème connu de M. Lemoine. 

2° cp, = C , 9 . , = A, cp3-~B. Les directions A, ¡JL, y 

sont auli parallel es à BC, C A , A B . 

O n trouvera que le centre d'homologie coïncide de 

nouveau avec le point de Lemoine . O n a donc ce théo-

rème : 

Si V on trace ries triangles abc homologiques à un 
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triangle donné ABC, le point de Lemoine du dernier 
étant le centre d'homologie et les côtés de abc étant 
antiparallèles à BC,CA, AB, les points d'intersection 
cles côtés non homologues des triangles abc, ABC 
seront concycliques. (A suivre.) 

EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A ¡11. ROUCHÉ; 
PAR M . LUCIEN L É V Y . 

Les Nouvelles Annales ont publié, l'année dernière 
(t. X, p. 111)5 u n bien intéressant théorème dû à 
M. Daniel Mayer et dont voici l'énoncé : 

Si, dans une équation algébrique, le coefficient 
de xm~k a un module supérieur h la somme des modules 
des autres coefficients, /'équation a m — k racines 
dont le module est inférieur à 1 et k racines de module 
supérieur à 1. 

M. Ém. Picard m'en communique une démonstration 
qui intéressera sûrement vos lecteurs. 

Soit l'équation 

( 1 ) A0xm -h Ai or"*-1 -+-... h- Akxm~k h- . . . -I- A„, = o. 

Et d'abord, si 

( ? , ) |A/,|> 1A01 -H | AJ | - H . . . - F - I A / , _ , ! - H A * + ! | - + - . . . - H A/;||, 

l'équation (i) ne pourra pas avoir de racine dont le 
module serait égal à un ; car, dans ce cas, on a évidem-
ment 

| A/. ( < | A 0 ! — . • . . 
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puisque le module d'une somme est plus petit que la 
somme des modules. 

Ceci posé, faisons varier d'une manière continue les 
coefficients de (i), l'inégalité ( a ) étant toujours vérifiée. 
Pendant cette variation, aucune racine ne pourra tra-
verser la circonférence de rayon un. 11 suffit donc de 
prendre un cas particulier; le plus simple est celui de 
l ' é q u a t i o n 

\0xm-h :\kxm~k = O, 

avec 

1 A * ! > | A0j: 

or, sur cette équation le théorème est évident. 

SIR LES ANGLES ET LES DISTANCES EN COORDONNÉES 
TRILINÉAIRES; 

Pau M. V O G T , 
Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Nancy. 

1. Si l'on considère un triangle de référence et les 
distances d'un point aux trois côtés de ce triangle, 
affectées d'un signe convenable, on appelle ordinaire-
ment coordonnées trilinêaires de ce point trois nombres 
respectivement proportionnels à ces distances ou aux 
produits de ces distances par trois coefficients fixes ap-
pelés paramètres de référence. 

Lorsque l'on veut établir les formules relatives à 
l ' a n g l e de deux droites, à la distance d'un point à une 
droite, ou reconnaître si une équation représente un 
cercle, on commence par établir ces formules dans un 
système de coordonnées cartésiennes rectangulaires ; les 
équations des côtés du triangle de référence dans ce 
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système fournissent (les formules de transformation qui 
permettent de passer des coordonnées cartésiennes aux 
coordonnées trilinéaires, et conduisent au résultat cher-
ché. 

Les relations métriques qui existent entre les élé-
ments d'une figure ne sont autres que les relations qui 
lient ces éléments aux points cycliques du plan. Laguerre 
a montré (Nouvelles Annales; 1809) que l'angle de deux 

droites a pour expression s = l- loga, a étant le rap-
port anharinonique du faisceau formé par ces droites et 
celles qui joignent le sommet de l'angle aux points cy-
cliques. M. Klein, dans un remarquable article [£Jeber 
die sogenannte nicht euklidisclie Geometrie (Mathe-
matisclie Annaleny Bd. IV)], a donné les formules gé-
nérales qui lient les éléments d'une figure à ceux d'une 
conique fixe fondamentale du plan ; lorsque cette co-
nique se réduit à deux points imaginaires conjugués, on 
peut retrouver les formules de la Géométrie ordinaire. 
Je vais montrer que les calculs, dans ce cas, donnent 
toutes les formules de la théorie des coordonnées tri-
linéaires. 

DES COORDONNÉES DE 1-OINTS ET DE DROITES. 

Étant donné un triangle ABC, nous déterminerons 
la position d'une droite indéfinie passant par A, au 
moyen d'un paramètre a qui ne diiïere que par un fac-
teur constant du rapport des segments qu'elle détermine 
sur le côté BC; ce paramètre, variant de zéro à -h 00, 
lorsque la droite passe de la position AC à la position AB 
en décrivant l'angle intérieur du triangle. De même, 
nous fixons la position d'une droite issue de B par un 
paramètre ¡3, proportionnel au rapport des segments 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Avril i8(j->.) 1 1 
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qu'elle détermine sur AC et variant de zéro à -+-ce, 
lorsque la droite passe de BA à BC. 

Les deux nombres a et [3 déterminent alors deux 
droites AM, BM et peuvent être employés comme coor-
données de leur point M de rencontre; mais nous po-
serons 

~ =cc, - — B, ^ x 

et les trois nombres s, ainsi déterminés par leurs 
rapports, seront appelés coordonnées du point M. Nous 

ajouterons pour la symétrie : ^ = y; le nombre y, qui 

satisfait à la relation a|3y = i , servira à définir la posi-
tion de la droite CM; ce paramètre est proportionnel 
au rapport des segments déterminés par CM sur le 
côté AB. 

3. Toute droite est représentée par une équation du 
premier degré entre les coordonnées de ses points. En 
eilèt, les rayons joignant les points A et B à un point 
de la droite forment deux faisceaux homograpliiques 
ayant le rayon AB homologue commun; il existe entre 
a et ¡3 une relation linéaire de la forme 

— u -g- +{'« + = o ; 
par suite, on a 

ux -h vy h- w z — o. 

Et, réciproquement, toute relation de cette forme re-
présente une droite, car elle définit deux faisceaux lio-
inographiques de sommets A et B ayant un rayon ho-
mologue commun. 

Par définition, M, w sont appelés les coordonnées 
de la droite. Par analogie avec ce qui précède, on peut 
remarquer que, si Ton prend les points de rencontre 
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d'une droite avee les trois cotes du triangle de référence, 
les rapports 

sont respectivement proportionnels aux rapports des 
segments déterminés par ces points de rencontre sur les 
côtés correspondants; de plus 

Toute relation du premier degré entre v, w 

ux0-\- cjto -h = o 

détermine le point qui a pour coordonnées x 0 j 0z 0 et est 
l'équation de ce point. La théorie de la ligne droite et 
du point se déduit de ce qui précède. 

DES POIJN'TS CYCL IQUES ET OES ANGLES. 

4. Considérons dans le plan deux points fondamen-
taux ou points cycliques, dont les coordonnées sont 
imaginaires conjuguées; soient I et J ces deux points, 

£ — r> — * V» C - ¿C» 

leurs coordonnées5 la droite qui les joint est appelée 
droite fondamentale ou droite de l'infini, et tf pour 
équation 

x y z 

\ n C 
S' V c 

L'équation tangentielle des deux points cycliques, si 
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l'on pose 

p( u) — £ H -h r( v -i- t w, 
p ' ( u ) = U H- T j V -+- Ç' 

est 

uvw)~ [p(u)-+- ip'(u)][p(u) — ipf(uj] 

L'angle de deux droites Wo)> t'i vv, ) sera, par 
définition, fourni par la relation 

V = Mogo, 

ou bien 
i — i tangV 

^ ~~ i -+- i tangV' 

p étant le rapport anharmonique que forment les droites 
avec celles qui joignent le sommet de l'angle aux points 
cycliques. 

Si 
Mo-f-X^!, Co-bXi^!, wq -t-XjWj; 

tVo-+-X2W>1 

sont les coordonnées de ces dernières droites, on a 

X — _ />(?/o)'+' ip'(uo) ) _ _ p(uq)— ip'(uo) 
p(jh )-+• ¿p'(ui)' p(ux)— ip' (uxy 

et le rapport p est égal à ou bien 

__ p{lh)p{lh)'Jrp,(Uç>)pXUi)->r i[p'{uq)p{u^—p{u^)p'{ul)'\ ^ 

P(uo)Piui )-*-p\u>o)pXu>i )— i[pXuo)/> (Mi)— p(u*)2>Xux)j * 
On'en conclut 

tan^V = P'(uo)P(ui) — p(uo)p'(ut) 
* p(uq)p(ux)-+- p' (uQ)pf (¿¿I)? 

p'(uo)p(ih)— p(uo)p'(ui) sm v = — — ... i 
VAp(M0P0 V^OI^I ^I) 

/?(w0)/>( Mi)H-/?'(w0)7?f(Mi) cosY = -
y/s ( u0 i>0 ) \/o(MiPiWi) 
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5. En particulier, on aura pour l'angle de AB avec AC 

sin A = 

cosA = 

+ V 2 

t/r^-f-r/2 v/Ç2+C2' 

et pour les angles B et C des formules analogues. 11 y a 
en réalité indétermination relativement aux signes à 
mettre devant les radicaux; mais il faut les prendre 
tous avec le même signe si l'on veut que ABC repré-
sentent les angles intérieurs du triangle, c'est-à-dire 
satisfassent à la relation 

A + B + C = ic. 
Nous poserons 

a, v étant trois nombres appelés paramètres de réfé-
rence. On peut alors écrire l'équation de la droite de 
l'infini sous la forme 

.rsinA rsinB z sin G — h <L , = o, 
A ¡JL v 

et celle des points cycliques 

<p( uvw) 
— X2 u2 -h fi.2 v'2 -+- V- tV2

 — 2 [JLV COS A vw 

— 2vX COS B WU 2X(Jt. cosGuv = O. 

La formule qui donne l'angle de deux droites se ré-
duit, par l'introduction de A, B, C, à 

i ( f o ^ i - sinA-f-( — «o^i) 
( vAsinBH-(w0^t—f0wi)X;jLsinC 

t a n g " { ( lh o'ftl -h WQ ¥wt 

On voit que tang V s'annule lorsque le point de rencontre 
des deux droites se trouve sur la droite fondamentale et 
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devient infini lorsque les deux droites sont conjuguées 
par rapport aux points fondamentaux. 

DES DISTANCES. 

6. Dans le cas où la conique fondamentale du plan 
ne se réduit pas à une droite double, au point de vue 
ponctuel, on peut définir la distance de deux points 
comme une fonction du rapport an harmonique formé 
par les deux points et les points de rencontre de la droite 
qui les joint avec la conique. M. Klein a donné les for-
mules générales et celles qui s'en déduisent dans le cas 
limite où cette conique dégénère en une droite double; 
il reste alors une indéterminée arbitraire, qui est, en 
somme, l'unité de longueur. On peut définir la distance 
de deux points A, B comme le rapport anharmonique 
(A, C, B, A'), C étant le point de rencontre de AB avec 
la droite fondamentale et A7 un point tel que le seg-
ment AA' soit égal à l 'unité choisie, mais je préfère 
m'appuyer sur la théorie des cercles. 

7. Un cercle est une conique bitangente à la conique 
formée par les deux points fondamentaux: son centre 
est le pôle de contact; son équation est de la forme 

en désignant par D(.r , j- , z) le premier membre de 
l'équation de la droite fondamentale avec un coefficient 
arbitraire K 

N _r / # s i n A y sin B z s inC\ D(\r? r, z) = k —, h * 1 )-V a p v / 

On voit que l'équation est homogène, par rapport à u, 
v, w, à \ p, v et aux coordonnées zo du centre. 
JNous dirons, par définition, queR est le rayon du cercle 
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et que la distance du centre à un point de la courbe est 
constante et égale à R. 

Si nous appelons droites perpendiculaires deux droites 
conjuguées par rapport aux points fondamentaux, et 
distance d'un point à une droite sa distance au pied de 
la perpendiculaire abaissée sur la droite, nous voyons, 
d'après la théorie des coniques bitangentes, que tout 
rayon d'un cercle est perpendiculaire à la tangente à 
l'extrémité, et que le centre d'un cercle est à une distance 
constante et égale à R de ses tangentes. 

La distance d'un point à une droite sera, d'après cela, 

d — H- M^o-t- w-o 
D(x0,y0, ¿0) » 

La distance de deux points s'obtiendra en cherchant la 
distance de l 'un d'eux à la perpendiculaire menée par 
l 'autre à la droite qui les joint, ou bien se déduira de 
l'équation ponctuelle des cercles que l'on peut former 
en partant de l'équation tangentielle précédente. 

Il reste à justifier la définition adoptée pour la distance. 
Je remarque d'abord que le lieu des centres des cercles 
de rayon R tangent à une droite (;r, v* w) se compose 
de deux droites parallèles à la première 

ux -h vy -h wz db R \/?( w ) z ) = 

puisqu'elles vont la rencontrer sur la droite fondamen-
tale. Ensuite, si l'on prend un point x,y, z sur la pre-
mière droite 

ux + vy -+- w z = o, 

et si l'on cherche sa distance à l'une des parallèles pré-
cédentes, 011 constate qu'elle est égale à ±: R. 

Donc deux parallèles sont partout également distantes 
et la valeur absolue de la longueur d'un segment est 
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indépendante du sens suivant Jequel est décrit ce seg-
ment. 

Je vais enfin montrer que si l 'on prend à partir d 'un 
point A, sur une droite fixe, des segments AB et AB' 
égaux à R et R', et si C est le point de rencontre de ABB' 
avec la droite fondamentale, le rapport anharmonique 

( A C B B ' ) = § , : g , 
, , , R est égal a • 

B et B'sont les centres de deux cercles tangents en A 
à la perpendiculaire à AB, et ayant pour rayon R et W \ si 

a x -h v y w z — o 

est l'équation de cette perpendiculaire, les points B et 
IV sont sur les droites 

u x -h v y -h w z -h R y/?( ^(¿r, j , z ) = o, 

u x h- v y 4- w z -f-R'vAp(w, c, w ) j , z ) ~ o, 

et le rapport anliarmonique de ces droites et de la 

droite fondamentale est Lien égal à ce qui démontre 

la proposition. On retombe ainsi sur la définition de la 
distance indiquée au n° 6. 

8. Je vais appliquer les résultats précédents au 
triangle de référence lui-même. Les distances du point 
• r 0 ?y 0 , z0 aux trois côtés sont respectivement 

^ i yo i so i ^ 
1 DOo,.Xo>-o)' ^ d(x 0 ,yQ ,z 0y v D(x^y 0 , z 0 ) ' 

De 
même les distances des trois sommets à une droite 

(/¿, r, (v) sont respectivement 
à l( [i. v V w 

K sin A u. c, (v) K sin B c, 7r) K sin C / © ( w, r, cv) 
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Les coordonnées d'un point et celles d'une droite, 

que nous avons définies au n° 2, indépendamment de 
la notion de points fondamentaux et de droite fonda-
mentale du plan, trouvent ainsi leur interprétation dans 
les distances du point aux côtés du triangle, affectées 
des coefficients X, p, v, et dans celles des distances de 
la droite aux trois sommets, affectées des coefficients 
sinA sinB sitiG ^ , , , 
— ^ n particulier, les hauteurs du 

triangle sont égales à 

i i i 
KsinA' KsinB* KsinC' 

ce qui fixe l 'unité de longueur en fonction des éléments 
du triangle- si l 'on veut par exemple que les côtés 
soient représentés par c, 011 prendra 

abc S 

R étant le ravon du cercle circonscrit et S la surface. 
Le système ordinairement employé est celui dans 

lequel 1 — p = v = 1, et D(;TO,j"OÎ ^0) = 1 î y0, z0 

sont alors égales aux distances du point dont elles sont 
les coordonnées, aux trois côtés du triangle. 

9. Je terminerai par la remarque suivante : La po-

laire d 'un point (x , y , z ) , par rapport au triangle con-

sidéré comme cubique, a pour coordonnées u = 

v = I , w = La transformée de cette droite par po-
y z 

laires réciproques, par rapport à la conique 

X ^ - f - [JL2C2-h V2 l*>2 = O, 
est le point 

)v2 t M.2 V2 

x' = — > y = — » z = x Y z 
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Ces formules définissent une transformation de Cre-

mona particulière, ayant les sommets du triangle 
comme points fondamentaux, et connue sous le nom 
de transformation par points inverses. 

Comme 
X» = (È + iÈ ' ) (S- iT) , 

(7)-i-ifr/)(ri —ir/), 

la transformation change les points cycliques l'un dans 
l'autre. Elle fait correspondre à la droite de l'infini le 
cercle circonscrit au triangle, de sorte que l'on obtient 
immédiatement l'équation de ce cercle, qui est 

À sin À ut. sin B v sin G 
h <1 1 _ . 

x y z 

et l'équation ponctuelle générale des cercles est 

X sin Ayz -+- ¡x sin B;3Î + V sin G xy „ fx sin A. ysinB ^sinG\ 

ERRATA. 

Page 112, ligne 12, au lieu de 

( mf~x = m-* = — » v / m 
tisez 

(m^y-1 = W-.I== _!_. s ' m 
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¡VOTE SUR LES SURFACES A GÉNÉRATRICE CIRCULAIRE; 
PAR M . A . B O U L A N G E R , 

Agrégé de l'Université. 

On se propose de déterminer les surfaces à généra-
trice circulaire telles que les plans tangents tout le long 
de chaque génératrice enveloppent un cône. 

Considérons, avec M. Demartres ( Annales de l'École 
Normale, 1885), le trièdre formé par Taxe O Z du 
cercle qui engendre la surface, et par deux diamètres 
rectangulaires OX etOY invariablement liés au plan de 
ce cercle. Soient r,, Ç et p, <7, /' les composantes, par 
rapport à ces axes, de la vitesse de l'origine O et de la 
rotation instantanée du trièdre autour du point O, dans 
la génération de la surface. 

Les projections du déplacement d'un point, dont les 
coordonnées sont x , y , relativement aux axes mo-
biles, sont 

d x -h ( £ -4- q z — r y ) d u , 
d y -H (?) -+- r x — p z ) d u , 
d z ( Ç -4- p y — q x ) d u , 

a désignant, je suppose, l'arc de trajectoire du point O. 
Le cercle générateur étant dans le plan des xy, les 

coordonnées d'un de ses points sont exprimables par les 
formules 

^ = RCOSP, ^ = R S I N C , z = O, 

où R est une fonction de w, et où v est la variable qui 
détermine un point sur chaque cercle. En tenant 
compte de ces valeurs de x , y , z, on aura pour les pro-
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jections du déplacement 

/ M cosv du — (N du -h R dv) sin c, 
( i ) l M sin v du -h ( N du -f- R dv ) cos e, 

( P du, 
en posant 

__ dR > M = -7—h ç cos ç -h r, sin p, du 
N = r R -h r, cos c — J sin v, 
P = Ç -i- R sin c — q R cos c. 

Le plan tangent en un point de la surface contenant 
la tangente à la génératrice circulaire qui passe par ce 
point, son équation par rapport aux axes mobiles est 
de la forme 

X cosc -h Y sine — R = XZ; 

déterminons À de manière que tout déplacement (i) soit 
situé dans ce plan, et nous aurons 

M = XP. 

L'équation du plan tangent est donc 

[ X cosc -+- Y sin v — R] -f- p R sin v — q R cosp | 
[dR , , 1 7 — % cos v -+- rt sin v I Z, 

ou en posant 
ç tang = t, 

[(i —i l)X-h2ZY-(n-i2)R][Ç(i-Hi2)H-2 ipR/ —grR(r—¿s)] 

Pour que ce plan passe par un point fixe, quel que 
soit le point sur la génératrice circulaire, c'est-à-dire 
quel que soit t, il faut et il suffit qu'il existe un point 
dont les coordonnées X, Y, Z annulent les coefficients 
de cette équation du quatrième degré en t. On obtient 
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ainsi les relations 

Z, 

- ( X + R)(Ç + S r R ) = ( * 5 - 5 ) Z , 

Y ( Ç - 5 - R ) + / , R ( X - R ) = r1Z, 

Y(Ç + <7 R)—/>R(X-r -R) = r(Z, 

( X - R ) ( Ç + y R ) - ( X + R ) ( î : - g r R ) - 1 - 4 j p R Y = 2 ^ Z. 

Ces équations se réduisent aux suivantes, par voie 
d'addition et soustraction, 

( a ) I XÇ + yR2=fZ, 
[ YÇ - _ p R 2 = r , Z , 

( J p X - ? Y ) R = o, 

- R i Ç - y X j + a R j u Y r r Z ^ . 

Eu égard à la première relation, la dernière se sim-
plifie, et comme R 11'est pas identiquement nul, nous 
aurons à adjoindre aux trois premières relations (2 ) les 
deux suivantes 
(3) l / > X - * Y = o, 
V ' j grX-HpY = O. 

On ne peut satisfaire par des valeurs réelles à ces 
deux relations (3) que de deux manières, soit en posant 
X = o, Y = o ; soit en posant p — o, q — o. 

i° Si X = o, Y = o, le sommet du cône est sur l'axe 
du cercle. Ce cône est donc de révolution; par suite, les 
génératrices circulaires sont lignes de courbure de la 
surface, et celle-ci est une enveloppe de sphères. 

Le sommet du cône a pour cote 

L - dR 
du 
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l e ( l é | » l a w ! i i i « ' J i U i l Ja déforma lion du ecidi ' soni assujet-
tis aux relations 

7 7 « ' 

o <m 

a» Si p = o, (j — o, la rotation instantanée du trièdro 
a constamment lieu autour de l'axe du cercle, et, comme 
elle déplace le cercle sur lui-même, le mouvement élé-
mentaire du cercle se réduit aune translation. Le plan 
du cercle se meut parallèlement à lui-même. 

Les trois relations (2) donnent pour coordonnées du 
sommet du cône 

x — J L * . 
d\{ " 
7/a 

R 
dH 

R 

~diï. 

Ainsi les seules surfaces cerclées telles que les plans 
tangents en tous les points d'une génératrice circu-
laire quelconque enveloppent un cône sont : 

i° Les surfaces enveloppes de sphères ; 
2° Les surfaces engendrées par un cercle de rayon 

variable qui se déplace parallèlement à un plan fixe 
(surfaces étudiées par M. Astor). 

Pour obtenir le sommet du cône dans chaque position 
\ de la génératrice, on remarquera que, la variable u 

étant l'arc de trajectoire du centre du cercle, y], £ 
sont les cosinus directeurs de la tangente à cette trajec-
toire. Dès J ors, portons sur la tangente à la trajectoire 

du centre, dans Je sens des arcs (u) décroissants, un 
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segment US égal à si l'on a affaire à une surface 

du 
de M. Astor, le point S est le sommet du cône; si l'on a 
aifaire à une enveloppe de sphères, le sommet du cône 
est la projection du point S sur l'axe du cercle. 

THÉORÈME SUR LES FOYERS D'UNE COURRE QUELCONQUE; 

PAR M. E. A M I G U E S . 

1. Je me propose d'énoncer, avec plus de précision, 
un théorème connu sur les foyers d'une courbe quel-
conque (A 1 réalisé on the higher plane curves, by 
G. SALAIOJN). Je donnerai aussi une démonstration plus 
simple de ce théorème : 

Si, de chacun des n foyers réels d'une courbe de 
classe 72, on mène et celle courbe Uw les (n — 2) tan-
gentes non isotropes, on obtient unpoly gone de (11— 2) 
côtés. On peut toujours trouver une courbe U/z_2 de 
classe (/z — 2) tangente ci tous les côtés de ce polygone. 
De mêmey cette courbe permet dyen construire une de 
classe (n — 4)- Et ainsi de suite. Si Von appelle P; le 
produit des perpendiculaires abaissées des foyers réels 
de la courbe U/ sur une tangente quelconque à la 
courbe U / 0 on a une relation linéaire entre les P/. 

Nous prendrons a et b comme coordonnées tangen-
tielles de la droite dont l'équation ponctuelle est 

y — ax — b — o. 

Soit / ( r t , b) un polynôme de degré (n — 2). Soient 
oc-^yi les coordonnées d'un des foyers réels de la courbe. 



( >64 ) 
L ' é q u a t i o n 

\ (Vi — a x i — h ) ( y . 2 — a x , — b). . . 
( , ) I ( y a - a x n — b)+-{\-r-a*)f(a, b)= <> 

représente évidemment une courbe de classe n, ayant 
pour foyers les n points x ^ y ^ puisqu'elle admet les so-
lutions 

yt— axi— b = o, 
a ' 2 -h r = o. 

Si le po lynôme/ est arbitraire, l'équation (i) repré-
sente toutes les courbes de classe n ayant les points 
donnés pour foyers réels, vu que f contient le nombre 
de coefficients arbitraires qui est nécessaire. 

Imaginons la courbe qui a pour équation 

(2) f(a,b)=o. 

Si Ton désigne par U7/ la courbe représentée par l 'équa-
tion ( i) , l'équation (2) représente la courbe U/2_2. Car 
les taugentes menées des points Xi, j i à la courbe U7/, 
abstraction faite des tangentes isotropes, sont données 
par les solutions du système 

yt—axi—b — o. 
f(a,b)= o, 

système qui donne aussi toutes les tangentes menées du 
point Xi^yi à la courbe qui est représentée par l 'équa-
tion 

f(ct, b) — o. 

Soient dès lors (a<, ¡^(a 2 , ¡â2), . . (a„_2 , ¡3„_2) les 
( n — 2) foyers réels de cette nouvelle courbe. L'équa-
tion (2) pourra être remplacée par une équation ana-
logue à (1), c'est-à-dire qu'on aura 

/•(a,&) = X„_2[(P, — aoit—¿>)ip2— «a 2 —b ) . . .-¡-(i + a*)o(a,b)]. 
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Continuant toujours de même, on aura pour équation 
de la courbe U„ 

= " i — n — 2 
j Q ( Yi — a Xi b ) —r- À ;; — 2 ( a2 -4- I ) ( fr - « 3/ - h ) 
1=1 X=1 

i = n — 

-R- X „ _ . V ( ! )2 J J (O,- — . . — O. 

1 = 1 
Divisant toute l'équation par I)2, on obtient pour 
équation tangentielle de la courbe Uw l'équation 

( 3 ) P., + X „ _ 2 P „ - 2 -4- P W . 4 —I- . . . — O. 

qui est l'expression du théorème énoncé. 

2. Nous remarquerons immédiatement que, si l'on 
connaît la courbe U/z_2 et les n foyers réels de la courbe 
CJ„, on aura les n tangentes menées à la courbe U„ de 
chacun de ses foyers. On aura donc n1 tangentes, qui 
définissent la courbe U,z toutes les fois que 2. 

Une remarque plus importante est la suivante. Si n. 
est pair, il peut arriver que l'équation (3) contienne 
un terme indépendant. La courbe U2 est alors une co-
nique. Mais, comme plusieurs des coefficients À peuvent 
être nuls, le dernier terme peut être P„_2A. De même 
pour n impair, le terme P4 peut ne pas entrer dans 
l'équation et le dernier terme peut être P„_2h-

Supposons qu'il en soit ainsi, n étant pair ou impair. 
Alors la courbe Un_2h se réduit à n — ih points, et ce 
sont ces points qui jouent le rôle de ses foyers réels. 

Nous ferons encore une remarque relative au cas où 
l'équation (3) est binôme, c'est-à-dire de la forme 

P « -R- XN-2H P//-2A = 

Dans une pareille courbe, le produit des distances des 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Avril 1892.) 12 
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/i foyers réels à une tangente quelconque est dans un 
rapport constant avec le produit des distances de n — i h 
points fixes à cette même tangente. 

Ces courbes ont la propriété suivante : Si Von joint, 
à un point quelconque M de la courbe les n foyers réels 
et le (n — 2 h) points fixes, la somme des cotangentes 
des angles que les premieres droites font avec la tan-
gente en M égale à la somme des cotangentes des 
angles que les secondes droites font avec la même tan-
gente. 

Si, en particulier, n est pair et que = on a 
des courbes telles que le produit des distances de leurs 
n foyers réels à une tangente variable soit constant. 
Dans ces courbes, la somme des cotangentes des angles 
qu'une tangente faite avec les rayons vecteurs des 
points de contact est nulle. 

Cette propriété relative aux angles de la tangente et 
des rayons vecteurs qui donne de suite l'équation diffé-
rentielle d'une pareille courbe a été énoncée et démon-
trée pour les courbes de troisième classe dans l 'Ouvrage 
de M. Salmón. Dans le cas général, la démonstration 
est la même. 

3. Enfin, nous allons appliquer l'équation (1) à la 
démonstration d'un théorème très intéressant dû à 
M. Paul Serret (Comptes rendus, 1876). 

La somme des angles que fait une droite fixe avec les 
n tangentes menées d'un point fixe à une courbe dé-
classé n diffère d'un multiple de 71 de la somme des 
angles formés par cette même droite fixe avec les droites 
qui joignent ce même point fixe aux n foyers réels. 

Prenons ce point lixe pour origine et la direction fixe 
pour axe des .r. 

Si l'on fait b — o dans l'équation (1), on obtient une 
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équation en a qui admet pour racines les coefficients 
angulaires des tangentes menées de l'origine. Si l'on dé-
signe par a i , a2 , . . . , aw les angles de 0 . r avec ces tan-
gentes, ces racines sont tangaM tangou, . . tanga,;. 

Posons 
ni — -T- a2 -f-. . . -r- a.,. 

On a dès lors 

. S tanga, — S tanga, tanga, tança-»-*-. . . tang/iA = — 1 — — 
i — 1 tanga! tanga 2 -h 2 tangaj tanga2 tanga3 langa^. — . . 

Ces diverses sommes seront données par l'équation en a, 
qui, si l 'on pose 

— a ¡ = tangfij, — a2 = tang . 
x[ x 2 

/ ( « , o )= A0a«~2-h Aia"-3^-. . .-f- A;l_2, 
( — i y i x ¡ x . 2 . . . x a — p , 

X/ — X en a 2 X tang ¡¡h tang . . . tang 3/ 

devient 

( ¡X -î- A0 ) a" — ( ¡JL X, — A ! ) an~1 -h ( ¡JL X 2 A , -+- A „ ) 
X a,l~2 — ( u X, — A3 — A, ) ci»-* 

- h ( [ x X k - f - A2)a"-'* — . . . = o. 

Ou obtient alors 

p S , - A, __ A s — A t p £ 5 - A 5 - A ¿ 
, (JL-i-Ao an-Ao - -

tangnX = ^ ^ ,, v , . v ¡ - - - -

;JL -H A0 H- H-

c'est-à-dire en supprimant les termes qui se détruisent 

et en divisant haut et bas par j j - ^ - ^ ' 
Y . ^ 

tangnX = 
c'est-à-dire 

tang/iX = t a n g í a n - 4 3 , - h . . . - + - P « ) . 
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BIBLIOGRAPHIE. 

LEÇONS DE C H I M I E , à l'usage des élèves de Mathéma-
tiques spéciales, par Henri Gautier, ancien Elève de 
l'Ecole Polytechnique, Professeur à l'Ecole Monge et au 
Collège Sainte-Barbe, Professeur agrégé à l'Ecole de 
Pharmacie, et Georges Charpy, ancien Elève de l'Ecole 
Polytechnique, Professeur à l'Ecole Monge. Grand iu-8°, 
avec 83 ligures} 1892. Prix : 9*''. 

En lisant les Leçons de Chimie si modernes de MM. Gau-
tier et Charpy, on éprouve une sorte de regret de n'avoir plus 
à les apprendre. 

Les recueils de faits constituaient autrefois les livres de 
Chimie et leur donnaient l'aspect justifié de formulaires à 
réciter. 

Les auteurs, en écrivant leurs « Leçons », n'ont pas cherché 
à compléter et rajeunir les livres connus, ils ont fait en 
matière d'enseignement une œuvre singulièrement personnelle 
où sont exposées les idées les plus récentes de la Science. 

Dans cet Ouvrage les généralités occupent une place plus 
étendue qu'il n'est d'usage; elles systématisent les faits par 
avance, font de la Chimie une science déductive dans la mesure 
du possible et réduisent d'autant cet effort de mémoire qu'on 
lui reproche d'exiger. 

Cette première Partie expose avec une clarté parfaite les 
questions d'analyses de gaz, de volume et de densité gazeuse, 
puis les éléments de Thermochimie et de Cristallographie. 
Un petit paragraphe nous a paru avoir pour les candidats un 
intérêt pratique spécial : c'est celui où sont réunis et dessinés 
les appareils usuels, convenables pour préparer, dessécher, 
liquéfier, analyser et mesurer tous les gaz indistinctement. 

La deuxième Partie du Livre décrit la série classique des 
transformations des métalloïdes complètement expurgée des 
inutilités et mise au courant des dernières découvertes. C'est 
ainsi qu'on y trouve la série des composés hydrogénés de 
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l'azote A z l P A z M l S A z l l ^ A z i P O et la théorie de l'acide 
sulfurique d'après Lunge. 

Aux appareils traditionnels qui figurent dans bien des livres 
sont aussi substitués les appareils véritables dont l'industrie 
fait usage. 

Pour la partie théorique les formules sont écrites simulta-
nément dans la notation atomique qui est la langue chimique 
que parle le monde entier et le système des équivalents qui 
permet de lire les beaux Mémoires du passé. 

Plus on vient tard dans la vie, plus on doit apprendre, mais 
aussi, on le voit par le livre de MM. Gautier et Charpv, plus 
cela devient facile. 

A . ETARD, 

Répétiteur de Chimie à l'Ecole Polytechnique. 

SUR LE CALCUL PAR APPROXIMATION DES RACINES 
DES EOLATIONS NUMÉRIQUES. 

MODIFICATION DE LA FORMULE DE NEWTON; 
PAR M . ERNEST M À L O . 

M. Ch. Zenger a fait connaître, dans le tome XI du 
Journal de Mathématiques et de Physique de Prague, 
une méiliode pour le calcul d'une racine d'une équation 
algébrique au moyen d'une première valeur approchée, 
qui présente beaucoup d'analogie avec celle de Newton, 
et qui, ce me semble, peut donner matière à des re-
marques intéressantes. Voici d'abord l'analyse de l 'au-
teur telle qu'elle est résumée dans le Bulletin des 
Sciences mathématiquesy 2P série, t. XIII, p. 211. 

Soient a la valeur approchée, a la valeur exacte de la 
racine, on pose d'une part x — ayde l 'autre x — a s , 
de sorte que de l'équation 

o - / { . T ) - v(1.r'» -1- A,.r" ' 1 - - . . . A,„, 



ou tirera les deux suivantes 

l**oJ'"1 1 —. • . -4- B„, ^ o. 
G»z,n -f- C^'"-1 h- ... —t" C/n — <>, 

Jes coefficients étant respectivement 

B0 = A0, Ai <7-1, . B, = A 
C0 — A(), C j - A i a - i , . . . . G/ — A ¡y.-', 

valeurs aisément calculables par logarithmes. 
Comme d'ailleurs la deuxième équation doit être sa-

tisfaite pour z = i , on a 
C o —r~ C i —h G 2 H- . • . -H G /h ~ O. 

Si maintenant l'on remplace a p a r a -f- da où da dé-
signe a — a, les valeurs B0, BN ^ • •• B/, . . . devien-
nent C0, C,, . . C/, . . de sorte que les accroisse-
ments Î/B0, '¿B,, C/B/, . . . satisfont à la relation 

P>0 + Bt -h c/Bi -h B2 -H d?>, -f-. . . -f- B,„ -f- d.Bm = o. 

En mettant alors, au lieu des accroissements r/B/ les 
dilïérentielles tirées des relations 

B,- = A ia-'\ 
ou plutôt 

logB/ = logAf — i logrt, 

il vient, écrivant s au lieu de la somme B0-f-B, «K . -f-B/w, 
da = - — — • s — H0+B2-T-2B3 + . . . + ( m — 1 ) B,„ 

,l'observerai maintenant, à l'égard de la formule de 
!U. Zenger, qu'elle peut s'écrire ainsi qu'il suit, en dé-
signant par // , au lieu de da, la correction à opérer sur 
la première valeur approchée a, 

,, a fia) h rrr , 

a f ( a ) • - m j ( a ) 

et, pour l'établir à nouveau, je la rattacherai expressé-
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ment à la formule de correction de Newton, dont ma-
nifestement elle ne diffère que par un terme du second 
ordre. 

A cet eifet, je considérerai l'équation <ï>(x) = o, qui 
est la transformée aux inverses des racines de la pro-
posée et qui, par suite, est fournie par la relation 

<ï>(> ) : 

Cela étant, et a désignant une valeur approchée 

d'une racine de l'équation f ( x ) = o, sera u n e 

valeur approchée d'une racine de l'équation <î>(x) — o, 
dont on déduira une valeur plus approchée en adjoi-
gnant à b le terme correctif 

/ - - _ î i l J } 

11 en résulte, réciproquement, une valeur plus ap-
prochée pour la racine considérée del 'équation f ( x ) — o, 
savoir 

i _ t 
l + b b-2' 

en négligeant les termes du second ordre, ou encore 

a — ka2, 

puisque b = » • 

D'autre part , la diiférentiation de la relation 

conduit à celle-ci 

et l'on en déduit, par la division membre à membre avec 
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. . 

donc, pour x = ^ ? 

<!>'( ) a | a f'{a ) — niJ\ a )J 

de sorte (jue la valeur corrigée a — ha- devient 

a f i a ) 
af'(a)— inj^a) 

et qu'en la représentant p a r a -f- h' on a bien 

,, a f i a ) h — — , ••• • a f ( (/ ) — m j ( a ) 

Cette expression est très remarquable en ce sens 
qu'elle est, dans une large mesure indéterminée. Voici 
ce qu'il faut entendre par cette indétermination. 

Considérant l'équation f i x ) = o, si l 'on augmente 
ou diminue toutes les racines d'un même nombre ç, 011 
est conduit à une certaine transformée F (a?) = o. Or si 
a désigne toujours une valeur approchée d'une racine 
de f ( x ) , a' ~ a -f- sera aussi une valeur approchée 
d'une racine de ¥{x), et les corrections à faire subir, 
d'après la méthode de iScwton, aux valeurs approchées 
a et a' seront, respectivement, 

/(, a ) ^ F( a' ) ^ 
J'\a) F'UfV 

mais, manifestement, F [ a ' ) ~ / \ a ) et F( r t ' ) — / ' ( « ) , 
puisque les deux fonctions et les deux dérivées corres-
pondent à un seul et même élément ponctuel ou tan-
gentiel d'une courbe considérée seulement par rapport 

la précédente, 

<\>i.v) 
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à deux origines différentes, en sorte qu'on n'a point 
deux corrections différentes, mais une seule. 

11 n'en est pas de même si l'on considère les correc-
tions fournies par la formule donnée précédemment, 
car elles sont, d'une part, 

__ a f { a ) 

a f \ a ) — ni fi a ) ' 
et de l 'autre, 

rt'F(q') 
a' F'(«' ) — m F( a! ) ' 

or, en raison justement des égalités F (a') = f{ <?.), 
F \ d ) — f ' ( a ) y la seconde expression, qui se réduit à 

a' f i a ) 
a f ( a ) — m /( a ) 

ne peut pas coïncider avec la première. En définitive, 
il résulte de cette analyse que, a étant une valeur appro-
chée d 'une racine d'une é q u a t i o n / ( x ) = o, on en a une 
nouvelle valeur approchée, en adjoignant à a le terme 
de correction 

J}, l/ia) 
~ Af(a) — m/( a)' 

où \ est un nombre, non pas évidemment entièrement 
arbitraire, mais du moins susceptible de varier entre 
des limites fort étendues. 

Lorsqu'on substitue à x , dans la fonction la 
valeur fournie par la correction newtonienne 

x — a h, 
on a 

f ( a -f- k)= 

en sorte que si la valeur initiale a est suffisamment ap-
prochée, c'est-à-dire h assez petit, le signe du résultat 
est celui de f"{a). Quel est le signe du résultat de la 
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substitution a-h Kl En se bornant aux trois premiers 
termes du développement 

h-

/(«-+- h') = f(a)-T- hf'{a)+ — + . • » 

on trouve */*(<*) 1 .A « > ~ ^ /'( a)\ + >•m P (" ) J {a -r- h ) = r^— ~FT~ 1 > 

où le dernier terme du numérateur est du troisième 
ordre et peut être négligé. Le signe est donc celui du 
produit 

A [ À f" (a) — '2 m /' ( a )"J, 

et la présence de l'indéterminée X permet de le choisir 
à volonté. Ainsi en donnant à A deux valeurs A et )M qui 
rendent la quantité entre crochets de signes contraires, 
on a deux corrections h' et h\, telles que la différence 
/¿i — h\, prise en valeur absolue, mesure l 'erreur com-
mise et dont la moyenne ^ ^1 pourra être adoptée 

pour servir de point de départ à de nouvelles correc-
tions. On prendra garde à ne point choisir les quantités 
\ et A, trop voisines l 'une de l 'autre, parce que, les 
corrections h' et li\ tendant alors à ne laisser subsister 
qu'une erreur du troisième ordre, 011 ne pourrait plus se 
rendre compte de la valeur exacte de cette erreur, en-
core qu'elle soit, d'une façon générale, aussi réduite que 
possible. 

Soit, par exemple, l'équation 

.r3 — 7 x -h 7 = o , 

considérée par Lagrange, on a, pour a = — 3, 

/ = ï , y = / " = - ,8, 

et les valeurs A — — 6, X, = — 7 rendent respective-
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ment négative et positive l'expression ' k f ' — z m f . 
Donc 

h h ~ ° 
^ 7 

h { = — 743 = — 0,048951, 

// — h\ = 0 , 0 0 0 1 7 1 , = — 0 , 0 4 8 8 6 5 ; 

ainsi l 'erreur de de et a fortiori de h 1 n'at-
teint pas 0,00017; la valeur exacte à six décimales de la 
racine cherchée étant 

— 3,048917, 

les erreurs véritables sont, pour /i', 

— 0,000137. pour h\ , 
-¡- o,oooo34< 

r. /¿'"h Il\ enhn ,pour -—-— ? 

— 0 , 0 0 0 0 4 8 . 

Pour la correction newtonienne Ji = = — o,o5, 
'20 7 

elle est de 
0 , 0 0 1 0 8 2 . 

Pour obtenir une deuxième approximation, on fera 
a = — 0,0489 dans la transformée en — 3 + . r , c'est-
à-dire dans 

F(x) = — 10x -h 1. 
On a alors 

F = o,ooo36'2i8, 
F' = 20,88737 ; 

quant à la valeur de )., on peut évidemment prendre, 



comme ci-dessus, A = 
( i : 6 ) 

— 7. Il vient donc 

0,00253 )•?.() _ (L —— _L_ = — O,0000173390jb, 
140,21268 

nombre dont toutes les décimales peuvent être considé-
rées comme exactes, de sorte que la valeur de la racine 
est 

— 3,048917339>38. 

On peut évidemment donner une infinité d'expres-
sions du terme de correction à joindre à une valeur ap-
prochée d'une racine d'une équation numérique, expres-
sions se rattachant à celles de Newton et en résultant 
par l'application de sa méthode à une transformée 
quelconque de la proposée, ou par une altération directe 
infiniment petite des deux termes de la correction new-
tonienne. Comme vraisemblablement aucune de ces 
expressions ne présente, au même degré que celle qui 
vient d'être établie, le caractère de simplicité et de 
commodité désirables en cette matière, j 'en examinerai 
une seulement. 

Si l'on pose 

<f>(£P) = (_I )nf{y/x)f(— Jx), 

(I>(.r )=: o est la transformée aux carrés des racines de 
l'équation f ( x ) = o, et, par suite, a étant une valeur 
approchée d'une racine de celle-ci, b = a 2 , est une va-
leur approchée d'une racine de <Ê( . r )=o . Appliquant 

à cette valeur b la correction newtonienne Â —. — ^JAi , fl> ( b ) 
on en déduit réciproquement une nouvelle valeur ap-
prochée de la racine d e / ( , r ) . savoir 

sjb-^ k = y/ b -f-
2 y/h 
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aux termes près du second ordre. Du reste, en différen-
tiant l'égalité qui définit ®(x), on en tire celle-ci 

'}, \J x 

et, par division, 

*,(£) = 2 / i 

Il vient donc, pour x = b = a- , 

, *(b) f( a ) f{— a ) — /' r- = 0.a ^ : c]>'(6} ' /(— a ) f \ a ) — j \ a]/'\— a ) 

de sorte que la nouvelle valeur approchée de la racine 
de / ( . r ) , c'est-à-dire 

il k k 
\f b -4 — a H . 

•?.s/b >a 

peut s écrire 

h' ayant la valeur 
a -+- h', 

f i a) fi— a ) 

qu'on peut écrire encore 

f i a ) 

~ /.«»-/««> 
Ici, comme précédemment, si l 'on fait un change-

ment d'origine, les valeurs de f{a) et d vf (a) ne se-
ront pas altérées, tandis que celles de / ( — a ) et de 
/ ' ( — a ) changeront avec l'origine. L'expression de h' 
peut donc être écrite d'une façon générale sous la forme 

f i a ) 

Ann.de Mathérnat., 3eséric, I. XI. (Mai 1892.) 



( ' " 8 ) 
où ; a une valeur quelconque. Si l'on considère que 
•¿il! peut prendre, pour m valeurs de \ une valeur ( — ^ 

assignée d'avance, on retombe purement et simplement 
sur la forme déjà considérée. Et si l'on se propose d'uti-
liser la forme spéciale sous laquelle s'est présentée ici 

le paramètre indéterminé ( y ) ' 011 trouve que la ques-

tion se complique sans aucune compensation du côté de 

la précision, car la variation de ) est généralement 

très grande par rapport à celle de ç. 
Il y a donc lieu de se borner à l'expression 

/, . . l-flSLl . 
À j '{ a ) - m J i a ) 

où l'on prendra successivement pour ml~ 1 les deux 
nombres entiers consécutifs entre lesquels tombe la ra-
cine de l'équation 

1 m 

O11 aura alors l'avantage d'avoir un ternie de correction 
sensiblement aussi simple que celui de Newton, et dont 
l 'erreur, réduite autant qu'il est possible, 11'exige point 
pour être estimée l'emploi simultané de la méthode 
des parties proportionnelles. 

ERRATA AUX TARLES DE LOGARITHMES DE SCIIRON. 

Page 172, ligne 12 ( log 93117), au lieu de 0290, lisez „ 0290. 
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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE ( > ) ; 
PAR M. MOLENBROCH. 

Démonstration géométrique ( / ig . 4 ). — Soient A'B'C 
le triangle orthoeentrique de ABC, K le point de Le-
moine. Si aby be sont parallèles à AB' , 13'C', il faut 

Fig. 

d'abord démontrer que la droite joignant les points a et 
c est parallèle h A 'C . Les points d'intersection des cotés 
des triangles abc, ABC sont désignés, comme dans la 
Jig. i , par eu, a3, ¡3,, y , , y2. 

Les perpendiculaires abaissées du point b sur BC, 
AB sont proportionnelles à a, c. Les angles b y, A, 

(*) Voir même Tome, p. ini. 



( '8o ) 
b a:5 C étant les suppléments de C, A, on aura 

Yi b : b — -—7 : ~ r" 1 4 s inC s m A 

V| b — a:l b. 
par conséquent 

Or, comme 
= = < n, 

on aura 
MV 

On peut en conclure 
T,a,[|AC. 

Si a, ¡3, y sont les milieux de B C\ C'A', A'IV, on 
aura 

¡3* || A'B'||<7.6 et 

par conséquent 
Ka Kb K c , , 
Kst ~ Kj$ ~ Kv rt'''|î<T" ' 

En outre, a2[i, est parallèle à AB.En prolongeant y, a; i, 
ou ¡3, ou obtient un parallélogramme Ay, LJ3{ dont ¡3, y, 
est une diagonale. Puisque ^ y ^ B ' C et puisque AK 
divise la droite B'C en deux parties égales, il s'ensuit 
que AK passera par le milieu de ¡3{ y, , c'est-à-dire que AK 
est la seconde diagonale du parallélogramme A y4 L ¡3,. 
AK devra donc passer par L. Les trois droites y , a 3 , 
oĉ  ¡3,, ¡33yo prolongées seront ainsi les côtés d'un triangle 
liomologique à ABC, K étant le centre d'homologie. 
Selon le théorème de M. Lemoine, il faut que ces trois 
droites rencontrent les côtés du triangle ABC en six 
points concycliques. 

'fi = ——- 'fs — -—, — —--- , ce qui veut 

dire (pie les directions A, p, v sont les bissectrices des 
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angles extérieurs du triangle ABC. Ou trouve alors 

cos : cos- - : cos - — "» 2 •> Jt 
I . 1 . 1 

a(s — a ) ' b(s — b) ' c( s — c) 

Le centre d'homologie coïncide donc avec le point de 
concours des trois droites joignant les soin mets du 
triangle ABC aux points de contact des côtés opposés du 
triangle avec le cercle inscrit. D'où ce théorème : 

Si l'on trace un triangle abc homologique au 
triangle donné ABC, le point de concours des trois 
droites joignant les sommets A, B, C aux points oit 
les côtés BC, CA, AB touchent le cercle inscrit étant 
le centre d'homologie et les côtés de abc étant pa-
rallèles aux bissectrices des angles extérieurs de ABC, 
les six points d'intersection des côtés non homologues 
des deux triangles seront concycliques. 

Démonstration géométrique (Jig. i>). — Soient A', 
B', C les points de contact sur les droites BC, CA, AB 
mentionnées dans l'énoncé de la proposition, O le centre 
d'homologie, c'est-à-dire le point de concours des droites 
AA', BB', C C ; soient ¡3y, va, a ¡3 les bissectrices des 
angles extérieurs du triangle ABC. Nous voulons dé-
montrer d'abord que, ca, ab étant parallèles à ya, a|3, 
bc doit être parallèle à ¡3y. 

Traçons C'A', A'IV, B'C' et joignons A, B, C au 
centre I du cercle inscrit au triangle ABC. On aura, 
comme ca JLBI et CA'J.131, ca\\C A'. De niêinea£|j A'B', 
d'où il suit 

Oc O a _ Ob 
OC' " ÔA OB' ' 

c'est-à-dire 
rb il CIr . 

I l l 
y\ ' 72 ' y3 ~ 

yi '-y? '-y3 = 
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Puisque BI, Ai sont perpendiculaires à y 2 a 2 , ¡V^ 

aux milieux de ces droites, il faudra que le point 1 soit 

Fig. 5. 

le centre du cercle passant par les six points a2 , a3 , ¡â3, 
y m y->» Il reste à démontrer que ly , — Iy2 ou bien, 

comme 1C'±AB, y, C = y< C . 
Soit U le point d'intersection de CC' avec le cercle 

inscrit. On aura 

< Ï 2 e C = < U C A' et < c y 2 C < = Y .C 'A ' = < A ' U C , 

c'est-à-dire 
Aey ¡ (7 - A C'A ' U, 

d'où il suit 

Y 2 C : c C = A ' u : A ' C , 

De même or) aura 

AC/V lc cr. A C B' I r , 
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d'où 

71C : c C ' = B ' U : B'C. 

Enfin, connue les triangles A'UC, B'UC sont sem-
blables à A'C'C, B'C'C, on obtient 

A'U : A'C = A'C : CC = B'C : CC = B U : B'C', 

d'où l'on peut conclure que l'équation — a 
lieu. 

/» „ A B t.— C . . ... 4 f ( — ~ ' 'fa = — — ' = — ? ce qui sigmlie 
que les d i rect ions A, p sont les bissectrices des angles 
A, B et que v est la bissectr ice de l 'angle extér ieur à C 
du t r iangle ABC. O u t rouvera m a i n t e n a n t 

J'i ' J'i '.Vil ~= a ( s — b ) : b ( .v — a ) : — es. 

Le centre d'homologie coïncide donc avec le point de 
concours des droites joignant les sommets du triangle 
aux points de contact des côtés avec le cercle exinscrit au 
côté c du triangle ABC. Ou obtient ainsi un théorème 
analogue au précédent. 

5° cp, = — A, ' ¿ 2 = — B, = — C, c'est-à-dire 
A = y. = v = o. — D'après les formules générales, 
y 2 j j » ne sont pas déterminés. Si l'on retourne aux 
formules (20) 011 trouve 

C(7;> — b(/-i — — •> ad% — edi — — , bd\ — ad* — ~ •» 
J'--; y 1 y-i 

valeurs qui satisfont toutefois à la condition (29). il en 
résulte la relation 

1 r J 
h y -H = O, aj'i br2 cj's 

qui prouve que le centre d'homologie doit appartenir à 
la conique polaire du centre de gravité du triangle ABC 
par rapport à ce triangle. Tout point de cette conique 
pourra servir de centre d'homologie. 
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Nous voulons encore examiner quelques hypothèses 

plus générales et d'abord traiter le cas où les directions 
A, jji, v sont concourantes, c'est-à-dire où les équations 
(a3) et (-¿4) s o n t satisfaites. 

Le premier mode de résolution des équations (20) 
et (29) ne peut pas servir maintenant; le second sub-
siste, excepté dans le cas où une des quantités X2, a 2 , 
v2 est égale à l 'unité. Si nous excluons cette dernière 
supposition nous aurons les relations (23 ), (24) et (36), 
savoir 

I -f- A JJLV = (), 
( ) p{ — vp± -f- VA/?3 = O, 

a ( a — jjlv ) -h b ( ;jl iX ) -4- c ( v — X \x j = o, 

auxquelles se joint encore, d'après (4°)5 cette nouvelle 
formule 

( 5 l ) Pz — Xy?2 -4- vX/?3 = o. 

Appelons S le point de concours des directions A, v 
et soient x{), x3 les coordonnées de ce point S. On 
aura 

Ces coordonnées satisferont aux trois équations 

( >5) ax, (x'I -+- xl ) -i- bx2(x\ -+- cx:i{x\ -+- x\ ) o , 
^ ) Pi <r2#3 -r-Pi^^i -^Ps^iJ'-i = o , 

f p 1 xt -f- p2 " + " ^ 3 = O. 

D'après l'équation (55) le lieu du point S est une 
courbe du troisième degré passant par les sommets du 
triangle. 

E11 éliminant entre (55) et ( 5 6 ) x { , x 3 , 011 ob-
tient le lieu du point \ ¡>.2 : p:). Des équations (56) 
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on déduit facilement 

— PZ — PÏ — P t ^ j / ï 1 

J'I 2 p j p.2 ' 

si pour abréger on a posé 

V = p\-\-jA H- p\ — ->.p\p\ — '2plp\ — '->-p'\pl. 

Par conséquent 

X x
 = P * — f ^ — P I — v / p

 ( > t f i = — 
'>P\Pl X-2 P\Pï 

Remarquons encore que l'équation (55) peut être 
mise sous la forme 

2 \ , / Xx \ ¡X 1 x.y \ a { h - + Ô - + - + C - + = o. x : i X-2 j \ Xy X:} j X2 

On voit immédiatement que l'équation du lieu du 
point P sera 

( 5 7 ) | ~ P'\) hP^P\ + / ' î —Pi) 
( H-/>!—/>*) = o. 

c'est-à-dire une courbe du troisième degré. En portant 
dans cette équation les valeurs de p^ p2, p$ données 
par (3i ) , on trouvera aussi le lieu du centre d'homolo-
gie O. C'est une courbe du sixième degré dont l'équa-
tion est assez compliquée. 

La construction générale peut servir à trouver le 
centre d'bomologie, les directions p, v étant don-
nées. Les équations (53) et (54) nous permettent d'arri-
ver à une autre construction et de résoudre en même 
temps le problème de déterminer X, p, v en regardant 
y ^ J ' i i y a comme données. 

Remarquons d'abord que, d'après ce qui précède, il 
est toujours possible de construire le point O ou j h 

y3, connaissant le point P ou p{, p2) p3 vl iuversement. 
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Les équations (56) montrent que ie point S est un 

des points d'intersection de la conique polaire du point P 
par rapport au triangle ABC et de la droite polaire du 
point F conjugué isogonal de P. La droite polaire d'un 
point s'obtient par une construction assez connue. Afin 
de construire la conique polaire de P, il suffira de re-
marquer qu'elle passe parles sommets du triangle ABC 
et que les équations des tangentes en ces points sont 

PiX-i -Hp:ix, — o, p-ixl -T-p\X:i — <>, pi x2 -r~ f>1x{ = o. 

Or, comme l'équation de la polaire du point P est 

.0 X î o 
/>! ' P-2 Pi ~ <K 

il suit que ces tangentes sont les droites joignant les 
sommets A, B, C aux points d'intersection de la droite 
polaire de P avec les côtés du triangle ABC. 

A chaque centre d'homologie il ne correspond, par 
conséquent, que deux systèmes de valeurs de A, p, v. 

Si, au contraire, A, p, v ou le point S ( x , , .r2, ) sont 
donnés, le point P dont les coordonnées sont propor-
tionnelles à /;2, /;3 se trouve facilement de la ma-
nière suivante. D'après (56) ce point P est le point 
d'intersection des droites polaires par rapport au triangle 
ABC des deux points 

Xi : x.> ; x3 ou b et — : — • — 
Xi X-2 x3 

Le second point est le conjugué isogonal du point S 
par rapport au triangle ABC. 

11 ne nous reste à considérer que le cas où les deux 
équations 

i -r- x'j.v — o, à — ±-_ [ 

où 
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sont satisfaites à la fois, puisque alors nous ne pouvons 
nous servir d'aucune des méthodes exposées antérieure-
ment pour résoudre le système d'équations (20) et (29). 

Si, dans ce cas, nous retournons à ces équations, 011 
a, au lieu de la relation (37) et de la première des équa-
tions (20), 

ad-ï — cd{ H—— — ( bd\ — ad, a~ Ì ? 
y 3 : \ " y 2} 

adi — cc/i — — — :n ( bd\ — ad» — )> 
.Y 1 ' \ " y 1/ 

d'où, en retranchant, 
a c . ( a b \ . 

( ) 011 p- = p3' y 3 y 1 \ y 2 j 1 / 

Du système d'équations (38) les valeurs de ad% — cd{, 
bd\ — ad2 contenant la quantité X disparaissent} du 
système (3g), la première équation seulement perd sa 
vigueur, tandis que la première équation du système (/¡o) 
continue à subsister, d'où l'on déduit facilement 

P\ 

c'est-à-dire 

px — o ou p'2 = 1. 

Supposons d'abord 

( 5 9 ) />i = o. 

Des équations (38), (39), on pourra encore déduire 

v2—• 1 1 y 2 ! ri y*. I 
ca . ., (a — c\x)(]>\ — [J.p-.i a'2 ----- 1 

,u2 ••! [' 1 Jz J-J y-1 .Vi-I 
ab ., .. \ ^ ( b — tf V)(/?2-- )• 

V2 1 
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En ayant égard à l'équation (59) et cil remplaçant u-

par zp - ? ces dernières équations se réduisent à 

(60) —' h — = ( « v ± c ) / ) , . ayY cy3 

Les relations (58), (59) nous permettent de détermi-
11er y t , y*, yr

3. La formule (60) nous fera connaître 
ensuite la valeur de y. On trouve 

av\ by* cy3 
c =p b ~~ c =p h ~~ v — 6 

et 
: '). a 

V2 - v — 1 --- o. c zp b 

Si l'on prend la quantité — 2 al (c -h b) comme coeffi-
cient de v, le discriminant de l'équation devient négatif. 
On ne trouve ainsi finalement que les valeurs 

ayx by, — cy3 1 / . AN —— - = ^ - j , v = fl±2 y^c sin - ) • c — o c -h o c -t- b b — c \ a / 

Le centre d'homologie et le point S 11e sont donc pas 
des points remarquables du triangle. Voici une con-
struction du centre d'homologie : 

Par le point À traçons une parallèle P Q à BC. Pre-
nons sur AC un segment AE = AB. Si la bissectrice de 
l'angle A coupe BE en G, par ce point menons une 
droite GF parallèle à BC qui coupe le côté AC en F . La 
droite BF rencontre PQ en O. 

Supposons ensuite u.2 = 1. O11 pourra maintenant 
distinguer les deux cas : 

i° a — — a - - v = 1. D'après ce qui précède, 011 ar-
rivera facilement aux relations 

P - ~= P $ " P'\=—P 1» Pi —Pi, 

qui ne sont satisfaites à la fois que par /?, — p > ~- p* — o, 
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c'est-à-dire par des valeurs infiniment grandes de j) , , 
y .r3-

•2° A = p. = v = — i. On arrivera encore au même ré-
sultat. 

Examinons enfin les centres des cercles passant par 
les six points d'intersection des côtés non homologues 
des triangles abc, ABC et retournons, à cet effet, aux 
formules générales. 

Comme la polaire du centre de la conique, par rapport 
à cette courbe, est la droite à l 'infini (18), on trouve 
immédiatement, en désignant les coordonnées du centre 
par X\, x2, que ces quautités satisfont aux équations 

( ( H ) g d, ( G -t- K ) ( d, -4- _ L ) _ £: 
" 7 - 2 / y\_ 

G d-i 4-(C + R) I d:i -+- _L\_£i 
M y-J yi 

De la première de ces formules, on conclut facilement 
la suivante 

(62) 
-H R ( b dx — a d2-{-

bj\ ax-i b a \ _ bxi 
~y~i~~~7i)~~ 'yi yI 

(03) 

Remplaçons dans cette équation R et bdt — ad2 par 
leurs valeurs données par les équations (i 2), ( 21). O11 
arrive ainsi à l 'équation (63) 

y 1 \y 1 y») y i / J 

\ v, y j \y* y?' \y> yJ\ 

y 2 TV \y 3 7 i / J 

L J i 
.r2 

73 "Ti 
a A'JLV h >JL 

y-2 
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En appliquant les équations (3 i ) , 011 trouve 

— abc [il — À ¡XV )[)•;• '>. •!/> ! -f- -X uv p2 ] 
= abc [ — ;JLP1 -4- PVp.> — ;JL( p ! — Vp2 -4- VÀp:i ) |, 

a ! c b \ / a , c \ h A ÎJLV — -r- |JL ( i — pv ! 
1 1 7-2 \y\ yJ \y* y 1/ 

— | apï — bp2 — cp3 4- A uv (a/>! — bp, -i- r/Aj ) -h p r/; ! — -x pv c/VJ 

ab - — ( api -i- bp2 -4- cp:i )-+• apv — bp, À pv -4- p cpi — pv cp 

ab [— — pr> 4- p-ivl )-+- b\{p-i— p/>i pv/>2)|. 
Le dernier résultat a été obtenu à l'aide de la for-

mule (33). La substitution de ces valeurs dans l 'équa-
tion . (63) , en ayant égard aux équations (34) , réduit 
celle-là à la suivante 

c i x., , a — b'j ./'•! / Au — —v —- -i- A — — ( v — A u)U 
i 1 yi y-i c y s 
I Do même ( G4) / b — r. A T\ X, . J j 

• UV - - — A — =( A — -JIV >C, 1 T.V ' 1
 ' a y, y2 y:i 

X{ C a p X, . X 
yi ^ ' b y* ^ 'v y 

V T !— _1 v)v = ( -JL - VA ) C. 
K2 J:Î 

La multiplication de ces équations par c, <7, Z> et l 'addi-
tion des produits fournit une identité. Des deux pre-
mières, on peut tirer les rapports 

i xi : x2 : ./-s = 

( 6 5 ) ' 

a p •— r — b pv 1 — I — V2 

p bry.2y:s p b r > V r v :i , 
f b v — r/ — r vÀ i — v2 

h- d3 
1-X2-

\ ^ « J V ' l v cys 
h- d3 * ay\. 

^c A—/> — a au d2 
I — A 2 i — p'2 

\ A ab y x y2 
d2 À a j ! p b y o 

Dans ces valeurs, on pourra substituer les quantités 
d{,d2,dz données par (4^), d'où l'on voit que les coor-
données x { . .r3 sont proportionnelles à des fonctions 
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linéaires de la variable u. Ou peut donc énoncer le 
théorème suivant : 

Tous les cercles correspondant ci un seul système de 
directions A, ¡J., V ont leurs centres en ligne droite. 

L'équation de cette droite, que nous appellerons, 
dans ce qui suit, simplement la droite des centresy 

s'obtient en éliminant u entre les valeurs de r2 , j 3 

mentionnées ci-dessus. D'une manière plus simple, on 
parvient au même résultat en éliminant la quantité C 
entre les équations (6*4) : 

Multiplions la seconde équation par m — vA, la troi-
sième par A— av et retranchons le second produit du 
premier. On trouvera 

I — À 2 ï — 'JL̂  1 — V2 

(60) X{ . --• -h .7*0 ---,--- 37 3 = <>, La y I " [J. h v> v^'1'3 

ou, d'après (4^), 

j 1 — | J L — rt)-h x,( I — JJL2)( r À + I/V ~ h ) 

* ' \ x:l ( I — V*2 ) ( a ;JL -+- /> A —- r ) - <> : 

enfin, en introduisant les angles 

( sin ( A 4- a<pi )-h .r2 sin ( B -+- -i o2 ) 
^ ' | -h ./•;} sin ( G h- ). o j ) — o. 

L'équation (67) est satisfaite par les valeurs 

!JL2_V2 V'2_ X'2 
Xi : x2 : x3 /> v -+- c ¡j. — a ' <" A -f- a v — /; ' a ¡jl -+- À - <• 
^ : .r.) : .r;! — pi : p-, : />3 = ( À -+- av ) : (' >J. -+- va ) : ( v À u ), 

l r b( 1— v2) c(l— uM 
I/ IJL -T- ¿/ A — c 

a(i — v=) 1 f c( i — A2 ) __ flr-( 1 — v- ) 
* rÀ -r-av — 6 [_ a, ¡J. -+- b À — r b v -t- c ¡J. - a 

« T1 — «x2 ') 6(1 — À2 ) 
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dont les dernières désignent le point à l'infini de la 
droite des centres. Chaque point de cette droite peut 
donc être représenté par 

/ xi : x2 : 
c( \ — p- ) 

(C9) 

l) V -T- c, JJL — a 
î 

r À -T- a v — b 

a JL -t- 0*/. — < 

/¿(p2— v2 )-+-

/¿(V2 —X2)H-

/¿(A2 — p2)-h 

b(i - X-2 ) 
CÀ - + -a v — 

-XV) 
a p -+-¿X - c 

— p- ) 

—v2) 
h V --I- C JJL — a 

/){] — !-) 
b v o u — a c A —; - a v — /; 

où A est une variable quelconque. 
Il en résulte que la droite des centres ne dégénérera 

en un seul point, que si l 'on a : 
i0 

X2 — j j l 2 — 

c'est-à-dire 

A — IJL — v — i ou X = p = — v = — i. 

si nous excluons les valeurs 
À = ;JL — V. 

Nous arrivons ainsi à des cas précédemment consi-
dérés . 

11 — V2 ) ( b v -f- c a — a ) _ ( i — p2 ) ( c A -f- a v — b ) ( r — v'2 ) (a p -4- ¿> X — c ) 
a b ~ c 

où, en introduisant 

sin (A H- 2 'f t) : sin ( B -h '2 <p2 ) : sin ( ( 1 -t- x ) 
= sinA : sinB : sinG. 

Les solutions de ces équations sont 

2 m j -i- [ 
OU CD, = A J TT A, 
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où ///4, m2, . . . , k2, . . . sont entiers. Ce n'est que 
le premier cas que nous poursuivons. On trouve que le 
centre d'homologie coïncide alors avec rorthocentre du 
triangle ABC, et les sommets du triangle abc seront à 
l ' infini. 

A la supposition que nous venons de faire il ne cor-
respond donc aucun triangle réel. 

3° 
r b(i — v*) _ c(\ — pM 1 
[ c\ -r- a V — h a ;JL -h bk — c J 

T C ( l ~~ —
 a ( l

 —
 y''2) 1 

I a JJL -R- b k — c ¿> V -H C JJL — a J 

T <7(Ï~~!J-2) __ b(i — \*) "I 
| b V c ¡J. — a c k -+- a V — b J 

= vS) : ( v 2 — A2) : a 2 - p 2 ) . 

En transformant l 'une quelconque de ces équations, 
on obtiendra 

. a(>x2— v2) | 6(v2 — A2) r(/2 as ) 
7 ¿ v - c u — a ' r A — <r/ v — r/ p -h ¿> À — c 

Les coordonnées du centre de la série des cercles cor-
respondant à un système de valeurs de A, a , v seraient, 
d'après (69), 

U.2—V2 v2— A2 A2 — -JL2 
.rj : : .r3 — -,—L : : > b v h- c u — a r k -+- a v - - /y a u -h 6 A — c 

valeurs qui, d après (70), satisfont à l'équation de la 
droite à l 'infini. Il ne correspond donc aucun cercle 
réel à la supposition que nous venons d'examiner. Le 
résultat de notre examen fournit donc ce théorème : 

Tous les cercles correspondant à un seul système de 
valeurs de X, p , v ne sont concentriques que dans les 
deux cas précités (i°). 

Est-il possible de faire coïncider la droite des centres 
Ann. de Mathémat3e série, t. XI. (Mai 1892.) 
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avec une droite 
(71) UtXi 4- U2X2 -h uzccz = o, 

arbitrairement choisie dans le plan du triangle? D'après 
(60), il suffit que les équations (72) 

! s in( A -f- ) = p ui, 
sin(B 2cp2) = 
sin(G +203) = ,3 u3 

soient satisfaites à la fois-, [3 est une quantité qu'on peut 
déterminer de la manière suivante. D'après (48), on 
aura 

arc sinpîii 4- arc sin{3 u2 4- arc sin ¡3 = ( un 4- i)tc ; 

par conséquent, 

3 ) S = dt sj 2 u\ u\ 4- iu\u\ — 2 u\ u\ — a'\ — u\ — u\ . 2 U{ u2 ^ 3 

D'après (5o), 011 aura encore 

— : — : — — [COS A— COs( A 4- 2V\ )] 
y 1 y% y3 

: [ cos B — cos ( B 4- 2 o2 )] I [ cos G — cos ( C 4- 2 o3 )j 

= U A ± V: ( c o s B d z ' - ' 2 U.2 II3 / \ 2 U\ 

f c o s C - ^ ^ i ) . \ 2 Hi u2 / 

Si l'on peut construire un triangle dont les côtés 
soient proportionnels à U\, u2y u3, et si l 'on désigne par 
U,, U2 , ses angles, on aura 

— : — : — = (côsA ± cosUi) 
yi y2 

: (cos B zb cos U2 ) T ( cos C ± cos U3 ) 

et, d'après (72) et (73), 
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Examinons à quelle condition la droite des centres 

passe par le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. 
Il faut et il suffit, pour cela, que l'équation (63) soit 
satisfaite par 

Xi : x t : x z = cos A : cosB : cosC, 

c'est-à-dire qu'on ait 

s i n 2 ( A -4- cp, ) -4- s i n 2 ( B - f - c p 2 ) -+- s i n 2 ( G - f - ç > 3 ) 

= — ( s i n 2 cpi - f - s i n 2 cpo H— s i n 2 cp3 ) 

ou, après quelques réductions, 

s i n ( A - f - o i ) s i n ( B -+- ©.->) sin(C-j-03^ . !— — :—1 — i OU AfJLV = ï . 
<=incp! sin cp2 sincp3 

Cette équation est, d'après (49), équivalente à la sui-
vante 

A/B ITC (VA _ 
iVC W~A C'B ~ 

laquelle indique que les points d'intersection des direc-
tions X, p, v avec les côtés opposés du triangle ABC sont 
en ligne droite; d'où ce théorème : 

Si les trois directions X, p, v rencontrent les côtés op-
posés du triangle ABC en trois points situés en ligne 
droite, la droite des centres passera par le centre du 
cercle circonscrit. 

Un cas particulier est celui où ces points d'intersec-
tion sont sur la droite à l 'infini. On revient alors au 
théorème connu de M. Lemoine. 

Cherchons de même la condition qui doit être satis-
faite afin que la droite des centres passe par le centre 
du cercle inscrit. Cette condition revient à 

s i n ( A -h 2cpt) -+- s i n ( B -h io2) -+- s i n ( G -h 2<p3) = o, 
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équation exigeant qu'une des relations 

cos ^ -h cp 1 j = o, cos ^ ? -h cp2̂  = o, cos ^ -h — o 

ait lieu. D'où cet énoncé : 

Si une des directions X, p, V divise en deux parties 
égales un des angles extérieurs du triangle, la droite 
des centres passe par le centre du cercle inscrit. 

La droite des centres passera par le point de Lemoine, 
si l 'on a 

sin À sin (A + 2©i) -r- sin B sin (B H- 2cp2) 
-T- sin G sin ( G -f- 2 cp3 ) = o, 

ce qui revient à 

, „ cos( A 4- o, ) cos('B -f- o«,) cos (G -h o 3 ) 
1 ;:> ) — — 1. 

cos cp, c o S Cp 2 coscp3 

Si par A, B, C nous traçons trois droites perpendi-
culaires aux directions A, p, v et rencontrant les côtés 
du triangle sous les angles A2, 1̂ 3, on aura, d'après 

sin (A-t-<10 sin(B-t-^2) sin(C-+-ù3) 
s i n ^ sin sin»J;3 ~~ ' 

d'où ce théorème : 

Si les directions A, p, v sont telles que les perpendi-
culaires menées par A, B, C sur ces directions sont 
concourantes, la droite des centres passe par le point 
de Lemoine du triangle ABC. 

Examinons enfin le lieu des centres en supposant 
que l'équation 

! - h X fJLV — O 

soit satisfaite. A cet effet, retournons à l'équation dé-
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signée par (62) et à une équation analogue renfermant 
cd2 — bdz 

G f'2 (bdi -h ad2) — — —1 
L y\ y* J 

y 1 y 1J y\ yï 

f 2 ( cd2 — bdz ) -h —1 
L y* y 3 j 

c b \ ex* bx3 + R ci /2-èâf3H — = —^ -, 
\ 72 y 3 J y\ y 5 

Dans la dernière remplaçons CÎ/2 — PAR SA valeur 
lirée de la seconde des équations (20). On trouve 

Xz b x 3 t> \ i ^ j
 a b 1 -r- R Wfli — ad» hJJL = ~ IX — 

L y 2 73 J 1 7 

La diiférence de ee résultat et de l'équation (62), en 
remplaçant R par sa valeur donnée par (12), peut être 
mise sous la forme 

b a / c b \ 1 G 1 p , , . . 
lyi y 2 \y* y*l J 
_ b x 1 Y b a / c b \~] .r2 6 .r3 

L j i 7*2 \y* y3 ) J y2 y 1 735 

équation qui, en vertu de la relation (^4) et de ses ana-
logues, se réduit à 

+ SL) G = x* A ^ - f * + ^ - X A 
\73 71/ / 3 / I V73 71/72 7l 

6 . 
73' 

De même, 
(76) 

\y 1 72/ 72 7i 72 \7i 72 /73 

73/ V72 73 /71 7* 

— j 
73 

^ a Xz 
y% ' x72 y% 
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La somme des produits de ces équations p a r — v , 

vX, i respectivement, estuile identité. 
En éliminant C entre les deux premières équations, 

011 obtient, pour la droite des centres, l 'équation 

\ ' 71 L72 \r> y\! r3 \r 1 72 / J 
x<i ( a c \ ( b 

(77) 

y 2 

7 i / 
-- o. 

73 \7i 
c \ [ b a 

i 72 \j3 71} \y 1 72 
I +?±(L + !L\(± 

y3 \7i 72 / \73 71 71, 
D'après l'équation (¿4) s e s analogues, on aura 

73 \7 i 72 / J 
b \ / b 

L72 \73 71 / 

c ^ ¿> 

a c v 
72 73/ \71 72 

b \ f a c , ¿> 
— h- AJJL — 72 73/ \73 7i 73 

et deux autres équations résultant de la précédente par 
une permutation cyclique de),, ¡JL, a, y 2 , y 3 . 

A l'aide de ces formules, l 'équation (77) de la droite 
des centres peut se présenter sous la forme plus symé-
trique 

f — 71 
.to 

y 2 

L72 \73 
b 

L73 \71 

7i « 
\ -u . b À — 73 ( - - i l / ' 
\ 

. b À — 73 
/ '' 

7 2 / . 
6 V -T- u — -h — 

/ 7 i Vr-2 73/ . 
M 
73/ 

—p- v a c M 
73/ r A 73 "^71 

' 7 I \ 7 2 J'3 / ' 7 2 \ 7 3 ' 71 / 

7 3 \ 7l ' J'2 
Cette droite passe par les points 

: >r-i : ~ ^71 : Xj* fe^ : - ^ r r;î 
.r, : ,r2 : ,r3 -= p{ : />., ; 
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de sorte qu elle dégénérera en an seul point, si I o n se 
trouve dans l 'un des cas suivants : 

i° ph-=zp2 = p3= o; aucune valeur finie de y ^ y z , 
j 3 ne correspond à cette hypothèse ; 

2° ayy = \^by2= — p cy3 = o ; cette équation exige 
y* ~~y2 = ce qui reviendrait à une absurdité; 

3° Pi : p2 : p3 = ayK : Xpby 2 : — D'après la 
formule (53), on aurait alors 

ayl -h by2 -H cy3 = o, 

et par suite le point yt, y2, y'3 appartiendrait à la droite 
de l 'infini. 

JNous sommes arrivés ainsi à ce résultat, qu'en sup-
posant les directions X, p, v concourantes, la droite des 
centres ne dégénérera jamais en un seul point. 

Il nous resterait encore à examiner la droite des 
centres dans le cas 

X = i r pv = — i, 

que nous avons déjà considéré. On n'obtient ainsi aucun 
résultat remarquable. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 
PROPOSÉE A l CONCOURS D'AGRÉGATION (ENSEIGNEMENT 
SPÉCIAL) EN 1891; 

PAR M. ROUBAUDI, 
Professeur au lycée de Caen. 

Dans le plan vertical de projection est tracée une 
verticale 1J qui occupe le milieu de l'épure ; autour de 
cette droite tourne un cercle C de rayon c, tangent au 
plan horizontal de projection, situé dans un plan. 

•t 
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parallèle au plan vertical de projection, à une distance 
h en avant de ce plan; de plus le centre de ce cercle 

est à droite du plan vertical de profil mené par I) et à 
une distance a de ce plan. 

i° Mettre cette surf ace en projection ; 
i° Prouver que par chaque point M de cette surface 

il passe deux cercles C, tracés sur elle, dont les 
plans sont verticaux. En conclure que toute sphère 
menée par un cercle générateur C est tangente en deux 
points () la surface ; 

3° Prouver que sur chaque cercle générateur C il 
existe un couple de points réels P, P' situés sur une 
même verticale, et qui sont tels que le plan tangent en 
chacun d'eux à la surface va passer au centre de la 
surface. En conclure que les plans tangents réels 
issus de ce centre ci la surface enveloppent un cône de 
révolution; 

4° On demande de construire Vintersection de la 
surface avec l'un des plans tangents à ce cône, perpen-
diculaire au plan vertical de projection. Rabattre 
cette intersection sur un plan horizontal. 

Données en centimètres : 

a — ), - 6, r — 3 . 
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Une rédaction détaillée doit accompagner Vépure ; 

situé dans le premier dièdre, à droite du plan de profil de 
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l'axe. Les points (a,a'), ( M ' ) de la génératrice, qui sont 
le plus rapproché et le plus éloigné de Taxe, décrivent les 
parallèles de rayon minimum et maximum et formant par 
suite le contour apparent horizontal de la surface. Le 
point le plus haut (c, d ) et le point le plus bas (c, c") 
décrivent les parallèles supérieur et inférieur, qui font 
partie du contour apparent vertical. Ces quatre pa-
rallèles fournissent les points de la méridienne pour 
lesquels la tangente est parallèle ou perpendiculaire à 
l'axe. Cette courbe n'oiire pas d'autres points remar-
quables réels ; elle est symétrique par rapport à la droite 
o y, trace verticale du plan horizontal mené par le 
centre du cercle générateur. Le point de rencontre 
(0,0') de ce plan avec l'axe est le centre de la surface. 

On obtient 1111 point quelconque M' de la méridienne 
en amenant, par une rotation autour de l 'axe, un point 
quelconque (771,111!) de la circonférence génératrice dans 
le plan vertical de projection. Pour obtenir la tangente 
en ce point, nous remarquons que le plan de bout m y 
est le plan normal en (m, m') à la génératrice, et par 
suite que son point de rencontre (o,zf) avec l 'axe est 
le sommet du cône des normales relatif au parallèle du 
point ( m , n i ) : z'M' est donc la normale à la méri-
dienne; 011 en déduit la tangente pM' . Le point (/>,//') 
du cercle qui est diamétralement opposé à (m, m') fournit 
le point R" en lequel la normale passe encore par z'. 

O11 voit d'après cela que la circonférence génératrice 
en projection verticale et la demi-méridienne de la 
surface engendrée se correspondent point par point de 
manière que deux points homologues m' et M' sont sur 
une même perpendiculaire à l'axe, et que les normales 
en ces points se coupent sur cet axe. En d'autres ternies, 
ces deux courbes ont même sous-normale relativement 
«à Taxe. 
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De là résulte le moyen de mener d'un point quel-

conque z' de l'axe une normale à la méridienne. 
Le plan mené par Taxe perpendiculairement au 

plan vertical ab du cercle générateur coupe ce dernier 
plan suivant la verticale (d, oo') : le symétrique du 
cercle générateur par rapport à cette verticale est 
situé sur la surface. Lorsque le cercle (c, y) décrit la 
surface, son plan enveloppe un cylindre vertical S ayant 
pour directrice dans le plan horizontal le cercle de centre 
o et du rayon od = b. Donc tout plan tangent à ce cy-
lindre coupe la surface suivant deux cercles et est par 
suite bi tangent aux points de rencontre de ces cercles; 
les points de contact sont réels ou imaginaires suivant 
que la projection verticale du cercle générateur ren-
contre ou ne rencontre pas l'axe. 

On en conclut que le cylindre 2 est doublement cir-
conscrit à la surface; les parallèles de contact sont de 
part et d'autre du plan horizontal de symétr ie o y, à la 
distance commune y/c-— a 2 . 

Par un point quelconque m de la surface 011 peut 
mener au cylindre 2 deux plans tangents; chacun d'eux 
coupe la surface suivant deux cercles ; deux de ces quatre 
cercles passent évidemment par le point M. 

Considérons maintenant une sphère passant par un 
cercle générateur C; le symétrique Ci du cercle C par-
rapport au plan méridien du centre de la sphère est 
situé à la fois sur la surface et sur la sphère. Donc celle-ci 
est tangente à la surface aux deux points de rencontre 
des cercles C et Cj ; les deux points de contact sont situés 
sur une menu; verticale; ils sont réels ou imaginaires 
selon que la distance du centre de Ja sphère au centre 

du cercle C est inférieure ou supérieure à ——— L a —•• c 
3° Cherchons la trace du plan tangent à la surface au 
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point ( m, m') du cercle générateur, sur le plan horizontal 
de symétrie o'y : c'est la perpendiculaire /¿o> abaissée 
de la trace de la tangente au cercle sur le rayon om. 
Le plan tangent au point (m, m") a aussi pour trace «w. 
11 faut chercher la position delà corde verticale(m, m W ) 
pour laquelle n (o passe par le point o. A cet eifet, il 
suffit de remarquer que, les quatre points m, n, a , b 
formant une division harmonique, le faisceau des quatre 
droites corn, co/z, tûb est harmonique, et comme les 
deux rayons wm, con sont rectangulaires, ils sont les 
bissectrices des angles supplémentaires formés par les 
deux autres. Nous obtiendrons donc la corde cherchée, 

en menant la bissectrice op de ao6, ce qui fournit le 
couple de points toujours réels (p,pf)9 {p->p")-> e n chacun 
desquels le plan tangent passe par le centre (0 ,0 ' ) de la 
surface. Les points (p ,p ' ) , (/>,//') fournissent les points 
P ; et Pr/ de la méridienne pour lesquels les tangentes 
passent par le centre. Ces tangentes o 'P \ o'W forment 
la méridienne d'un cône de révolution doublement cir-
conscrit à la surface le long des parallèles des points 
(P>P')i (P->P")• cône est évidemment l'enveloppe des 
plans tangents réels à la surface issus du centre. 

Nous allons montrer maintenant que la surface admet 
un parallèle double à Tiníini. Pour que deux points 
A et B de la génératrice décrivent le même parallèle, il 
faut et il suffit que ces deux points soient dans un même 
plan horizontal, à égales distances de l 'axe; autrement, 
que le pied de la perpendiculaire commune à l'axe et à 
la droite AB tombe au milieu de la corde AB. Or, le lieu 
des milieux des cordes horizontales du cercle générateur 
est le diamètre vertical de ce cercle, et le lieu des pieds 
des perpendiculaires communes à l'axe et à ces cordes 
est la verticale du point d. Ces deux lignes droites parai-
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Jèles se rencontrent en un point à l'intini qui décrit un 
parallèle double de la surface. 

Le cône qui a pour base ce parallèle et pour sommet 
le centre de la surface est un cône asymptote double. 
Ainsi les plans tangents à la surface issus du centre 
enveloppent deux cônes : un cône simple réel K et un 
cône asymptote double imaginaire. 

4° Tout plan tangent au cône réel R est bitangent à 
la surface aux points où la génératrice de contact ren-
contre les parallèles de contact du cône et de la surface : 
ces points sont des points doubles de la section. Celle-ci 
admet en outre deux points doubles à l'infini, qui sont 
les points de rencontre du plan sécant avec le parallèle 
double. Or toute surface de révolution engendrée par 
une conique est du quatrième ordre, à moins que l'inter-
section du plan de la conique avec le plan méridien, qui 
lui est perpendiculaire, ne soit un axe de celte conique, 
ce qui n'a pas lieu ici. La section est donc du quatrième 
ordre et comme elle présente quatre points doubles, elle 
se décompose en deux coniques, lesquelles, passant par 
les points cycliques, sont des cercles. Ainsi la section 
demandée se compose de deux cercles égaux. 

En prenant comme plan sécant le plan de bout o'P' 
et eu désignant par u et v les longueurs oa et oZ>, on 
reconnaît très aisément que les centres (z,o'), (/, o') des 
cercles sont à égales distances du centre de la surface, 
sur la perpendiculaire menée de ce cen tre au plan méri-
dien perpendiculaire au plan sécant, savoir 

c — u 

01 = oj = —-—? 

et que la longueur commune des rayons est r -f- u 
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En projection horizontale on a deux ellipses dont on 
obtient facilement les axes. Le pied o de l'axe n'est pas 
un foyer commun de ces ellipses, car c'est là une pro-
priété caractéristique du tore à méridienne circulaire. 

Avec les données, tous les points de la surface sont 
extérieurs au cylindre S et au cône K doublement cir-
conscrits. On en conclut que par chaque point L \ 1 de la 
surface il passe cinq cercles réels, savoir : le parallèle, 
deux des quatre cercles donnés par les plans tangents au 
cylindre S menés par M, deux des quatre cercles donnés 
par les plans tangents au cône K menés par M. 

5° Formons l'équation de la surface en la rapportant 
à un axe (o,ofzr) à son plan de symétrie horizontal o!y. 
Les équations du cercle générateur sont 

( i j y — b: (x-— a)'2 z2— c2 — o 

et l'on a d'ailleurs 

om = od -H dm = 

On obtient donc l'équation de la méridienne en rem-
plaçant dans la seconde des équations x par \Jb-~H x 2 , 
ce qui donne 

(2) + a'2 — b2 — c2)2 = 4 a 2 ( x 2 — 

Eniin l'équation de la surface se déduit de cette der-
nière en y remplaçant x par y/x2-4~j2 , ce qui fournit 

( 3 ) -h y'2 a2 — b2— c2)2 = 4 a2 <>2 - h y 2 — b2). 

On peut tirer de cette équation toutes les propriétés 
que nous avons établies géométriquement. Proposons-
nous seulement de former la section par le plan bitan-
gent de bout o'P'. Désignons par a l'inclinaison de ce 

plan, c'est-à-dire l'angle P V ^ , et par X, Z les coordon-
nées du point P \ On sait que le point P' se déduit du 
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point p situé sur la bissectrice de l'angle aob) on a donc 

2 

op — oa.ob — pa.pb 
ou 

X2 = av — pa.pb. 

.-v pa pb 'ic Ury— == — = ——; on en tire 

7 4 c2 tu pa.pb = 

et par suite 

avec 

(4) 

X2 = uv 

(u + vy-

4 c2 UV 
(u-hv)*' 

[ u = /¿>2-h (a — c)2, 

i c = \/bi2-h(a -h c)'2. 

En appelant x , l'abscisse du point l'équation ( i) 
donne 

7J= c2— (x{ — a)2; 
or on a 

Xt — dp — da -f- pa — a — c H ; u -+- c 
d'où 

(u + c)2 

Des valeurs que nous venons de trouver pour X et Z, 
on tire 

X2-+-Z2 ou 

ainsi la longueur O ' P ' de la tangente à la méridienne 
issue du centre est moyenne proportionnelle entre oa 
et ob. 

Puis, 

( z) .. ou sin a 
y/X2 H- Z" w + p 

Il est aisé maintenant de former l'équation de la 
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section de la surface par le plan debout o P' : il suffit 
de remplacer, dans l 'équation (3), x par x cosa et 3 par 
X sin a, ce qui donne 

( X1 y2 —1— rt2 _ _ C2 )2 = $ a
2 (>2 H- Y2 — b2 — -T2 si il2 a ), 

OU 
+ b2)2— 2 (a2-+- c2)(œ2-hy2—b2) 

—( g2 — c2 )2 ~r~ 4 &>2x2 si n2 Ä O, 
ou 

X<L -^yi—a2— b2— c2)2— 4a2c2—4«2^2sin2a = o. 
En tenant compte de la relation (5) et des relations 

(4), desquelles on déduit 
via*-h b2-h c2) = «2-f- v2 et i6a2c2 = ( a2— c2)2 , 

on peut mettre, après quelques transformations, l 'é-
quation précédente sous la forme 

x'*— 'ix-(uv —y2 ) -4-y'*—y2(u2-~ v'1 > — u2v2 — o, 

d'où l'on tire 

x2 — uv — y 2 r t y ( 11 — c ), 

qu'on peut écrire 
/ U — v\2

 / U - f - v \ 1 
— ) - , 1 • 

équation de l'ensemble de deux cercles ayant pour 

rayon commun — > dont les coordonnées des centres 

, 11 — c sont x = o, y' = zh . 

Ledemi petit axe des ellipses projections horizontales 

de ces cercles est égal à cosa et, par suite, la 

demi-distance focale est égale à " * sin a ou c. Ainsi 
0 2 

la distance focale de ces ellipses est égale au diamètre 
du cercle générateur. 
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CONSTRUCTIONS ET FORMULES RELATIVES AU TRIANGLE; 
PAR M. G.-A. LAISANT, 

Docteur ès Sciences. 

1. J'ai eu l'occasion de signaler déjà les deux pro-
priétés suivantes, à plusieurs reprises ; je me borne à les 
rappeler ici, laissant au lecteur le soin de la vérifica-
tion : 

i° Si l'on porte sur une droite indéfinie OX les trois 
longueurs OA, OB, OC égales aux côtés a , c d'un 
triangle, et si l 'on trace par A, B, C trois droites for-
mant avec OX des angles égaux aux demi-angles 5 , 
^ du triangle, ces trois droites concourent en un point 

M; MP étant la perpendiculaire abaissée de M sur OX, 

on a 

MP = r (rayon du cercle inscrit) ; OP = — ^ — p, 

et, par suite, 
AP = p — a, BP =p — b, CP = /> — c. 

Les longueurs AM, BM, CM représentent les distances 
S«, du centre du cercle inscrit aux trois sommets 
du triangle. L'aire du triangle considéré est double de 
celle du triangle rectangle OPM. 

Si l'on porte de même sur une droite OX trois 
longueurs OA', OB', O C mesurées respectivement par 
les nombres a 2 , è 2 , c2, carrés des côtés du triangle, et si 
l'on trace des droites par A\ B', C , formant avec OX 
des angles respectivement égaux à ceux du triangle, ces 
droites concourent en un point M'5 M'P' étant la per-

Ann. de Mathémat., 3« série, t. XI. (Mai 1892.) l5 
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pen(liculaire sur OX, OP' est mesurée par 

t'f2 —j— l) 2 —i— C2 

P'M' par 2S (S étant l'aire du triangle), A'M', B 'M\ 
C M ' par bc, ca, ab respectivement ; OM' a pour mesure 

/ (i- b- -- c- \ 2 . c,. b*c2 -h c2 <7.2 ou ( ) 

Enfin l'angle M ' O X = w n'est autre que l'angle de 
Brocard, défini par la relation 

cotto = cot A h- c o t B -h co tC . 

2. Toutes ces propriétés sont des conséquences di -
rectes des équipollences 

A i; c 
( i ) a H- oa z2 — b -4- o/, z2 = c -f- ôr s2 = p -4- /•/, 
(?.) a2-4- bc ôa — A2-- ca s1{ = c--f- ab z{: — cj2 -f- S i. 

lesquelles pourraient se décomposer chacune en deux 
séries d'équations ordinaires, si l 'on voulait séparer les 
parties imaginaires et les parties réelles. 

De ces relations, il est possible de déduire aisément 
quelques conséquences intéressantes et dont quelques-
unes n'ont peut-être pas été remarquées, bien qu'au 
fond elles ne soient pas nouvelles. 

En élevant au carré la première formule ( i ) , on a 
A 

a2 + '2aSfl£:2" + oJ B* —p2 — r2 -i- iSiy 

et, par soustraction de la première formule (2 ) qui est 

A 
2aòa£* — (bc — O2) £A h-/?2 — gr2_ r2j 

A A 

S« = (¿>C—5 2 ) e 2 -f- ( p 2 — 2 — /*2 ) £ 2. 

Cette équipollence conduit immédiatement aux trois 
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identités 

be-11 = c a - ZI - ab - - p* - 7« - r* = ^ = 4 R r , 

en écrivant que la partie imaginaire du second membre 
s'annule-, R est le rayon du cercle circonscrit. 

En égalant les parties réelles, on trouve, au con-
traire, 

^ be A 
o a = — cos — , 

p 2 
puis 

„ ca B * ab Cm 
G £ = COS — > 0C = COS — > 

p 2 p i 
ou encore 

4 R r A „ 4 H r B * 4 R r C 
<ju = — — COS — , 0(j ~ — . — cos - , o c = cos — . a -2 b -i c i 

En appelant BÎ C< le triangle formé par les trois 
bissectrices des angles extérieurs du triangle donné, on 

reconnaît que ses côtés sont a{ = 4R c o s • • • • Les for-

mules précédentes peuvent donc s'écrire ainsi : 
a oa b o/, c oc __ 
ai bi Ci 

3. Si l 'on élève à une puissance entière ;zla première 
équipollence (i) , on a, en désignant par i , C,', C,% . . . , 
C;;-1, i , les coefficients du binôme 

A 2 A n A 
a « -T- C i + a « - 2 3« £ * 

= Ci/?"" 1 — C 2 / ? « - 2 7-2 — C l p n ' z / • « ; 

et, en séparant les parties réelles et les parties imagi-
naires, 

atl
 - b C ¿ a « - 1 o a cos ~ -f- C cos A h - o j cos — 

Ci a"--1 sin ^ 4 - G * a « - « 8 j s i n A - » - . . . - h o 2 s i n — 

= Ci p* "J /' — CJ/>"-3/*3 -r- G® 
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plus deux autres formules analogues, dont les seconds 
membres seront identiques, en changeant les lettres a 
en b, puis en c. 

Par exemple, en faisant n = 3, 
A 3 \ 

a3 -4- 3 a2 cos h 3 ao 2 cos A -h o3 cos — — y?3 — 3/>r2. •J> "A 
A 3 A 

3a 2 o a sin - -h 3 a o 2 sin A -f-o3 sin = 3/>2/- — r3 . 

4. En procédant de la même façon au moyen des 
équipollences (2) on trouverait deux séries de relations 
générales que nous n'écrivons pas pour abréger, et dont 
nous nous contentons d'indiquer l'application au cas de 
« = 3 , 

a6 h-3 a 4 6c cos A 4-3 a 2 6 2c 2 cos a A-h 6 3 c 3 cos3 A — qQ— 1 iq-s-, 
3a4 6c sin A -f- 3 a 2 b2 c2 sin 2 A 4- ¿>3c3 sin 3 A = 6q'+ S — 8 S3. 

SUR BIS THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE ; 
PAR M. X. ANTOMARI, 

Professeur au lycée Henri IV. 

Par cinq points donnés9 tels qu'il ny en ait pas 
quatre en ligne droite, on peut faire passer une 
conique et une seule. 

Je prends l 'un des cinq points pour origine des coor-
données et soient (x / , ^ - ) , i= 1, 2, 3, 4 les quatre autres. 
Je considère l'équation 

(1.) 

x j y y x y 
xï *\y\ y'i y 1 
xl yl -r, 
X3 -r3j'3 y \ ** y-i 

xl J'ï x ' , J'i 
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Si cette équation est du second degré, elle représente 

évidemment une conique passant par les cinq points 
donnés. Je vais alors chercher les conditions que doivent 
remplir les cinq points pour que l'équation s'abaisse au 
premier degré. Il faut évidemment pour cela que les 
coefficients de x x y , y2 soient nuls simultanément. 
Or, si l 'on pose 

A = ( r^y, —r^-o) uxrv — ysvi), 
B = (x2y3 — y2x3)(xiyi —yi**), 
G = ( J" 3r , — y:} x , ) ( x.2y,t — y2 .r 4 ) ( 

les trois coefficients sont respectivement 

L ^ A (yiVî-ï-ysy^-t- B (y, y* -h yx yk ) h- G (yKvx yKy,4 ), 
M = A ( x, y*2 -r-y i x2 x3y v h- y3 xw ) 

-- B {xïyk-±-vlxh-±- x.2y3-+-y2x3) 
-4- G i x ! y 3 -r- Ki -4- x2y,. -h y2 xw 

.N = A { Xj X2 -h x3 X.i ) -r- B ( x.2 X3 X, ./\y ) -f- G ( x3 Xl -r- X2 Xk h 

le second, au signe près. 

D'ailleurs, à cause de l'identité 

A-r-B-f-C =o , ' 

les valeurs de L, M, N prennent la forme 
L — A (r2—r3 ) ( y x — r v ) -f- B (yx —y2 ) ('r.v—J» ). 
M = A [( x, — ./'v > (.l'a — .r3 > — O ' i — ( -r2— 

--r- B —x2 )(y>, -ys) -h( j ' i—y2 >(-rv —.'*)!' 
M = A ( x2 — x3 ) {Xi — xw ) -+- B ( xt — x2 ) ( xk— x3 ). 

Si l'on égale ces trois coefficients à zéro, les trois 
équations 

L = o. M = o. N = o 

ainsi obtenues peuvent être vérifiées de deux manières : 
ou bien en prenant A = o, B ~ o; ou bien en prenant 
A et B différents de zéro. 
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Première hypothèse. — Pour que A et B soient nuls 

tous deux, il faut qu'un facteur de A et un facteur de B 
soient nuls. Quels que soient les deux facteurs ainsi 
choisis que l 'on égale à zéro, on voit que, pour avoir 
simultanément A = o et B = o, il faut que trois des 
quatre points (x/, yi) soient en ligne droite avec l'origine. 

Deuxième hypothèse. — Soient i , 2, 3, 4 les quatre 
points (x;, y ; ) . Pour que les trois équations L = o, 
M = o, N ~ o soient vérifiées pour des valeurs de A, B 
non nulles simultanément, il faut que les déterminants 
des trois équations prises deux à deux soient nuls. On 
trouve ainsi les conditions 

y 1 — y4 y 2 — y * _ y 1 — y 2 

j 2 — 

y 1 y 2 — r . i _ . r , — 

. r v X ! — . r 2 

Ces conditions entraînent les suivantes 

— ./\v 
y* —y 
•'2— 

ou bien les suivantes 

.Y\ — ,n _ y:t— y>, 
•ri — .7-3— ./'i 1 

y*—y:\ _ y\ -y -i 
— S'» 

Dans les deux cas, il faut que les quatre points (x/, y7) 
soient en ligne droite. 

Si donc, parmi les cinq points, il n'y en a pas quatre 
en ligne droite, il y a toujours une conique (qui pourra 
être un système de deux droites) passant par les cinq 
points donnés. 

y\ — y 2 ^ 
.r, — ./•, * 

y* —y \. 
— ' 



Remarque. — Si, parmi les cinq points, il y en a 
quatre en ligne droite, on voit aisément que l'équation (i) 
est une identité. Par exemple, supposons que les trois 
points i , 2, 3 soient en ligne droite avec l'origine, nous 
aurons 

•Il 
= = 

y* = X Xi x2 
x3 = X 

: o deviendra 

¿r2 
xy y-2 X y 

x\ \x\ xl X*. 
X'I lx\ \-x\ X.y J.X-2 
xl Ixl A x:Ï lx3 

xï • y'i y* 

Les coefficients de x 2 , xy, r 2 sont nuls par hypo-
thèse. Pour vérifier que le coefficient de x , par exemple, 
est nul, il suffit de développer ce coefficient par rapport 
aux éléments de sa quatrième ligne. 

Le résultat auquel nous sommes conduit est évident 
géométriquement. 

Je dis maintenant que si parmi les cinq points il ri y 
en a pas quatre en ligne droite, il y a une seule 
conique répondant à la question. 

Je suppose, en efïet, qu'il y en ait plusieurs, je 
prends l 'un des cinq points pour origine et j'appelle 

ax- -f- 2 b xv cy'1 -- 2 dx • (>y -

l 'équation de l 'une des coniques cherchées, En expri-
mant qu'elle passe par les autres points (xi, y\), on 
obtient les quatre équations 

( 3 ) ax) h- 2 bxij'i — cvj h- 2 dj'i -r- 2 cy, = o 1 £ — t, 2, 3, 4)-

x, y étant l 'un quelconque des points de S, les équa-
tions (2) et (3) doivent être vérifiées par des valeurs de 
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d. e, non nulles simultanément, ce qui exige 

que l'on ait 

i 
A 
r2 
J. 3 

x\ 

x y y 2 
x\y\ y\ 

x2y, y\ 
xsV3 y! 

y! 

x y 

yi 
x2 Yi 
X3 J'3 

y\ 

Il en résulte que si x et y sont considérés, dans 
eette équation, comme des coordonnées eouranles, cette 
équation représente toutes les coniques passant par les 
cinq points donnés. Mais il est clair que cette équation 
ne peut représenter plusieurs coniques que si elle se 
réduit à une identité; c'est-à-dire, en vertu de la pre-
mière partie de la proposition, que si parmi les cinq 
points il eu a quatre en ligne droite. 

Donc, e te. 

SUR L'INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES, 
DANS LE CAS OU ELLE SE DÉCOMPOSE; 

PAR M . ARTHUR T R E S S E , 

Ancien élève de l'École Normale supérieure. 

Ce travail répond à une question qui figure depuis 
quelques années au programme de l'agrégation de 
Mathématiques. M. Kcenigs a déjà traité le problème 
parmi les leçons qu'il a publiées} sa méthode consiste à 
étudier l'intersection de deux quadriques par rapport 
aux génératrices de l'une d'elles, et il emploie dans ce 
but les coordonnées de Chasles. La méthode suivante, 
tout en usant d'un procédé différent, envisage la ques-



( » .7 ) 
t ionau même point de vue. Elle n'a donc pas le mérite 
d'une grande originalité, et conduit naturellement à 
présenter les résultats dans le même ordre. Elle pourra 
cependant offrir quelque intérêt aux lecteurs des Nou-
velles Annales. 

1. Nous emploierons un mode de représentation 
plane des quadriquers, qui figure dans la Géométrie de 
Clebsch ( 4 ) et qui n'est, au fond, qu'une généralisation 
de l'étude de la sphère à l'aide de la projection stéréo-
graphique. Pour lui donner la portée dont il est suscep-
tible, nous donnerons aux mots points, plans et droitesf 

le sens le plus général qu'on leur donne en Géométrie 
analytique. Nous ne ferons ainsi aucune distinction 
entre le réel et l'imaginaire, et, par conséquent, regar-
derons une quadrique comme ayant toujours des géné-
ratrices rectilignes. 

Soient donc une quadrique S, O un quelconque de ses 
points, 01, OJ,ses deux génératrices,supposées distinctes, 
passant par ce point. 

Soit P un plan arbitraire ne passant pas par O, et 
rencontrant 0 1 et OJ en I et en J. A tout point M de la 
surface, nous ferons correspondre, sur le plan P, le 
point p, intersection de ce plan avec la droite OM, 
c'est-à-dire, sa perspective sur le plan P par rapport au 
point de vue O ; p sera appelé Vimage de M. En géné-
ral, tout point M de la surface a une image bien déter-
minée; et, réciproquement, tout point p du plan P est 
l'image d'un point bien déterminé de S, situé sur la 
droite Ou. Il n'y a d'exception que : i° lorsque M vient 
en O, auquel cas son image est indéterminée sur la 

( 0 Vorlesungen über Geometrie, bearbeitet von Lindemann, 
t. II, ir* partie, p. /|14-



( 2 . 8 ) 
droite IJ ; 2° lorsque p vient soit en I, soit en J, auquel 
cas il correspond à tous les points, soit de la généra-
trice 01, soit de la génératrice OJ. 

A toute courbe C de S correspond une courbe y de P, 
dite son image, et lieu des images de ses points. Nous 
n'étudierons que des courbes C ne passant pas par O ; 
leurs images ne rencontrent donc pas la droite IJ en 
d'autres points que I et J. 

2. Si la courbe C a, en M, une tangente MT, la 
courbe y a aussi, en p, une tangente p9, intersection de P 
avec le plan OMP. 

Si deux courbes C et se coupent en un point M, 
non situé sur l 'une des droites 01, OJ, et ont en ce 
point des tangentes distinctes, leurs images se couperont 
en p et auront aussi en p deux tangentes distinctes. Si 
deux courbes C et deviennent tangentes en M, leurs 
images y et y{ deviennent tangentes en p-, plus généra-
lement, si C et Ci ont n points communs, confondus 
en M, c'est-à-dire, si n points distincts, communs aux 
deux courbes, sont venus se confondre en M, les images 
y et y4 auront aussi en p points communs confondus. 
La réciproque est immédiate. 

Ceci se modifie un peu, si M vient sur l 'une des 
droites 0 1 et OJ. Si la courbe C passe en M, situé sur 
OI, son image p passera en I, et sa tangente en I sera 
encore l'intersection de P avec le plan OMT, qui devient 
ici le plan tangent à' la quadrique en M. Donc, si deux 
courbes C et C< rencontrent 0 1 en des points M et M4 

distincts, leurs images y et y, se coupent en I où elles 
ont des tangentes distinctes. Si les courbes C et C* 
viennent à se couper en M sur 01, leurs images y et v, 
auront n -f- i points communs, confondus en I. La réci-
proque est encore immédiate. 
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3. En particulier, toule génératrice de la surface, 

rencontrant toujours soit OI, soit OJ, aura pour image 
une droite passant soit p a r i , pour les génératrices d'un 
système, soit par J , pour celles de l 'autre. Il y a excep-
tion pour OI et OJ, qui passent par O, et dont les images 
se réduisent aux points I et J . 

Réciproquement, toute droite du plan P, passant soit 
par I, soit par J, mais distincte de IJ, est l'image d'une 
génératrice de la surface. 

De même, toute conique de la surface ne passant pas 
par O, mais rencontrant nécessairement OI et OJ, a 
pour image une conique passant par les points I et J. 
Réciproquement, toute conique y du plan P passant 
par les points I et J est Vimage d'une conique de la 
surface ; car, si l'on considère trois points p M p2, p3 de 
cette conique, distincts entre eux et de IJ, et les points 
correspondants de S, Mj, M2, M3, ces trois derniers points 
sont distincts et leur plan coupe S suivant une conique C, 
dont l'image, passant par p4 , p2 , p3 , 1 et J, se confond 
bien avec y. 

4. Image de Vintersection de la quadrique avec une 
autre quadrique. — Considérons une autre quadrique S, 
ne passant pas par O, et coupant S suivant une courbe C. 
C'est une courbe rencontrée par chaque plan en quatre 
points; son image y est donc coupée par une droite 
quelconque en quatre points, c'est-à-dire est du quatrième 
degré. Déplus, chaque droite OI, OJ rencontre S et, pat-
suite, C en deux points différents de O : l'image y a donc 
deux points doubles en I et J . 

Réciproquement, toute courbe plane, y, de P , du qua-
trième degré et ayant deux points doubles en I et J, 
est l'image de l'intersection de S avec une autre qua-
drique. En effet, le fait d'avoir deux points doubles en 1 
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et J assujettît cette courbe à six conditions linéaires (par 
rapport aux coefficients de son équation); une courbe 
du quatrième degré étant définie par quatorze conditions, 
v sera donc complètement déterminée par hui t de ces 
points, distincts de I et de J, et convenablement choisis, 
u,, uio, uig. Par les huit points correspondants 
MM MO, . • •, M8 de S on peut toujours faire passer une 
infinité de quadriques parmi lesquelles la quadrique 
proposée. Chacune d'elles coupe S suivant une courbe C 
dont l'image, assujettie aux mêmes conditions que celles 
qui déterminent entièrement y, se confond bien avec y. 

5. La question revient donc h étudier les courbes 
planes du quatrième degré ayant deux points doubles 
en I et J. Ces courbes se décomposent en même temps 
que les courbes C dont elles sont les images, et nous 
n'étudierons que ce cas. La théorie repose alors sur la 
remarque suivante : la courbe y n'ayant, sur la droite IJ, 
d'autre point que I et J, chacune des parties en les-
quelles elle se décompose devra au moins passer par 
l'un des points I et J, sans quoi elle ne rencontrerait la 
droite IJ en aucun point (réel ou imaginaire), ce qui est 
impossible. 

Suivant l'ordre de multiplicité de ces points i et J, 
on pourra faire les trois hypothèses suivantes : 

i° Les points I et J sont des points simples pour cha-
cune des deux parties de la courbe; 

2° L'une des parties n'a qu'un point simple, en I, 
par exemple; l 'autre ayant aussi un point simple en 1 
avec un point double en J ; 

3° L'une des parties a un point double en I sans pas-
ser par J ; l 'autre a un point double en J, sans passer 
par I. 

6. Première hypothèse. — Dans la première suppo-
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si lion chacune des parties de l'image y est rencontrée eu 
deux points 1 et J par Ja droite IJ : la courbe y se com-
pose donc de deux coniques, e, e', passant chacune par I 
et J . La courbe C se compose donc elle-même de deux 
coniques E et E'. 

Il y a lieu de distinguer plusieurs cas suivant la situa-
tion relative des coniques s et e' et leur nature. Nous 
supposerons d'abord qu'aucune d'elles ne se décompose. 

I. Les deux coniques £ et s' se coupent d'abord en I 
et J, puis en deux autres points (réels ou imaginaires) 
distincts, e et e'. 

Alors les quadriques S et S se coupent suivant, deux 
coniques E et E', lesquelles se rencontent en deux points 
distincts M et M'. Ces deux surfaces ont évidemment 
mêmes plans tangents en M et M7. 

II. Les deux coniques s et e' se coupent en I et J, et 
sont tangentes en un troisième point p. Alors S et S se 
coupent suivant deux coniques E et E ; tangentes en un 
point M. On peut considérer ce cas comme un cas 
limite du précédent, et dire que les deux quadriques 
ont deux points de contact confondus en M. 

Si l'on coupe les deux surfaces par un plan voisin du 
point M, 011 obtient deux coniques se coupant en deux 
points voisins situés l 'un sur E, l 'autre sur E'; à la 
limite, si le plan passe par M, les deux coniques sont 
tangentes : les deux surfaces sont donc bien tangentes 
en M. 

Il y a plus, si le plan est infiniment voisin de la tan-
gente commune MJ aux deux coniques M et M', il coupe 
les deux surfaces suivant deux coniques ayant quatre 
points d'intersection voisins. Donc, à la limite, tout 
plan passant par la tangente commune i\lT coupe les 
deux surfaces suivant deux coniques surosculatrices. 

Remarque. — Il n'y a pas lieu de considérer le cas 
Ami. de Mat hé m a t., 3 e série, t. XI. (Juin iSr, >.) iG 
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où les deux coniques £ et s' se toucheront en 1 ou en J . 
En vertu de ce que nous avons vu, cette hypothèse ré-
pond, en effet, au cas où l 'un ou l 'autre des points 
M et M'de l 'un des cas précédents est situé sur l 'une des 
droites OI ouOJ. 

III. Les deux coniques s et s' peuvent être confondues. 
Les deux surfaces S et S ont alors en commun une 
seule conique E : on dit qu''elles se coupent suivant 
deux coniques confondues. En outre, toute génératrice 
de S, passant par un point M de E, rencontre S en deux 
points nécessairement situés sur E et, par conséquent, 
confondus en M : elle est donc bien tangente à S en M. 
Par suite, tout plan tangent à S en un point de E est 
aussi tangent à et les deux quadriques sont tan-
gentes en chaque point de leur conique commune. 

IV. Les coniques e et s' peuvent se décomposer. 
Nous supposerons d'abord qu'une seule d'entre elles, s', 
se décompose. Elle se composera de deux droites passant 
nécessairement, l 'une par I, l 'autre par J , et se coupant 
en o). Ces droites rencontrent la conique s, l 'une en p, 
l'autre en p/, points que nous supposerons d'abord 
distincts et, par suite, différents de w. 

Dans ce cas, les deux quadriques se coupent, d'abord 
suivant une conique E, puis, suivant deux droites, 
G et G\ rencontrant E en M et M', et se coupant en un 
point O. On voit par là que les deux surfaces ont alors 
trois points de contact, M, M', O. 

V. Dans un cas limite du précédent, les points 
p, p' et iù peuvent se confondre. Alors l'intersection 
des deux surfaces se compose d'une coniqueHL,et de deux 
droites G, G' se coupant en O sur cette conique. 

Dans ce cas, on dit que les deux surfaces ont trois 
points de contact confondus en O. Tout plan voisin du 
point O coupe les deux quadriques suivant deux 
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coniques ayant trois points (l'intersection voisins de O. 
A la limite, tout plan passant par O coupe les deux 
surfaces suivant deux coniques osculatrices en O. 

VI. Enfin , supposons que chacune des coniques t et 
s' se décompose. Chacune d'elles sera formée néces-
sairement par deux droites passant l 'une par I et l 'autre 
par J , et se coupant en co pour la conique s, et en to' pour 
la conique e'. De plus, si ces deux couples de droites 
n'ont pas de droites communes, les deux couples se cou-
peront aux points I et J et en deux autres points u et ¡JI'. 

Il en résulte que les deux quadriques S et S se cou-
pent suivant quatre droites formant un quadrilatère 
gauche dont les sommets sont O, O', M et M'. Ces deux 
quadriques sont donc tangentes en quatre points 
O, O', M, M'. 

VII. Les deux coniques évanouissantes s et ^'peuvent 
avoir deux droites qui se confondent, celles passant 
par I, par exemple; les autres droites, passant par J, 
rencontrent la première en o> et o/. On peut dire alors 
que les deux quadriques se coupent suivant une droite 
double G et suivant deux autres droites rencontrant 
celle-ci en O et O'. 

Tout plan tangent à S en un point quelconque de G 
coupe les deux surfaces d'abord suivant la droite G, puis 
suivant deux autres droites qui ne peuvent se couper 
qu'en un point de l'intersection, c'est-à-dire sur G. Par 
suite, les deux surfaces sont tangentes tout le long de 
la droite double G. 

VIII. Les deux coniques évanouissantes peuvent se 
confondre. L'intersection des deux surfaces se compose 
alors de deux génératrices doubles qui se rencontrent 
en un point O. 

Comme dans le cas précédent, les deux surfaces sont 
tangentes tout le long de chacune de ces droites. De 
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plus, tout plan passant par le point O les coupe suivant 
deux coniques surosculatrices, ces deux coniques ayant 
nécessairement quatre points communs confondus e n O . 

7. Seconde hypothèse. — Dans le second mode de 
décomposition de la courbe y, une première partie de 
la courbe a un point simple en I et ne passe pas par le 
point J. C'est donc une courbe du premier degré, c'est-
à-dire une droite S. La seconde partie, ayant un point 
simple en I et un point double en J , est donc une 
cubique. La droite S rencontre cette cubique en I et en 
deux autres points p et p/. Les deux quadriques se 
coupent donc suivant une droite D et suivant une courbe 
du troisième ordre, qui rencontre cette droite en deux 
points M et M7. Les deux surfaces sont donc, en outre, 
tangentes en deux points M et M'. 

Il y a plus, si l 'on se reporte à la figure plane, toute 
droite passant par I rencontre la cubique en deux points 
distincts de I ; toute droite passant par J la rencontre en 
deux points distincts de J. Les génératrices de S, appar-
tenant au système de I), rencontrent donc la cubique 
gauche en deux points, et celles de l'autre système ne la 
rencontrent qu'en un seul point. 

Si la cubique plane vient elle-même à se décomposer, 
elle comprendra nécessairement une conique, et nous 
avons déjà étudié tous les cas où la courbe y comprend 
une conique. Il n'y a donc pas lieu de s'arrêter à cette 
nouvelle hypothèse. 

8. Troisième hypothèse. — Dans le troisième mode 
de décomposition de la courbe y. chaque partie de la 
courbe est nécessairement une conique ayant un point 
double, 1 pour la première, J pour la seconde. On 
retrouve donc encore des cas déjà étudiés (VI, VII et 
V l l h . 
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9. Remarque. — La méthode employée (ti° 1) sup-
pose que l 'une des quadriques proposées S a deux 
systèmes différents de génératrices, c'est-à-dire n'est pas 
développable. Si les deux surfaces sont des cônes, on 
pourra substituer à l 'une quelconque d'entre elles, une 
surface du réseau 

/ + Xcp = o , 

f = o et <p = o étant les équations des deux surfaces. 
Toute quadrique de ce réseau admet, en effet, par rap-
port à l 'une quelconque des surfaces proposées, les mêmes 
points communs et les mêmes contacts que l'autre surface 
donnée. La méthode sera complètement en défaut dans 
le cas où toutes les quadriques de ce réseau sont déve-
loppables. Ce cas se présente, comme le lecteur s'en 
convaincra aisément, lorsque les deux quadriques sont 
deux cônes de même sommet ou deux cônes ayant une 
génératrice commune et même plan tangent suivant 
cette génératrice. 

Nous croyons que ce cas, qui échappe à notre analyse 
(il échappe aussi à celle de M. Kœnigs), doit, de préfé-
rence, être étudié dans une leçon complémentaire de 
celle-ci, qui comporterait l 'étude des surfaces du réseau 

/-+-X© = o, 

c'est-à-dire la recherche de toutes les quadriques passant 
par les points d'intersection de deux autres, et ayant, 
en outre, les mêmes contacts. 

10. Pour résumer cette analyse, nous remarquerons 
que, dans tous les cas de décomposition obtenus, les 
deux surfaces sont tangentes au moins en deux points 
(sauf dans les cas II et V où l'on peut dire que ces deux 
points sont confondus; alors on modifie un peu l 'é-
noncé). Ici se placerait la démonstration bien classique 
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et Lien connue qui établit que cette condition est suffi-
sante pour la décomposition et que nous jugeons inutile 
de reproduire. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

THÉORÈME. - - Pour que l'intersection de deux qua-
driques se décompose, il faut et il suffit que ces deux 
quadriques soient tangentes au moins en deux points, 
distincts ou confondus (*). 

D'après cela, si les deux surfaces ont trois points de 
contact, leur intersection se décomposera. Elle se décom-
posera, en outre, suivant l 'un des modes 111 à VIII 
inclus, les seuls où il y ait au moins trois points de 
contact. 

Signalons encore les deux théorèmes suivants, qui 
résultent de la théorie précédente, ou que l 'on peut 
encore démontrer directement par notre méthode: 

THÉORÈME. — Si deux quadriques ont une conique 
commune, elles ont aussi en commun une seconde co-
nique. 

THÉORÈME. — Lorsque deux quadriques se coupent 
suivant deux génératrices d'un même système, elles se 
coupent aussi suivant deux autres génératrices de 
l'autre système. 

Voici comment on peut les établir directement. Consi-
dérons, dans chacun de ces cas, l'image y de l'intersection. 
Dans le premier cas, cette image, comprenant d'abord 
une première conique, en comprendra nécessairement 

(*) Voici comment il faut modifier l'énoncé, si l'on veut préciser 
la signification de deux points de contact confondus : « il faut et il 
suffit que les deux quadriques soient tangentes, au moins en deux 
points, ou qu'il existe une droite, tangente en un même point à cha-
cune des surfaces, telle que tout plan passant par cette droite coupe 
les deux quadriques suivant deux- coniques surosculatrices ». 
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une seconde, ce qui établit la proposition. Dans le second 
cas, l'image comprendra deux droites passant par l 'un 
des points I et J , I par exemple. Elle se complétera 
donc par une conique ayant un point double en J , 
c'est-à-dire par deux droites, images de deux généra-
trices, 4ont le système estMifférent de celui [des deux 
génératrices données. 

SUR LES CERCLES QUI TOUCHENT TROIS CERCLES DONNÉS 
OU OUI LES COUPENT SOUS UN ANGLE DONNÉ; 

PAR M . MAURICE F O U G H É , 

Agrégé de l'Université. 

La méthode que je vais'développer pour résoudre le 
problème du cercle tangent à trois cercles donnés, com-
parée à celle de Gergonne,Jprésente les avantages sui-
vants : 

i° Elle s'applique sans modification au cas où les 
centres des trois cercles sont en ligne droite. 

2° Elle donne une démonstration commode de la ré-
ciproque, c'est-à-dire qu'il est aisé de prouver que la 
construction indiquée fournit bien une solution du 
problème. 

3° La construction dépend d'une circonférence auxi-
liaire indéterminée, ce qui permet de la varier à vo-
lonté suivant la disposition des données; elle se prête, 
du reste, à de légères modifications qui la rendent en-
core praticable dans les cas où les centres de similitude 
des cercles donnés sont en dehors des limites de l 'épure. 

4° La construction s'applique aussi bien que celle de 
Gergonne aux cas particuliers où un ou plusieurs des 
cercles donnés sont remplacés par des droites ou des 



( 228 ) 

points, et dans les cas où des points figurent parmi les 
données elle reproduit directement la construction 
usuelle dont elle peut être ainsi considérée comme une 
généralisation. 

5° Elle fournit une démonstration très aisée de ce 
que le problème admet toujours huit solutions réelles 
lorsque les trois circonférences sont extérieures, pro-
position qui, combinée avec la transformation par in-
version, permet de faire la discussion complète. 

Ces avantages sont obtenus par la considération des 
cercles isogonaux, c'est-à-dire qui coupent les trois 
cercles donnés sous un même angle et qui compren-
nent comme cas particuliers les cercles tangents et le 
cercle orthogonal ). 

THÉORÈME 1. — Touie droite isogoncile et deux 
cercles passe par Vun des centres de similitude de ces 
deux cercles et réciproquement ; toute droite qui passe 
par Vun des centres de similitude de deux cercles est 
isogonale à ces deux cercles. 

En effet, les tangentes aux quatre points d'intersec-
tion d'une droite isogonale aux deux cercles sont deux à 
de 'ux parallèles, d'où il suit que les points de contact sont 
homologues. La réciproque peut s'établir de la même ma-
nière, mais il convient de remarquer qu'elle n'est qu 'une 
application du principe fondamental d'après lequel la 
transformation par inversion conserve les angles. 

THÉORÈME I I . — Tout cercle qui en coupe deux 

( ' ) Les principales propriétés des cercles isogonaux, mais seu-
lement pour les cercles tracés sur la sphère, dans le Traité de 
Géométrie de MM. Rouché et de Gomberousse (6e édition, t. Il, 
p. 28H). 
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autres en deux points antihomologues est isogonal à 
ces deux-là. 

Soit le cercle o> qui coupe les deux cercles 0 et O' 
aux points antihomologues A et B. Transformons la 
figure par inversion en prenant pour pôle le centre de 
similitude S des deux cercles donnés et pour module le 
module d'inversion des deux cercles O et O', lequel est 
égal au produit SA.SB et est en même temps la puis-
sance du point S par rapport à w. Les deux cercles O et 
O' s'échangent et le cercle o> se transforme en lui-
même. Comme la transformation conserve les angles, 
l'angle de to avec O', qui remplace celui de to avec O, 
doit donc lui être égal. 

T H É O R È M E I I L — Réciproquement, quand un cercle 
est isogonal ci deux cercles donnés, il les coupe en 
quatre points qui sont deux à deux antihomologues. 

Soit ( f ig . i) le cercle co isogonal aux deux cercles O 
et O' qu'il coupe aux quatre points A, B, C, D. Joignons 

Fig. i. 
F H 

A,C et A, D et supposons quela tangente en A au cercle 
O soit comprise dans le segment ADC et coupe l'arc AC 
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eu F. L'are AF, moindre qu'une demi-circonférence, 
mesure le double de l'angle des deux cercles. Les tan-
gentes en C et en D au cercle O' couperont le cercle w en 
deux points G et H tels que les arcs CG et DH, moindres 
qu'une demi-circonférence, soient égaux à l'arc A F ; ces 
arcs sont, du reste, dirigés en sens inverse à partir de 
C et D. Je considère celui qui est dirigé en sens inverse 
de AF, soit DH. De l'égalité des arcs AF et DH résulte 
celle des arcs AH et D F qui montre que les deux tan-
gentes AF et DH coupent la droite AD sous un même 
angle. Donc la droite AD isogonale aux deux cercles 
doit passer par l 'un des centres de similitude (théo-
rème 1), et, comme les tangentes en A et D aux cercles 
O et O' ne sont pas parallèles, ces points A et D sont 
antihomologues. 

COROLLA IRE . — Tous les cercles isogonaux à deux 
cercles donnés se répartissent en deux groupes tels 
que, par rapport à tous les cercles d'un même groupe, 
l'un des centres de similitude a la même puissance 
égale au module d'inversion des deux cercles relati-
vement au centre de similitude considéré. 

Réciproquement, tout cercle tel que la puissance 
d'un des centres de similitude de deux cercles donnés 
par rapport à lui est égale au module d'inversion des 
deux cercles donnés relativement au centre de simili-
tude considéré est isogonal aux deux cercles fixes. 

En eifet, s'il occupe l 'un des cercles en A, il doit 
passer par le point antihomologue A'. 

Remarque I. — Ces propositions permettent de gé-
néraliser la notion des cercles isogonaux et de faire 
rentrer sous cette dénomination des cercles qui ne cou-
pent pas les deux cercles donnés pourvu que le centre 
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de similitude ait par rapport à eux la puissance conve-
nable. 

Remarque II. — Il est facile de reconnaître que les 
cercles isogonaux formant le groupe qui correspond au 
centre de similitude directe sont ceux qui coupent les 
deux cercles fixes de telle manière que les angles formés 
par les tangentes menées en l 'un des points d'intersec-
tion, du côté de Vintérieur, sont égaux, tandis que ceux 
qui forment le groupe correspondant au centre de simi-
litude inverse sont tels que les angles ainsi définis sont 
supplémentaires. 

Les cercles orthogonaux aux deux cercles fixes appar-
t iennentaux deux groupes à la fois, et les quatre points 
d'intersection sont deux à deux antihomologues par rap-
port aux deux centres de similitude. 

T H É O R È M E I V . — Les cercles isogonaux à trois cercles 
donnés se répartissent en quatre faisceaux tels que 
tous les cercles d'un même faisceau ont pour axe ra-
dical commun Vun des axes de similitude des trois 
cercles donnés. 

En effet, considérons les cercles isogonaux aux cercles 
O et Of et correspondant à un centre de similitude S", 
puis, parmi ceux-ci, ceux qui coupent le cercle O" sous 
le même angle que les cercles O et O'. Ils peuvent se 
répartir en deux familles, suivant qu'ils correspondent 
à l 'un ou l'autre des centres de similitude des cercles O 
et O"} si nous considérons seulement ceux qui corres-
pondent au centre de similitude S, on voit que les points 
S et S" auront la même puissance par rapport à tous ces 
cercles. Par conséquent, l'axe de similitude SS" est 
l'axe radical commun de tous ces cercles; en faisant 
varier les centres de similitude, on trouve les quatre 
faisceaux correspondant aux quatre axes de similitude. 
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Réciproquement, tous les cercles d'un des quatre fais-
ceaux définis dans l'énoncé sont isogonaux aux trois 
cercles donnés. 

En effet, la puissance par rapport à chacun d'eux de 
chacun des centres de similitude S et S" situés sur l'axe 
considéré étant égale au module d'inverMon de deux 
cercles correspondant à ce centre de similitude, il suit 
du corollaire du théorème III que le cercle considéré 
coupe sous un même angle les cercles O et O' et les 
cercles O et O". 

Remarque I. — Le faisceau des cercles qui admet-
tent pour axe radical commun l'axe de similitude SS" 
est tel que le centre de similitude S, en ligne droite 
avec les premiers, a la même puissance par rapport à 
tous les cercles du faisceau. Ainsi les trois centres de 
similitude qui correspondent à un cercle isogonal sont 
toujours trois centres en ligne droite. On arriverait à la 
même conclusion par l'application de la remarque II 
du théorème III. Le cercle orthogonal aux trois cercles 
fixes appartient aux quatre faisceaux à la fois. 

Remarque I I . — Si le cercle orthogonal aux trois 
cercles donnés est réel, on voit immédiatement que le 
lieu des centres des cercles isogonaux d'un même fais-
ceau, devant contenir le centre du cercle orthogonal, 
sera la perpendiculaire abaissée du centre radical sur 
l'axe de similitude. Dans le cas général, on arrive à la 
même conclusion en transformant la figure par inver-
sion avec le centre radical pour pôle, et pour module 
la puissance commune de ce centre par rapport aux 
trois cercles donnés. Alors ceux-ci se reproduisent de 
telle sorte que deux points antihomologues, par rap-
port à un centre de similitude, se transforment en deux 
autres points antihomologues par rapport au même 
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centre. Il faudra donc que les cercles isogonaux d'un 
même faisceau se transforment les uns dans les autres, ce 
qui exige que leurs centres soient alignés sur le pôle 
d'inversion qui est le centre radical. 

Ainsi, dans tous les cas, le lieu des centres des 
cercles isogonaux d'un même faisceau est la perpen-
diculaire abaissée du centre radical des trois cercles 
donnés sur Vaxe de similitude correspondant. 

Remarque III.— Il résulte de ce qui précède que les 
cercles isogonaux d'un même faisceau se répartissent en 
groupes de deux qui admettent pour centre de similitude 
le centre radical des trois cercles donnés et qui coupent 
ceux-ci sous le même angle. 

Remarque IV. — Si les trois cercles ont un centre 
de similitude commun, trois centres de similitude se 
confondent en ce point; l'axe de similitude correspon-
dant est indéterminé, et le faisceau des cercles iso-
gonaux correspondant à cet axe se réduit aux droites 
passant par le centre de similitude, car les points anti-
homologues sur les trois cercles sont nécessairement 
alignés sur ce centre. 

THÉORÈME V . — Tous les cercles isogonaux à trois 
cercles fixes, qui appartiennent à un même faisceau, 
coupent l'un quelconque des cercles fixes suivant des 
droites qui concourent en un même point 'de Taxe de 
similitude correspondant. 

En effet, soit un cercle isogonal co qui coupe le 
cercle O suivant une droite MN, laquelle rencontre 
l'axe de similitude correspondant en H. Le point H a la 
même puissance par rapport aux cercles O et co, et 
quand on fait varier le cercle w, il conserve la même 
puissance par rapport à ce cercle, puisqu'il appartient à 
l'axe radical commun des cercles co. Donc il fait partie 
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de l'axe radical, c'est-à-dire de la sécante commune de 
tout cercle co et du cercle O. c. Q. F. D. 

PROBLÈME I . — Trouver un cercle isogonal à trois 
cercles donnés correspondant à trois centres de simili-
tude en ligne droite. 

Le problème est indéterminé. Le cercle orthogonal, 
s'il est réel, en donne une première solution. Pour en 
avoir une autre, soit A un point arbitraire de l 'un des 
cercles donnés O. Prenons les antihomologues A' et A" 
de A sur les deux autres cercles O'et O", relativement 
aux centres de similitude considérés. Le cercle cherché 
passant par A devra aussi passer par A! et A" et, récipro-
quement, le cercle passant par A, Ar, h!' sera isogonal 
aux trois cercles donnés, car, passant par A et A', il 
coupe O et O' sous le même angle et, passant par A et A", 
il coupe O et Orf sous le même angle. Ainsi il suffit de 
tracer le cercle circonscrit au triangle A A'A / ;. 

PROBLÈME I I . — Construire un cercle tangent à trois 
cercles donnés. 

Soit co (fig- 2)le cercle cherché, tangent en A, A', A!r 

aux trois cercles O, O', O". 
Ce cercle est un cercle isogonal qui coupe les trois 

cercles donnés sous un angle nul. La tangente commune 
en A est l'axe radical des deux cercles O et co ; elle vient 
rencontrer l'axe de similitude correspondant eu un 
point H par lequel passera aussi la sécante commune du 
cercle O et d'un cercle isogonal quelconque de la même 
famille, ce qui permet de le déterminer. On mènera de 
H une tangente HA au cercle O, puis 011 cherchera les 
points A' et A" antihomologues de A sur les deux autres 
cercles relativement aux centres de similitude qui se 
trouvent sur l'axe de similitude considéré. Le cercle 
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passant par A, A', A" sera tangent aux trois cercles don-
nés. En effet, d'abord, il leur est isogonal (problème I) ; 
de plus, son axe radical avecO devant passer par H est 

F i g . 2 . 

i 

I i 
I / i i ! / 
! / 
{ / 

! / & 
AH tangente à O. Donc il est lui-même tangent à AH et, 
par suite, à O. Alors l'angle commun d'intersection est 
nul et il est tangent aux trois cercles donnés. 

De ce qui précède résulte la construction suivante : 

On considère un axe de similitude contenant les 
centres de similitude S1 et S". On prend sur O un point 
arbitraire M quon joint à S' et S". MS" coupe O en 
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deux points dont Van M' est antihomologue deM. De 
même MS' détermine sur O" un point M" antihomo-
logue de M. On trace le cercle circonscrit au triangle 
M M'M" qui coupe les trois cercles donnés en trois autres 
points N, K', N". On joint MN qui rencontre Vaxe de 
similitude en H. De H on mène une tangente HA au 
cercle O et Von cherche comme précédemment les 
points A' et A" antihomologues de A sur les deux 
autres cercles. Le cercle circonscrit au triangle A A! A" 
répond à la question. 

Comme on peut mener du point H deux tangentes HA, 
HB au cercle O, chaque axe de similitude fournit deux 
solutions réelles ou imaginaires, ce qui fait en tout huit 
solutions réelles ou imaginaires. 

L'axe de similitude est déterminé d'après des règles 
bien connues, quand on donne à l'avance l'espèce des 
contacts. 

Remarque I. — Si l'on veut traiter le problème di-
rectement, indépendamment de la théorie des cercles 
isogonaux, on commencera par remarquer que les trois 
points de contact A, A', A" sont deux à deux antihomo-
logues, puis 011 construira, comme dans le problème I, 
trois points M, M', M", M7 et M" étant respectivement 
antihomologues de M sur O' et O". On remarquera alors 
que, si l'on fait varier le point M, le cercle MM'M" con-
serve la même puissance par rapport aux points S' et S", 
de sorte que tous les cercles M, M', M" ont le même axe 
radical S'S". Il en résulte, d'après le raisonnement du 
théorème Y, que la sécante commune MN au cercle va-
riable M M'M" et au cercle fixe O passe par un point fixe 
H de Taxe de similitude, par lequel doit aussi passer la 
tangente en A commune à O et to. On retrouve ainsi la 
construction indiquée. Pour démontrer que le cercler» 
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passant par A, A', A" est bien tangent aux trois cercles 
donnés, on remarque que Taxe radical de to et O étant 
AH, west tangent à O en A. Alors, comme w passe par A' 
antihomologue de A, il est aussi tangent à O' en A', et 
enfin il est tangent à A" pour une raison analogue. 

Remarque IL — Si un ou plusieurs centres de simi-
litude sont en dehors des limites de l'épure, on peut 
néanmoins construire les points M7, M7'; il suffit de me-
ner à O' un rayon parallèle au rayon OM et de joindre 
le point M à l'extrémité de ce rayon; la droite MP 
coupe le cercle O' en un second point M' qui est anti-
homologue de M. 11 faut seulement faire attention au sens 
des rayons OM et O'P', suivant qu'on considère le centre 
de similitude direct ou inverse. 

Si l'axe de similitude, ou simplement le point II, est 
eu dehors des limites de l'épure, 011 pourra y suppléer 
de la manière suivante : O11 cherchera deux groupes de 
points antiliomologues M M'M", M^M'^M',. Les deux 
cercles isogonaux ainsi déterminés coupent le cercle O 
suivant des cordes MN, M1N i ; on joindra MM{ et NNi 
qui se couperont en Q, MN4 et M<N qui se couperont 
en R. La droite QR sera la polaire du point 11 où se cou-
pent MN et M, N< et, par suite, son intersection avec le 
cercle O déterminera les deux points de contact A et B. 

Remarque III. — Si l'on considère les deux cercles 
to et to' fournis par un même axe de similitude, lesquels 
touchent les cercles donnés en A A'A" et BB'B", 011 peut 
remarquer que AB, qui est la polaire de H par rapport 
au cercle O, contient le pôle de l'axe de similitude par 
rapport au même cercle. Déplus les cercles to et to' cor-
respondant au même axe de similitude sont ceux qui se 
déduisent l 'un de l'autre par une inversion effectuée 
du centre radical C des trois cercles donnés comme pôle 
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(remarque III du théorème IV). Il eu résulte que les 
cordes AB, A'B', A';B" vont concourir au centre radi-
cal C. On retrouve ainsi la construction de Gergonne, 
qui consiste à joindre le centre radical des trois cercles 
donnés aux. pôles de l'axe de similitude par rapport aux 
trois cercles donnés. 

Remarque IF. —Si le cercle isogonal M M'M" coupe 
l'axe de similitude en deux points réels L et L', tous 
les cercles isogonaux du même faisceau passeront par 
ces deux points, et l'on sera ramené à faire passer par 
ces deux points un cercle tangent h l 'un des cercles 
donnés. Mais, comme il est aisé de le reconnaître, le 
tracé de ce cercle, par la méthode classique, reproduit 
exactement notre construction générale. 

Remarque F. — Si les trois cercles ont un centre 
de similitude commun, l'axe de similitude correspon-
dant est indéterminé, et la méthode ne s'applique plus; 
mais alors il est clair que les solutions correspondant à 
ce centre de similitude sont les tangentes communes 
aux trois cercles. 

APPLICATION DE L \ MÉTHODE AUX CAS PART ICUL IERS . 

Le cas de deux cercles et d'une droite ne présente 
rien de particulier. 

Cas de deux droites et d'un cercle. 

La construction générale s'applique, mais elle donne 
un tracé plus compliqué que celui de la méthode de 
(jergonne qui consiste, dans ce cas, à circonscrire au 
cercle un parallélogramme dont les côtés sont parallèles 
aux droites données et à joindre les sommets de ce pa-
rallélogramme au point d'intersection des deux droites. 
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ici la méthode de Gergonne a même l'avantage de four-
nir une discussion plus facile que celle que donne 
notre méthode. On connaît les résultats de cette discus-
sion d'après lesquels le problème admet huit solutions 
réelles si le cercle coupe les deux droites sans passer 
par leur point d'intersection, et quatre si le cercle ne 
coupe qu'une droite ou n 'en coupe aucune, ou passe 
par leur point d'intersection. Nous en ferons usage 
dans la discussion générale. Mais la méthode de Ger-
gonne cesse d'être applicable si les deux droites sont 
parallèles. Soient (fig. 3) PQ, P 'Q' les deux droites 
parallèles et le cercle O. Les centres de similitude sont 

i 

eu S et S' aux extrémités du diamètre perpendiculaire 
aux deux droites. On peut prendre un de ces deux 
points S pour centre de similitude commun de O avec 
P Q et avec P 'Q' . Alors toute droite passant par S sera 
isogonale aux trois lignes données; comme elle ren-
contre l'axe de similitude en S, S sera un point de con-
tact. Ainsi, on trouve déjà les deux tangentes en Set S' 
qui doivent ê t r e considérées comme des solutions sin-



( , 4 o ) 

guiières, car, dans la transformation par inversion, elles 
deviennent des circonférences tangentes à O et aux deux 
circonférences transformées de P Q et d e P ' Q ' en leur 
point de contact qui est le pôle d'inversion. Si l 'on prend 
des centres de similitude différents, S et S', soit M un 
point arbitraire de la circonférence O, joignons SM et 
S'M qui coupent respectivement les droites P 'Q ' , P Q , 
en M/M', et M, M". Les points antihomologues *de M 
sont M'M'7 ou M', M, suivant l 'attribution qu'on fera 
des centres de similitude S et S' aux deux droites don-
nées. Les cercles circonscrits aux deux triangles MM'M", 
MjM'jiM'J fourniront d'après la construction générale 
quatre solutions nouvelles. 

La discussion, quoique un peu longue, est très aisée : 
i° Si le cercle O est entre les deux parallèles et si M' 

et M'7 sont sur les prolongements de SM et S'M, les 
points S et S' étant en dehors de la circonférence 
M M'M", il est impossible que celle-là passe entre S et 
S', de sorte que sou second point d'intersection N 
avec O est nécessairement de même côté que M, et la 
corde MN coupe SS' en un point l i situé en dehors de O 
et duquel on peut mener des tangentes au cercle O. Par 
un raisonnement analogue, on arrive à une même con-
clusion pour le cercle MM^MJ qui contient S et S ' à 
son intérieur. Les quatre cercles tangents sont donc 
réels. 

Si le cercle O coupe l 'une des trois droites, on 
reconnaît par un raisonnement analogue que l 'un des 
cercles auxiliaires M M ' M / 7 ( / ^ . 4), qui laisse S et S' à 
son extérieur, donne deux solutious, tandis que l 'autre 
MM', M'{ passe entre S et S' et ne donne aucune solution 
réelle. Donc il y a deux cercles tangents. 

o(> Si le cercle O est en dehors des deux parallèles, le 
même raisonnement montre qu'il n'y a pas de cercle 
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tangent, ce qui est (lu reste évident a priori. Il n'y a 
pas d'autre solution que les deux droites. 

4° Les cas limites sont trop faciles à traiter pour que 
nous croyions devoir insister. 

Il est aisé de reconnaître que, dans les cas de deux 
cercles et un point, d'un cercle, une droite et un 
point} d'un cercle et deux points, la construction géné-
rale reproduit la construction habituelle de ces pro-
blèmes simplesy les points donnés constituant des centres 
de similitude. 

T H É O R È M E V I . — Etant donnés trois cercles exté-
rieurs deux à deux, on peut leur mener huit cercles 
tangents réels dont deux au plus jpeuvent se réduire à 
deux droites. 

Pour qu'un axe de similitude fournisse deux solutions 
réelles, il faut et il suffit que le point H situé sur cet 
axe ( f î g . 2) soit à l'extérieur du cercle O, ou, ce qui 
revient au même, à l'extérieur du segment MN, ou en-
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core que l'axe de similitude lie traverse pas ¡VIN. Or 
l'axe ne peut traverser le segment M \ sans traverser 
en me nie temps l'are MN du cercle M M ' l l " situé à l'in-
térieur de O et réciproquement. Donc, pour qu'un axe 
de similitude donne deux solutions réelles, il faut et il 
suffit que le cercle isogonal M M'M" ne coupe pas l'axe 
de similitude correspondant, ou le coupe en deux points 
situés d'un même coté du cercle O. 

Il résulte de cette condition que si le cercle M M'M'7 

coupe l'axe de similitude à l 'intérieur de l'un des cercles 
donnés en un point unique, il le coupera aussi à l 'inté-
rieur des deux autres cercles, car O est l'un quelconque 
des trois cercles donnés, et la solution ne peut être à la 
fois réelle et imaginaire. Mais le cercle M M M" ne coupe 
l'axe qu'en deux points. Si donc cet axe ne donne aucune 
solution réelle il faut que l'un au moins des deux points 
d'intersection soit intérieur à la fois à deux des cercles 
donnés au moins, ce qui exige que ces deux cercles-là 
aient une région commune. Or cela ne peut arriver si 
les trois cercles donnés sont extérieurs. Donc dans ce 
cas toutes les solutions sont réelles. 11 peut arriver que 
les trois cercles aient deux tangentes communes, niais 
ils ne sauraient en avoir trois. 

DISCUSSION GÉK ÉRALE. 

i° Si les circonfévences ri onl aucun point commun, 
il peut y avoir : 

a. Trois couples extérieurs : il y a huit solutions 
té elles. 

fi- Un couple intérieur et deux extévieuvsest-à-dire 
deux cercles intérieurs et le troisième extérieur à ces 
deux-là. Le pvohleme est manifestement impossible. 

V- couples intérieurs et le troisième extérieur, 
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c'est-à-dire que deux des circonférences données sont à 
l ' intérieur de la troisième, et extérieures entre elles. 

Dans ce cas, en prenant pour pôle d'inversion au 
point P situé à l ' intérieur de la grande circonférence, 
et à l 'extérieur des petites, et pour module la puissance 
de ce point par rapport à la grande circonférence, on 
transforme les trois cercles en trois cercles extérieurs. 
En effet, soit {fig. 5) une droite tirée de P qui coupe la 
grande circonférence en A et B et l'une des petites en 

Fig. 5. 

C et D. La grande circonférence se transforme en elle-
même-, comme PC et PD sont tous deux plus petits que 
PB, les distances inverses P C et PD' seront plus grandes 
que PA et les deux points C et D' seront au delà de A. 

Il en résulte que le problème admet huit solutions 
réelles. Aucune ne peut se réduire à une droite. 

3. Trois couples intérieurs. Le problème est manifes-
tement impossible. 

2° Si deux des circonférences se coupent on les trans-
formera en droites en prenant pour pôle d'inversion l 'un 
de leurs points d'intersection. Donc, d'après une discus-
sion rappelée plus haut il y aura huit solutions réelles, 
si le troisième cercle coupe les deux premiers sans 
passer par r u n des points d'intersection, ou quatre seu-
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lenient si le troisième cerele coupe un seul de ces deux-
là, ou n'en coupe aucun, ou passe par l 'un de leur point 
d'intersection. Dans ce dernier cas, Je point de concours 
des trois circonférences doit être considéré comme un 
cercle de rayon nul formant une solution quadruple. 
Il y a des solutions doubles s'il y a des cercles tangents. 
Enfin, si les trois cercles passent par deux mêmes points, 
ils se transforment en trois droites concourantes et le 
problème est impossible, ou du moins il n 'admet d'autres 
solutions que les deux points communs qui constituent 
deux solutions quadruples de rayon nul . 

3° S'il y a deux cercles tangents, Je troisième ne 
coupant pas les deux premiers, 011 transformera les deux 
cercles tangents en deux droites parallèles en prenant 
Je point de contact pour pôle, et l'on trouve aisément 
en tenant compte des deux solutions rectilignés qui 
donnent des cercles dans la transformation inverse. Il y 
a six solutions réelles, si, les cercles étant tangent 
extérieurement, le troisième leur est extérieur, ou si, 
étant tangents intérieurement, le troisième est intérieur 
au grand et extérieur au petit; quatre solutions réelles 
dans tous les autres cas. Les solutions qui passent par 
le point de contact doivent être considérées comme 
doubles. Il y a d'autres solutions doubles, si le troisième 
cercle est tangent à l'un des deux autres ou à tous les 
deux. 

4° Si enfin les trois cercles sont tangents au même 
point, le problème est indéterminé. 

(.A suivre.) 
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NOTE s u a m PROBLÈME D'ALGÈBRE; 
PAR M . E . A M I G U E S . 

1, Aucun ouvrage d'Algèbre ne donne une solution 
simple et complète du problème suivant : 

x et z étant deux racines quelconques d'une équa-
tion algébrique entière et de degré m 

f( a) = o, 

former une équation ayant pour racines les valeurs 
r = 

z) et F( . r , z) étant deux polynômes en x et en z 
qui ri admettent pour diviseur commun aucun polynôme 
en x, ni en z, ni en x et z. 

Ecrivons les équations 

(0 / ( * ) = o, 
(*) / ( * ) = o, 
( 3 ) yF(x,s)-Wx,z)=o; 

a, h, c, . . . désignant les m racines de l'équation 
f ( u) = o, si Ton élimine x entre les équations (i) et (3), 
on a pour résultante 

(4) U[yF(a,z)-<\>(a,z)]=o, 

H représentant, comme d'habitude, le produit des m fac-
teurs qui se déduisent de celui qui est écrit en rempla-
çant la racine a successivement par toutes les autres 
(c'est une des formes bien connues de la résultante). 

Si maintenant on élimine x entre les équations (2) 
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et (4), on a de même pour résultante 

(V) U[yF(a,b)-^(a,b)\=o, 

le nouveau produit ayant m2 facteurs. 
Si l'on observe que l'équation (5) a pour racines 

toutes les racines demandées et rien que ces racines, 
on pourra dire que : 

L'équation demandée s'obtient, en éliminant x et z 
entre les équations (i), (2) et (3). 

Cette solution si nette m'a élé donnée par un de mes 
élèves, M. Weill, actuellement à l'École Polytechnique. 
Tirons-en les conséquences. 

2. On peut se proposer d'obtenir l'équation en y , 
débarrassée des m racines pour lesquelles 011 a x= z. 

Nous indiquerons deux moyens. Le premier est très 
connu. On remarque que le système (1), (2) et (3) est 
équivalent au système suivant, du moins pour les solu-
tions que nous voulons conserver, 

(«'„ ' f =0, x — 3 
(7) ^ / ( 5 ) = o , 
( 8 ) z) — z) = o. 

Cela est très facile à voir, puisque x— z ^ o. Si donc 
011 élimine x et z entre ces trois dernières équations, 
011 aura une équation en y qui donnera toutes les ra-
cines que l'on veut conserver. Pour prouver qu'elle ne 
donnera que ces racines, il suffit de prouver qu'on 
n'aura que m(m — 1) valeurs de y . Or l'équation (7) 
donne 111 valeurs de et pour chacune d'elles, l 'équa-
tion (6); qui est entière et de degré (m — i), donne 
(m—1) valeurs de x . 

Voici un second moyen, qui est presque toujours pré-
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farable. On substitue au système (i), (2) et (3) le 
système suivant 

z f ( T ) - x f ( z ) = ^ 
X -3 

ni) y F ( x, z )— x, z) — o. 

On voit facilement (jue ces deux systèmes sont équi-
valents, du moins pour les valeurs différentes de x et 
de s. On voit aussi que les équations (9) et (10) s'ob-
tiennent, l 'une en éliminant le terme indépendant des 
équations (1) et (2) et divisant par x — z, l'autre en 
éliminant le terme du premier degré et divisant par 
x — 2. 

Il n'y a donc qu'à éliminer x et 3 entre les équations 
( 9), (10), (11). L'équation en y 11'aura pas de racine 
étrangère, car les équations (9) et (10), entières et de 
degrés respectifs ( m — 1) et ne peuvent donner plus 
de //¿(m — 1) solutions. 

3. Si la fraction e s t symétrique en x et 

comme elle est irréductible, les polynômes A et F seront 
aussi symétriques. Il résulte alors de la forme donnée 
par M. Weill à la résultante que l'équation de degré 
m(m —1) n'a que des racines doubles. Il est intéressant 

de chercher l'équation de degré m ( m ~ ~ l) qui admet les 
mêmes racines. 

On peut toujours y arriver en opérant comme il suit. 
On forme le système (9), (10), (11). Les premiers mem-
bres de ces équations sont des fonctions entières et symé-
triques de x et de 

Posons 
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de façon que x et z soient racines de l 'équation 

alors les premiers membres des équations (9 ) , (10) 
et (11) sont fonctions entières de et À2» O n puut les 
écrire 

(12) yk (Xt, A s)= o. 
0 3 ) / * ( X i , X s ) = o, 
(14) x , ) — ? 2 ( X l 9 x 2 ) = o. 

Les termes de f t sont au plus de poids ( m — 1) et. 
ceux d e / i au plus de poids m. 

Eliminons "k2 entre fK et f». Si rn est pair, l 'équa-

tion ( i 3 ) contient à la puissance ^ au plus. Le ré-

sultant est donc au plus de degré ~ par rapport aux coef-

ficients de j \ qui sont au plus de degré ( m — 1) en )M. 

Le résultant en X, est donc au plus de degré m ^ — - • 
C'est le nombre des valeurs de \ , par suite le nombre 
d'équations en et enfin le nombre des valeurs de y \ 

Si m est impair, ( m — 1) est pair, l 'équation (12) 

contient \ 2 à la puissance m ^ 1 au plus. Le résultant 

qu'on obtienten éliminant X> entre (1 2) et ( i 3 ) est donc 

au plus de degré m ^ 1 par rapport aux coefficients 

de ( i 3 ) qui sont au plus de degré m par rapport à \ 

donc le résultant sera encore au plus de degré ^—lJ 

en X,. 

Dans les deux cas, il n 'y aura pas plus de — 0 

solutions pour X, et ~k2 et, par suite, d'après ( i/\), il n 'y 

aura pas plus de m(y — valeurs de r . 

Il résulte de là que, si l'on élimine )>, et X2 entre les 
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équations (i 2), ( i3) , (14), on aura une équation en y de 
1 , m ( m — 1 ) degre ^ 

SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE; 
PAR M . E . V A L D È S . 

I. Propositions nouvelles sur la symèdiane et le 
point de Lemoine. — Soient un triangle ABC et son 
cercle circonscrit, K son point de Lemoine et ka, kc 

les pôles de ses symédianes, a[3y le triangle métaharmo-
nique (1 ) de ABC par rapport à K et abcaKbK cK l 'hexa-
gone formé par leurs côtés. 

i° L'axe d'homologie de ces deux triangles est la 
droite kakbkcy polaire de K. 

20 Les diagonales de l'hexagone concourent en K et 
aaK passe par ka, bb{ par kt,, ccK par kc. 

3° Toute droite menée par l 'un des points a, ¡3, y 
coupe les côtés de ABC aux points <7, r , s et le cercle 
circonscrit en p; ces quatre points forment une division 
harmonique. 

4° On joint un point p du cercle circonscrit aux som-
mets A, a. 

Soient <7, s les points où p ol rencontre les côtés de 
ABC, r ' , sf les points où p A rencontre les côtés de 
a^y; les droites qq*, /v*', ssf se coupent sur la diagonale 
aaK de l'hexagone. 

5° Les droites de Simson des triangles ABC, aj3y 

(») Voir Traité de Géométrie, par MM. ROUCIÎÉ et DE COMBE-
ROUSSE, 6E édition; Note III, Sur la Géométrie récente du triangle. 
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relatives à un même point p rectangulaires, leur point 
d'intersection décrit une ellipse. 

(j° Le foyer singulier d'une cubique cyclique est le 
point de Lemoine de son triangle asymptotique. 

La polaire d'un point, par rapport à une cubique 
triasymptotique, n'est un cercle que si le point choisi 
est le point de Lemoine de son triangle asymptotique. 

8° Les parallèles aux asymptotes menées parce point 
déterminent sur la cubique six points qui sont sur un 
cercle. (Ces deux propositions ont été énoncées par 
M. Lem )ine pour le cas où la cubique se réduit à ses 
asymptotes.) 

II. Extension de quelques propriétés de la droite 
de Sinison. — i° Un triangle ABC étant inscrit dans 
une conique, on mène par ses sommets des parallèles 
aux directions conjuguées aux côtés opposés ; ces paral-
lèles se coupent au point 11. 

Les milieux des côtés, les milieux de AU, BH, CH 
et les points de rencontre de AH, BH, CH avec les 
côtés du triangle, sont neuf points d'une conique U lio-
mothétique à la première; son centre est le milieu de 
OH, le rapport d'hoinothétie est -i . 

Si d'un point P de la conique ABC on mène des 
parallèles aux droites AH, BH, CH, ces parallèles ren-
contrent les côtés opposés à A, B, C eu trois points en 
ligne droite. 

4° Deux points P, ly , diamétralement opposés, don-
nent lieu à deux droites dont les directions sont conju-
guées, leur point d'intersection décrit la conique U. 

5° Ces droites enveloppent une quartique tricuspi-
dale, les tangentes aux points cuspidaux sont les droites 
AU, BH, CH. 
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SIR LES FIGURES ÉQlIPOLLEXTES ; 
Pau M . G . T A R R Y . 

1. Dans le plan, nous dirons que deux quaternes de 
points, A, B, C, D et A', IV, C , !)', ont le même rapport 
anliarmonique lorsque les quadrangles ABCD et A'B'CD' 
satisferont aux relations exprimées par les deux égalités 

A C . BC _ A/_G' . B ' C ' 

A L ) ' LU) ~ A D ' 1 I V I ) ' ' 

C A D — ( Î B D = C A / L ) ' — CÎ\V IV. 

Pour simpliiier, nous représenterons cette double éga-
lité par la formule symbolique 

( A B C D ) = ( A ' B ' C T V J . 

On démontre qu'on peut remplacer ces deux qua-
ternes par deux autres formés des mêmes points dis-
posés dans un ordre quelconque, à la seule condition de 
faire correspondre les mêmes [joints. 

JNous appellerons figures directement, équipollentes 
deux ligures planes qui se correspondent point à point, 
de telle sorte que quatre points quelconques de l'une 
de ces ligures aient le même rapport anliarmonique que 
les quatre points correspondants de l'autre. 

La démonstration du théorème suivant, par la Géo-
métrie pure, ne présente aucune difficulté. 

Étant donné deux ternes de points, A, B, C et A7, 
B', C , qui se correspondent dans deux figures z> et -s', 
si l'on fait correspondre à tout point I) de <p un point 
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IY de s' par /'égalité 

( A B G D ) = ( A'B'C'D') , 

à un quaterne de points quelconques dans Vune de ces 
figures correspond dans l'autre un quaterne de points 
qui a le même rapport anharmonique. 

Ce qui prouve l'existence des figures directement 
équi poil entes. 

Appelons I et J' les points de chacune des figures ABC 
et A'B'C' qui correspondent aux points à l'infini 00' et GO 
dans l'autre. 

Nous donnerons à ces points les noms de pôles d'in-
version. 

On a immédiatement Téquipollenee 

( i x A B ) = ( * / J ' A ' B ' ) , 

c'est-à-dire les deux relations 

U # «A _ . J\V 
IB : ocB ~ a / iV : J ' B ' ' 

A I B - A^celi = AWB"' — A \ T B \ 

On voit immédiatement que 

oc A 00'A' 
— • = — — = 1 et A x l { = A V H = 0 . 

ocB cc B 

Ou a donc les deux égalités 

I A . J ' A ' = I B . J ' B ' e t ATB = = = — A T B \ 

qui se traduisent géométriquement, par cet énoncé : 
Le produit des distances IA.J'A' des pôles d'inver-

sion de deux figures directement équipollentes à deux 
points correspondants dans ces figures est constant, et 
la bissectrice des semi-droites IA et J'A 'a une direction 
fixe. 



( 253 ) 
Il peut arriver qu'à un point à l'infini dans l'une des 

figures corresponde dans l'autre un point aussi à l'infini. 
Dans ce cas particulier, les deux figures sont directe-

ment semblables. 
En effet, de l'équipollence 

( A * B C ) = (A'oo' B'C'), 

on déduit les égalités 

A B A 'B ' ¿A> t><^> — = -¡-777, er BAC = B A C . XL, A C 

D'où l'on conclut que les figures directement sembla-
bles sont un cas particulier des figures directement équi-
pol lentes. 

Nous appellerons point double de deux figures qui se 
correspondent point à point, tout point qui, considéré 
dans l'une quelconque des deux figures, se confond avec 
son correspondant dans l 'autre. 

Il est facile de voir que, dans le cas général, tout 
point double de deux figures directement équipollentes 
est le troisième sommet D d'un triangle IDJ' dans lequel 
on connaît la base IJ', qui a pour extrémités les pôles 
d'inversion, le produit des deux autres côtés, ÎD.J 'D, 
et la diiection de la bissectrice intérieure de l'angle D 
opposé à la base. 

On sait que ce problème très connu a toujours deux 
solutions réelles, distinctes ou confondues. 

Quand les pôles d'inversion I et V se confondent, la 
construction des points doubles est des plus simples. 

Dans le cas particulier où les pôles d'inversion sont à 
l'infini, les deux figures directement équipollentes de-
viennent directement égales, l 'un des points doubles 
est à l'infini et l'autre est le point double, ou centre de 
similitude, des deux figures directement semblables. 

Enfin, dans le cas plus particulier où les deux figures 
Ann. de MathématHe série, t. \ l . (Juin 1892.) l o 
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sont directement égales et parallèles, de même sens, les 
deux points doubles sont à l 'infini. 

2. Deux figures planes sont dites inversement équi-
pollentes quand une figure inversement semblable à 
l'une d'elles est directement équipollente à l 'autre. 

Soient A, B, C, D et A', B', C', D' des quaternes de 
points correspondants dans deux figures inversement 
équipollentes. 

Il résulte immédiatement de notre définition qu'on a 
les deux égalités suivantes 

A G . B C __ A/CY B X ; 

Â D : B D ~ A ' D ' : B ' D ' ' 

C A D — C M ) ' = — ( C T D - C B ^ D ' ) . 

Nous exprimerons cette double égalité par la formule 
symbolique 

( A B C D ) = — ( A ' B ' C ' D ' ) . 

Soient I et J' les points de deux figures inversement 
équipollentes qui correspondent aux points à l ' infini. 

Désignons par P et F deux points correspondants 
quelconques dans ces figures. 

Le produit des distances IP et J 'P ' est constant et 
l'angle formé par les semi-droites IP et J 'P ' a une gran-
deur invariable. 

Les points I et J ; sont les pôles d'inversion des deux 
figures inversement équipollentes. 

On voit aisément que tout point double de deux 
figures inversement équipollentes est le sommet D d'un 
triangle IDJP dans lequel on connaît la base I J \ qui a 
pour extrémités les pôles d'inversion, l'angle opposé 
IDJ', en grandeur et en signe, et le produit des 
deux autres côtés. Par suite, on connaît l'aire de ce 
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triangle, et la construction des points doubles est ra-
menée à celle d 'un triangle dans lequel on donne la 
base, la hauteur et l'angle au sommet, en grandeur et 
en signe. 

D'où l'on conclut que, dans le cas général, il existe 
deux points doubles, réels ou imaginaires conjugués. 

Si les points d'inversion se confondent, les points 
doubles sont les points cycliques, excepté dans le cas 
particulier où l'angle constant des semi-droites IP et J 'P' 
est nul. 

Dans ce dernier cas les figures inversement équipol-
lentes sont identiques aux ligures étudiées sous le nom 
à' inverses, ou transformées par rayons vecteurs récipro-
ques, et il est d'un haut intérêt de constater que dans 
ce cas particulier les points doubles sont en nombre 
infini. Le lieu géométrique de ces points doubles est 
une circonférence dont le centre est le pôle d'inversion 
commun aux deux figures. 

Si au point à l'infini dans l'une des deux figures 
inversement équipollentes correspond le point à l'infini 
dans l 'autre, les deux figures sont inversement sembla-
bles. 

L'un des points doubles est à l'infini et l'autre est le 
point double des deux figures inversement semblables. 

Enfin dans le cas très particulier où les deux figures 
inversement semblables sont inversement égales et 
symétriques par rapport à une droite, il existe une infi-
nité de points doubles dont le lieu géométrique est la 
ligne droite, axe de symétrie. 

3. Résumons ce qui concerne les points doubles. 
Deux figures équipollentes situées sur un même plan 

possèdent, en général, deux points doubles. 
Quand les figures sont directement équipollentes, les 

points doubles sont toujours réels et au nombre de deux, 
distincts ou confondus, propres ou à l'infini. 
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Quand les ligures sont inversement équipollentes, 

elles ont, en général, deux points doubles, réels ou ima-
ginaires conjugués, distincts ou confondus, propres ou 
à l'infini, et dans certains cas particuliers il existe une 
infinité de points doubles dont le lieu géométrique est 
une circonférence ou une droite. Ce lieu est une cir-
conférence si les pôles d'inversion se confondent en un 
point propre et si, de plus, les segments correspondants 
issus du pôle commun sont parallèles de même sens, et 
le lieu est une droite quand les pôles d'inversion sont à 
l'infini et, en outre, les deux figures devenues inverse-
ment égales et placées en position de symétrie. 

Dans deux figures équipollentes, directement ou in-
versement, les circonférences et les droites appartenant 
à l'une d'elles ont pour lignes correspondantes dans 
l'autre des droites ou des circonférences, suivant que les 
lignes de la première figure passent ou ne passent pas 
par le pôle d'inversion de cette ligure. 

i . De la définition que nous avons donnée des figures 
équipollentes on déduit immédiatement l 'importante 
propriété suivante. 

Deux ternes de points correspondants infiniment 
voisins, A, B, C et A', B', C , sont les sommets de deux 
triangles infiniment petits, ABC et A', B', C , directe-
ment ou inversement semblables, suivant que les 

figures sont directement ou inversement équipollentes. 

En eilét, de la relation 

( APBC ) = ih(A'P'B'C'), 
on déduit les égalités 

A B P B __ A J R # P B ' 

\ C ' P C ~~ A X ' : P X " 

B A C - B P C = ± ( I R V C ' B ' P ' C ' ) . 
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Si les triangles ABC, A'B'C tendent à devenir infi-

i * P B P B ' i i> • -ni nient petits, les r a p p o r t s ^ , p ^ tendent vers 1 unité 

et les angles BPC, B ' P ' C vers zéro. 
Donc, à la limite, les égalités précédentes peuvent être 

remplacées par les suivantes 

i ? = ™ = A G A G 

Ainsi deux régions infiniment petites autour de deux 
points correspondants sont semblables. 

Le coefficient de similitude entre deux telles régions 
varie d 'un point à un autre. Les points de ces régions 
pour lesquelles ce coefficient a une grandeur donnée 
sont deux circonférences correspondantes, ayant pour 
centres les pôles d'inversion des deux figures équipol-
1 entes. 

Dans la transformation équipollente les angles de la 
figure transformante se conservent dans la figure trans-
formée ; mais ces angles, égaux en grandeur absolue, 
ont des valeurs de même signe ou de signes contraires, 
suivant que les figures sont directement ou inversement 
équ i poil en tes. 

O. Ma théorie des figures équipollentes trouve son 
application naturelle dans la Géométrie de la sphère. 

Elle fournit une solution élégante du problème sui-
vant, que nous avons énoncé pour la première fois 
(.Nouvelles Annales, t. X, p. 5*, question 1601) : 

Inscrire dans une sphère donnée un polygone dont 
chaque côté passe par un point donné. 

On s'appuiera sur le théorème suivant, dont la dé-
monstration est aisée : 

Quand deux figures tracées sur une sphère sont en 
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perspective, leurs projections stéréo graphiques sur un 
même plan sont deux figures inversement équipol-
lentes. 

On entrevoit déjà que la théorie des figures équipol-
lentes permettra d'étendre aux surfaces des quadriques 
les propriétés qui correspondent à celles des divisions 
liomographiques sur les coniques. 

La construction du polygone iuscrit dans une sphère 
donnée et dont les cotés passent par des points donnés 
est ramenée, dans notre solution, à la construction des 
points doubles de deux ligures directement ou inverse-
ment équipollentes, suivant que le nombre de côtés du 
polygone est pair ou impair. 

Par conséquent : 
Quand le nombre de côtés est pair le problème a 

deux solutions, toujours réelles, ou bien une infinité de 
solutions. 

Dans ce dernier cas, très particulier, qui se présente 
lorsque les deux figures directement équipollentes se 
confondent, un point quelconque de la sphère peut 
être considéré comme le sommet d'un polygone satisfai-
sant aux conditions de l'énoncé du problème. 

Quand le nombre de côtés est impair, le problème a, 
en général, deux solutions, réelles ou imaginaires, et en 
particulier une infinité de solutions. 

Dans ce dernier cas, les lieux géométriques des som-
mets des polygones sont des circonférences. 

6. Deux figures, situées sur une même sphère, sont 
directement ou inversement équipollentes, quand leurs 
projections stéréographiques, prises d'un point de vue 
sur la sphère, sont deux figures directement ou inver-
sement équipollentes : 

Quand deux figures situées sur une même sphère 



( *59 ) 
sont directement, ou inversement équipollentes, quel 
que soit le point de vue choisi sur la sphère, toutes 
leurs projections stéréo graphiques sont des figures di-
rectement ou inversement équipollentes. 

On voit que, pour former une figure spliérique,direc-
tement ou inversement équipollente à une figure splié-
rique donnée, on peut prendre arbitrairement les trois 
points qui correspondent à trois points désignés de la 
ligure donnée. 

11 est presque évident que deux figures équipollentes 
à une même ligure sont équipollentes entre elles. 

Une étude intéressante à faire serait celle du lieu 
géométrique des droites qui passent par les couples de 
points correspondants de deux figures équipollentes 
situées sur une même sphère. Les droites de cette con-
gruence sont tellement placées dans l'espace, que, par 
un point quelconque non situé sur la sphère, il en 
passe toujours deux. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1892. 

Composition de Mathématiques. 

On d o n n e une h y p e r b o l e équi latère et une c i rconférence (G) 
décr i t e sur une corde D D ' de ce t te h y p e r b o l e c o m m e d iamètre . 

i ° On m è n e dans la c i rconférence une corde perpendicula ire 
à D D ' : d é m o n t r e r que la m o i t i é de c e t t e corde est m o y e n n e 
proport ionne l l e entre les d is tances de son milieu aux po int s où 
e l le r encontre l ' h y p e r b o l e ; 

Indiquer dans quel cas les po in t s d ' intersect ion de la c ir-
conférence et de l 'hyperbo le sont t o u s réels ; 

3° T r o u v e r le l ieu des points de rencontre des sécantes c o m -
m u n e s à l 'hyperbo le et à la c i rconférence , lorsque la corde D D 
se déplace en restant parallèle à une direct ion f ixe ; 
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4° Soient : 

Il un des points c o m m u n s à l 'hyperbo le et au cerc le m o b i l e ; 
A le point où la tangente à la c i rconférence en H c o u p e l 'hy-

perbole ; 
B le point où la tangente à l 'hyperbole en II c o u p e la c i rcon-

férence : 

prouver que la droi te AB passe par un po in t fixe. 

Composition de Physique et de Chimie. 

Physique. — I. Réfract ion par un pr isme : d'un rayon lu-
mineux et d'un faisceau con ique de rayons de très pe t i t e o u -
verture . (II ne sera pas quest ion de d i spers ion . ) 

II. T h e r m o m è t r e à poids . 

Chimie. — Prépara t ions us i tées dans les l abora to i re s et 
dans les arts de tous les h y d r a c i d e s (ac ides non o x y g é n é s ) 
indiqués dans le p r o g r a m m e de Chimie . 

( O n ne demande rien sur les propr ié tés , a n a l y s e s , e tc . , de 
ces corps . ) 

Calaul trigonométrique. 

On donne les trois co té s d'un tr iangle 

a — 58i24"\5() , b = 46571™,46, c = 3 7 6o4 , t \ i8 . 

Calculer les trois ang les et la surface. 

Composition française. 

Déve lopper cet te pensée de Pascal : 

« La douceur de la gloire est si grande , qu'à quelque chose 
qu'on l 'at tache, m ê m e à la mort , on l 'a ime. » 

Epure. 

Intersect ion d'une sphère et d'un cy l indre . 
Le rayon de la sphère est de 8om m . Le centre a sa project ion 

horizontale à <jomm du bord inférieur de la feui l le , à i3V , n n du 
bord de gauche , et à >.-20mm de la project ion vert icale . 

La trace horizontale du cyl indre est un cercle de 6onim de 
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rayon, et dont le centre est à î o™"1 du bord inférieur de la 
feui l le et à i?.o,mn du bord de droite . Les génératr ices sont de 
f ront , inc l inées de 6o° sur le plan horizontal , et s 'é lèvent de 
droi te à g a u c h e a u - d e s s u s de ce plan. 

On d e m a n d e de représenter par ses project ions le so l ide qui 
reste , après que l 'on a enlevé de la sphère la portion qui se 
t rouve à l ' intér ieur du cy l indre ; les parties cachées seront tra-
cées en po ids ronds . 

On indiquera en traits rouges la construct ion d'un point 
q u e l c o n q u e et des points remarquables de l ' intersect ion, ainsi 
que cel le des t a n g e n t e s en ces points ( 1 ) . 

Composition de langues étrangères. 

Un g e n t i l h o m m e , M. de Charnacé, était fort importuné de 
ce que la maison d'un pauvre h o m m e , ta i l leur de son é ta t , 
p lacée à peu de d i s tance de son château , gênait sa vue . Ne 
pouvant d é t e r m i n e r cet h o m m e à lui vendre sa maison, il le 
fait venir un jour et lui c o m m a n d e une l ivrée pour ses g e n s ; 
mais il e x i g e , sous p r é t e x t e qu'il est pressé , que le tai l leur 
d e m e u r e chez lui , Charnacé , nourri et gardé à vue, jusqu'à ce 
que la b e s o g n e so i t t e rminée . F e n d a n t ce temps , il fait démol ir 
la maison du tai l leur, et la fai t reporter f idè lement , tel le 
qu'el le é ta i t , à un endroi t où elle ne le gênai t plus. Il renvoie 
enfin le ta i l leur, après avoir reçu et payé son ouvrage , et s'ar-
range p o u r qu'il ne parte qu'à la nuit , non sans avoir bien 
s o u p é . Le pauvre h o m m e c h e r c h a va inement sa maison toute 
la nui t : le j o u r venu , il l 'aperçut enf in, mais à une autre 
place , et son é t o n n e m e n t fut e x t r ê m e en reconnaissant que 
c'était bien la m ê m e . Quand il eut compris , il se plaignit , mais 
on ne fit que rire de son aventure : il est vrai que cela se pas -
sait sous Louis X I V ; on serait p lus sévère aujourd'hui . 

( l ) Il manque évidemment une donnée pour achever de définir la 
position re la t ive de la sphère et du cylindre. K. 



( »tía ) 

SOLUTION DE LA COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES DONNÉE 
AU CONCOURS D 'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN 1892 H; 

PAU M. C . - A . L A I S A N T , 
Docteur ès Sciences. 

i° La propriété en démonstration consiste évidem-
ment à établir que, si Ton coupe l'hyperbole équilatère 
par deux sécantes rectangulaires, les produits des seg-
ments, à partir de l'intersection de ces sécantes, sont 
égaux (aux signes près). 

Rapportons l'hyperbole à ses asymptotes, en prenant 
pour unité sa puissance. L'équipoIIence est 

En la coupant par une droite issue du point A, donné 
par A = ai*, droite dont l'inclinaison serait 0, on a 

«£«+¿£0= t 4~ y 

d ' o ù 

a c o s a 4-jcosO = / , a s ina 4- ^ sinO = - , 

et 
z - d i 
— sintiO 4- a z s in (0 4- 3 ) 4 - — s i n a a — 1 = o. 

Le produit des segments est 

a2 . 
— sm *2a — 1 

sin '¿0 

( 1 ) Voir l 'énoncé, p. .Ú9. 
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Si l'on change 8 e n i + j , on a le même produit, avec 

un signe contraire. La propriété est donc démontrée. 

Soient D = t -+- i , D = t'-+- i . Pour que la cir-

conférence de diamètre DD' coupe l'hyperbole en un 

point H, donné par H = T -+- il suffit qu'on ait 

ou 

H P 
ÏÎD7 

r - i <" < > M ) 

/,' ; 
7 * - ' > ( -

I! 

c'est-à-dire 

~ Tt ~~ '1 ' — — —, -

Pour que T soit réel, il faut donc que tf soient de 
signes contraires, ou que les deux points D, D' soient 
sur les deux branches différentes de l 'hyperbole; Ta, 
d'ailleurs, deux valeurs égales et de signes contraires, 
ce qui montre que la seconde sécante commune H H' est 
un diamètre de l'hyperbole. 

3° Il est clair que la droite H H7 appartient au lieu 
cherché, lequel comprend, en outre, la ligne engendrée 
par le point de rencontre des droites lil), l i 'D\ Lorsque 
DD' conserve la même direction, on voit immédiatement 
que tl' est constant, ou qu'il en est de même de 

« » / - ¡ R 
Or 

H D = / - f 
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De même 
H ' D ' i l 

Le lieu est donc obtenu par la relation 

En appelant x et y les coordonnées d'un point du lieu, 
on a 

x = T -4- u = — T H- v, 

I U _ 1 C y = _ _ _ = _ _ _ . 
De là 

x — - = u. x + : = c, x2 — t2 = z/c, 
1 U Y -f- 1 — -h V V2 1 — UV — J/C 

Donc x 2 — -z2—y2— ~ est l'équation du lieu, qui est, 

par conséquent, une hyperbole equilatere, dont les axes 
sont dirigés suivant les asymptotes de l'hyperbole don-
née. 

4° Rapportons l'hyperbole au diamètre H H' pris pour 
unité, et pour origine des inclinaisons, ce diamètre 
restant le même lorsque la direction de DD' est con-
stante. 

L'équipollence de l'hyperbole est, en prenant H pour 
origine, et en désignant par a rinclinaison de la tan-
gente en H, 

Il M = M W ^ ^ Ï G S * ) . 

Soit MB = B étant sur la circonférence, nous avons 
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bz — ^z^-iz + b l 

De là 

et 

'+'>.3 + 3 = (>. 

>t>2 / , 

H A 

H ' A = H A — H I T = H A — 
[—¿>£a H H ' _ I IB B H ' 

¿>'-— I ¿>2 — 1 ¿>2_i 

H'A et BI1' ont done la même direction, c'est-à-dire quu 
la droite AB passe par le point fixe H'. 

On a, en outre, 

H ' A I H H ' 2 

BIT I I B 2 — H H ' 2 

les lignes, dans cette dernière expression, étant repré-
sentées par leurs grandeurs seulement. 

Si, en particulier, on a pris HB = HH', le point A 
s'éloignera à l ' infini; autrement dit, la tangente au 
cercle Ii 'HB, en H, sera parallèle à l 'une des asymptotes. 
Si HB = HH' y/I, le point H' est le milieu de AB. 

Si l'on prend deux points B, B, symétriques par rap-
port à H, on aura, pour les points A, A< répondant aux 

cercles IIH'B, HH'B4 , = si bien que la corde 

A A, sera parallèle à la tangente à l'hyperbole en H. 

Ann. de Matkémat., 3e série, t. X. (Juil let 1892.) 19 
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A UT HE SOLUTION 

PAH M . L A R O S E , 
Élève à l 'Éco le P o l y t e c h n i q u e . 

I. L'enveloppe des droites divisées harniouiquement 
par deux coniques est une conique qui touche les huit 
tangentes aux deux coniques en leurs quatre points 
d'intersection. 

Dans le cas particulier où l 'une des coniques est un 
cercle C, l 'autre une hyperbole équilatère E, la conique 
enveloppe T, étant tangente h la droite de l ' infini, est 
une parabole. Si l 'une des cordes communes DD' à C et 
à E est un diamètre de Tune des coniques C, la para-
bole r ayant deux tangentes parallèles se décompose 
en deux points : Tun à l'infini dans une direction per-
pendiculaire à DD', l 'autre P à distance finie. 

La première partie est démontrée. 
On remarquera que, si Iil est. la seconde corde com-

mune à C et à E, P est lò pôle de HI par rapport à C et 
le pôle de DD' par rapport à E ; de plus, III est le dia-
mètre conjugué dans E des cordes perpendiculaires à 
DD' : sa direction est donc symétrique de DD' par rapport 
aux axes, ce qui résulte d'ailleurs de théorèmes connus. 

IL D'après cela, les.points H et I seront réels si la 
direction DD' est comprise dans l'angle des asymptotes 
qui comprend E, imaginaires dans le cas contraire. 

III. Lorsque DD' se déplace parallèlement, HI reste 
fixe, (die fait partie du lieu; les rayons HD, ID' étant 
également inclinés sur les axes de E, leur intersection 
décrira l 'hyperbole équilatère qui passe par les points 
H et I et qui a pour asymptotes les axes de E. Dans cette 
hyperbole, HI est le diamètre conjugué de DD'. 
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» IV. Cherchons combien par un point quelconque A 
de E passent de droites AB. Si P est le pôle dans E de 
la perpendiculaire élevée au milieu de HB, P est en 
ligne droite avec les points Ii et A ; or P décrit le dia-
mètre conjugué D de D D ' d a n s E : donc par A passe une 
seule droite AB et B est le symétrique de H par rapport 
à la polaire DD' par rapport à E du point P de rencontre 
de HA avec O. 

Ainsi l 'enveloppe de AB est un point . 
Appliquons la construction précédente lorsque le 

point A est à l ' infini sur l 'une des asymptotes : la droite 
DD' correspondante coupe la tangente en 11 à E sur 
cette asymptote et la droite AB est, dans ce cas, la 
parallèle à l 'asymptote menée par le point 1. 

Le point I est donc le point fixe par lequel passent 
toutes les droites AB. 

Remarque. — Les énoncés qui précèdent sont suscep-
tibles de généralisations auxquelles je ne m'arrêterai 
pas. 11 suffit de substituer, à C et à E, deux coniques telles 
que la conique enveloppe des droites qui les divisent 
harinoniquement se réduise à deux points; à la droite 
de l ' infini on fera correspondre une droite passant par 
l 'un de ces points. 

SUR L4 CONVERGENCE DES SÉRIES; 
PAR M. DE S A I N T - G E R M A I N . 

D'une étude intéressante insérée dans le numéro de 
mars 1892, M. Jamet conclut qu 'une série U à termes 

1 
positifs a , , est divergente quand u"n

r a une limite 
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supérieure à l'unité, convergente si la limite est < i * 
p étant un nombre positif quelconque. La première 
proposition est à peu près évidente; la seconde peut 
résulter d'une règle plus limitative, et facile à établir. 
Soit 

je dis que U sera convergente ou divergente suivant 
711} £ (iue la limite de T—- sera > 1 ou < 1 . J L11 

Considérons la série V dont le terme général vn 

1 est —: 011 a 

-v -~Ln a Ln tflJn -O-^i 
v n i = e n P = 1 1 e ; nP 'i n li> y 

la limite du produit analog ue a -z— tn est a; or 011 sait que 
V est convergente ou divergente suivant que a est ^ 1 
et, par un raisonnement bien connu, on en déduit 
immédiatement la règle que j 'ai indiquée. Dans le cas 
envisagé par M. Jamet, s„ étant fini, la limite de notre 
produit serait infinie. 

SUR LA G É O M É T R I E C I N É M A T I Q U E ; 
PAR M. CH. S P E C K E L , 

Ancien élève de l'École Polytechnique. 

Dans une Note insérée au Compte rendu de la dix-
huitième session du Congrès pour l'avancement des 
Sciences, M. d'Ocagne a étudié les trajectoires des 
points marqués sur une droite qui se déplace en tou-
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chant constamment par l 'un d'eux une courbe donnée. 

'Dans son travail, M. d'Ocagne avait abordé directement 
la question; dans ce qui suit, je me suis proposé d'y 
appliquer les méthodes générales de la Géométrie ciné-
matique et, en môme temps, de compléter sur quelques 
points les résultats trouvés. 

Soit donc g une droite qui se déplace en restant tan-
gente par un de ses points A à une courbe donnée (a) . 

Nous pouvons concevoir que, par là, se trouve défini 
le système d'un plan <y. Nous nous proposons de trouver, 
pour chaque point du plan, le centre de courbure de sa 
trajectoire, ainsi que les points dont la trajectoire pré-
sente quelque particularité. Nous étudierons ensuite les 
relations de ces points entre eux. 

I. Centre de courbure de la trajectoire d'un point 
de g. — Désignons par n la normale en A à la 
courbe (a ) . Elle touche en A' la développée (a!) de la 
courbe A. Le point A est le centre instantané de rota-
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tion à Pinstant considéré. Le lieu des centres instantanés 
est la courbe (a'). Désignons par O' le centre de cour-
bure de (a') pour le point A. D'après un théorème 
général sur les enveloppes, O' sera aussi le centre de 
courbure de la trajectoire du point à l 'infini dans la 
direction perpendiculaire à n. Il suit de là donc que le 
point O' appartient à la circonférence des centres w'. 

j\ous pouvons donc maintenant construire cette c i r -
conférence, puisqu'elle est tangente en A' à la droite n 
et qu'elle passe par O'. Sa connaissance entraine celle 
du cercle des inflexions, qui lui est symétrique par 
rapport au point O. La détermination de la circonfé-
rence des inflexions suffit pour qu'on puisse immédiate-
ment obtenir les centres de courbure des trajectoires. 
M. le général Dewulf a, en eiï'et, donné la règle suivante 
qui s'applique à tous les cas : 

Le lieu géométrique des centres de courbure M' des 
trajectoires des ¡joints d'une courbe F/w est la projec-
tion horizontale de la courbe d'intersection de deux 
cônes : l'un de ces cônes a pour sommet le point pris 
arbitrairement sur la verticale du centre instantané ; 
l'autre a pour sommet ce centre instantané et pour 
base la projection de la courbe Fm sur le plan hori-
zontal passant par 2. 

La base du cône qui a son sommet en 2 est le cercle 
des centres. 

Appliquons cette construction au cas particulier que 
nous considérons et nous pourrons énoncer la règle 
suivante : 

1. Joignez A par une droite au point M pris sur g. 
Cette droite coupe en p' la circonférence des centres; 
projetez p' sur le diamètre A'O' en p ; la droite pA 
coupe OM au point M'. 
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Je vais main tenant donner un autre mode de construc-

tion du point M', fondé, lui aussi, sur des théorèmes 
généraux indépendants de ceux du général Dewulf. 

Cette Construction repose sur le théorème suivant : 
Soient l p et lq deux droites passant par le centre 

instantané; By, et B^ un couple de points situé sur 
tels que B^ soit le centre de courbure de la trajectoire 
de Bjo ; Bv, B'(/ un couple de points analogues sur lq . Les 
droites B^B^, B^B^ se couperont sur une droite fixe up q . 

La position de upq se déduit de la proposition sui-
vante : 

L'angle de la tangente n à la courbe, base de la rou-
lette, avec lp est égal à celui que fait upq avec lq. 

Appliquons ces propriétés aux deux rayons 

A ' O et A' M' = l , r 

La droite upq est alors perpendiculaire à A'M menée 
par A'. 

Joignons M au point à l'infini sur lp. La droite upq 

rencontrera cette droite de jonction en S sur la droite g-. 
Nous énoncerons donc la règle suivante : 

2. Menez par h! la droite A'S perpendiculaire 
sur A'iM. Elle rencontre en S la droite g. Joignez S au 
point O' par une droite, le point d'intersection de 
cette aerniere et de A'iYI est le centre de courbure 
cherché. 

M. d'Ocagne avait été conduit à la construction sui-
vante du centre de courbure : 

Mener par O' une parallèle et par Af une perpendi-
culaire à A'M. Ces droites se coupent en R. Joindre K 
au point M. Au poiut L d'intersection de KM avec 
A'O', élever une perpendiculaire LM/ sur A7M. Le 
point M' est le centre de courbure cherché. 



Il est aisé de voir que le point que Ton obtient ainsi 
eoïneide avec celui qui a été fourni par les deux 
constructions précédentes. 

11. La conique de Rivais. — C'est un théorème 
connu que, pour toute droite d'un système mobile qui 
ne passe pas par le centre instantané de rotation, le lieu 
des centres de courbure de ses points est une conique 
osculée au centre instantané par le cercle des centres. 

On le vérifie ici en remarquant que les deux faisceaux 
qui, dans la construction n° 2, ont servi à déterminer le 
point M', sont projectifs. Ils sont même en involution. 

Cette construction nous donne également la tangente 
en O', qui est O'A. 

La droite qui joint le point A au milieu C de A'O' est 
donc cou juguée des cordes de la direction A70' . 

Achevons la détermination de la conique. Pour cela, 
nous allons construire son centre en cherchant les 
points situés sur le diamètre AC. En ces points, la tan-
gente à la conique est parallèle à A'O7. Comme, d'autre 
part, elle doit passer par le point d'intersection des 
traces horizontales d'un plan passant par la ligne de 
terre et d'un plan tangent au cône A, nous avons la 
construction qui suit : Menez le diamètre y C'y', du 
cercle des centres qui est perpendiculaire sur A'O'. Les 
points P , P '4 d'intersection de AC avec A'y7, A'y', sont 
les extrémités d'un diamètre. Le centre est en Tf, milieu 
de p; P'. 

Nous reviendrons sur cette construction. 
Déterminons la direction des axes. Pour cela, obser-

vons que, pour les points du système cr qui sont sur le 
cercle des inflexions, le rayon de courbure est à l9iuiiiii. 
Donc, en joignant le point A' aux points où la droite g 
rencontre le cercle des inflexions, 011 aura la direction 
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des rayons infinis : les bissectrices de l'angle de ces 
rayons donnent la direction des axes. On remarquera 
que la position de ces bissectrices est indépendante de 
celle de la droite g , pourvu qu'elle reste parallèle à 
elle-même, et que, par conséquent, les droites inclinées 
à 45° sur A'O' nous donnent en toute hypothèse la direc-
tion des axes. 

La conique, lieu des centres de courbure, a été dési-
gnée par le général Dewulf sous le nom de conique de 
Rivais, du nom du géomètre qui la remarqua le premier. 

Nous dirons donc : La conique de Rivais des points 
de la droite g est osculatrice en h! au cercle des centres 
et passe par le point 0 \ ou sa tangen te est la droite O'A. 
Son centre est au point T', et ses axes sont inclinés ci 
45° sur la droite O A ' . L'espèce en est déterminée par 
la position de g relativement au cercle des inflexions. 

III. Séries de points sur la conique de Rivais. — 
Considérons le point S du plan <r comme un point dont 
nous cherchons le centre de courbure. Effectuons la 
construction n° 2: nous le trouverons en S'. Si le point 
M de g se déplace de façon que AWI et A'S restent tou-
jours à angle droit, les faisceaux A'(M . . .), A'(S . . .) 
seront en involution; mais la conique de Rivais passant 
en A', les séries de points M' et S' situées dans cette 
conique seront aussi en involution. Donc, les cordes 
S'M' passeront par un point fixe. 

Nous pouvons considérer ce fait en considérant arbi-
trairement une involution de points sur la droite g. 
Soient M et S deux points conjugués de cette involu-
tion. Les faisceaux qui projettent les couples de points 
M et S en M'et S' sur la conique Rivais seront eux-mêmes 
en involution et, par contre, les cordes M'S' passeront 
par un point fixe. 
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Donc : 5 / M et S sont deux points conjugués d'une 

involution tracée sur la droite g, les cordes S 'M'passe-
ront toutes par un même point. 

IV7. Variation des éléments de la conique de Rivais 
quand la droite g se déplace en restant parallèle à 
elle-même. — La construction indiquée pour obtenir 
le point r ' nous donne immédiatement le lieu de ce 
point. Effectivement, les droites A'y' et Afy\ restent 
fixes, ainsi que le point C. Mais le point Y' est le milieu 
de P'P', ; donc, en vertu d'une propriété bien connue de 
l'hyperbole : 

Le lieu des centres des coniques de Bivals est une 
hyperbole équilatère qui passe aux points C et A', et 
dont les asymptotes ont la direction commune des 
axes de toutes les coniques de Rivais. 

V. Points à courbure stationnaire, points pour les-
quels la trajectoire présente un point de rebrousse-
ment. — Pour faire l 'étude de ces points, nous calcule-
rons l'expression du rayon de courbure. On peut, pour 
cela, faire usage, soit de la formule de Savary, soit opérer 
par un calcul direct en se servant d'une des constructions 
indiquées précédemment. 

En posant 

A A ' = p et AM = h, 0 ' A ' = R , 

on trouve 

h 1 - j - p2 H- RA ' 

On reconnaît au dénominateur le premier membre de 
l'équation du cercle des inflexions. C'est, en effet, le 
lieu des points qui passent par des points d'inflexion 
de leurs trajectoires. 
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Au numérateur, ou a le premier membre de l 'équa-

tion des droites isotropes issues de A'. Elles forment, 
en effet, le lieu des points qui passent par des points de 
rebroussement de leurs trajectoires. 

On sait que le lieu des points qui ont un cercle de 
courbure stationnaire est une courbe de troisième degré 
qui passe par les points circulaires de l'infini et possède 
au point A' un point double dont les tangentes sont A'A 
et A'O. Pour obtenir l'équation de cette courbe, con-
naissant la relation qui lie R à p, il suffira de différen-
tiel' l'expression de X par rapport à p et d'égaler cette 
différentielle à zéro. 

Nous ferons ce calcul dans le cas où le point A décrit 
une développante de cercle. En négligeant le dénomi-
nateur', on a 

1 
p( A2-+- p«-*- 3 I U ) = o, 

abstraction faite du facteur h2-h p2 dont nous connais-
sons la signification; la cubique se décompose en une 
droite et en un cercle. Ce résultat était facile à prévoir, 
car, étant donnée la symétrie de la base de la roulette, la 
droite p = o devait forcément faire partie du lieu, et 
dès lors il ne restait plus pour l'autre partie qu'un 
cercle tangent à A'A au point A. 

Nous dirons donc : 

Dans le cas oit le déplacement du système est déter-
miné par le roulement sans glissement d 'une droite sur 
un cercle, le lieu des points à courbure stationnaire 
se compose de la normale à la roulette au centre 
instantané, et d'un cercle tangent, en ce même point, 
à la roulette. 

Dans ce même cas, il est facile de trouver les points 
qui passent par des points d'ondulation de leurs trajec-
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toires, et Je lieu de ces points pour toute la période du 
déplacement. Ce lieu est un cercle. 

De même, les lieux des points qui, successivement, 
auront avec leur cercle osculateur un contact du troi-
sième et du quatrième ordre sont des cercles. 

SLR QUELOIIES PROPRIÉTÉS DES COURBES PLANES 
LUCIRSALES DU TROISIÈME ORDRE; 

PAR M. ASTOR, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 

1. On sait que si les tangentes à une cubique uni-
cursale en son point double sont réelles, la courbe n'a 
qu'un point d'inflexion réel, et qu'elle en a trois si le 
point double est un point isolé. Cette propriété peut 
être mise très simplement en évidence par un procédé 
tout à fait élémentaire. 

Nous écarterons le cas simple où le point double est 
un point de rebroussement, c'est-à-dire que nous sup-
poserons les tangentes distinctes. 

Prenons pour origine le point double et pour axes 
deux droites réelles formant avec les tangentes un 
faisceau harmonique. Si nous voulons que les axes soient 
rectangulaires, il suffira de prendre les bissectrices de 
l'angle des tangentes. L'équation de la courbe sera de 
la forme 

A2?3-+- Bx1 y -f- Gxyï-h D/3 — x2 — K2y2, 

K2 étant positif si les tangentes sont réelles, négatif si 
elles sont imaginaires. Posons 

( 0 
j x - K y = X , 

) x Ky = Y ; 
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l'équation prend la forme 

aX3 -+- ¿>X2Y + CXY2H- ¿/Y3 = XY. 

Coupons parla droite Y = ¿X; X et Y s'exprimeront 
par les formules 

X = 

Y = 

a -i- bt -+- ci2-h dt* ' 

f2 ^ 
a -+- bt -h ci2-h c/i3 ' 

et les formules ( i) donneraient x ely rationnellement en 
fonction de t-, nous appellerons, pour abréger, le point 
donné par les formules (2) le point t. 

L'équation de la eorde qui joint deux points i, t! 

s'écrit 
X Y 1 

t t2 a -4- bt H- ce- -+- clt'à 

t' t'2 ct'*-±-dt'* 

ou, en effectuant et divisant par t — i', 

i [a(t-i-t')-+-btt'—dtH'2]X ( 3 ) j 4- + -h tt')} Y — ¿2— o; 

pour avoir la tangente au point f, il suffit de faire 
dans (3) tf = t : on obtient 

(4 ) (2ci t bfî — dt*)X •+- (— et -+- cr2-+-2dl*)Y — t*= o. 

Les points 0 de rencontre de la droite (4) avec la 
courbe seront fournis par l'équation 

(2at •+• bt-— dt'*)§ -h (— a -+- et*-h 2<^3)62 

— ¿2(a -h ¿>0 -h c02-4- dW) = o; 

cette équation doit admettre la solution double Q = 
ce que l'on v ér i f i e aisément en ordonnant son premier 
membre par rapport à ¿z, 6, c, d, et divisant par (9 —t)2 ; 
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il reste l'équation 

(5) a -h dt10 = o. 

Pour que le point t soit un point d'inllexion, il 
faut et il suffit que la valeur de Q donnée par (5) soit 
égale à t \ c'est-à-dire que les points d'inllexion soient 
donnés par l'équation 

(G) a -+- dt3 = o. 

On vérifie d'abord bien aisément que ces trois points 
sont en ligne droite; car si nous coupons la courbe par 
la droite 

m X -+- n Y -h p = o, 

les coordonnées t des points de rencontre satisfont à 
l'équation 

(7) nrt -h nt2-+-p(a -{- bt -+- et2-h dt3) = o, 

et l'on identifiera (6) et (7) en posant 

m •+• pb = 0, n pc = o, 

c'est-à-dire que les trois points d'inllexion sont sur la 
droite 

bX -h c Y— 1 = o 
ou 

(8) + = 

Or, si l 'on forme les expressions des coefficients a , b, 
c, /Y, on trouve 

Sa= A — 

j Sb = 3A — 
(9) 

B G D 
K ~ W 
B G 3D 
K K* + kJ ' 
B G 3D 
K K2 K3 ' 
B G D 
K 
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c'est-à-dire que si K2 est o, a et d, b et c, sont deux 
à deux imaginaires conjugués, et l'équation (8) devient 

équation d'une droite toujours réelle si la cubique elle-
même est réelle, comme on%devait s'y attendre. 

Si K2 est o, l 'équation (6) n'a qu'une racine réelle 
et comme les formules (2) 11e donnent dans ce cas des 
points réels que pour des valeurs réelles de £, un seul 
point d'inflexion est réel. 

Si K2 est < 0 , remplaçons K parKï, alors a etrfsont 
imaginaires conjugués, de sorte que leur quotient est 
une imaginaire de module égal à 1. Si nous posons 

a . . 
f = cos 3 a -h 1 sin 3 a, 

d 

les trois racines de (6) seront 

c o s a + i s ina , 

cos Ç ^ + a j -+- i sin 4 - a 

/ 4 t t \ . . f i * \ 
cos i y + a 1 + t s i n | - — h a 1 . 

L'équation Y = i X revient à 

K Z = I L Z L ; X I -h t 

formons la valeur du second membre pour 

t, = cos a -h i sin a 

par exemple ; ce sera 
cl . a 

sin i ' c o s -
. 1 — cos a — ¿sin a a 1 1 

1 tan£ -
1 -4- cos a -f- 1 sin a 2 a . a 

cos — h i sin -1 2 
= — t'Hang? = tang ~ ; 
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de sorte que les trois droites joignant le point double 
aux points d'inflexion sont réelles, et il en est. de même 
des points d'inflexion dont nous aurons individuel-
lement les coordonnées. 

IL L'équation (5) peut être envisagée à un autre 
point de vue qui permet d'en déduire quelques consé-
quences intéressantes. Supposons que du point 6 pris 
sur la courbe on veuille lui mener les deux tangentes 
distinctes de celle qui a son point de contact en 0 et qui 
correspond à la racine double supprimée ; les deux points 
de contact ont leurs coordonnées t et t! données par 
l'équation (5), d'où l'on déduit 

a 0 

et 1 équation de la corde qui joint ces deux points de 
contact s'obtiendra en remplaçant dans (3) / -f- t' et ttJ 
par ces valeurs. Elle sera donc, après simplification, 

(ôO — a) X 0 (c — d0) Y — 0 = o; 

on peut l'écrire 

( u ) «X — (¿X + cY — i) 0-i-<YY02=o, 

et l'on voit qu'elle enveloppe la conique 

(12) ( 6X + c Y - i ) 2 — f x ad\\ = o 

quand le point d'où l'on mène les tangentes parcourt la 
courbe. Cette conique est inscrite à l'angle formé parles 
tangentes au point double, aux points où elles sont cou-
pées par la droite des inflexions. Si les tangentes sont 
les droites isotropes, le point double, qui est alors un 
foyer de la cubique, est aussi un foyer de la conique et 
la droite des inflexions est la directrice correspondante. 
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La conique (12) sera une parabole si l'on a 

ad ( bc — ad) — o. 

Comme ad 11e peut être nul, la cubique étant supposée 
indécomposable, on doit avoir 

bc — ad = o, 

ou, en remplaçant a, d par leurs valeurs et simpli-
fiant, 

AC BD D2 

K2 + K« = ° * 

Cette relation ( 1 3) exprime, comme il est facile de le 
voir, que deux des directions asymptotiques déterminées 
par l'équation 

A .r3 4- B x^y 4- G x\y 4- D y* = o 

et les tangentes 
x- — K 2 j 2 = o. 

forment un faisceau harmonique 5 mais cela se voit en-
core plus simplement comme conséquence de la relation 
sous la forme 

ad — bc — o. 

Ecrivons en effet cette dernière 

c _d 
a 

d'où 
c — a À, d — b 1 : 

1 équation de la courbe devient 

(aX 4- bY)(X24-XY2) - XY, 

ce qui démontre la proposition. 
Ann. de Afathémat., 3e série, t. XI. (Juillet 1890..) 20 
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On a donc ce théorème général : 

Si dans une cubique unicursale les tangentes au point 
double et deux directions asymptotiq ues forment un 
faisceau harmonique, la corde polaire d'un point delà 
cubique enveloppe une parabole inscrite à Vangle des 
tangentes aux points oit elles sont coupées par la droite 
des inflexions. 

Nous pouvons remarquer en passant que, si nous 
connaissons les rapports de trois des quantités A, B, C, 
ï) à la quatrième, c'est-à-dire les directions asympto-
tiques de la courbe, nous pourrons déterminer K2 par 
l'équation (I3) de façon que la conique (12) soit une 
parabole, et la forme de l'équation montre qu'il y aura 
toujours une valeur réelle pour K. Si l'on multiplie A, 
B, C, D par un facteur arbitraire \ on obtiendra une 
infinité de courbes homothétiques qui jouissent de la 
même propriété. Les paraboles qui leur correspondent 
sont également homothétiques. 

Quelques cas particuliers sont intéressants à examiner. 
i° Les tangentes sont rectangulaires, ou K2 — 1 ; la 

relation ( i3) devient 

( c i ) " A ( A — G)-+- D ( B - D ) = o. 

Prenons, comme nous pouvons toujours le faire, l'axe 
des y parallèle à une direction asymptotique, car il y 
en a toujours au moins une réelle; alors D = o, et (<4) 
devient 

( 15) A ( A — G) = o. 

Nous pouvons satisfaire à cette équation de deux fa-
çons en prenant A = o, ou A = C, et nous avons les 



( 283 ) 
doux formes correspondantes d'équations qui suivent 

x y ( m x - h n y ) — a ( x 2 — y 2 ) , 

x ( x 2 - î - j / 2 - i - i \ x y ) = a (a?'2 — JK2); 

la première correspond à des cubiques dont les trois 
asymptotes sont réelles, tandis que deux d'entre elles 
peuvent être imaginaires avec la seconde forme. Cette 
dernière comprend toutes les strophoïdes que l'on ob-
tient en faisant X==cosQ, 0 étant l'angle des deux 
droites qui servent à définir la strophoïde. 

Supposons maintenant K- = — i ; l'équation ( i 3 ) 
devient 

A ( A - h C) + D ( B + D) = o. 

Si D = o, on peut prendre A = o ou A 4- C = o, et 
on a les deux formes 

x y { m x - ^ - n y ) = a ( x 2 + - y 2 ) , 

x ( x 2 - h ' i \ x y — y 2 ) = a ( x * - h y 2 ) . 

Si les axes sont obliques, nous n'avons pas grand'eliose 
à ajouter à ce qui a été dit} mais il n'en sera pas de 
même si les axes sont rectangulaires, c'est-à-dire si 
l'origine est un foyer de la cubique. Dans ce cas, on 
pourra prendre pour axes deux droites rectangulaires 
quelconques et par suite satisfaire à la condition D = o ; 
les deux formes d'équation sont équivalentes et ex-
priment que deux asymptotes sout rectangulaires, et le 
théorème énoncé plus haut devient le suivant : 

Si une cubique unicursale dont le point double est 
un foyer ci deux directions asymptotiques rectan-
gulaires, la corde polaire d'un point de la cubique 
enveloppe une parabole ayant pour foyer le point 
double et poiu directrice correspondante la droite des 
inflexions. 
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III. L'équation (5) se prête aisément, par sa forme 

seule, à la démonstration de propriétés intéressantes des 
cubiques unicursales. 

Les coordonnées t et i! des points de contact des tan-
gentes menées d'un point 9 de la courbe ayant une 
somme nulle, les rayons qui joignent ces points de con-
tact au point double et les tangentes en ce dernier point 
forment un faisceau harmonique. En d'autres termes, 
ces rayons et les tangentes forment un faisceau en invo-
lution dont les tangentes sont les rayons doubles. Si ces 
tangentes sont les droites isotropes, deux rayons con-
jugués sont rectangulaires; on voit donc que, si le point 
double d'une cubique unicursale en est un foyer, la 
corde qui joint les points de contact des tangentes menées 
à la courbe par un quelconque de ses points est vue du 
foyer sous un angle droit. Le calcul montre tout aussi 
aisément cette propriété. Supposons les axes rectangu-
laires; les coordonnées ty t' des points de contact des 
tangentes menées du point 9 sont données par l'équation 

et -f- dG*2 = o. 

L'équation de la droite joignant l'origine au point 
t est 

y = tX ou -t- Ky — t (x — Ky): 

son coefficient angulaire est l a condition pour 

que les deux rayons correspondant à t et t1 soient rectan-
gulaires sera 

(* _ , ) ( / ' - I ) + K « ( Î + I ) ( Î ' + i ) = O, 

ou, en tenant compte de / -+- o, tlf = 
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Si i -f- K2 n'est point nul, il n'y a qu'un seul point 0 

répondant à la question, savoir 6 = — mais, si 

i -f- K2 = o, la relation de perpendicularité est toujours 
satisfaite, et on retrouve le résultat précédemment indi-
qué. 

Nous avons vu que les cubiques, dont deux directions 
asvmptotiques forment avec les tangentes au point 
double un faisceau harmonique, jouissent de cette pro-
priété que les cordes polaires de leurs points enve-
loppent une parabole; elles jouissent aussi d'une autre 
propriété remarquable, c'est que les milieux de ces 
cordes sont en ligne droite. Cherchons, pour le démon-
trer, le lieu de ces milieux pour une quelconque des 
cubiques de la question. 

Du point 9 menons les tangentes; soient i, tf, x, j ' , 
x\yf, X, Y, X', Y' les coordonnées respectives des points 
de contact, xsj,, X, Y, celles du milieu-, nous aurons 

— X -h x\ 

donc 
' i ( x i — K ) = 2 X i = X -f- X ' 
2 (*• , -+- K y i ) = * Y , = Y - h V . 

Par suite 

x = t_ t' ? 1 — fl + ^ + c^H- di6 a H- htrci'2-h dt.'3 ' 

2 Y = ** ^ S* 
2 1 a -h ôt -t- et1 -h cil'6 ' a -h ht' -f- ctr% -t- dl'z ' 

t et t' étant les racines de l'équation 

a -+- ¿0*2= o. 
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Coin me t' = — nous pourrons écrire 

^ t \a-±- et2— + dt2)] — t\a-h ct2-V t{b -4- afc«)] 

— 2*2(6 -i- ¿¿2) 
( a -4- c i 2 ) 2 — ¿2( 6 -4- dt*)* 

_ t*\a-h et2 — t lb -i- dt2)] + + ¿¿2)] 
2 1 " — ¡?2 ( 6 —r~ dt2 )2 

eit2{a -h ci2) 
( a et2)2— t2(b dt2)2 

Remplaçant t2 par et réduisant, on trouve 

/ d0 (60 — a) 
\ Ai 
; «0(Î/0 —c)s-hû?(60 —a)2 

( l 6 ) j — (c/Q -c) 
( 1 ~ aïT(db — c) 2+ ¿(60 - a)2 ' 

Le lieu du milieu est donc en général une courbe uni-
cursale du troisième ordre, comme la proposée; mais 
supposons ad = bc = o, ou 

d _ c 
b ~~ a' 

divisons les deux équations membre à membre, il vient 

Vi _ ad0 — c 
X\~ ~ d 60 — a 

cl e et comme - = - , 6 a 

Yi a 
0,1 « X ! -f- 6 Y ! = o ; 

mais nous avons vu que dans ce cas l'équation de la 
courbe peut s'écrire 

(a X 4- 6Y)( \2-j- À Y2 ) = XY, 
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de sorte que le lieu du milieu est la parallèle à la troi-
sième asymptote menée par l'origine. 

Nous avons donc le théorème suivant : 

Si deux: directions asymptotiques d'une cubique 
un icur sede forment avec les tangentes au point double 
un faisceau harmonique, la corde polaire d'un point 
de la courbe enveloppe une parabole et le milieu de 
cette corde décrit la parallèle à la troisième asymptote 
menée par le point double. C'est le cas de toutes les 
cubiques dont le point double est un foyer et dont deux 
asymptotes sont rectangulaires, ou de même de celles 
dont les tangentes au point double sont rectangulaires 
et dont les droites isotropes sont deux directions 
asymptotiques, comme cela arrive pour les strophoïdes 
droites ou obliques. 

Un autre cas intéressant est celui où la droite des 
inflexions est à l'infini, c'est-à-dire où b = c = o. Dans 
ce cas la conique (12) a son centre au point double et 
pour asymptotes les tangentes en ce point. C'est une 
hyperbole si ces tangentes sont réelles, une ellipse, en 
général, si elles sont imaginaires, un cercle quand le 
point double est un foyer de la cubique. 

De plus on a dans ce eas, par les formules (16), 

Y y - - 6 > • 
a - h ¿ P ' a + db*' 

c'est-à-dire que le point X, Y< est le symétrique par 
rapport à l'origine du point Q d'où l'on a mené les tan-
gentes; le lieu du milieu de la corde polaire est donc la 
cubique que l'on a fait tourner de 1800 autour du point 
double. C'est le cas, par exemple, du folium de Descartes 
et, en général^ de toutes les courbes dont l'équation serait 
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de la forme 
a.r'à H- dy'6 ^ xy, 

car rien ne nous empèehe dans nos calculs de supposer 
que X et Y représentent les coordonnées x et y elles-
mêmes si l'équation a la forme 

ax*-T-b x*1y c xy- dxz = xy 

qu'on peut lui donner quand les tangentes au point 
double sont réelles. 

Les conditions h ~ o, c = o donnent, en se reportant 
aux formules (y) , 

C = 3 AK2, K2 

et l'équation générale des cubiques correspondantes 
devient 

Ad?« x-y -h 3 \K*xy* -h Dy = x2 — K 2 ^ 2 . 

Si l'on suppose les axes rectangulaires et K2 = — i, 
c'est-à-dire si le point double est un foyer, cette équation 
devient 

A x3— 3 D x - y — 3 A . r j 2 - f - I = y'1. 

Les trois directions asymptotiques formant, comme il 
est aisé de le voir, un triangle équilatéral, la cubique a 
le point double pour foyer et trois axes de symétrie pas-
sant par ce foyer. Comme on peut prendre pour axes 
deux droites rectangulaires quelconques, on pourra 
supposer D = o7 et l'équation prendra la forme particu-
lière 

x(x*— 3 j 2 ) = l(x*-+-y*). 

La corde enveloppe un cercle et son milieu décrit une 
courbe symétrique de la cubique par rapport à sou foyer. 
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CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une lettre de M. Peano à M. Brisse. 

Dans le fascicule de mars des Nouvelles Annales, 
ou trouve une démonstration de M. Laurent, qui n'est 
pas valable. 

Eu effet, la quantité 

1.2.3 ...('2/1 + 2) 

pour n = oc a pour limite l'oo et non o comme a dit 
l 'auteur. Car si n croît d'une unité, la quantité en ques-

1 . ! . ,. , ( n —j— 1 )2 7T2 . , 
tion devient multipliée par — Trrr quantité 

toujours plus grande de l 'unité, et qui, pour n = oo, a 

pour limite I . 

CONSTRICTION DU DIXIÈME POINT D'UNE QUADRIQUE; 
PAR M. L. R A V I E R . 

Nous commencerons par démontrer le théorème de 
Pascal de la manière suivante : 

Soient i , 2, 3, 4, 5 cinq points d'une conique, 6 un 
sixième point inconnu situé sur une droite donnée lô. 
Faisons abstraction du point 5, et considérons toutes 
les coniques passant par les points i , 2, 3, 4- Ces co-
niques coupent 4-5 et i -6 en des points a qui décrivent 
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des divisions homograph iques. (A un point a correspond 
un seul point ¡3 et réciproquement.) Or le point O se 
correspond à lui-même dans les deux divisions: donc la 
droite a¡3 passe par un point fixe. Ce point fixe est sur 

/ / 
/ / i 

/ / 

2-3 (conique 1-4, 2-3) et sur MN (conique 1-2, 3-4)-
Donc 5-6 passe par le point de rencontre de MN et 2 3. 
C'est le théorème de Pascal. 

Ce raisonnement s'applique aux quadriqnes. 
Soient 1 , 2 , . . . , 8, 9 les neuf points donnés; 10 le 

point inconnu. Faisons abstraction des deux points 
9 et JO, et considérons toutes les quadriques passant 
par i, 2, 3, . . . , 8, ces quadriques déterminent des divi-
sions homographiques sur 1-9 et 2-10. On est ramené 
a trouver trois couples de points de ces divisions homo-
graphiques : il s'agit donc de prendre les intersections 
de 1-9^-ct 2-10 avec trois quadriques arbitrairement 
choisies qui passent par les points 1, 2, . . . , 8. Pour dé-
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terminer l 'une de ces quadriques, nous pouvons nous en 
donner un point quelconque; supposons que ce point 
soit sur 2-3, nous serons ramenés à trouver le i d point 
d'intersection d'une droite avec une quadrique passant 
par un point connu de cette droite, par cinq points 
donnés, et ayant pour génératrice une droite donnée. 

Pour résoudre ce problème nous ferons comme pour 
le problème précédent : Faisons abstraction de l'un des 
points, par exemple de 8. Les quadriques passant par 
i, 2, 3, . , . , 7 et ayant 2-3 pour génératrice déterminent 
sur 1-9 et i-8 des divisions honiograpliiques. Ces divi-
sions seront déterminées si nous en connaissons trois 
couples de points correspondants. Il s'agit vdonc de 
prendre les intersections de i-8 et 1-9 avec trois qua-
driques arbitrairement choisies qui passent par 1, 2, 
3, 7 et admettent 2-3 pour génératrice. 

Pour déterminer l 'une de ces quadriques nous pouvons 
nous en donner un point quelconque. Supposons que ce 
point soit sur 4-5, nous serons ramenés à trouver 
l'intersection d'une droite avec une quadrique passant 
par un point connu de cette droite, par trois points 
donnés et ayant pour génératrices deux droites données; 
problème fort simple. 

SUR L'ÉLIMINATION; 
PAU M. WOROIVTZOFF. 

a0xn H- a1xn~1 -h.. ,-r- etn-xx -f- an = o, 

b0x'»-+- bixm~l + . ..H- bm-{T -T- bm=t o, 

( m i n ) 

Soient 

1 F(*) = 
ii) \ f ( x ) = 
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deux équations algébriques dont les racines sont res-
pectivement x{, x2, . . ., xn et Xp x[2, . . . , x'm. En 
posant, pour abréger, 

( i ) a0 rv ai r/'-1 H-. . . H- ap-1 -+- ap = Fy, (r), 

(3) borv+btrv-i -H...-+- b ^ r -hbq=f9(r), 

F 0 ( r )x"~1 -h Fi ( r ) - h F „ _ 2 ( r ) x 4- F „ _ ^ 1 - ) = <I> (a?, r ) , 
+ fi(r)x>"-*-*-...-hfm-2(r)x-ï-fm--i(r)=Q(x, r), 

au moyen des formules 

[ (rpti rn\ ( rn—l — rn — 1 \ 

(x'—rt) t l ( ' ) 
-4- 2 r- a,i—i x —r J 

= (x— r ) r ) , 

A*) - f ( r ) = ( x - r ) [ f 0 ( r)x>»-i ( r)*'»-* . . . 
-+-fm-2(r)x-i-fm-i(r)] 

= (x — r)o(x, r), 

on obtient, pour toutes les valeurs de x et de r, 
( F ( . r ) - F ( > ) \ 

4 /o * 1 -h / i (/•) a? - :2 + fm. 2 (r) ̂  (r; 
F _ <!>(>, r) 
\ r ) 

ou 

( >) F ( V ) o ( . r , r) — /•) = F(r)<p(tf, r) — f(r)<i>(ar, r), 

ou, en comparant les coefficients des mêmes puissances 

( l ) Ou 
V(x) - F( /•) rr {X - /•) F' (/•) + F" (/.) F(") (/•)• 

i. -2 i.-2 ... n 
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de x , dans les deux membres de l'égalité précédente (5), 

«o [— /o(/*)]-+- b o ¥ 0 ( r ) = o, 

A=A A = Zt 
2 «/.-* [ - /A- ( r )] + 2 F* ( /• ) = O, 

k — m— 1 

X- = 0 A=0 
A' — 1 k = m 

^ ««.-*[-/*(>•)] + 2 bm-tFt(r) = V0(r)/(r), 

k=o A = 0 

A = 7» — 1 A = ni 

(G) N A — 0 A m 0 
\ 

| 
| A ~ /n — 1 k = m — 1 

A = 0 A - 0 
= F a _ m ( r ) / ( r ) - / , ( r ) F ( r ) , 

k = m —\ k = m - 1 

A = h k = h 
= ¥ n - m + h ( r ) f ( r ) - / / l ( r ) F ( r ) , 

an [—/m-2 ( /')] + 11—//#i-l ( '•)] 

= /(/•) F „ . t ( r ) - / / l f - s ( r ) F ( r ) , 

[—//«-i (/*)]+ F «- i ( ' ' ) 
= F n - l ( r ) / ( r ) - / , w - i ( r ) F ( r ) , 

ou 

h = o, î, . . . , m — i; i = o, i, . . . , /i — m — 1. 

Si les équations données (1) ont une racine commune 
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cl si xi = x\ = r est cette racine, 011 aura alors, dans 
la formule (5). quel que soit a.-, 

F ( r ) = o, /(/*) = o, 
F(r)o{x,r)=o, f(r)*{x, r)=o, 

F(r) ©(#, /*)—/(/') >') = o, 
F(a?) ç(.r, /•) — f ( x ) <ï>(£\ /*) = o ; 

ou, dans les équations (6) , 

(:) F(r)= o, / ( / • ) = o: 
/ F(/') = o. rF(r)=o, . . . . /•'»-' F(r)=o, 

(S) { / ( / ' ) = o, /•/(/•) = o , /'«-1 / ( /•)=<>, 
( / ( r ) = o, r f ( r ) = o, . . . , /•«-'« -»/(r) = o, 

r"-"<j(r)— j 0 ( r ) V ( r ) = o, 

I ' 
' F/w_, ( r ) "< / ( / • ) - /,„ - , ( r ) F ( r ) = o ; 

et 
/ M — / O ( ' * ) ] + - ¿O F 0 ( / ' ) = O, 

A = A AZ=A 

(10) 

2 AH—H [ - /A ( /• ) ] -4- 2 F/, ( r ) = o , 

— 0 /,= o ? 
= ni — 1 À- — m 

2 « / « + / - * [ — / * ( /-)] -H ^ F/+a.( r) = o, 
k —Q A--0 

2 «n+h-k [ - / / . (/•)] -+- ^ 6/«+A-*F,t.-//H-*(r) =0 , 

« « [ — / - 2 O )] -t" a a-1 [ "- f m-1 ( r )] 
l>m F r t_2(/ ' )+ F„_ 1 ( r )= o, 

an[ — fm-\{r)-i- bni F „ - ! ( / • ) = O, 
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où 

h — o, i, . . . , m — i ; i = o, i, . . ., — m — r.' 

Réciproquement, si l'on suppose, clans la formule (5), 
pour toutes les valeurs de , r , 

( n ) F ( ^ ) 9 (r, r) — f ( x ) <b(x, /•) — o, 

ou 

(12) F ( r ) o(x, r)~f(r)<t>(x, r) = o, 

ou 

(13) F ( r ) r ) = o, /(/•) <!>(*, r ) = o, 

ou enfin 

0 4 ) F ( r ) = o , / ( r ) = o, 
les équations proposées (1) auront alors une racine com-
mune /'. Considérons séparément chacune des quatre 
conditions précédentes (11), (12), ( i 3 ) , (i4)-

i° Soit 

(11) F ( . r ) 0(2?, r ) — f ( x ) ^(¿r, r ) = o, 

ou 
F (a?) 9 (a?, r ) = /(a?)4>(rr, r ) : 

en mettant les racines .r^, .r2 , . .r/z au lieu de x 
dans cette dernière égalité, on voit q u e / ( . r ) = o admet 
au moins une racine d e F ( x ) = o, puisque l'équation 
<&(x, r ) = o , qui est du degré n—1, n'a que — 1 
racines; donc les équations F ( x ) = o , f ( x ) = o, ont 
une racine commune, par exemple, x{ =x\\ alors, 
comme 

F(x)o(x1xl)-- f { x ) ^ ( x 1 x l ) 
= F(.r!) 9 ( x , — . r 0 = o, 

011 a 
W ( r ) — o , 
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et par conséquent 

/• = x { — x \ . 

Maintenant, en égalant à zéro les coefficients des di-
verses puissances d e x , dans l 'identité (i i) , 011 obtient le 
système de m -b n équations (10) du premier degré, 
à m -f- n inconnues, 

-Mn, -/.(/•), -fm-i(r), 

F0 (r), Vi(r), F ^ r ) . 

Le déterminant égalé à zéro de ce système (10) sera la 
résultante des équations proposées F(x)= o e t / ( . r ) = o 
(méthode de Bézout et d 'Euler) . 

Si l'on suppose, dans la formule (5), 

(12) F( r )o (x , r ) — / ( r ) «(a?, /*) = o, 

alors 011 a aussi 

F ( . r ) o ( . r , r ) — f(x)<b(T, r) = o , 

et, par suite, 
r = xx — a^i. 

En substituant les expressions de F/>(/') et de fq(r)(i) 
et (3), dans les équations (10), ou en égalant à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x, dans l ' iden-
tité (12), on trouve, dans le cas où m. == /2, 

/ F 0 ( r ) / ( r ) - . / 0 ( r ) F ( r ) 
I = A m r"-^ -f- A m /-"-a - k . A „ _ m /- -r- A / M /-o = o, 
1 Fi(r)jj(/-)-/i(r)F(/0 

(»•'">) = --VI^/"*-1-F- A 2 J 2 /-«-S + ...-4- A N _ , , , R - | - A „ , , / - 0 = O, 

( F , , - i ( / ' ) / ( r ) - . 
= A M r » - i + A V l r« - ! + . . .+ A „ . M r + A M r o = o , 

où 
A M == — A/, -H AY_* > J T + 1 

= bj-xcik-h aj-ibk+x-^. . . 
-f- — = A^.J, 
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et, dans le eas où /// 

(16) 

Voinfin^o, 
F i ( r ) / ( / - ) = o , 

Fn-m-l(r)f(r)= o, 
F « - , „ ( r ) / ( r ) - / 0 ( / - ) F ( / - ) = o , 

F„-,n+i ( / ' ) / ( r )—f \ ( r ) F ( /• ) = o. 

; F « - i ( /*)/(r) — fm-\ ( r ) F(/•) = <>> 

ou, plus simplement, 

/( /• ) = bo rm H- bx r'n-i -+- . . . -r-

' ' / ( '•)=&<> H- -+-.•• bh 

bm = O, 

/» = 0, 

ô,«-, /•«-'" -h ¿>,w rn-m-1 _ 0? 

( 1 7 ) / F o ( r ) / ' " - ' » / ( r ) - / o ( r ) F ( / - ) 
/ = Ai,! rn~ l -h A2,i /,/i-2 -h.. . H- A«- ! , ! r H- A/?il =o, 

F i ( r ) r « - ' » / ( r ) - / 1 ( r ) F ( r ) 
= Ai,*/'71-"1 H- A2i2 rn~'2-\-. . .H- A/i )2r°=:o, 

Fm-i ( r ) r "-*»/( r ) - fm-i (r)¥(r) 

Les résultantes des équations F ( x ) = o, J\x) = o, 
dans les cas considérés, s 'obtiennent, comme on sait, 
en égalant à zéro les déterminants des systèmes ( i 5 ) 
et (17) (méthode abrégée de Bézout). 

3° Si l 'on a, pour toutes les valeurs de x, 

F(r)<p(a?, r ) 

]f(r)*(v,r) 
' =/(/') [Fo(r) * « - » F l ( r ) x * - * -+-... -+- (r)] = o, 

Ann. de Mcithémcit., 3e série, t. XI. (Juillet 1892.) 2 l 
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alors 

V(x)ç(x, r ) - f ( x ) * ( x , r ) 

= F(r ) <?(a?, r ) — / ( / ' ) 4»(a?, r) - o, 

et, par conséquent, 

En égalant à zéro les coefficients des diverses puis-
sances de .r, dans les égalités ( i 3 ) , on trouve n •+- m 
équations linéaires, à n + m inconnues : /', /'2, . . . , 

'* rn+m-\ 

/ o ( r ) F ( r ) = o , / i ( r ) F ( r ) = o , 

/ 2 ( r ) F ( r ) = o, . . / , „ - ! < > ) F ( r ) = o, 

F o ( / - ) / ( ' ' ) = o , F 1 ( r ) / ( r ) = o , 

F 2 ( r ) / ( • • • > F „ _ , ( r ) / ( # 0 = o ( i ) , 

ou, plus simplement, 
t F ( r ) = o , r F ( r ) = o , 

( » 9 ) < 

/ ( r ) = o , r / ( r ) = o , 
I r*f(r)=o, ..., r»-i/(r)=o; 

le déterminant égalé à zéro des équations (19) sera la 
résultante cherchée. Il est facile de voir que les lignes 
horizontales de ce déterminant sont les colonnes verti-
cales de celui qui correspond aux équations (10) (mé-
thode de M. Svlvester). 

4° Enfin, supposons 

( i 4 ) F ( r ) = o, / ( r ) = o; 

comme, en vertu de la formule (4) , 

^ 0 f F ( ̂  1 ) — F (/•)][ F ( #2 ) F ( r )] . . . [ F ( x'm ) — F ( r )] 
= (-!'»)&«-« <i>(x'nr)<P(x[2,r)... <S>(x'm, r ) f ( r ) , 

( ' ) Il est évident que, si l'on prend les systèmes (16) et (17), on 
introduira des facteurs étrangers dans les résultantes des équations 
données (1). 
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et aussi 

<[/(*.)-/('•)] {/(**)-An ]... [/(*,,)-/('•)] 
= ( - i " ) < - ' r ) o(a-2, /•) . . . /•) F ( r ) , 

on a la résultante des équations données F ( x ) = o , 
j{x)= o, 

i ) F(a?'j ) . . . F(a?',„) = o, 

(20) ' OU 

SUR LA SÉR IE DE F O U R I E R ; 
PAR J. DE SÉGU1ER, S. J. 

Professeur à l'Université d'Angers. 

Considérons la série 

_ 2/1/'71 S ^ -//„-4-W 2/7/71« 
S= Y f Au)e~ — du, 

^^ "a n = — 00 

u,z£0>w étant des grandeurs complexes , f (u ) une fonc-
tion telle que l'intégrale du terme général prise suivant 
un cliemin rectiligne ait un sens, enfin s étant pris sur 
le cliemin d'intégration. 

Posons u = Uq-\- tot, z = U(s -f- o>Ç ; Ç seront réels 
et l'on aura 

n =i-\- x> t 

S= 2 J /(«0+wOe2*^/. 
n =— 00 ^ 

Soit alors 
n=+k j 

S * = ^ / ^ ( i ) o ( 0 = / ( « o + o > / ) . 
/z =— A- ° 

Les exponentielles formant une progression géomé-
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trique, on obtient 

f <?(') 
s i n ( 2 Â - - 4 - i ) T t ( / — l ) 

s in tz (t — Ç ) 

S == Uni S/r, k = « 

(H, 

et l'on est ra neué à des intégrales de Dirielilet. 
Si o(t.) n'a pour 1 d'autres diseontinuités que 

des changements brusques de valeur (en restant 

finie), ou des pôles a tels que / cp(f.) reste finie 

quand t tend vers a par des valeurs supérieures ou infé-
rieures à a et que la partie (réelle ou imaginaire, ou 
les deux parties) de o (/) qui devient infinie ait le même 
signe pour f = a + s,f = a — s, on a : pour toute valeur 
de < différente de o et i où la fonction cp est continue, 

S = = / ( s ) ; 

]>our toute valeur £ = x où la fonction est discontinue 

S — 4 [ ( a — o) + o(a + o)]; 

enfin, pour Ç = o ou Ç = i 

m ) S = J [ ? ( o ) + o ( i ) ] = i . [ / ( t t 0 ) + / ( a 0 h - w ) ] 

(i>oiV, par exemple, le cours de M. Picard, tome I). 
2 ilts 

Du développement précédent, en posant e w = y, on 
déduit évidemment un développement de Laurent pour 
une fonction de e qui serait holomorphe en log v. 

Enfin, si f(z) a la période co, comme on peut, en 
restant dans une région où J (z) est holomorphe, dé-
placer parallèlement h lui-même le segment d'intégra-
tion, on retrouve ainsi le développement de Fourier et 
celui de Laurent tels qu'ils se déduisent par la voie 
ordinaire du théorème de Caucliy. 
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Voici, pour terminer, deux exemples (< ) où a0 — o, 

glmzTzi I ^ e2nzm 
e2mrJw ~ 2~i Zl n — m w 

n — ac 

n * 

t I ^ eînzTii 
~ ^ ,¿2 > n =— 7c 

O < Z < I 

6 

Dans le second développement, la variable z peut 
atteindre les extrémités du segment, car 

/ (wo)= / (MoH-o>) = -J [/(MO) -H /ùo-I-W)] . 

On peut sur le premier vérifier directement la for-
mule ( i ) d'après le développement connu de la cotan-
gente. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
ES 1892. 

Mathématiques. 

Un cercle G est représenté en coordonnées rectangulaires 
par l 'équation 

( G ) x2-hy2 — -IX — i = o. 

i° On demande de former l 'équation générale des coniques A 
qui sont doublement tangentes au cercle G, de te l le façon que 
la corde qui jo int les deux points de contact passe par l'ori-
gine des coordonnées , et qui sont en outre tangentes à la 
droite D ayant pour équation 

y = x y/3 -+- v/3. 

•>° Par un point quelconque M du plan, de coordonnées a' 

0) Kronecker, Sitzungsberichte. p. .foS et fan; i883. 
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¡3, il passe en général d e u x c o n i q u e s de c e t t e e s p è c e A', A"; 
où le point M d o i t - i l se t rouver pour que ces c o n i q u e s s o i e n t 
réel les ? 

3° Les d e u x c o n i q u e s A', A" qui p a s s e n t au p o i n t M o n t 
trois autres po ints c o m m u n s M1? M 2 , M 3 , d o n t on d e m a n d e de 
calculer les c o o r d o n n é e s en f o n c t i o n des c o o r d o n n é e s a, (3 du 
point M. 

4° F o r m e r l ' équat ion de l 'hyperbole équi latôre H qui passe 
par les quatre points f ixes M1? M2 , M 3 , M4 et m o n t r e r que c e t t e 
hyperbo le passe par quatre po ints f ixes quand le p o i n t M se 
déplace. 

5° T r o u v e r Je l ieu des po int s d ' in tersec t ion des d e u x c o -
niques A', A" et l ' e n v e l o p p e de leurs s é c a n t e s c o m m u n e s , 
lorsque les cordes de c o n t a c t de ces deux c o n i q u e s a v e c le 
cerc le G sont perpend icu la i re s . Que l l e es t , dans ce m ê m e c a s , 
l 'espèce des con iques A', A*? 

N. B.— On prendra p o u r paramètre variable le c o e f f i c i e n t 
angulaire m de la corde de c o n t a c t de la c o n i q u e A a v e c le 
cercle C. 

Physique. 

I. Dans que l l es c o n d i t i o n s é m e r g e d'un pr i sme p o l y g o n a l 
c o n v e x e un fa i sceau é tro i t qui a é p r o u v é une sér ie de ré -
flexions in tér ieures , dans u n e m ê m e sec t ion d r o i t e ? 

Examiner , en part icul ier , le cas où la s ec t ion du p r i s m e est 
un tr iangle équi latéral . 

U. Quel le est , en c o l o n n e d'eau, la press ion à l ' in tér ieur 
d'une bul le de savon de 4cm de d iamètre , la c o n s t a n t e capi l la ire 
( o u tens ion super f i c i e l l e ) du l iquide qui c o n s t i t u e la b u l l e 
étant j 5 en uni tés c e n t i m è t r e - g r a m m e - s e c o n d e ? 

LA SYMÉTRIE EN COORDONNÉES POLAIRES ; 
PAR M. J . L E F È V R E , 

Professeur de Mathémat iques spéciales au lycée d 'Amiens. 

Lorsqu'à ne courbe rapportée à des coordonnées po-
laires est symétrique par rapport au pôle ou possède des 
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axes de symétrie passant par ce pôle, on peut utiliser 
ce centre ou ces axes pour simplifier la construction de 
la courbe. 

Dans une première Partie nous indiquons les diffé-
rentes combinaisons de ces symétries et nous donnons 
une règle permettant de reconnaître dans tous les cas 
F arc minimum de la courbe qu'il suffit de construire 
directement, puis le procédé pour en déduire tout le 
reste de la courbe d 'une façon précise. 

Dans la seconde Partie, nous cherchons la forme ana-
lytique de l'équation d'une courbe quelconque possé-
dant telle ou telle symétrie. 

P R E M I È R E PARTIE ( • ) . 

Imaginons une demi-droite ou rayon R* tournant 
autour du pôle à partir de l'axe polaire. Soit to son 
angle avec Ox. Après avoir décrit un angle égal à 271, il 
revient s'appliquer sur la même direction. Dans la 
suite, pour abréger le langage, nous distinguerons les 
uns des autres, au moyen de l'angle polaire correspon-
dant, ces rayons ainsi superposés. Nous dirons : le 
rayon to et le rayon co -f-

SECTION I . — Axes de symétrie. 

Soit un rayon faisant avec Ox l'angle a et supposons 
qu'en remplaçant co successivement par a - f -g / e t a— 
dans l'équation d'une courbe les deux équations en p 
ainsi obtenues aient les mêmes racines; les points de la 

( ' ) J 'ai exposé depuis quelques années dans mon Cours les poin ts 
fondamentaux de cette première Par t ie . 
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courbe sont alors deux à deux symétriques par rapport 
à la droite indéfinie A qui contient le rayon a. 

Imaginons encore un autre rayon ¡3 tel que, si l'on 
remplace, dans l'équation d'une courbe, co successive-
ment par p -f- 0/ et ¡3 — a/, les valeurs correspondantes 
de p dans ces deux cas sont égales et de signes con-
traires; les points de la courbe sont alors symétriques 
deux à deux relativement à la droite indéfinie B perpen-
diculaire à ¡3. 

Nous dirons dans ce qui suit que A est un axe de 
symétrie de première espèce, B de seconde espèce, et 
nous appellerons rayons principaux les rayons a 

THÉORÈME. — Si Von prend par rapport ci un rayon* 
principal le symétrique d'un rayon principal, on en 
obtient un autre de même espèce. 

Soient 0, 0' deux rayons principaux faisant entre eux 
un angle z>. Je dis que le symétrique D de 9 relativement 
à est un rayon principal de même espèce que 9. 

Supposons par exemple 8 de première espèce, les va-
leurs de p qui correspondent à deux rayons R, R, symé-
triques par rapport à 0 sont les mêmes. Replions R 
et Ri autour de Q', on obtient R' et R , . Les valeurs de p 
ne changent pas, ou bien changent toutes de signe sui-

( ' ) La recherche de rayons principaux 6, pour lesquels on rem-
placerait w par 0 4- o)' et 0 -f- ?.k- — tor, ne donnerait rien de plus. 
Car si l'on prend pour nouvel axe polaire le rayon 6 ^ 6 + A'i:, 
auquel cas l'angle polaire est wj = w'— k ~ , on a 

0 + w' = 0j -+- wi et 0 -f- a k r. — w' = 6, — . 
Cela revient donc à remplacer m par OJ-I- G>Î , puis 6,— u>i ; 0, est par 
suite un rayon principal défini comme plus haut. On obtiendrait cc 
résultat en faisant tourner cîe k ~ l'ensemble des rayons principaux, 
et l'on retrouverait les mêmes axes de symétrie. 
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vaut que 6' est de première ou de seconde espèce} en 
tous cas elles sont les mêmes pour R' et R , . Mais R' et 
R't sont évidemment symétriques par rapport à L : donc 
D est comme 6 un rayon principal de première espèce. 

Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur la 
variation qu'il laut faire subir à to pour avoir toute la 
courbe. Nous allons maintenant supposer cet intervalle 
limité, ce qui ne peut avoir lieu que de deux façons : ou 
bien en ajoutant 2[JL7i(p. entier) à to, l'équation en p ne 
change pas, ou bien cette équation redevient la même 
si l'on y change to en (2 p. -{- 1)7: -f- to et p en — p. Nous 
supposerons toujours cet intervalle le plus réduit pos-
sible (<;>. 

Examinons séparément chacun de ces deux cas. 

Pi iEMiEi i CAS. — La courbe est obtenue tout entière 
en faisant varier io cV un angle 1 ¡JLTÏ. 

THCOI IÈME IL — 0 étant un rayon principal, tous 
ceux qui donnent le même axe de symétrie sont com-
pris dans la formule 0 4 - h »JLT: (/? entier quelconque). 

Soient, en effet, M et M' deux points de la courbe qui 
correspondent à 8 — to et 0 -h to (to compté à partir du 
rayon 8). Un rayon principal 8' donnant le même axe 
de symétrie que 6 sera de la forme 8 ' = 8 4-ATI, je dis 
que h est de la forme h uu En effet, soit to' l'angle polaire 
compté à partir de 8', on a 

(o = tu'-+- kir; 

( ' ) Il est facile de s'en assurer dans la pratique. Soit, en effet, Vit 
l'intervalle min imum qui donne la courbe entière, si X est inférieur 
à 2 ji ou ( 2 J in-1) , ce sera un diviseur de ce nombre, sans quoi l ' in-
tervalle 2 ¡ i x [ o u ( 2 ¡x + 1)1:] reproduirait un certain nombre de fois 
la courbe plus une fraction de cette courbe. On essayera donc pour) , 
tous les diviseurs de 2[x(ou 2 jjl -f-1) en conservant p ou le chan-
geant en — p suivant que )» est pair ou impair. 
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d'où 

0 — oj = 0' — (•>' — 2 k r, 
0 (.o = 0' H- o>'. 

Si à l'argument de M ou ajoute 2 p.- OU ih: ¡AIT, p ne 
change pas, donc les deux arguments 

0 — io -h 2 h <ji~ = 0'— w' — 2 / i i î + a A pit, 

0 -h- eu = 0' -t- w' 

déterminent les mêmes points M et M'. 
Pour que ces deux points soient encore symétriques 

par rapport à Taxe correspondant à Ô', il faut évidem-
ment que 2 A 7i = 2//. p?:. On a donc 

0' = 0 H- h pr. c. Q. F. 1). 

Ceci posé, imaginons tous les rayons principaux dans la 
courbe. D'après le théorème II tous ceux qui donnent des 
axes différents sont contenus à partir de l 'un d'eux dans 
l'intervalle (9I? Bj -h p/rc). En outre, il résulte du théo-
rème I que ces rayons sont équidistants ; sinon 011 en trou-
verait de nouveaux. Soit alors <p l'angle de deux rayons 
consécutifs, comme -+- pT: est de même espèce que 9j, 
il faut que pu soit un multiple de o : p . 7 e n t i e r ) ; 

d'où 9 — —.11 faut même, s'il existe à la fois des 1 m ' 
rayons principaux de première espèce et des rayons 
principaux de seconde espèce non confondus (ou 
rayons simples), que ces rayons alternent ( th. I ) et que 

leur nombre soit pair (m = 2 mf), o = . 1 ^ 1 un' 
Si uti rayon principal est à la fois de deux espèces 

{rayon double), on verra plus loin ( th . VI) que tous 
les autres sont doubles également, et que leur nombre 
m! est impair (seconde Partie). On a alors 

ni 
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Résolvons maintenant la question posée au com-

mencement; nous aurons deux hypothèses à exami-
ner : 

i° La courbe ne possède cVaxes de symétrie que 
d'une seule espèce. — Soient par exemple m axes de 
seconde espèce. Traçons les m rayons ¡3 qui recouvrent 
un intervalle pi: et numérotons-les, dans l'ordre de 
l'angle polaire croissant, de ~ en ¡3,, [32, . . . , [3W. 

Soient , B2, . . ., V>m les axes respectivement perpen-
diculaires à ces rayons. 

Construisons alors l'ensemble Ŝ  des arcs de la courbe 
obtenus en faisant varier to entre ¡3̂  et ¡32, je dis que Sj 
est l'are minimum d'où l'on peut déduire toute la 
courbe. En eifet, si le rayon mobile II varie de ¡32 à ¡3S 

les points M correspondant décrivent l'arc S2 symé-
trique de Si par rapport à B2. Donc, inversement, si l'on 
replie l'arc Sj autour de B2, ce qui donne S2 , c'est 
comme si l'on faisait décrire au rayon mobile R l'angle 

On repliera ensuite S2 autour de B3, l'arc S3 ainsi 
obtenu correspond pour l'angle polaire variable à l'an-
g l e p . f r , . . . . 

Après 2m — i retournements, l'angle polaire aura 

donc parcouru ^ -\-(im— i)— =i ut:. Nous aurons 1 m v J m 1 

donc la courbe tout entière, mais sans superposition 
d'un arc déjà obtenu sur lui-même. 

Tous les axes sauf B, ont servi deux fois. 
On opérerait de même, pour des axes de première 

espèce. 
2° La courbe possède des axes de chaque espèce. — 

Supposons d'abord les rayons principaux simples, c'est-
à-dire d'une seule espèce à la fois, et soit rrl le nombre 
de rayons de chaque espèce. 
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Numérotons les a rayons consécutifs a, , au, Soient 
A,, A . . . les axes correspondants, soient de même 
¡3i, | 3 . . • les rayons de deuxième espèce et B i , B2, . . . 
les axes qui sont respectivement perpendiculaires. 

Supposons, par exemple, a 0 ¡3, consécutifs et dans 
l'ordre a, ^ t . Construisons l'are S! dans cet intervalle, 
c'est encore l'arc minimum. On en déduira tout le reste 
de la courbe en le repliant successivement autour des 
axes B,, A2, B2, As, B3, . . ., et l'on aura toute la courbe 
au bout de un— i retournements, tous les axes ayant 
servi deux fois sauf A, . 

Supposons au contraire les rayons principaux dou-
bles. On utilisera deux fois les axes d'une même série. 
D 'ailleurs, comme 011 le verra plus tard, les axes de 
l'autre série se trouvent ainsi utilisés d'eux-mêmes par 
le fait. 

D EUXIÈME CAS. — La courbe est obtenue tout entière 
en faisant varier w de (ap H- i)t. 

I HÉOUEME III. — Si toute la courbe est obtenue en 
faisant varier w de (ap-hi)-, ci tout rayon prin-
cipal 9 correspond le rayon principal d'espèce diffé-
rente 9' = 9 4 - ÎJLT: 4 - - • 

1 2 

Soit to l'angle polaire compté à partir de 9. Aux ar-
guments 9 — to et 0 -H co correspondent des rayons vec-
teurs p et sp (s = i si 9 est de première espèce, s = — 1 
si 9 est de deuxième espèce). 

Soit to' l'angle polaire compté à partir de 

0' = 0-I- [JLTC —1— — • 

On a 

TO = U/ ÎJLT: H- - , 
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d ' o ù 

0' 4- to' — 0 -f- to, 

0' to' = 0 — to '[-( •! y l ) r . 

Donc à 0'— w'—(2 fjL -f- \ )tz et à o>' correspondent 
p et s p 5 ajoutons (2 U -h I)TC au premier are, p se change 
en — p , donc à V—<o' et D '+w ' correspondent — p 
et sp ; 8' est donc bien un rayon principal d'espèce con-
traire à 0. 

Soit m ' le nombre des rayons principaux de première 
espèce, il y aura mf rayons de deuxième espèce perpen-
diculaires à ceux-là. En tout m —- 2m'. 

Le théorème 1 est encore vrai ici. Du reste, puisqu'il 
faut changer p en — p, quand on ajoute (2 p. -f- 1)7: à to, 
p ne change pas si l'on ajoute 2(2 a -f- 1)7:. On en con-
clut que le théorème II subsiste en y remplaçant p 
par 2 p.-j- 1. Les rayons principaux qui fournissent les 
axes distincts sont contenus dans l'intervalle ( 2 p-f-1)7:. 

Si m' est pair, tous les rayons principaux sont doubles. 
En effet, soit a un rayon de première espèce, il lui cor-
respond un rayon [6 de deuxième espèce à la distance 

( 2 p . - h 1) D'autre part, d'après ce qui précède, tous 

les a partagent l 'intervalle ( 2 p.-1-1)7: en m' parties 
égales et, puisque m' est pair, l 'un de ces rayons sera à la 

distance (2 p H- i) on aura un a et un ¡5 coïncidents ; 

donc tous les autres coïncident. 
Si mf est impair y le même raisonnement montre 

qu'aucun a ne coïncide avec aucun ¡3; donc tous les 
rayons sont simples. Ainsi, pour m1 pair, l'angle de 

deux rayons principaux consécutifs sera <p = 
, . . (2U + pour m impair cp = ——— • 

Quant à l'usage des axes, il est le même que dans le 
>1/?/?. de Mathémat.y 3* série. I. \. ( Aoùl 1892.) 22 
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cas précédent, seulement on ne replie qu 'une fois autour 
de chaque axe. 

On peut donc énoncer cette règle générale : 

R È G L E . — On construit la courbe entre deux rayons 
principaux consécutifs 9, 6', puis on replie successive-
ment Varc, ainsi obtenu, autour des axes qui corres-
pondent aux rayons suivants, à commencer par 9'. 

SECTION I I . — C E N T R E DE S Y M É T R I E . 

Le pôle peut être centre de symétrie de trois m a -
nières : 

i° Lorsque l 'équation de la courbe ne change pas si 
l'on remplace co par ( 2), 4- 1)7: 4 - w ("X entier) ; 

20 Lorsque l 'équation de la courbe ne change pas si 
l'on change p en — p et co en 2 A7: 4- to ; 

3° Enfin, lorsque les valeurs de p correspondantes à 
une même valeur de to sont deux à deux égales et de 
signes contraires. 

INous dirons, suivant ces trois cas, que O est un centre 
de symétrie de première, deuxième ou troisième espèce. 

THÉORÈME I V . — Lorsque la courbe s obtient en fai-
sant varier to de 2 pTi, le pôle ne peut être centre de 
première espèce que si p est impair ; il ne peut être 
centre de deuxième espèce que si \x est pair. // peut, 
d'ailleurs, être centre de troisième espèce. 

Supposons, par exemple, que O soit centre de deuxième 
espèce, il existe un nombre A tel que les arguments <0 
et to 4- donnent des points de la courbe symétriques 
par rapport au pôle, c'est-à-dire tels que p se change 
en — p. D 'abord il est clair que peut toujours être 
supposé inférieur à 20.7:, car on peut retrancher à to 
autant de fois 2p7: qu'on le veut. Ajoutons encore 2X71, 
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o change encore de signe et reprend sa valeur primitive 
et l'intervalle 4 ) - reproduit toute la courbe : c'est donc 
l'intervalle réduit 2 pi: ou l'un de ses multiples. Si 
c'était un multiple, ce serait au moins 2(2 UTT) et l'on 
aurait 2X71^2^7:, mais nous avons supposé 2X7:<[2 pu. 
Donc 4X7: — 2 p7:, p — 2X, donc p est pair. 

Même raisonnement si O est de première espèce. 
11 en résulte que, pour reconnaître cette symétrie, il 

faut remplacer w par ut:-h co ; p ne doit pas changer 011 
doit se changer en —p, suivant que p est impair ou 
pair. 

T H É O R È M E V . — Lorsque la courbe entière s'obtient 
en faisant variera de (2 p 4-1)7:, le pôle ne peut 
être centre que de troisième espèce. 

E11 effet, si le pôle était centre de première ou de 
deuxième espèce, on verrait, comme plus haut, que 
2 (2X) ou 2(2X 4- 1) doivent être multiples de 2 p 4- 1, 
donc X ou 2X4-1, multiples de 2 p 4- 1, ce qui est im-
possible, 2Xet 2X4- 1 étant moindres que 2 p 4-1 • 

Ainsi, dans ce cas, le pôle ne peut être centre que de 
troisième espèce. 

Usage du centre. — Lorsque le pôle est centre de 
première ou de deuxième espèce, on peut abréger de 
moitié la variation de 0). O11 fera varier cet angle de o 
à pi: et l'on prendra le symétrique de l'arc obtenu par 
rapport au pôle. Si c'est un centre de troisième espèce, 
on construit seulement l'are correspondant aux valeurs 
positives de p. 

S E C T I O N I I I . — C E N T R E E T A X E S . 

Supposons que, le pôle étant centre, la courbe ait un 
axe de symétrie passant par ce point, je dis qu'elle en 
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admet encore un second perpendiculaire au premier. 

Cela est évident, géométriquement, mais nous allons 
donner la nature de ces axes. 

i° Le pôle est centre de première ou de deuxième 
espèce. — Alors l'intervalle de variation de co est 2 pu. 
Soit 9 le rayon principal donné. Aux deux rayons 9 — co 
et 9 -f- to correspondent des valeurs p e t e p ( e = d z i sui-
vant l'espèce de 9). 

Prenons, comme nouvel axe polaire, le rayon 

0 = 0 + ^ -
2 

On a 
UT: 

a» = to — 1— ; 
2 

d'où 
0 -f- oj 0 '+ a/, 
0 — m = 0 ' — a/H- ¡JL7Z. 

On peut donc dire encore que p et sp correspondent à 
9'-+- CV et 9'— CL)' — P - . 

D'autre part, le pôle étant centre, aux deux angles 
9 -h (o et 9 -f- io 4- p?: correspondent p et e'p (e'zzzzb 1 
suivant que 9 est centre de première ou de deuxième 
espèce). On peut encore dire que p et s'p correspondent 
à 9'4- co' et 9 ' + (o — uTt. 

En résumé, ep et s'p correspondent à 9'— to'— pu 
et 9'H- 0 /4 - p?c. Posons G/-H pu = o / , ep = p 

On voit que p' et es'p' correspondent à 9'—co" 
et 9'-+-G/. 

Donc 9' est rayon principal. 
Si O est centre de première espèce, e ' = 1, on voit que 

9' est de même espèce que 9. Mais alors p est impair 

et 9 4- p ^ est perpendiculaire à 9. Ainsi les deux axes 

de symétrie correspondants sont de même espèce et rec-
tangulaires. 
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Si 0 est de deuxième espèce, à p' correspond — sp', 

6' est d'espèce différente de 6, alors p est pair et la di-
rection de 6' s'applique sur celle de 9 ou sur son prolon-
gement. On a donc encore deux axes rectangulaires. 

2° Le pôle est centre de troisième espèce. — Alors 
tout rayon principal est ci la fois des deux espèces. Soit 
0 un rayon principal. A 9 -F- CO et 9 — OD correspondent 
des valeurs p et sp (s marque l'espèce supposée de 9). 

Mais à 9 — o) correspond aussi — sp, puisque O est de 
troisième espèce. On voit ainsi que 9 est encore de 
l'autre espèce. 

Les deux axes de symétrie qui correspondent à ce 
rayon principal double seront d'espèce différente et rec-
tangulaires. 

Inversement. — Si la courbe possède deux axes rec-
tangulaires de même espèce, O est centre de première 
espèce. 

Si elle possède deux axes rectangulaires d'espèce dif-
férente, O est centre de deuxième ou de troisième espèce 
suivant que les rayons principaux correspondants dif-
fèrent de — ou coïncident. 

2 

Cette réciproque résulte d'abord de ce que O est centre 
au point de vue géométrique pur et ensuite de ce que 
les trois cas de l'étude précédente avaient conduit à 
trois conclusions différentes. 

Le dernier cas donne cette proposition que nous 
avons admise plus haut : 

T H É O R È M E V I . — Si un rayon principal est à la fois 
des deux espèces, le pôle est centre de troisième 
espèce et tous les autres rayons principaux sont à la 
fois des deux espèces. 

Usage de la symétrie. — Si le centre est de pre-
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mi ère ou de deuxième espèce et qu'il y ait m axes, on 
peut employer les m axes pour construire la moitié de 
la courbe, puis achever par le centre. Le centre de troi-
sième espèce permet seulement de construire la moitié 
de l'axe minimum. {A suivre.) 

AGRÉGATION « E S SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS DE 1 8 9 2 ) . 

Mathématiques élémentaires. 

On donne un cercle O, une tangente PQ à ce cercle et une 
droite D située dans le plan du cercle. 

Déterminer sur la droite D un point A tel que les tangentes 
menées de ce point au cercle O interceptent sur la droite PQ 
un segment BC de longueur donnée '¿a. Reconnaître, pour 
chaque solution, si le cercle donné est inscrit dans le triangle 
ABC ou s'il est exinscrit, soit dans l'angle A, soit dans l'un des 
angles B ou G. 

Maillématiqlies spéciales. 

Etant donnés un ellipsoïde E, de centre O, et un cône du 
second ordre Q, de sommet S, on considère un trièdre Oa(3y, 
dont les arêtes forment un système de diamètres conjugués de 
l'ellipsoïde, et l'on prend le point d'intersection de chaque 
arête de ce trièdre avec le plan diamétral qui lui est conjugué 
dans le cône Q. On obtient ainsi trois points A, B, G qui dé-
terminent un plan P. 

i° Démontrer que le plan P passe par un point fixe F, quand 
le trièdre Oafty varie. 

Les points S et F déterminent une droite D; trouver le 
lieu des droites D qui passent par un point to, lorsque le cône Q 
se déplace en restant égal et parallèle à un cône fixe. 

3° Trouver, dans la même hypothèse, l'enveloppe G des 
droites D qui sont situées dans un plan donné II. 
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Trouver le lieu fies foyers des courbes G, lorsque le 

plan H se déplace en restant parallèle à une droite donnée. 

Composition sur VAnalyse et ses applications 
géométriques. 

On considère la surface S lieu des points M dont les coor-
données rectangulaires X, Y, Z sont définies par les équations 

X = u cose, 
Y — u sin v, 

z = av + - 6 L ^ t ^ E l î , 
U 

dans lesquelles u, ç désignent des variables indépendantes et 
a, b des longueurs données. 

i° Etudier brièvement les courbes (V) définies par l'équa-
tion v = const.; ces courbes sont planes et leur plan coupe la 
surface S sous un angle constant. 

2° Montrer que la surface S est applicable sur une surface 
de révolution S, et indiquer le mode de correspondance entre 
les points des deux surfaces. 

3° Un trièdre trirectangle M x y z se meut de manière que, 
dans chacune de ses positions, l'arête Ma soit normale en M à 
la surface S et l'arête Ma? tangente à la courbe ( Y ) qui passe 
au sommet M. A un mouvement élémentaire du trièdre cor-
respondent un déplacement du sommet M, dont les projections 
sur les arêtes Ma?, M y , M>s sont de la forme 

£ du -l- h clv, 7) du -T- r,i dv, o, 

et une rotation du trièdre, dont les composantes suivant les 
mêmes arêtes sont de la forme 

p du-^-pi dv, q d u q \ dç, r du -h J'i dv ; 

on demande d'exprimer en fonction de u et de v les quantités 

Si, riU 
p, q> r , pi, qu ' v 

4° Déterminer les lignes de courbure de la surface S et ses 
rayons de courbure principaux. 

5° Trouver la surface lieu des centres de courbure princi-
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paux de S: montrer que les deux nappes de ce lieu sont appli-
cables sur une alysséide. 

6° Déterminer les lignes asvmptotiques de la surface S, leur 
courbure et leur torsion. 

Composition de Mécanique rationnel le. 

Un point matériel M est assujetti à se mouvoir sur une sur-
face fixe S sous l'action d'une force P, constamment dirigée 
dans le plan tangent au point M; cette force dérive d'un po-
tentiel et sa grandeur, en chaque point, ne dépend que de la 
valeur u du potentiel en ce point. On suppose en outre que le 
point M peut décrire une infinité de courbes d'égal potentiel, 
pourvu qu'on lui imprime une vitesse initiale convenable. 

i° Démontrer que le carré de l'élément linéaire de S peut 
être représenté par la formule 

du* dv2 ds2 = — 1 , 
b{u) v{u) 

les lignes v — const. étant des lignes géodésiques orthogo-
nales aux courbes d'égal potentiel. 

•2° En supposant que les lignes d'égal potentiel soient des 
courbes fermées, déterminer la forme des fonctions F(z^), 
v ( u ) de telle sorte que le point M décrive une trajectoire fer-
mée, quelles que soient les conditions initiales où il est placé, 
la vitesse initiale pouvant toutefois être soumise à certaines 
restrictions. 

Trouver l'expression de la force P qui doit alors agir sur le 
mobile. 

3° On reconnaîtra que, parmi les surfaces qui satisfont à la 
question, se trouve la surface de révolution S t pour laquelle 
on a 

m* du- m'¥udv* ds- -
4 u(m~-+- u)'+ (m-^u)'1 

m désignant une longueur donnée et ç l'azimut de l'élément ds 
par rapport à un plan méridien fixe. 

Etudier la forme de la surface Sj. 
Déterminer le mouvement que prendra le point M sur cette 

surface sous riniluence de la force P considérée aux paragra-
phes précédent s. on suppose qu'à l'instant initial le mobile est 
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sur le parallèle correspondant à u = ¿m 1 et que sa vitesse est 
tangente à ce parallèle. 

Calculer la pression que, dans ce mouvement, le point M 
exercera sur la surface S^ 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DU PROBLÈME DONNÉ 
AU CONCOURS GÉNÉRAL EN 1891 ( ' ) ; 

PAR M. G. BRUYÈRE, 
Elève de Mathématiques spéciales au lycée de Toulouse. 

i° Soit T le plan tangent au point M de Q. Ce plan 
coupe les quadriques du faisceau ( Q , S ) suivant des 
coniques formant un faisceau. Je prends l 'une quel-
conque de ces coniques (T) correspondant à la qua-
drique S (</, s correspondant à Q et S.) Le cône C de 
sommet P et s'appuyant sur a- a pour axes de symétrie 
les droites joignant P aux sommets du triangle conjugué 
commun aux coniques du faisceau (q , s ) : pour le 
démontrer, je prends l'un de ces sommets, M par 
exemple, et par la droite PM je mène un plan quel-
conque R dont la trace sur T est /*, il coupe C suivant 
deux droites aboutissant aux points d'intersection de r 
et o-, A et B} je dis que le rayon conjugué de PM par 
rapport tà PA et PB lui est perpendiculaire. Cela dé-
montré, PM sera bien un axe de symétrie de C, car le 
rayon conjugué PM' engendre le plan diamétral conju-
gué de PM dans C et ce diamètre sera alors perpendicu-
laire à son plan diamétral con jugué. 

Pour démontrer cette proposition, je considère les 
droites joignant P aux divers points d'intersection de r 

( ' ) Énoncé, Ar. A., p. 353, août ityi . 
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avec les coniques du faisceau nous avons ainsi 
un faisceau involutif dont l 'un des rayons doubles est 
PM, deux rayons conjugués étant les droites isotropes 
issues de P . 

L'autre rayon double est donc perpendiculaire sur 
PM et il est conjugué de cette droite par rapport à PA 
et PB : c'est donc PM'. 

2° Je prends la définition suivante des sommets des 
cônes d'un faisceau de quadriques. « Le sommet des 
cônes du faisceau sont les points de l'espace ayant même 
plan polaire, par rapport à toutes les quadriques du 
faisceau. » 

Dans le cas présent 011 connaît déjà un cône du 
faisceau dans la splière de rayon nul S. Les plans po-
laires des points cherchés, par rapporta toutes les qua-
driques du faisceau, passent par P, Ces points sont donc 
situés sur le plan polaire tz de P par rapport à Q. Soit O 
l 'un de ces points. Ce point a même polaire par rapport 
à toutes les coniques du faisceau déterminé par tz dans 
le faisceau de quadriques. Le point O est donc l 'un des 
sommets du triangle autopolaire commun à toutes les 
coniques de ce faisceau. 

D'ailleurs tout sommet O de ce triangle répond à la 
question, car les plans polaires de ce point par rapport 
à toutes les coniques du faisceau ont d'abord une droite 
commune; de plus, le point P étant le sommet de l 'un 
des cônes du faisceau a même plan polaire TT par rapport 
à toutes les quadriques S; le plan polaire de O par rapport 
à toutes les quadriques passent au point P et, par suite, 
se confondent. 

Nous voyons donc qu'il y a toujours, outre le côneS, 
trois cônes dans le faisceau et nous savons trouver leurs 
sommets. Cherchons les conditions pour que l 'un de ces 
cônes devienne un cylindre. Pour cela, il faut que l 'un 
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des sommets du triangle précédemment défini soit rejeté 
à l'infini. 

Ce point étant rejeté à l'infini, son plan polaire com-
mun à toutes les quadriques du faisceau est un plan 
diamétral pour chacune d'elles; de plus, par suite de la 
présence de la quadrique S dans le faisceau, le pôle 
commun de ce plan est rejeté à l'infini dans une direc-
tion perpendiculaire. 

Les quadriques du faisceau ont donc un plan prin-
cipal commun et le point P est situé dans ce plan. 

Réciproquement, si le point P est donné dans un plan 
principal de Q, toutes les quadriques du faisceau ad-
mettent aussi ce plan principal et il y a un cylindre 
parmi les quadriques du faisceau, dont les génératrices 
sont perpendiculaires au plan principal commun. 

Pour qu'une quadrique de faisceau dégénère en 
l'ensemble de deux plans, il faut et il suffit que les qua-
driques S et Q soient tangentes^ il faut donc et il suffit 
que P soit situé sur le lieu des centres des sphères de 
rayon nul bitangentes à Q. 

L'ensemble de deux plans formant aussi un cylindre, 
on sait que tous les points du lieu sont dans les plans 
principaux. Ce lieu se confond avec le lieu des sommets 
des cônes de révolution circonscrits a Q. Il se compose de 
trois lignes du second ordre situées dans les plans prin-
cipaux, qui sont les lignes focales de la quadrique Q. 

3° Le point P et la quadrique Q étant donnés, cher-
chons comment doit être prise une seconde quadrique Q' 
pour que la première propriété subsiste : c'est-à-dire, si 
nous prenons un point quelconque M de Q et le plan 
tangent T en ce point, qui détermine dans le faisceau 
( Q ' Q ) u n faisceau de coniques (<7,7'), il faut que les 
cônes de sommet P et passant par une conique cr du 
faisceau {q,q') admettent la droite PM pour axe de 
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symétrie. Un plan quelconque passant par PM coupe 
tous ces cônes chacun suivant deux rayons conjugués 
d'un faisceau involutif de sommet P et dont l 'un des 
rayons doubles est PM puisque la propriété se conserve; 
dans ce cas, il faut encore que le rayon double autre 
que PM lui soit perpendiculaire, et, par suite, que les 
droites isotropes issues de P situées dans ce plan fassent 
partie du faisceau, c'est-à-dire qu'une conique du fais-
ceau soit coupée par un plan quelconque passant par P 
suivant un cercle de rayon nul 5 or cette quadrique ne 
peut être que la sphère de rayon nul de centre P. 

Puisque la propriété subsiste, la condition nécessaire 
et suffisante est donc que la quadrique Q' fasse partie du 
faisceau déterminé par Q et la sphère de rayon nul de 
centre P. 

Remarque. — Lorsque dans un faisceau de quadriques 
il existe une sphère, toutes les quadriques du faisceau 
ont mêmes directions principales, car les sections par le 
plan de l'infini ont un triangle autopolaire commun qui 
est aussi conjugué par rapport à l'ombilicale, on voit 
donc que dans la question traitée les quadriques du fais-
ceau QS ont même direction principale et, par suite, 
mêmes plans cycliques. Ceci peut encore servir à dé-
montrer la première partie ; en effet, si nous considérons 
tous les cônes de sommet P et s'appuyant sur les sec-
tions des quadriques du faisceau par T, ces cônes 
forment un faisceau, ils ont même sommet et parmi eux 
il y a le cône isotrope S; ils ont donc mêmes directions 
principales, et une direction principale du cône s'ap-
puyant sur la section de Q par T , lequel dégénère en 
l'ensemble de deux plans, est la droite PM; ceci dé-
montre la première partie. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

C U R S O D E A N A L Y S E I N F I N I T É S I M A L , por F. Gomes 
Teixeira, Directorda Acadctnia polyteclmica do Porto. 
Porto, 1 8 8 9 - 1 8 9 2 ; 3 vol. gr. in-8°. 

L'Ouvrage considérable dont nous voudrions essayer de don-
ner une idée aux lecteurs des Nouvelles Annales est le seul, 
croyons-nous, qui ait été publié jusqu'ici en langue portugaise, 
et qui traite des progrès les plus récents de l'Analyse infinité-
simale. Le succès mérité de cette œuvre a été assez grand pour 
que le premier Volume en soit déjà à sa deuxième édition, pu-
bliée en 1890, alors que le troisième Volume vient seulement 
de paraître, il y a quelques semaines. 

Nul n'était mieux à même d'écrire un Traité aussi magistral 
que le savant directeur de l'Académie polytechnique de Porto, 
M. Gomes Teixeira, qui, par la publication d'un intéressant Re-
cueil périodique, a largement contribué à propager dans son 
pays la culture des hautes Mathématiques; il ne saurait, d'ail-
leurs, être chez nous un inconnu, car une partie importante de 
ses beaux travaux a été publiée en langue française, dans plu-
sieurs de nos journaux ou Bulletins scientifiques. 

Nous ne croyons pouvoir mieux faire, au début, pour mettre 
en lumière l'importance et l'étendue des matières que contient 
le Cours cVAnalyse de M. Gomes Teixeira, que d'en présen-
ter ici un Tableau des plus sommaires, dont les éléments sont 
simplement empruntés aux Tables des trois Volumes dont se 
compose l'Ouvrage. 

T O M E I . — Calcul différentiel (358 pages). 

Introduction. — Chapitre I : Théorie des nombres irration-
nels, des nombres négatifs et des nombres imaginaires. — Cha-
pitre II : Principes généraux de la théorie des fonctions. 

Calcul différentiel. — Chapitre I : Notions préliminaires.— 
Chapitre II : Dérivées du premier ordre des fonctions.— Cha-
pitre III : Applications géométriques. — Chapitre IV : Déri-
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vées et différentielles d'ordre quelconque. — Chapitre V : Ap-
plications analytiques de la formule de Taylor.— Chapitre VI : 
Applications géométriques de la formule de Taylor. — Cha-
pitre VU : Fonctions définies par des séries; singularités des 
fonctions. — Chapitre VIII : Fonctions de variables imagi-
naires. 

T O M E II. — Calcul intégral, première Partie (312 pages). 

Chapitre I : Intégrales indéfinies.— Chapitre l i : Intégrales 
définies. — Chapitre III : Applications géométriques. — Cha-
pitre IV : Applications analytiques de la théorie des intégrales 
définies. — Chapitre V : Intégration des équations différen-
tielles du premier ordre.— Chapitre \ I : Intégration des équa-
tions différentielles d'ordre supérieur au premier. — Cha-
pitre VII : Intégration des équations aux dérivées partielles.— 
Chapitre VIII : Applications géométriques. 

T O M E III. — Calcul intégral, seconde Partie (348 pages). 

Chapitre I : Intégration des fonctions de variables imagi-
naires. — Chapitre II : Intégrales eulériennes; fonctions T(a). 
Chapitre III : Fonctions elliptiques. — Chapitre IV : Applica-
tions de la théorie des fonctions elliptiques. — Chapitre V : 
Fonctions multiformes. — Chapitre VI : Méthode des varia-
tions. 

On peut juger, par cette seule nomenclature, de la difficulté 
que présenterait une analyse tant soit peu complète d'un Ou-
vrage de cette nature. Il nous semble préférable de signaler 
simplement les points principaux qui contribuent d'une façon 
plus spéciale à donner au C O U R S D ' A N A L Y S E de M . Gomes 
Teixeira son caractère d'originalité. Dans cet ordre d'idées, 
nous attirerons l'attention du lecteur sur les passages suivants : 

Dans le Tome I (p. 1 4 9 - 1 ) , le théorème fondamental de 
la théorie des déterminants fonctionnels se trouve établi d'une 
manière remarquablement simple et élégante. Tout le Cha-
pitre IV, relatif aux dérivées d'ordre quelconque, mérite une 
sérieuse étude; on notera surtout les développements relatifs 
aux fonctions de fonctions, aux fonctions composées, ainsi que 
diverses applications, notamment aux nombres de Bernoulli, 
aux formules de Jacobi et de Waring. Dans ce même Chapitre, 
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nous citerons encore le paragraphe final, concernant les rela-
tions entre des fonctions et leurs dérivées. 

Les paragraphes sur l'interpolation et sur le développement 
en séries des fonctions implicites (p . 9.56-263) paraissent par-
ticulièrement intéressants. Peut-être, cependant, l'auteur au-
rait-il pu donner un peu plus d'extension à l'étude de l'inter-
polation, si intéressante au point »de vue des Mathématiques 
appliquées. 

Le Chapitre VIII, fonctions de variables imaginaires, 
contient une étude très complète des fonctions analytiques, au 
moyen des méthodes de M. Weierstrass. C'est une sorte d'In-
troduction, claire et concise, à la théorie des fonctions, et 
dont on rencontrerait peut-être l'équivalent avec quelque dif-
ficulté dans d'autres Ouvrages. 

On trouvera dans le Tome IT (p. 38-43) une démonstration 
nouvelle d'un important théorème sur l'intégrale / / ( # , \/y)dx, 
qu'on peut faire dépendre d'une suite d'intégrales plus simples. 
Une remarquable décomposition de l'intégrale f e m x f ( x ) d x 
fait l'objet d'une Note digne d'intérêt ( p. 52-53 ). Au para-
graphe sur les équations aux dérivées pariielles du second 
ordre, figure (p. 262-266) une simplification notable d'une mé-
thode d'Imschenetsky, simplification qui a déjà fait l'objet 
d'un travail publié par M. Gomes Teixeira dans le Bulletin 
de la Société mathématique de France. Enfin, l'auteur gé-
néralise (p. 271-274) un résultat de M. Appell, à propos de 
l'équation différentielle (x—y)s— a ' p 4- rxq = o. 

Le Tome 111 renferme (p. 8-10) la reproduction d'un travail 
publié par l'auteur dans les Nouvelles Annales sur l'intégrale 

c o t ( x — a — ib) dx, laquelle prend la valeur iiz si b > o, 

et — i-K si b < o. Pages 4°"42, nous signalerons la démonstra-
tion d'un important théorème de M. Hermite sur l'interpola-
tion; pages 53-6i , une théorie originale du développement 
d'une fonction ordonnée suivant les puissances de sinus et co-
sinus, d'après un article de l'auteur, publié dans le Bulletin des 
Sciences mathématiques ; pages ioo-io3, une démonstration 
concernant l'expression de l o g T ( a ) au moyen d'une intégrale 
définie; page 112, une remarque qui se rapporte à un très in-
téressant travail de M. Rouché sur la formule de Stirling; 
pages 127-128. plusieurs inégalités d'une réelle importance 

0 
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dans la théorie des fonctions elliptiques: pages IGI-IGJ, une 
proposition concernant une série qui se présente dans la même 
théorie: pages 167-172, l'étude de la fonction p(u)', pages 224-
'126, d'intéressantes propriétés des fonctions sn u, en u, dn« , 
et, en dernier lieu, pages 287-290, un théorème sur les fonc-
tions holomorphes, extrait d'un article publié dans le Journal 
de Mathématiques pures et appliquées. 

Les détails, bien incomplets cependant, dans lesquels nous 
venons d'entrer, seront de nature, nous l'espérons du moins, 
à faire comprendre toute l'importance d'un tel Ouvrage. Nous 
hésitons d'autant moins à le recommander à l'attention du pu-
blic mathématique français, que la langue dans laquelle il est 
écrit est pour nous l'une des plus faciles à comprendre à la 
lecture, lorsqu'il s'agit surtout de pareils sujets, où les signes 
algébriques, ces caractères de la langue mathématique univer-
selle, viennent constamment à notre secours. 

Le Cours d'Analyse infinitésimale de M. Gomes Teixeira 
est appelé à prendre la place qui lui appartient, c'est-à-dire 
une place considérable, dans tous les pays où l'on aime et où 
l'on cultive les hautes Mathématiques. 

G . - A . L A I S A N T , 

Docteur ès Sciences mathématiques, 
Membre correspondant de l'Académie royale 

des Sciences de Lisbonne. 

NOTE suit UNE CONSTRUCTION Dli CENTRE DE COURBURE 
DE L 'ELL IPSE ; 

PAR M . L . R A V J K K . 

Soit un point M décrivant un cercle M de centre O, 
MT la tangente en ce point au cercle. Supposons que 
tous les points A, B, G de cette tangente soient invaria-
blement liés cà M, ces points décrivent des cercles (A) , 
(B), (C), . . . concentriques au cercle (M). 

Faisons une projection cavalière de cette figure; la 
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tangente M T a pour projection la tangente mt à l'ellipse 
(m) en m. Les points A, B, C, . . . se projettent en des 
points a , c, . . . de mt situés à des distances ma, mb, 
me, . . . de m proportionnelles à MA, MB, MC, . . . . 

Les circonférences (A), (B), (C), . . . se projettent sui-
vant des ellipses ( a ) , ( 6 ) , ( c ) , . . . concentriques et ho-
mothétiques à (m) . 

Considérons les normales aa , b ¡3, c y, . . . aux ellipses 
( a ) . ( * M < 0 

Les droites a a, b ¡3, cy, . . . , étant les normales en b, 
c, . . . à des ellipses concentriques et liomotliétiques à m, 
sont les perpendiculaires abaissées de ces points sur les 
diamètres conjugués par rapport à m de a, c, . . . . 

Soient a, ¡3, y, . . . les points où ces perpendiculaires 
rencontrent m p normale à (m) en //¿, soit p le point où 
cette normale touche son enveloppe; les segments aa , 
b ¡3, cy, . . . sont proportionnels à ma , m6, . . . ( 1 ) . 

De là une construction du point p. 
Il suffit de prendre deux normales a a, b ¡3 et de déter-

, . 0 , 0 aa ma miner le point p sur ap de laçon que ^ = • 

Nous allons appliquer cette construction dans diffé-
rents cas particuliers. 

i° On connaît, outre le point m et la tangente mt, 
le centre o et les directions de deux diamètres conju-
gués. 

Menons ces deux diamètres. Prenons pour points 
a et b les points où ils rencontrent mt. 

Soit TC le point de rencontre des perpendiculaires 
abaissées de b sur oa et de a sur oè, soit p le point de 

(1 ) Voir Cours de Géométrie descriptive de M. M A N N H E I M , 2• édi-
tion, p. 170. On peut déduire de là que les droites a a, cy,... enve-
loppent une parabole touchant mjx en jx, ce qui conduit à des pro-
priétés intéressantes déjà connues. 

Ann. de Mathémat3e série, t. XI. (Août 1892.) 23 
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rencontre des parallèles menées de h à on, de a à ob. 
Les triangles pab et 7ta¡3 ont leurs côtés respectivement 
perpendiculaires ; on en déduit que a est le point de 
rencontre avec la normale en m de la perpendiculaire 
abaissée de tz sur pm. 

2° Dans le cas où les diamètres conjugués connus 
sont les axes, 011 retombe sur la construction ordinaire. 

3° Cette construction ne s'applique pas aux extré-
mités des diamètres conjugués donnés. On prendra 
alors pour système de diamètres oa, ob le système des 
diagonales du parallélogramme circonscrit à l'ellipse, 
aux extrémités des diamètres donnés. Si l 'on cherche 
ainsi les rayons de courbure aux sommets, on retombe 
sur la construction connue. 

SUR LA CONSTRUCTION DE LA PARABOLE OSCULATRICE 
E\ UN POINT D'UNE COURBE DONNÉE; 

PAR M. M. D'OCAGNE. 

1. La parabole osculatrice p en un point A d'une 
courbe c est celle qui a, en ce point, avec la courbe un 
contact du troisième ordre (quatre points communs 
confondus en un seul). Cette parabole a donc, au point 
considéré, même tangente et même centre de courbure Q 
que la courbe proposée. 

En outre, sa développée a môme centre de courbure i ï 
que la développée de la courbe c. Or, on sait, d'après 
Maclaurin, que si la normale QQ' à la développée coupe 
le diamètre de la parabole au point D, on a, en tenant 
compte du sens des segments, 
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Lors donc qu'on connaît les centres de courbure Q 

et ûf de la courbe c et de sa développée pour le point A, 
on a, par là même, le centre de courbure Q de la para-
bole au point A et le diamètre AD en ce point. 

Remarquons en passant que si la courbe c est une 
conique à centre, la droite AD n'est autre que le dia-
mètre de cette courbe. 

Nous sommes donc, en résumé, amenés à résoudre le 
problème suivant : Construire une parabole connais-
sant un de ses points A, le diamètre passant par A, et 
le centre de courbure Q répotidant à ce point. 

Avant de donner la solution de ce problème, nous 
établirons quelques propositions préliminaires. 

2. Si la normale menée par le point A d'une para-
bole coupe cette courbe au point O, prenons comme axe 
des x la normale AO prolongée, et comme axe des y la 
perpendiculaire en O à cette droite. L'équation de la 
parabole prend alors, comme on le voit facilement, la 
forme 

( i ) ( y — 2 par)* = M / — par). 

La droite y — 2 p a? = o est le diamètre passant en O, 
et la droite y—¡j.x = o, la tangente en ce point. 
Puisque le coefficient angulaire de la première de ces 
droites est double de celui de la seconde, celle-ci est 
conjuguée harmonique de Taxe des y par rapport à la 
première et à l'axe des x. De là ce théorème : 

T H É O R È M E I . — Si la normale en A à la parabole 
rencontre cette courbe au point O, on a la direction 
de la tangente en O en prenant la conjuguée harmo-
nique de la tangente en A par rapport cï la normale 
et au diamètre passant en ce point.. 
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Prenons sur Ox un point P quelconque d'abscisse a. 

Du point P on peut mener à la parabole deux autres 
normales. Les pieds de ces normales sont, comme on le 
trouve aisément, sur la droite 

( 2 ) ( 2 p 2 — 1) x — 3 \iy -H a = o. 

Le coefficient angulaire de cette droite étant indé-
pendant de a , cette droite a une direction fixe lorsque 
P varie sur O x . Ainsi : 

T H É O R È M E I L — Lorsqu'un point se déplace sur une 

normale à une parabole, la droite qui joint les pieds 

des deux autres normales quon peut mener de ce 

point à la courbe conserve une direction fixe ('). 

Lorsque le point P se confond avec le centre de cour-
bure 0 , le pied d 'une de ces deux normales vient coïn-
cider avec le point A. Donc : 

R E M A R Q U E . — Cette direction fixe est celle de la 
droite qui joint le point A au pied de la seconde nor-
male quon peut mener à la parabole du centre de 
courbure Q. 

Considérons maintenant le cercle décrit sur OP 
comme diamètre. Son équation est 

( 3 ) x2-{-y2—ax — o. 

Multipliant l 'équation ( 2 ) par x et l 'additionnant 

( ' ) Ce théorème et le suivant se trouvent généralisés pour les 
courbes dont l'équation est de la forme ( y — px)v = (y— qx)<i 
dans un Mémoire que j'ai publié en 1888 dans Y American Journal 
of Mat hématies. Mais, en passant de ce cas général à celui de la 
parabole, j'ai commis une inadvertance d'où est résulté un énoncé 
incorrect auquel il faut substituer celui du théorème III ci-dessus. 
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membre à membre avec (3), 011 a 

( y — I ¡JLx)(y — ¡ix ) = o. 

C'est-à-dire que la droite (2) coupe le cercle (3 ) aux 
points où ce cercle est rencontré par la tangente et par 
le diamètre au point O. Donc : 

T H É O R È M E III. — Si le point P est pris sur la nor-
male en À à une parabole que la droite AP rencontre 
encore en O, la droite qui joint les pieds des deux 
autres normales qu on peut mener du point P à la pa-
rabole passe par les pieds H et K des perpendicu-
laires abaissées du point P sur le diamètre et sur la 
tangente en O à la parabole. 

R E M A R Q U E . — Si R et S sont les pieds des perpendi-
culaires abaissées de P sur le diamètre en A et sur la 
parallèle à la tangente en O menée par A, droites 
qui se confondent avec PU et PK, la droite RS est pa-
rallèle à HK, 

3. Abordons maintenant le problème que nous avons 
en vue. 

Nous connaissons le point A, le diamètre AD et le 
centre de courbure Q. Prenons la conjuguée harmonique 
de la tangente en A (perpendiculaire à AQ) par rapport 
à AD et à AQ. D'après le théorème I, cette droite AE 
sera parallèle à la tangente au second point O, encore 
inconnu, où AQ rencontre la parabole. 

Abaissons alors sur AD et sur AE les perpendiculaires 
QR et QS. La droite RS donne, d'après la remarque du 
théorème III, la direction de la droite joignant les 
points de rencontre II et K de QR et de QS avec la 
droite joignant les pieds des normales issues de Q. 

Mais, d'après la remarque du théorème II, cette droite 
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passe ici par le point A. Si donc nous menons par A une 
parallèle à RS, cette droite coupe QS en un point K 
situé, en vertu du théorème III, sur la tangente en O à 
la parabole. Cette tangente étant, en outre, parallèle 
à AS, se trouve complètement déterminée. Elle coupe 
AQ au point O. 

On est, dès lors, amené à construire la parabole 
cherchée connaissant Jes points A et O et les tangentes 
en ces points. On sait résoudre ce problème qui se ren-
contre d'ailleurs fréquemment dans les applications. 
J'en ai, à ce propos, fait connaître une solution fort 
simple dans le Génie civil ( t . IX, p. 90 et 334). 

CORRESPONDANCE. 

(Extrait d'une lettre de M. Barisien cl M. Bouché). 

A la page 1G 2 du numéro de juin des Nouvelles Annales, 
M. Laisant démontre, par la méthode des équipollences, 
que, si l 'on coupe une hyperbole équilatère par deux sé-
cantes rectangulaires, les produits des segments, à partir 
de l'intersection de ces sécantes, sont égaux. 

Voici une démonstration très simple de cette pro-
priété, basée sur la Géométrie analytique élémentaire. 

Une hyperbole équilatère rapportée à deux droites 
rectangulaires quelconques a pour équation 

X 2 — j 2 _J_ 2 £ X y 2 H y ]7 _ 0 

Or, si y — o, on a pour le produit des abscisses xt et x> 
d'intersection 

xt x-2 = — F. 

De même, pour x = o) le produit des ordonnées y, 
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cty2 à intersection est 

y\y% = F. 
Donc 

XiX.2 =yiy2. 

SUR LES CERCLES QUI TOUCHENT TROIS CERCLES DOMES 
OU OUI LES COUPENT SOUS UN ANGLE DONNÉ i 1 ) ; 

P A R M . M A U R I C E F O U C I I É , 

Agrégé de l'Université. 

P R O B L È M E S S U R L E S C E R C L E S I S O G O N A U X . 

Nous avons vu que tous les cercles isogonaux à trois 
cercles donnés se répartissent en quatre faisceaux ayant 
chacun, pour axe radical commun, Tun des axes de simi-
litude et, pour lieu de leurs centres, la perpendiculaire 
abaissée sur cet axe du centre radical des trois cercles 
donnés. De plus, la puissance de chaque point de l'axe 
radical, par rapport à tous les cercles isogonaux de la 
même famille, est connue. Par exemple, la puissance 
d'un centre de similitude de deux cercles donnés, par 
rapport aux cercles isogonaux, est égale au module d'in-
version des deux cercles considérés relativement au 
centre de similitude considéré. Ces conclusions per-
mettent de ramener aux problèmes relatifs à des faisceaux 
de cercles ayant même axe radical certains problèmes 
relatifs aux cercles isogonaux. Pour donner à ces ques-
tions toute la généralité désirable, il importe de voir ce 
que deviennent les conclusions précédentes lorsque 

( f ) Voir même Tome, p. 227. 
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quelques-uns des trois cercles donnés ou tous les trois 
dégénèrent en droites ou en points. 

Si l'on a trois points, le seul cercle isogonal est le 
cercle circonscrit au triangle des trois points. 

Si Ton a deux points et une droite, les cercles isogo-
naux sont tous ceux qui passent par les deux points. Les 
quatre faisceaux se réduisent ainsi à un seul. 

Si Ton a deux droites et un point, les cercles isogo-
naux sont ceux qui ont leurs centres sur Tune des bis-
sectrices des deux droites et qui passent par le point 
donné. Us constituent ainsi deux faisceaux ayant chacun 
pour lieu des centres l 'une des bissectrices et pour axe 
radical la perpendiculaire abaissée du point donné sur 
cette bissectrice. Les quatre faisceaux se réduisent à 
deux. 

Si Fou a trois droites formant un triangle, les cercles 
isogonaux sont les cercles concentriques ayant pour 
centre l'un des points de concours des bissectrices inté-
rieures ou extérieures. On peut les considérer comme 
formant quatre faisceaux ayant chacun pour axe radical 
la droite de l'infini. 

Un cercle et deux points donnent un seul faisceau 
ayant pour axe radical la droite des deux points. 

Deux cercles et un point donnent deux faisceaux 
ayant respectivement pour axe radical les droites qui 
joignent le point donné au centre de similitude. 

Si enfin on a des cercles et des droites, les centres de 
similitude n'étant pas réduits en nombre, on aura les 
quatre faisceaux. 

Ainsi, sauf la réduction du nombre des familles, les 
conclusions subsistent dans tous les cas -, du reste, ces cas 
particuliers sont trop faciles à traiter pour qu'il soit 
nécessaire de s'y arrêter. Mais il en est d'autres qui 
méritent un examen particulier. 
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i° Les trois cercles donnés ont leurs centres en ligne 

droite. Quoique le centre radical soit rejeté à l 'infini, 
les conclusions générales subsistent parce que chacun 
des centres de similitude conserve la même puissance 
par rapport à tous les cercles isogonaux d'un même 
faisceau. Les quatre faisceaux ont le même axe radical 
qui est la ligne des centres. Seulement, pour trouver le 
lieu des centres, le mieux sera de construire un cercle 
isogonal d'après le problème I, et d'abaisser de son centre 
une perpendiculaire sur la ligne des centres des cercles 
donnés. 

2° Les trois cercles donnés ont un axe radical com-
mun. Dans ce cas, chacun des points de la ligne des 
centres doit avoir la même puissance par rapport à tous 
les cercles isogonaux d'un même faisceau, parmi lesquels 
figurent les cercles orthogonaux qui appartiennent 
chacun aux quatre faisceaux, puisque, dans chaque 
groupe de deux cercles, ils correspondent à la fois aux 
deux centres de similitude. (Remarque II du théo-
rème III). Donc les quatre faisceaux se confondent en un 
seul qui est le faisceau des cercles orthogonaux aux 
cercles donnés. 

3° Les trois cercles donnés ont un centre de similitude 
commun. Les cercles isogonaux correspondants à ce 
centre se réduisent à des droites passant par le centre de 
similitude. Les trois autres familles ne subissent aucune 
modification. 

Le fait que les cercles isogonaux à trois cercles donnés 
constituent quatre faisceaux déterminés donne immédia-
tement la solution des problèmes suivants : 

P R O B L È M E III. — Construire un cercle isogonal à 
trois cercles donnés, passant par un point donné. 

On trace d'abord, d'après le problème I, un cercle 



( 3 3 4 ) 
isogonal quelconque. Si les points (l'intersection L e tL ' 
de ce cercle avec l'axe de similitude correspondant sont 
réels, il suffit de circonscrire un cercle au triangle ALU. 
Si les points d'intersection sont imaginaires, on joindra 
le point A à un point quelconque H de l 'axe de simili-
tude des trois cercles donnés; on mènera de II une sé-
cante HPQ au cercle isogonal auxiliaire; le cercle cir-
conscrit au triangle APQ déterminera sur HA un second 
point A'du cercle cherché. Comme 011 sait que le centre 
de celui-ci se trouve sur la perpendiculaire abaissée du 
centre radical C des trois cercles donnés sur l'axe de 
similitude considéré, on achèvera facilement. 

Le problème est toujours possible et admet quatre 
solutions, une pour chaque faisceau, sauf les cas parti-
culiers signalés plus haut. 

P R O B L È M E I V . — Construire un cercle isogonal à 
trois cercles donnés et ayant un rayon donné. 

Il s'agit de construire le cercle d'un faisceau ayant un 
rayon donné. Le problème est toujours possible si les 
sommets du faisceau L et U sont imaginaires et il admet 
deux solutions. Si les points L et U sont réels, le rayon 
a un minimum qui est la moitié de LL'. Il en résulte 
que le problème admet huit solutions réelles ou imagi-
naires. 

P R O B L È M E V . — Construire un cercle isogonal ci 
trois cercles donnés et coupant orthogonalement un 
cercle donné. 

Si l'on trace deux cercles du faisceau orthogonal au 
i ai sceau des cercles isogonaux, 011 sera ramené à con-
struire le cercle orthogonal à trois cercles donnés. 11 
suffit de tracer un seul cercle du faisceau orthogonal. Le 
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centre du cercle cherché est à l'intersection de l'axe 
radical de ce cercle auxiliaire et du cercle donné avec 
la droite, lieu des centres du faisceau des cercles isogo-
11 aux. Si les sommets du faisceau L et L'sont réels, l 'un 
de ces points pourra jouer le rôle de cercle auxiliaire et 
la solution sera toujours réelle. En général, il y aura 
quatre solutions réelles ou imaginaires. 

P R O B L È M E V I . — Construire un cercle isogonal à 
quatre cercles donnés. 

Si, parmi les quatre cercles donnés, on considère deux 
groupes de trois, il y aura, pour chaque groupe, quatre 
lieux rectilignes des centres des cercles isogonaux; le 
centre du cercle cherché ne peut être qu'à l'intersection 
de ces lieux. Soit co l'intersection de deux lieux des 
centres correspondants dans chaque groupe à un même 
centre de similitude des deux cercles communs aux 
deux groupes. On pourra, de o) comme centre, décrire un 
cercle isogonal aux trois cercles du premier groupe : ce 
sera le cercle (o-) du faisceau correspondant ayant son 
centre en co. On peut aussi, de oj comme centre, décrire 
un cercle (o-;) isogonal aux trois cercles du second 
groupe; mais le cercle (T) est déjà isogonal aux deux 
cercles communs aux deux groupes et il résulte du corol-
laire du théorème III que, d'un point w comme centre, on 
ne peut mener qu'un seul cercle isogonal à deux cercles 
donnés, correspondant à un centre de similitude de ces 
deux cercles, car la puissance de ce centre de similitude 
par rapport au cercle inconnu est déterminée. Donc les 
cercles (a-) et (V) n'en font qu'un qui est isogonal aux 
quatre cercles donnés. Si, au contraire, on prend Tinter-
section de deux lieux de centres correspondant à des axes 
de similitudes différents des deux cercles communs, les 
deux cercles (T) et (<T') seront différents à moins qu'ils 
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ne soient orthogonaux aux cercles donnés (théo-
rème III, remarque II). Mais alors les quatre corcles 
donnés ont même centre radical, et ce centre radical est 
commun à tous les lieux de centres considérés. 

Il peut arriver que le cercle (T) soit imaginaire, niais 
seulement si les points communs du faisceau L et L/ sont 
imaginaires et si le centre 10 tombe entre les deux points 
limites^ il peut arriver aussi que le cercle (a-) étant 
réel ne coupe pas les quatre cercles donnés. 

On peut choisir un des quatre axes de similitude du 
groupe de trois cercles donnés O, , Oo ; alors, dans le 
groupe OOî 0 2 , il faudra conserver le centre de simili-
tude d e O O j déjà choisi, de sorte que le deuxième choix 
ne peut porter que sur deux axes de similitude. Donc le 
nombre total des solutions est de huit. 

Comme on peut faire quatre groupes de trois parmi 
les quatre cercles donnés et que tous ces groupes donnent 
évidemment la même solution, on obtient le théorème 
suivant : 

T H É O R È M E V I L — Etant donnés quatre cercles, choi-
sissons leurs centres de similitude, deux ci deux, de telle 
sorte que les centres de similitude de chaque groupe de 
trois cercles soient sur un même axe de similitude. Les 
perpendiculaires abaissées du centre radical de chaque 
groupe sur l'axe de similitude correspondant sont con-
courantes. 

Nous venons de voir que le problème VI pouvait pré-
senter des solutions imaginaires. En dehors de ce cas, 
le problème peut admettre une solution singulière ou 
être indéterminé. 

Si les deux lieux de centres qui servent à déterminer 
le centre to du cercle (<r) sont parallèles, les deux axes de 
similitude seront parallèles, et, comme ils ont un point 
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commun, ils se confondent : les six centres de similitude 
sont en ligne droite et cette droite répondra à la question. 
Alors, à moins que les quatre cercles n'aient leurs 
centres en ligne droite, les autres centres de similitude 
seront en dehors de la première droite et les sept autres 
solutions seront des cercles déterminés. Si, les six centres 
de similitude étant en ligne droite, les quatre cercles 
ont même centre radical, les deux lieux de centres coïn-
cident-, le problème sera indéterminé, tous les cercles du 
faisceau répondant à la question. En écartant le cas où 
les quatre centres seraient en ligne droite, les sept 
autres solutions se réduisent au cercle orthogonal. Si 
enfin les quatre centres sont en ligne droite, la seule 
solution sera la ligne des centres, sauf dans les deux cas 
suivants : i° les quatre cercles ont un axe radical 
commun et les solutions sont les cercles orthogonaux-, 
2° les quatre cercles sont homothétiques, et les solutions 
se réduisent aux rayons d'homothétie. 

P R O B L È M E VII. — Construire un cercle qui coupe 
trois cercles donnés sous un angle donné. 

Tous les cercles isogonaux aux trois cercles donnés 
se répartissent en quatre faisceaux. Si les sommets L et 
17 de ces faisceaux sont réels, 011 est immédiatement 
ramené à faire passer par ces deux points un cercle qui 
coupe l 'un des cercles donnés suivant un angle donné. 
Ce problème se résoud facilement, comme on sait, par 
l'inversion. En prenant pour pôle l 'un des points donnés, 
le cercle cherché se transforme en une droite qui doit 
être tangente à un cercle concentrique au cercle trans-
formé du cercle donné. Il suffit donc de mener par le 
transformé du second point une tangente à ce cercle con-
centrique. Il y a évidemment avantage à prendre pour 
module d'inversion la puissance du pôle par rapport au 



( 338 ) . 

cercle donne, afin de conserver celui-ci. On trouve ainsi 
deux solutions réelles ou imaginaires. 

Si les deux sommets du faisceau se confondent, c'est-
à-dire si tous les centres isogonaux sont tangents entre 
eux, la construction s'applique encore, sauf que, le 
transformé du second point étant rejeté à l 'infini, il faut 
mener au cercle concentrique des tangentes parallèles à 
l'axe radical du faisceau. Il en résulte que, dans ce cas, 
les deux solutions sont toujours réelles. 

Si les sommets du faisceau ne sont pas réels, on pourra 
employer l'artifice suivant : Soit A l'un des points d ' in-
tersection du cercle cherché avec l 'un des cercles 
donnés O. Par A passe un cercle orthogonal au faisceau 
des cercles isogonaux, lequel coupera le cercle O suivant 
un angle complémentaire de l'angle donné. Mais ce 
cercle orthogonal passe par les points limites du faisceau, 
lesquels sont réels et faciles à déterminer. On est donc 
encore ramené au même problème. Il suffira de con-
struire un cercle passant par les points limites et coupant 
le cercle O sous l'angle complémentaire de l'angle donné. 
Les deux solutions qu'on trouvera donneront cjuatre 
points A, A', A,, A q u i seront les quatre points d'inter-
section des deux cercles cherchés avec le cercle O. Il est 
inutile de se préoccuper d'assembler ces quatre points, 
car, partant de l 'un d'eux, on pourra construire le cercle 
isogonal aux trois cercles donnés qui y passe, soit d'après 
la construction du problème I , soit plutôt par la condi-
tion qu'il est orthogonal au cercle auxiliaire. Le cercle 
ainsi déterminé passera par l 'un des trois autres points 
et les deux points restants serviront à construire la 
deuxième solution. 

Chaque faisceau de cercles isogonaux donnant deux 
solutions, il y a en tout huit solutions réelles ou imagi-
naires. 
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On rem arquera que le raisonnement précédent permet 

de ramener le problème II (cerele tangent à trois cercles 
donnés) à la recherche du cercle passant par deux 
points et tangent à un cercle donné ou orthogonal à un 
cercle donné suivant que les points L et L/ sont réels ou 
imaginaires. 

Enfin la construction s'applique aussi bien lorsque 
les cercles donnés se réduisent à des points ou à des 
droites. 

Ce problème, qui équivaut à construire le cercle d'un 
faisceau coupant un cercle donné sous un angle donné, 
est, dans notre théorie, un problème fondamental auquel 
nous ramènerons tous les suivants. 

D E S F A M I L L E S D E C E R C L E S Q U I S O N T C O U P É S 

S O U S U N M E M E A N G L E P A R C H A Q U E C E R C L E D ' U N F A I S C E A U . 

T H É O R È M E VIII. — Tous les cercles qui coupent deux 
cercles fixes sous des angles constants se répartissent 
en deux familles telles que tous les cercles d'une même 
famille ont un axe de similitude commun et un centre 
radical commun. 

En elïet, soit un cercle O qui coupe deux cercles 
donnés o> et u/ respectivement sous les angles a et ¡3'. 
Transformons la figure par inversion avec un point H 
de l'axe radical (D) des deux cercles to et o)' comme pôle 
et un module égal à la puissance commune de H par 
rapport à ces deux cercles. Les cercles co et o/ se con-
servent et le cercle O se transforme en un cercle O'cou-
pant aussi ces deux-là respectivement sous les angles a 
et ¡3. En faisant varier le point H, on obtient une 
famille de cercles O ayant tous pour axe de similitude 
raxe radical des cercles o> et o/. 

Considérons trois cercles de cette famille O, O^O". 
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Le cercle <o leur est isogonal et appartient au faisceau 
correspondant à l'axe de similitude (D). Donc le centre 
radical de OO'O" est sur la perpendiculaire abaissée de 
tosur(D) (théorème IV, remarque II)} il se trouve donc 
h l'intersection C de cette perpendiculaire avec l'axe 
radical de O et O'. Si alors on fait varier le cercle O", 
le centre radical C des trois cercles reste invariable. 

Si Ton considère deux cercles O et 0< coupant respec-
tivement a) et iùr sous les angles a et jB, il peut arriver 
que to et co', qui sont isogonaux aux cercles à O et 0<, 
correspondent à un même centre de similitude de O et 
0 { . Alors O et Oj appartiendront à une même famille, 
et leur centre de similitude considéré sera sur l'axe ra-
dical (D)-, mais il peut se faire aussi que to et G/ soient 
isogonaux à O et O^ relativement à deux centres de simi-
litude différents. Cela dépendra de la disposition des 
tangentes faisant les angles a et p (théorème III, 
remarque II) . Dans ce cas, il n 'y a aucune raison pour 
que l 'un ou l 'autre de ces centres de similitude se trouve 
sur l'axe radical, et chacun des deux cercles O et 0 | 
peut servir de point de départ à une famille construite 
comme précédemment. 

Je dis maintenant que tout cercle coupant to et to', 
respectivement sous les angles a et ¡3, fait partie d'une 
de ces deux familles. En effet, soient O et O, deux cercles 
de familles différentes et O' un cercle quelconque de 
l'énoncé, a) est isogonal à 0 0 , 0 ' et fait partie d 'un 
faisceau admettant pour axe radical l 'un des a x e s de 
similitude. II en est de même de to'. Or ces deux axes de 
similitude se coupent en un des centres de similitude S 
des trois cercles. Donc les cercles co et sont isogonaux 
aux deux cercles admettant S pour centre de similitude 
relativement à ce centre S. S n'est donc pas le centre de 
similitude de O et O , , autrement O et 0 4 feraient partie 
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de la même famille. Alors S esl le centre de similitude 
de O' avec O ou 0{ et, dans les deux cas, le cercle O' 
appartient à l'une des familles construites en partant 
soit de O, soit de O, . 

La deuxième partie de la démonstration tomberait en 
défaut si l'axe radical des deux cercles O et O' coïnci-
dait avec la ligne des centres to c o'. Alors 011 remplacerait 
l 'un des cercles O ou O' par un autre. Dans le cas où 
tous les cercles O admettraient w w' pour axe radical, 
ils formeraient un faisceau et auraient encore tous leurs 
centres de similitude en ligne droite; seulement au lieu 
d'avoir un centre radical commun, ils en auraient une 
inimité situés sur leur axe radical. Dans ce cas, tous les 
cercles O ayant un axe radical commun, si l 'on considère 
trois d'entre eux, les cercles qui leur sont isogonaux, tels 
que a) et to', ne peuvent être que leurs cercles ortho-
gonaux (Discussion des cas particuliers des faisceaux 
de cercles orthogonaux, 2°). Donc le cas ne peut se pré-
senter que si les angles a et ¡3 sont droits. 

Pour que la famille des cercles O se réduise à des 
cercles homothétiques, il faut et il suiïit que les deux 
cercles oj et G/ se réduisent à des droites. 

C O R O L L A I R E . — Tous les cercles enveloppant deux 
cercles fixes se répartissent en deux familles définies 
comme précédemment. C'est le cas où les angles a et ¡3 
sont nuls. 

T H É O R È M E I X . — Tous les cercles qui coupent deux 
cercles fixes sous des angles constants et qui appar-
tiennent à une même famille admettent pour cercles 
isogonaux tous les cercles du faisceau défini par les 
deux cercles fixes. 

En effet, considérons trois cercles remplissant les con-
Ann. de Malhémat., 3e série, t. XI. (Août 1892.) 
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ditions de l'énoncé O, O^O"; les deux ccrclcs (i\es wetiù' 
leur sont isogonaux relativement à un même axe de 
similitude. Donc le faisceau correspondant des cercles 
isogonaux est bien le faisceau défini par les deux cercles 
a) et to' et ce faisceau reste le même quand on fait varier 
l'un des trois cercles 0 , 0 ' , O". 

T H É O R È M E X . — Tous les cercles qui coupent deux 
cercles fixes sous des angles constants et qui appar-
tiennent ci une même fiamille enveloppent deux cercles 
fixes rèeh ou imaginaires. 

Car, parmi les cercles du faisceau isogonal, figurent 
deux cercles tangents à trois des cercles variables (pro-
blème II), et les cercles qui coupent ces trois-là sous un 
angle nul coupent aussi sous un angle nul tous les cercles 
variables considérés (théorème IX). 

Si l'on considère un faisceau quelconque de cercles, 
qu'on le coupe par un cercle quelconque O et qu'on 
transforme le cercle O par inversion en prenant pour 
pôle un point H de l'axe radical et pour module la puis-
sance commune de ce point par rapport à tous les cercles 
du faisceau, on obtiendra, en faisant varier le point H, 
une famille de cercles admettant tous les cercles du fais-
ceau comme cercles isogonaux et jouissant de toutes les 
propriétés précédentes. 

On peut rassembler tous les résultats précédents dans 
l'énoncé général suivant : 

T H É O R È M E X I . — Tous les cercles d7un faisceau sont 
isogonaux à tous les cercles d'une famille admettant 
pour axe de similitude commun Vaxe radical du fais-
ceau et pour centre radical commun un point de la 
ligne des centres du faisceau, et enveloppant deux 
cercles fixes. 
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A chaque faisceau de cercles correspondent une infi-
nité de familles ainsi définies. 

Chacune de ces familles peut être définie de plusieurs 
manières : 

i° On peut se donner deux cercles du faisceau et 
un des cercles de la famille, ou bien deux cercles fixes et 
les angles a et ¡3 avec l'indication de la disposition des 
tangentes qui font ces angles. Les deux dispositions 
restent les tue ¡nés ou changent en même temps pour 
tous les cercles de la famille. 

2° On peut se donner les deux cercles enveloppes, 
avec l'indication de l'espèce des contacts d'un cercle de 
la famille. Pour toute la famille, les espèces des contacts 
restent les mêmes ou changent en même temps. 

3° On peut se donner l'axe commun de similitude, le 
centre radical commun et un cercle de la famille. 

A chaque famille ainsi définie ne correspond qu'un 
seul faisceau de cercles isogonaux. 

Cette famille de cercles tangents à deux cercles fixes 
comprend comme cas particuliers : 

i ° Les cercles homothétiques, lorsque les deux cercles 
enveloppes se réduisent, à deux droites; 

2° Un faisceau de cercles, lorsque les deux cercles 
enveloppes se réduisent à deux points réels ou ima-
ginaires. 

Dans le cas général on peut, par chaque point du plan, 
faire passer deux cerch-s de la famille considérée, réels 
ou imaginaires, puisque par un point on peut faire 
passer deux cercles tangents à deux cercles donnés avec 
des contacts de même espèce, et deux cercles tangents 
avec des contacts d'espèces différentes. Le lieu des 
centres des cercles d'une même famille est une conique 
ayant pour foyers les centres des deux cercles enve-
loppes. 



P R O B L È M E V I I I . —Etant donnés deux cercles, par 
un point pris sur l'un d 'eux faire passer un cercle qui 
les coupe tous deux sous des angles donnés. 

Par le point A donné sur le cercle 0 on mène une 
droite AT coupant ce cercle sous l'angle a. Le cercle 
cherché fait partit; du faisceau des cercles tangents en A 
à AT. On est ainsi ramené au pr oblème VII : Trouver le 
cercle d'un faisceau qui coupe sous l'angle ¡3 le second 
cercle donné 0 \ 

Comme on peut mener par le point A deux droites 
coupant le cercle O sous l'angle a et que chacune donne 
deux solutions, 011 obtient quatre solutions toujours 
réelles. 

Ce problème est un cas particulier de celui où le point 
donné est quelconque dans le plan. Le problème gé-
néral se résout facilement par l'inversion. En prenant 
pour pôle le point donné, le cercle cherché se transforme 
en une droite qui doit être tangente k deux cercles con-
centriques aux transformés des cercles donnés et dépen-
dant des angles donnés. Il suffit donc de mener les 
tangentes communes à ces deux cercles concentriques. 

Si, comme nous le supposons, le point donné se trouve 
sur l'un des cercles, il existe un tracé plus simple, fondé 
sur la propriété bien connue que les tangentes aux deux 
extrémités d une sécante menée par l 'un des points 
d'intersection de deux cercles font entre elles un angle 
égal à l'angle îles, cercles. On obtient ainsi la construc-
tion suivante : 

Par le point A donné sur le cercle O on mène une 
droite AT coupant ce cercle sous l 'angle a {fig- 4) : 

sera tangente au cercle cherché. Puis on circonscrit au 
cercle Q' un parallélogramme dont les côtés font avec 
AT l'angle ¡3. La droite qui joint à A l 'un des points de 
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contact P coupe le cercle G' en un second point B qui, 
avec le point A et la tangente AT, détermine le cercle 
inconnu. Deux côtés consécutifs du parallélogramme 
donnent les deux points d'intersection d'un même cercle 
cherché avec O'} les deux autres donnent une seconde 

Fig. 4-

solution qui appartient à une autre famille. Connue on 
peut mener par A deux droites AT et A T faisant l'angle 
a avec O, 011 aura en tout quatre solutions toujours 
réelles appartenant deux par deux aux deux familles. 

R E M A R Q U E . — Le problème précédent fournit un 
moyen de déterminer le centre radical de tous les cercles 
d'une même famille qui coupent les cercles O et O7 sous 
les angles a et 3. Il suffit, en effet, de choisir, parmi les 
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quatre cercles trouvés, les deux qui appartiennent à une 
même famille et de prendre l'intersection de leur corde 
commune avec la ligne des centres de O et (y. Pour 
reconnaître deux cercles to et co' d 'une même famille, 
soient À' et A, leurs deuxièmes points d'intersection 
avec O. Le centre de similitude H de co et co' doit être 
sur l'axe radical de 0 0 ' et leur module d'inversion doit 
être égal à la puissance du point H par rapport à O. 
Comme le point A se correspond à lui-même sur les 
deux cercles co et cor, il faudra que AH soit tangent à O 
et que A'A', passe par H. Mais il y a plus. Le second 
point d'intersection D des cercles co et co' doit aussi se 
correspondre à lui-même dans l'inversion, donc 

H I ) = H A , 

ce qui conduit à la construction suivante : 
Après avoir déterminé comme précédemment l 'un 

des cercles co qui coupe O en A, et tracé la tangente en 
A qui coupe l'axe radical en IL on décrira de H comme 
centre avec 1IA comme rayon un cercle qui coupera le 
cercle co en un second point D. La droite AD sera l'axe 
radical des cercles co et co' et coupera l'axe radical de O 
et O' en un point C, qui sera le centre radical elierclié de 
tous les cercles de la famille. La puissance commune de 
ce point par rapport à tous les cercles de la famille sera 
égale au produit CA. CD. 

P R O B L È M E I X . — Construire un cercle cjui coupe 
trois cercles sous des angles donnés. 

On connaît plusieurs méthodes pour résoudre ce pro-
blème. M. G. Tarry en a indiqué une qui repose sur la 
transformation par inversion des deux cercles donnés 
soit en deux droites, soit en deux cercles concentriques, 
et sur la résolution préalable du problème VIII par un 
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procédé diiférent de celui que nous venons d'indiquer 
(Journal de Mathématiques élémentaires, oc» obre 1889). 
La méthode de M. G. Tarry lui a fourni une démon-
stration du théorème X ainsi que de l'existence du centre 
radical commun-, mais l'axe de similitude commun n'est 
pas indiqué. 

Voici la méthode qui résulte de notre théorie. 
Considérons tous les cercles qui coupent deux des 

cercles donnés O et O' sous les angles donnés a et ¡3 et 
qui appartiennent à une même famille. lis admettront 
un centre radical commun C qu'on sait déterminer par 
la remarque du problème \ III. De même, tous les cercles 
qui coupent O et 0 / ; sous les angles a et y admettent 
un centre radical commun C . Connaissant les deux 
points C et C ainsi que leurs puissances par rapport 
au cercle considéré, 011 reconnaît que celui-ci fait partie 
d'un faisceau complètement déterminé dont CC'est l'axe 
radical. Dès lors, il ne reste plus qu'à chercher les cercles 
de ce faisceau qui coupent le cercle O sous l'angle a 
( problème VII). 

Pour montrer que les cercles ainsi obtenus répondent 
bien à la question, il suffit d'établir la proposition sui-
vante : 

Si l'on considère la famille des cercles coupant Oet Of 

respectivement sous les angles a et ¡3 et leur centre 
radical C, tout cercle w, qui coupera O sous l'angle a et 
par rapport auquel C aura la même puissance que par-
rapport aux cercles de la famille, coupera le cercle O' 
sous l'angle ¡3. 

Or, si À est l'un des points d'intersection de avec O, 
il existe deux cercles de la famille 10 et to, passant par A 
(problème VIII) par rapport auxquels C a la puis-
sance p. 

D'autre part, il y a aussi deux cercles passant par A, 
coupant O sous l'angle a et tels que C ait par rapport à 
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chacun d'eux Ja puissance p, car la connaissance de la 
puissance p détermine un second point du cercle consi-
déré et l'angle a détermine la tangente en A avec l'ambi-
guïté de deux positions symétriques par rapport à la 
tangente en A au cercle O. Donc le cercle co, qui est l 'un 
de ces deux-là se confond avec l 'un des deux cercles de 
la famille. < • Q- F. n. 

Comme on peut combiner chaque famille correspon-
dant au groupe 0 0 ' avec chaque famille correspondant 
au groupe 0 0 " , et que chaque combinaison donne deux 
solutions, le problème admet en tout huit solutions 
réelles ou imaginaires. 

Lorsque les trois cercles passent par un même point, 
ce point doit être considéré comme un cercle de rayon 
nul répondant à la question. En eilét, ce cercle de rayon 
nul A figure dans la famille correspondant au groupe 

0 0 ' . Donc CA est égal à la puissance p du point C. De 
même, il figure dans la famille correspondant au groupe 

0 0 " et C'A est égal à la puissance de C . Donc le point 
A est l'un des sommets du faisceau comprenant le cercle 
cherché; c'est le cercle de rayon nul du faisceau et i' 
coupe les cercles donnés sous des angles indéterminés; 
donc il répond à la question. Comme il appartient aux 
quatre combinaisons, le nombre des solutions non singu-
lières se réduit à quatre qui sont toujours réelles. On 
peut vérifier la réalité de ces quatre solutions eu 
remarquant que, les deux sommets du faisceau A et B 
étant réels, et A étant sur le cercle O, si l'on fait l 'inver-
sion avec B comme pôle et la puissance de B par rapport 
a O comme module, A deviendra le second point d'inter-
section de la droite AB avec le cercle O, de sorte qu'il 
sera toujours extérieur au cercle concentrique intérieur 
de il ni par l'angle a, d'où il suit que les tangentes issues 
de ce point-là seront réelles. 
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Si les trois cercles O, G', O" passent par deux mêmes 

points, ces points seront les seules solutions du problème, 
à moins que celui-ci ne soit indéterminé, ce qui arri-
vera si les centres radicaux des deux familles se con-
fondent. Le problème est encore impossible ou indéter-
miné si les trois cercles ont un axe radical commun qu'ils 
ne coupent pas. Ce résultat pourrait être prévu. Si, en 
eiï'et, les trois cercles O, O', O" font partie d'un même 
faisceau, ils sont isogonaux à tous les cercles d'une 
même famille. Par suite, tous les cercles qui coupent O 
et O', respectivement sous les angles a et ¡3, couperont G" 
sous un même angle. Si cet angle est égal à y, le problème 
est indéterminé5 sinon, il est impossible, sauf les solu-
tions singulières constituées par les sommets du faisceau. 
Du reste, ce cas est le seul où le problème devienne 
indéterminé, car, pour qu'il en soit ai nsi, il faut que les 
cercles O, O', O" soient isogonaux a tous le secrcles de la 
famille correspondant au groupe GO' et alors les trois 
cercles O, G', O" font partie d'un même faisceau. 

(A suivre.) 

m \ UX THÉOIIÈ.HE AXALOGUE A CELUI DE CARXOT 01 
lîÉXÉHALISATîOX DU THÉ0I1ÈUE DE JEAX DE CEYA; 

PAR M. LOUIS R A V I E R . 

On se sert dans ce qui suit de coordonnées rectangu-
laires. 

Soit v, w) — o l'équation tangen tielle d 'une 
courbe de classe m. 

La condition pour que la droite joignant les points 

y» - (* = 0 
•rl} N , ( ¿ 1 = 1 ) 
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soit tangente à eette courbe est 
Z10C — ZXU .r,y — .rj'i) = o. 

Si sont fixes et x,y, z variables, l 'équation 
( i ) représente le faisceau des tangentes issues du point 
a ? , , / , ^ , à la courbe Y (M, v, (V) = o. 

Le produit des distances du point x.j,y.>, z2 (z2 = i) 
aux différents points de rencontre des droites repré-
sentées par l 'équation ( i ) avec la droite passant par 
X2i)r2-> z2 et ayant pour paramètres de direction a, ¡3, y 
( a 2 -h ¡32 = i) est 

_ I)m f (yX 32 — ytz[,zxx<1—z2x{ x, yg — x2yt) ^ 
/ ( J i ï — P-i* — 

Nous désignerons 

par / ( i = a) 
et [en supposant la droite x2y-j at3y déterminée par 
le point 32 et par un autre point. x>jj'3 z3 (z3 — i ) 

/(y¡y — - i» — ? — v ' i ) 
par 

/ ( ! , ' > . = 3 ) . 

Cela posé, on remarque immédiatement que 

/ ( I = 2) = ( - !)'«/(* = 0 
et que 

/ ( i , » = 3 ) = / ( i , 3 = a ) . 
Des considérations qui suivent on déduit le théorème 

suivant analogue à celui de Carnot, et qui peut être 
regardé encore comme une généralisation du théorème 
de Jean de Céva. 

Si de chacun des sommets d'un polygone quelconque 
on mène toutes les tangentes possibles a une courbe 
algébrique, et si l'on prend leurs points de rencontre 
avec les côtés du polygone ne passant pas par ce som-
met, si Von forme ensuite le produit eu grandeur et 
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en signe des dislances des points d'intersection sur le 
premier côté au premier sommet, puis de ceux sur le 
second, au second sommet, et ainsi de suite; si Von 
recommence ensuite en sens inverse, on obtient deux 
produits toujours égaux en valeur absolue, et qui sont 
de signes contraires si le nombre des côtés du poly gone 
et la classe de la courbe sont tous deux des nombres 
impairs. 

Soient X\jK zK, x2y2 . xnyn zn les sommets d 'un 
polygone. 

Le premier produit est 

J / ( « , * = 3 ) J A « , 3 = 4 ) 
/ f i = ( a— i)] 

X . . . X ( — l ) " 
/[i,(/i — i; = n\ 

, / ( 2 = 3 ) . f(* = n) 
( —0 m » _ X . . . x ( — i)"1 * } 

/ ( • ¿ , 3 = 4 ) " ' y / { * , * = 1) 

f ( n = i ) , . f [ n = ( n — a ) 1 
( — i ) m J v x . . X ( — i ) , n — v ; f{n,i = <i) * J fln,(n-*) = {,i-1)] 

Le second n 'en diiïère qu'en ce que j\p — (f)y entre 
sous la forme j\q = />), ̂  f{p,<J = >') sous la forme 
J \ P ^ = <l)- Comme / ( / ; = </) = ( — i ) ' » / ( ? = / ' ) <* 
que f(p,q = r)=f(p,r = q), le second produit sera 
égal au premier multiplié par 

^ j y « X l e nombre des fadeurs de l'un des produits 

ou si l 'on désigne par p le nombre des sommets du 
polygone (— i ynP(P~-\ ce qui confirme l'énoncé donné 
plus haut. 

A P P L I C A T I O N S . — Ce théorème peut en particulier 
servir à démontrer cette propriété bien connue que : 

Les tangentes aux trois points de rebroussement 

d'une courbe de troisième classe concourent en un 

même point. 



( 35a ) 

P r e n o n s pour polygone le triangle ayant pour som-
mets les points de rebroussement. 

Soient 11', 22', 33' les tangentes en ces points ; ce sont 
des tangentes triples, et en appliquant le théorème on 
trouve 

21'' x 3'.V x i3' = — 3i' x 23' x 12' 
ou 

'>. 1 ' x 3L>/X i3 ' = — 3 i ' x 2 3 ' X Vi! 

ce qui prouve (réciproque du théorème de Céva) que 
les droites 1 1', 22', 33' sont concourantes. c. Q. F. n. 

On démontrera de la même manière que : 

Quand une conique est circonscrite à un triangle, 
les points de rencontre des tangentes aux trois sommets 
avec les côtés opposés sont en ligne droite (on s'appuie-
ra sur la réciproque du théorème de Ménélaùs). 

Enfin on peut en déduire, en s'appuvant sur la réci-
proque du théorème de CarnoL appliqué au cas d'une 
conique et d'un triangle que 

Les points de rencontre des tangentes menées des 
sommets d'un triangle à une conique quelconque tracée 
dans son plan avec les côtés opjtosés sont six points 
d'une même conique. 

O11 pourrait encore en déduire le corrélatif de ce 
dernier théorème. 

ERRATA. 

Page 83, lignes 14 et 27, faire suivre Xi""'/-') de X(n"i.. 
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LA SYMÉTRIE EN COORDONNÉES POLAIRES H ; 
PAR M. J. LEFÈVRE, 

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d'Amiens. 

D E U X I È M E P A R T I E . 

N o u s al lons c h e r c h e r la f o r m e analyt ique générale 

des équat ions des c o u r b e s qui présentent les symétr ies 

q u e n o u s v e n o n s d ' é t u d i e r . N o u s supposerons encore la 

c o u r b e o b t e n u e tout ent ière par u n e variat ion l imitée 

de to : soit 2 pu , soit (2 p -4-1)71. 

O n doit donc avoir , si / ( p , t o ) = o est l ' é q u a t i o n de 

la c o u r b e , 

/ ( p , ^ ¿ . / ( P . w + ap.*) ( 2 ) 
ou b i e n 

/ ( p , A > ) = = k ' f [ — p , ( a p. H - I ) T Î - h CO]. 

S E C T I O N I . — A X E S D E S Y M É T R I E . 

C o n s i d é r o n s u n rayon pr inc ipal de la p r e m i è r e es-

pèce . 

O n doit avoir 

/ (p , a -f- w) == r,/(p, a — w). 

N o u s supposerons la f o n c t i o n f telle q u e le facteur 7) 

soit une constante. L ' i d e n t i t é ayant l i e u quels q u e 

t1) Voir même Tome, p. 3o2. 
(2 ) Le facteur k peut être une constante ou une fonction de p et w. 

Par exemple, si / était par rapport à la variable w une fonction 
doublement périodique de deuxième degré ayant 2^7: pour une de 
ses périodes, k serait constant. Si c'était une fonction doublement 
périodique de troisième espèce, on aurait k = 

Ann. de Mathémat., 3e série, t.. XI. (Septembre 1892.) 25 
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soient o et a) subsistera si l'on remplace co par — to- on 
a donc 

/ ( p , a — a O ^ / t p , a -h w); 

faisons le produit /(p, a-|-co) = r<2/(p, ot+ (*>). 
Ceci exige 

Mais j'observe d'abord qu'on ne peut avoir ici 
y, = — i , car pour co = o, il viendrait 

/ ( p , a ) = - / ( p , a ) ou /(p,a)==o, 

quel que soit p, tous les points de la droite to = a fe-
raient partie de la courbe, ce que nous ne supposons 
pas. 

Il reste donc seulement l'identité 

(A) / ( p , a-f- co)=/(p , a - to). 
De même, pour un rayon principal ¡3 de deuxième 

espèce, il vient 

/ (p ,P + C*)^7)/(p, P — CO). 

Changeons o et to en — p et — co, O I i " 

/(— p, P — o j ) = t J / (0 , P - h - c o ) . 

On aura donc 
^ = ± i. 

Mais ici il faut généralement conserver les deux signes. 

Remarque. — Toutefois s i ^ considérée comme fonc-
tion de p seulement est, soit une fonction paire, soit 
une fonction impaire, on prendra soit t\ = i ou t\ = — i . 
Nous pouvons toujours écarter ce dernier cas en divi-
sant le premier membre de l'équation par une puissance 
impaire de p convenablement choisie. 
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Nous aurons donc ici 

<B.) + = p, p — w) avec r, = ± i . 

Donnons maintenant la démonstration analytique du 
théorème I ; nous en déduirons une formule impor-
tante. 

Soient deux rayons principaux 8 et 9' faisant entre 
eux l'angle o. Deux rayons R, R M symétriques par rap-
port à 6, donnent 

( i ) / ( p , 0 + o>)== 7 ) / ( s p , 0 — tu) avec e = ± i , 

suivant que 9 est de première ou de deuxième espèce. 
Prenons leurs symétriques relativement à 8 ' ( e '=dz i ) , 

. ( / (p , 6 -+- eu) == r//(s'p, 0 -i- 2© — ta), 
( 2 ) < 

Ces relations, ayant lieu quel que soit p, subsistent si 
Ton change p en ep simultanément dans les deux 
membres. 

La deuxième peut donc s'écrire 

f ( ep, 8 — to ) == 7] ' /( et' p, 6 2 cp -f- w ). 

Reportons dans l'équation (t) , 

(3) /(s'p, 8 H- 2Cp — to) ^/(ss'p, 8 -+- 2© H- o>). 

On peut encore supprimer, de part et d'autre, le fac-
teur e', 

/ ( p, 8 -f- 2o — to) = 7) / ( ep, 8 -f- 2 <p -h w) ; 

0 4- a© est donc bien un rayon principal de même es-
pèce que 9 et avec le même facteur T4. 

Corollaire. — Dans l'écjuation (2) , remplaçons le 
deuxième membre par la valeur (3), on a 

/(O, 8-f- to) == 74r//(S£'p, 8 h- to -+- 2 Ci ) 
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ou, en remplaçant par to l'angle 6 -f- to qui est quelconque, 

(G) / ( ? , w)^^ , 8 / ( s s ' p , -f- to), 

formule fondamentale. 
Nous distinguerons encore deux cas, comme dans la 

première Partie. 

P R E M I E R C A S . — La courbe est obtenue tout entière 

en faisant varier to d'un angle 2 p. tz. 

§ I. — Equation générale des courbes possédant 
m axes de première espèce. 

J'observe d'abord que m doit être premier avec p, à 
moins que l 'un de ces deux nombres ne soit égal à 
l 'unité, si, comme nous le supposons toujours, 2 pu est 
l'intervalle le plus réduit possible donnant toute la 
courbe. 

En effet, l'angle de deux rayons principaux consécu-
tifs est 

fjltt 
m 

Supposons pour un instant que m et p. aient un plus 

grand commun diviseur d 1, de façon que j m ~~ n%ï f ' 
. . . / ^ = lxid> 
il vient 

iai O = - TZ. 

nii 

Appliquons m{ fois de suite la formule (G) 

/ [ ( 0, (0 + 2 mYo] =~ ( t 1 t / ) ' « i / ( p , to ) . 

Mais 2mi = 2 a, 7: et les axes étant de même espèce 
e e ' = i , 

/ ( p , to -1- - i ^ T t ) == ( r , r / ) ' « i / ( p , 03), 

la courbe se reproduirait après un intervalle 2 p, t. : donc 
2iX7z ne serait pas le plus réduit possible. 
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Cette démonstration s'appliquerait aussi, on le voit, 

à des axes de deuxième espèce. 
Ceci posé, j'imagine une courbe ayant m axes de pre-

mière espèce qui passent par le pôle, et je prends l 'un 
d'eux comme axe polaire afin de simplifier. Le rayon 
principal suivant fait avec lui l ' a n g l e ^ - On devra 
donc avoir les deux relations 

I / ( ? , — W ) E = / ( P , U > ) , 

D'ailleurs, si ces conditions sont remplies, la courbe 

possédant deux rayons principaux distants de on a 

m dans l'intervalle p?:. Cela résulte du théorème I et de 

ce que la fraction — est irréductible. 1 m 
Or il est facile de vérifier que les deux fonctions par-

ticulières 

m o) 
I 9 = COS 
l ^ 

satisfont chacune aux conditions (4) • il en sera donc de 
même de toute fonction F(z/, e) uniforme en u et y, et 
l'équation F (m, v) == o représente une courbe possédant 
les m axes de symétrie. Je dis, de plus, que pour l'obte-
nir tout entière il est nécessaire et suffisant de faire va-
rier to de 2 pTT. 

En effet, m et p étant premiers entre eux, la plus 

petite période de v cos qui soit en même temps 

multiple entier de iz est 2Uîrsi m est impair. C'est ptz 
si m est pair, mais alors, p étant impair, il faudrait 
changer p en —p avec to en p?: -f- w et la fonction u 
changerait : donc on ira encore jusqu'à 2p7û. 
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Inversement, je dis que l 'équation F (m, v) — o, dans 
laquelle F est uniforme en u et est l 'équation géné-
rale des courbes ayant m axes de première espèce et 
obtenues par une variation minima de 2 ut:. 

Soit / ( p , (o) = o l 'équation d'une pareille courbe, 
il suffit de montrer que, si l'on exprime p et co en u et v, 
/ devient une fonction uniforme de u et v 

/ ( p , C U J = F ( K , v). 

Supposons effectuée la transformation, et soit (z/, v) 
un système de valeurs u et v, on a 

m w 
p = u , c o s = c . 

Posons 
m cl 

v = c o s 

•1 • * il vient 

f1 

On a ainsi 2m valeurs pour (o. 
Ainsi, au système («, v) correspondent 2m points 

du plan. Je dis qu'en ces 2m points la fonction 
/ ( p , 10) = F (a , v) reprend la même valeur. 

Appliquons pour cela k fois la formule (C), il faut y 
faire 

r, = e = e' = i , / ( p , w ) = / ( p , 2 * 9 4 - 0 ) ) . 

Mais cp = donc, pour la première série de m points 
-2k\xt. to = —— - h a , o n a m 7 

Pour la deuxième série de m points 
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et, d'après la première formule (4), 

= / (p ,«) . 

Ainsi, pour un système (u , y), F{u, v) n'a qu'une 
seule va leur / (p , a) : c'est donc bien une fonction uni-
forme en u et v (* ). 

§ IL — Equation générale des courbes ayant m axes 
de deuxième espèce. 

m et p doivent encore être premiers entre eux à 
moins que l'un d'eux ne soit égal à i . De plus, j'observe 
que le facteur [y\ de la formule (B) n'est pas altéré par 
une rotation de l'axe polaire, car cette formule exprime 
simplement que les valeurs de p qui correspondent à 
deux rayons donnés sont égales et de signes contraires, 
résultat indépendant de l'origine des angles polaires. 

On doit avoir, comme tout à l 'heure, 

| / ( p » = * ; / ( — p, — w), 

et, en vertu de la remarque qu'on vient de faire, on peut 
se borner aux trois cas que voici : 

i° 7j = 7/ = i . — Ici nous poserons 

(. m w 
u = p sin ? f* 

I m to 
V — cos 

(*) Nous avons suivi pour cette démonstration un mode de rai-
sonnement analogue à celui adopté par M. Ed. Goursat dans son 
Mémoire «Sur les surfaces qui admettent tous les plans de symétrie 
d'un polyèdre régulier ». 
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Ces deux fonctions satisfont aux conditions (p) pour 
Y, = 7/ = 1. 

Et l'on montrerait encore que l'équation générale des 
courbes ayant les propriétés énoncées est 

F ( u , v) — o, 

F étant une fonction quelconque uniforme en u et v. 
2N r4 — Y/ — — i . — Prenons les deux fonctions 

\ m to 
I v = tan g ? 
I a fi. 

qui satisfont aux conditions (5) pour Y, = Y/ = — 1. Si 
F (M, v) désigne une fonction uniforme quelconque, 
mais impaire en u et v, c'est-à-dire satisfaisant à l'iden-
tité F(—u, —v) = — F(w, y), l'équation F(M, v) = o 
représente une courbe ayant les propriétés énoncées. 

Réciproquement, je dis qu'on a là l'équation générale 
de ces courbes. 

Soit, en eilèt, co) —o l'une de ces courbes. Ex-
primons 0 et (o en u et y, il vient 

« m o) p — M, tang = v. 
Je pose 

m cl v = tanç , 2 y 
d'où 

m 10 m et 2 k \xt. 
r= KTC H , (x) = ! j- x , 

i\x m 1 

ce qui donne m points du plan correspondant à un 
couple de valeurs (M, v). Je dis qu'en ces m points 
/(?> w ) o u v) reprend la même valeur. 

Ici la formule (C) est 

/ (?, w -f- 29) == /(p, (0), O = i f i ; 
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appliquons-la À fois 

F (m, v) reprend bien la même valeur, elle est uni-
forme. 

J 'ajoute qu'elle est impaire en a et v. Pour cela, je 

considère le couple j , U ' Les valeurs correspon-

dantes du rayon vecteur et de l'angle polaire p'co', sont 

p ——p, v = — v — t a n g 

d'où 
m t o ' 711OL , 2 k f j l t c 

— kiz > io = - a . 
2 ¡X 2 ¡X m 

Mais, d'après ce qui précède, 

/ ( ? ' , - « ) = / ( ? ' , - * ) = / < - p. - « > • 

Or f satisfait par hypothèse aux conditions (5) et la 
première donne ici 

/ ( — p , — a ) = — / ( p , a ) . 

Ainsi 
f ( — u, — v)e=— f ( u , q), C. Q. F. D. 

Remarque / . — La deuxième série de m points 
forme avec la première un ensemble de i m points ayant 
la symétrie de deuxième espèce par rapport aux m axes 
donnés. 

Remarque II. — Si m est pair (m = i m1) la fonction 
m (Si , , . m ng se réduit a tang — 
2 [X J 

précédent est toujours vrai. 

m dû , , . m to . 1 taner se réduit a tang ? mais le raisonnement ° 2|i P 
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y4 = — i, r/ = i . — On prend 

I . ma) 
[ u = sin ? 
) < J m a> 
f y = ocos 
\ 1 a JJL 

et une fonction quelconque F(n , f ) , niais uniforme et 
impaire, en u et v. 

Réciproquement, F ( u , v ) = o est alors l'équation gé-
nérale cherchée. 

§111. — Équation générale des courbes possédant 
m axes de l'une et l'autre espèce. 

On a vu (première Partie) que m — im! et qu'il y a 
m' axes de chaque espèce. 

On montrerait, à l'aide du raisonnement déjà suivi, 
que m! est premier avec p, à moins que l 'un d'eux ne 
soit égal à l 'unité. 

i° Je suppose les rayons principaux simples. — On 
ne peut alors avoir à la fois p et m1 impairs. 

En eifet, la formule (C ) est alors 

f(?> w) = rJ{— P> W -f- 2<p). 
On a 

o — ' , 2 <p = T . 

m ' m 

Appliquons m fois cette formule 

/(?, w) = V l ' /[(— p)'»' w 

ou, puisque m' est supposé impair, 
/ ( p , t o ) = E 7 ] / ( — p, W-+- fJL7l). 

Ainsi l'équation ne changerait pas si l 'on changeait 
en ut: 4- co et p en — p, et comme p est impair, on 
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aurait toute la courbe en faisant varier co de o à prc : on 
serait donc ramené au deuxième cas. 

Donc si p est impair m' est pair. D'ailleurs, si p est 
pair, m' est impair puisqu'il est premier avec p. 

Ceci posé, nous avons deux hypothèses à examiner 
suivant que le facteur 7| de f relatif à un rayon de 
deuxième espèce est égal à ± : i . 

(¿z) 7) = i . — Prenons comme axe polaire un rayon 
de première espèce, il faut que / ( p , to) satisfasse aux 
deux relations 

L / ( P , W ) = / ( - * - P , — W ) , 

Posons 
/ u = p2, 
{ m'a) I v — p cos > 
l P-

l'équation générale des courbes dont il s'agit sera 

F (u, v) = o, 

F [u , y) étant une fonction uniforme quelconque. 
{b) ~t\ = — i .— Prenons comme axe polaire le rayon 

de deuxième espèce. Ici f doit satisfaire aux conditions 

( / ( p , / ( — p, — co), 

"> { , ( „ £ . . . ) _ , ( „ £ _ „ ) . 

On a d'abord les fonctions 

/ u = p, 

i . m'o) 
ç = sin f 

puis toute fonction uniforme et impaire en u et y, F(n,y). 
2° Tous les rayons principaux sont doubles. — Nous 
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avons annoncé dans la première Partie que le nombre 
ni! de ces rayons était impair. 

Supposons, en effet, qu'il soit pair, m'=z 2 W , a se-
rait impair. La formule (C) est alors 

f ( ± p, w -H 29) = / ( ? , w), 

appliquons-la m" lois : 

/(=h p, OJ -h 'i ?r<p) = / (p , w), 
mais 

2/?ï"cp — jjlt: et / ( ± p, to + ^ ) = / (p , w); 

la courbe se reproduirait au bout de l'intervalle p.?:, et 
comme p est impair, 011 serait ramené au deuxième cas. 

Prenons l'un de ces rayons comme axe polaire; il faut 
que / ( ? , w) satisfasse aux conditions 

Ces formules montrent que / ( p , c0) est d'une parité dé-
terminée par rapport à p. O11 peut toujours la supposer 
paire, sans quoi 011 diviserait par une puissance impaire 
de p convenablement choisie ; 011 a alors Y, = r / = 1, 
ainsi qu'il résulte d'une remarque faite au commence-
ment de la deuxième Partie. 

JNOUS prendrons alors 

| 11
 ~ ?2> 

> />i'oj I ç = COS , 

et pour F(M, v) une fonction uniforme quelconque. 

D E U X I È M E C A S . La courbe est obtenue tout entière 
en faisant varier to de (211-4- i)tî. 

Il y a alors m' axes de chaque espèce. 
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Je dis que, si aucun des nombres m' et 2 p -f- Ï n'est 

égal à i , ces nombres sont premiers entre eux. 
Supposons, en effet, qu'ils aient un plus grand com-

mun diviseur d >> i , 

( m' = nii d, 
\ ï p -h i = pt d. 

Soit d'abord mf pair, alors c? == __ / v o { r r 1 m m t ^ 

la première Partie). Appliquons mx fois la formule (C), 

Mais d e st impair comme ï p. -h ï : donc m! étant pair, 
mK l'est aussi 5 on aurait 

/ ( p , a > - + - a p i i u ) = = / ( p , t o ) , 

et toute la courbe serait obtenue en faisant varier OJ 
de 2U)7:. Mais d qui est impair est au moins égal à 3. 

2 p, pj d << 2 u -f- ï , l'intervalle (2 p -f- I)T: ne se-
rait pas le plus réduit. 

Si m! était impair, on appliquerait imK fois la for-
mule (C). Puisqu'il y a des axes de chaque espèce, nous 
aurons les mêmes subdivisions qu'au § III du premier 
cas. 

i° Je suppose les rayons principaux simples.—Alors 
mf est impair. 

Nous avons deux hypothèses à examiner suivant que 
le facteur rt de f relatif à un rayon principal de deuxième 
espèce est égal à db 1. 

(a ) y\ = i . — Prenons comme axe polaire un rayon 

de première espèce, le rayon ^ ^ ^ ^ s e r a de deuxiènie 
espèce. 

Il faut que / ( p , to) satisfasse aux conditions analogues 
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aux équations (6) : 

¡ / [ . ^ H - ' b ' ^ H -
Or les deux fonctions 

/ u = ?2> 
• m'w ) v = 0 cos 
f k 2 (X -+- I 

y satisfont et il en est de même d une fonction uniforme 
quelconque F 

De plus, si l'on change p en — p et qu'on augmente 
to de (2 p + i)tc, zz et y ne changent pas puisque mf est 
impair. Donc la courbe F (a, v ) = o est décrite tout 
entière et une seule fois, puisque mf est premier avec 
a a + i. D'ailleurs, F (n , i>)= o est bien l'équation gé-
nérale. 

(è) rj = — 1. — Prenons ici comme axe polaire un 
rayon de deuxième espèce. On a les équations de condi-
tion 

| / ( ? , ( * > ) = = — / ( — p , — ( D ) , 

Les fondions particulières 

y satisfont ainsi qu'une fonction F(zz, v) uniforme et 
impaire en u et u. D'ailleurs F ( / z , ^ ) — o sera l'équa-
tion générale des courbes ayant la symétrie en question. 

20 Les rayons principaux sont doubles. — Alors m! 
est pair, O est centre de troisième espèce (première Par-
110)• /(?> <l>) est une fonction paire en p. Elle doit sa-
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On prendra comme fonctions particulières 

2 f j l - h 1 

m'w 

et en général une fonction uniforme quelconque F (m, v). 

Disposition des axes de symétrie. — On peut main-
tenant établir le résultat suivant : 

Dans le premier cas, les axes de symétrie sont simples, 
dans le deuxième cas ils sont doubles. 

D'abord, pour le premier cas, il suffit évidemment de 
se borner au § III, le seul où il y ait des axes de chaque 
espèce. 

Si un axe était en même temps des deux espèces, il 
devrait correspondre à la fois à deux rayons principaux 

de la forme 6 et 9 - h ( 2 h H- 1) ~ et d'espèce différente, 

ce qui exigerait, en supposant simples tous les rayons 

principaux, que (2* -4- 1) ~ fût de la forme (2/7 -f- 1)9 et 
U7T comme o = — > 1 m 

D'après cela, p et m' devraient être tous deux pairs ou 
tous deux impairs, ce qui est impossible ici. 

Si Ton supposait doubles tous les rayons principaux, 

(2À- -f- 1) - serait de la forme h9 , mais © = il vien-x ' ni 

drait (2À"-h 1 )m'=z 2 / /p, ce qui est encore impossible, 
m étant impair. 

( 2k -T- 1 ) m' — ( 2 h -h 1 ) p. 
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S E C T I O N I I . — C E N T R E D E S Y M É T R I E . 

Si le pôle est centre de symétrie de première ou de 
deuxième espèce, c'est que co varie de o à 2p~. 

Dans la première hypothèse, p doit être impair, et, 
d'après la première Partie, / ' (p , co) devra satisfaire à 
l'identité 

/(?»">)= A-/(p, coH-pir), 

le facteur h peut être soit une constante, soit une fonc-
tion de p et co. 

L'équation générale sera 

Pour un centre de deuxième espèce, on a l'identité 

/ ( p, w)== k f ( — p, jjlt: -f- to), 
et p pair. 

L'équation générale sera 

F ( o2, p cos J = o ( F uniforme ). 

Enfin le pôle peut être centre de troisième espèce, il 
faut pour cela q u e / ( p , co) soit d une parité déterminée 
par rapport à la seule variable p. 

S E C T I O N I I I . — C E N T R E E T A X E S . 

On peut enfin comparer la Section I à la première 
Partie; on est ainsi conduit aux résultats suivants : 

P U E M I E I I C A S : co varie de o à 2 p-r: (§ I et II) . — Les 
axes étant d 'une seule espèce, le pôle ne peut être centre 
que de première espèce. Pour cela, il faut et il suffit que 
p soit impair et m pair. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Septembre 1892.) 26 
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Je dis que le pôle est toujours un centre 

de rune des trois espèces. 
S u p p o s o n s les rayons principaux simples. 

Si JJL est impair, m' est pair, le rayon 0 -h m'y est de 

même espèce que 0, mais & + m © = 0 4- : il est donc 

perpendiculaire à 0 et Je pôle est centre de première 
espèce. 

Si p. est pair, m' est impair, 9 -f- m' <p est donc d'espèce 

différente de 0, mais 9 -+- ^ s'applique sur la même di-

rection que 0, les deux axes sont rectangulaires et le 

pôle est un centre de deuxième espèce. 
Enfin, si les rayons principaux sont doubles, le pôle 

est centre de troisième espèce. 

D E U X I È M E CAS : CO varie de o à ( 2 u - F - I ) ^ . — O ne 
peut être centre que de troisième espèce; il le sera, si 
les rayons principaux sont doubles, ce qui exige m'pair . 
D'ailleurs cela suffit. 

S E C T I O N I V . — E Q U A T I O N C A R T É S I E N N E D E S C O U R B E S 

A Y A N T LM A X E S D E S Y M É T R I E P A S S A N T P A R L ' O R I G I N E . 

J \ O U S allons montrer que si l'on transforme en coor-
données cartésiennes les différentes équations obtenues 
précédemment en coordonnées polaires, on obtient une 
forme unique. 

Observons néanmoins que cette transformation pou-
vant compliquer sigulièrement l'équation de la courbe, 
il y avait intérêt à étudier la symétrie sur les formes 
données. 

Comme la distinction des axes de symétrie en deux 
espèces n'a pas lieu d'être faite en coordonnées carté-
siennes, M sera simplement le nombre des axes diffé-



( ) 
rents au point de vue graphique. Je dis que, dans tous 
les eas de l'étude précédente, la courbe se superpose à 
elle-même si on la fait tourner de ^ autour du pôle (*). 

P R E M I E R C A S . — Alors tous les axes de symétrie sont 
simples, donc M = m. Examinons les divers para-
graphes. 

(§ I et II). D'abord la courbe se superpose à elle-
même si on la fait tourner de 20. La formule (C) est, 
en eifet, 

/ (? ,w4-2o)~7- r / / (p , w). 

Le point M vient en M' {fig- 3). Il suffit donc de mon-
trer qu'une rotation égale à un certain multiple de 20 

est égale à ^ ? augmenté, s'il le faut, d'un certain nombre 

de circonférences, ou 
. j 2 7C fJ-TT 

A' .20 — 2 h 7Ï ICI © = - — y 1 m ' m . 
k p — hm = i , 

m e t pé tan t premiers entre eux-, cette équation peut 
être résolue par des valeurs entières de h et de h. 

(§ III). Le pôle est toujours centre, la formule (C) 
devient 

/(— p, to -H 20 )= r,/(p, w); 

elle est relative aux points M et M " ( f i g - 3). Mais, comme 
Je pôle est centre, le symétrique M' de M est encore sur 
la courbe et la courbe se superpose par une rotation 
égale à 2<p. Une rotation égale à iz produirait le même 
résultat puisque O est centre. On doit donc avoir 

k.2^ — h~ -+- — ; m 

( ' ) Cette propriété pourrait être posée a priori d'après la symé-
trie au point de vue géométrique pur. 
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i° Les rayons principaux sont simples, 

m = 2/h', h-p — h m ' = i , relation possible-, 
2° Les rayons principaux sont doubles, 

/".2!jL —hm'= i, relation encore possible, ni' étant im-
pair. 

D E U X I È M E C A S . — Alors les axes de symétrie sont 
doubles, leur nombre est donc M = in!. Je dis qu'il faut 

encore faire tourner la courbe de ^ = ^ pour qu'elle 
se superpose à elle-même : 

i° Je suppose simples tous les rayons principaux; 
alors m' impair, O n'est pas centre, la formule (C) est 

/(— p, to -f- 2<p)== 7it/(p. to). 

Applirjuons-1 a deux fois, la courbe se superpose par une 
rotation de Av. II faut donc établir la relation • t 

7 t>'T' A-..,Cp a/itz -4 , ; 7)1 
or 

^ _ ( •>. ¡JL - h 1 ) 7 : O ..... 5 
>.7)1 

donc 
'2 jj. —t— i ) — fini — i . 

relation possible en h et k\ 
2° Je suppose que tous les rayons principaux soient 

doubles; alors m' est pair, O est centre de troisième 
espèce, les rotations '¿z> OUT: superposent la courbe à 
elle-même, il faut donc établir que 

7)1 
or 

m' 
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niais 

m' — i m". k ( i p -4- i ) — hm" — r, 

relation possible. 
Ceei posé, soit <E>(.R,jr) — o l'équation d'une courbe 

avant les M axes de symétrie, l 'un de ces axes étant pris 
comme axe des a et oy perpendiculaire à ox. 

Appliquons les formules 

( x = p COSod, 

/ y — p sin to, 

et s o i t y ( p , w ) = o l'équation ainsi obtenue. D'après ce 
qu'on vient de dire des axes, cette fonction /"(p, w) doit 
satisfaire aux deux conditions 

(0 
| / ( ? , — w)=/ (p , to), 

et cela sullit. 
Or les deux fonctions particulières 

( « - P2, 
j ç = pM nos M to, 

y satisfont et il en sera de même de toute fonction uni-
forme F(/ / , *>). En reprenant encore le procédé employé 
au cours de cette étude, on montrerait q u e F ( « , o, 
dans laquelle F(ÎJ, v) est uniforme en a et v est l 'équa-
tion générale des courbes satisfaisant aux équations (î), 
c'est-à-dire ayant M axes de symétrie. 

Or on a inversement 

et la formule de Moivre donne immédiatement 

pM cos M to = ^ - x ^ y 2 -+-.... 
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L'équation cartésienne cherchée est donc enfin 

TVT (M 

M ( _ M —j)(M — 2) ( M — 3 ) - . . ] = 0 O). 
1 . 2 . 3 . 4 

S U R L E L I E U D E S S O M M E T S D E S A N G L E S C O N S T A N T S C I R -

C O N S C R I T S 011 N O R M A U X A U N E É P I C Y C L O I D E . A P P L I C A T I O N 

A L A D É M O N S T R A T I O N P U R E M E N T G É O M É T R I Q U E D E P R O -

P R I É T É S D E L A C Y C L O I D E , D E L A C A R D I O I D E E T D E S 

I I Y P O C Y C L O I D E S A T R O I S E T Q U A T R E R E B R O U S S E M E N T S ; 

Dans son Aperçu historique (2e édition, p. 1 51875), 
Chasles a énoncé que le lieu des sommets des angles 
constants circonscrits à une épicycloïde ordinaire était 
une épicycloïde. 

Nous allons donner de ce théorème une démonstration 
qui nous permettra de retrouver géométriquement des 
propriétés de quelques courbes remarquables. 

Mais, au préalable, nous allons faire une petite re-
marque de Géométrie cinématique, qui nous servira 
plusieurs fois par la suite. 

Remarque de Géométrie cinématique. 

Soit un cercle mobile C roulant sur un cercle fixe O, 
et soit M un point invariablement lié à ce cercle. 

( ') On trouvera, dans le Mémoire déjà cité de M. Coursât, cette 
formule, à laquelle il parvient par d'autres considérations. 

P A R M . L O U C I I E U R , 

Élève à l'École Polytechnique. 



( 3 7 5 ) 
Soit un second cercle fixe, de même centre 0 , de 

rayon quelconque Ov, et un second cercle mobile, tan-
gent à ce cercle ( 0 , 0 v ) et de centre y. 

rig. i. 

Supposons que, dans un problème, à chaque position 
du cercle G corresponde une position du cercle y; à 
chaque position du point M une position d'un point p-, 
supposons de plus que l'on ait les quatre condi-
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lions 

/ Ov __ ON 
v7 " M: 3 

M G N ' = *JLVV -F- const., 
>rf = const., 

angle CO y = const. 

Je dis que le cercle (y) roule sur le cercle (O, Ov) . 
En eifet (y) roulera sur (O, Ov) si l'on a, en appelant 

(h un déplacement angulaire quelconque du point de 
contact y, 

(i) Ov x dv = vy X d( pyv). 

D'autre part, (C) roule sur ( O ) . On a donc 

('i) ON x CN x d(ÎlC\ ). 

On voit donc qu'à cause de la relation (:<>) et des condi-
tions supposées la relation (i) est satisfaite. 

Donc le cercle (y) roule sur le cercle (O, Ov). 

Tucouk.MI;. — Le lieu des sommets des angles con-

slants circonscrits à une épicycloïde ordinaire est une 

épicycloïde. 

Soient deux positions C et C du cercle mobile, rou-
lant sur le cercle O; M et M' les positions correspon-
dantes du point décrivant l'épicycloïde ; MT et M/T' les 
tangentes à la courbe se coupant en P ; M±\, M'JV les 
normales se coupant en Q. 

i° Evaluons l'angle TOT ' , que nous désignerons 

par (a), eu fonction des angles M T « ou ( ? ) et M T ' N ' 
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Soient (R) le rayon ON, (/•) le rayon GiN. On a 

a = M W — O Y R , 

a = ( TT—K?sQ - NQR) 

NQR est l'angle des deux tangentes MT et ÎVI'T", angle 
que nous désignerons par d'où 

(3) a = o + o ' - 0. 

D'autre part, le eercle C roulant sur le cercle O, on a 

( 4 ) 

d'où 

• >. r(iz — 0 ) ( j ) a = — • 

Donc, si 0 est constant, quel que soit le point M consi-
déré, a est aussi constant. 

2° En second lieu, menons P Q qui est la normale au 
lieu cherché, et traçons les cercles circonscrits aux 
triangles TPT' et ¡NQJV. 

Soient E et D leurs centres et soit G le point de ren-
contre de P Q et de EDO. 

D'après ce que nous venons de voir, les longueurs TT ' 
et NN' sont constantes. 

De cette propriété, et de ce que les angles en P et Q 
sont supplémentaires, on déduit immédiatement que les 
rayons EP, DQ ont des longueurs constantes, sont pa-
rallèles, et que l'on a 

EP _ TT' _ K -T- ar 
DQ ~ A Y R 

Par suite, les deux triangles PEG et QDG sont sein-
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blables, ce qui donne 

EG _ E P __ R -f- s* r 

GD ~ D Q ~ R ' 

cl, comme les longueurs OD, OE, DE sont fixes, il en 
résulte que OG et GE sont constants. 

T T i . 0 G > - 1 R 

Je dis que le rapport ^ est égal a - • 
On trouve, eu effet, très facilement les expressions 

suivantes 
O D = R (cos ^ sin ï c o i e ) , 

/ a .oc . 
DE — 2 r cos — h s i n - col I \ 2, '•> 

d'où l'on déduit 

/ a . a A R î R + 2/1) 
< m j — cos —i- siii - cotO ^ '>. V> J I v -r /• 

EG = cos - -h SI 11 - cotO 
\ 'x :>. ; R -l- r 

D o n c 
OG R 

GE " r ' 

Il est également très facile de voir que 

P E G = MCN -f- const. 
= 7T + 2Ç—(a + 6). 

4° On eu conclut que toutes les conditions énoncées 
dans la remarque préliminaire de Géométrie cinéma-
tique sont remplies et le point P engendre une épicy-
cloïde, allongée ou raccourcie, le cercle fixe étant le 
cercle (O, OG), le cercle mobile étant le cercle (E, EG). 

Le théorème est donc démontré. 
11 est bien évident que l'on peut recommencer la 

même démonstration dans le cas d'une? hypocycloïde, 
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c'est-à-dire quand le cercle C roule à l 'intérieur du 
cercle O, et trouver comme précédemment les éléments 
de riiypocycloïde lieu cherché. 

INous insisterons, en particulier, sur ce que pour la 
valeur de l'angle a, il suffit, dans ce cas, de remplacer 
R —i— 2 r par R — 2 r dans l'expression trouvée précé-
demment. On réunira les deux cas dans l'énoncé sui-
vant : 

Considérons le second, cercle fixe auquel reste tan-
j 7 7-1 7 rhypocycloïde. 0 . 

gent te cercle mobile engendrant ,,. . , .. 7 òoit *- ° l epicyctoide. 
T un point pris sur ce cercle fixe et M le point corres-

pondant de la courbe ; on trouvera le point T' de con-

tact d'un cercle mobile donnant lieu à une tangente 

faisant avec celle en M Vangle i) donné, en prenant 

sur ce cercle fixe un arc égal à 2/'(t: — 6). 

Application à la cj cloïde. 

Les formules données précédemment pour les quan-
tités caractéristiques de l'épieycloïde lieu de P montrent 
que, quand le rayon R est infini, le lieu de P est une ci-
cloide allongée, ordinaire ou raccourcie. 

La distance TT ' est alors égale à 

'¿r( Ti— 0). 

Application ci la cardioide. 

On sait que la cardioide est une épicycloïde ordinaire 
où R = /•. 

Un limaçon de Pascal est une épicycloïde non ordi-
naire correspondante. 

T H É O R È M E I . — Le lieu des sommets des angles 
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constants circonscrits à une cardioide est un limaçon 

de Pascal. 

E n l ' I l o t , lu rapport des rayons des deux cercles four-
nissant l'épicycloïde, lieu cherché, est (comme on l'a 
vu précédemment) égal à 

H 
— y r 

c'est-à-dire l 'unité dans le cas actuel. 

T H É O R È M E I L — Etant, donnée une tangente M P à 

¡a cardioide, il existe trois tangentes perpendiculaires 

ci MP, et deux autres tangentes parallèles et cette 

droite. Si Von joint le point de rebroussement A de la 

cardioide aux six points de contact, les six droites 

obtenues font entre elles 6o°. 

Pour démontrer ce théorème, bien connu, il sullit de 
supposer 0 égal à 90°. La formule 

'>' r(~ - 0) 
a ~ H -4- 2 r 

donne alors 
x = Go°. 

Si l'on joint AM et AM', l'angle MAM'est égal à l'angle 
'FOT' ou à Go", ce qui démontre le théorème. 

T H É O R È M E I I I . — La développée de la cardioide est 

une cardioide trois fois plus petite. 

Nous allons démontrer cette propriété, bien connue 
également, en uous appuyant sur la remarque de Géo-
métrie cinématique posée au début de cette étude. 

Cherchons d'abord le centre de courbure de la car-
dioide en M (Jig. 2). E11 appliquant pour trouver ce 
point la méthode exposée dans le Cours de Géométrie 
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cinématique de M. Mannheim on obtient la construc-
tion suivante : 

On mène N U perpendiculaire à N M , ; on mène OV 
parallèle à NM, \ on joint VM, qui rencontre ON en YV; 

Fîç. 2. 

\ 

\ 

: \ j 
\ / \ / 

— - - m, 
• ' , ^ -

/ : 
' \ ' - / 
' 'W / 

Vf -jr i , 0 ' - - - .. _ 

\ ! / 
' [•' Y 

U ... • " 

on projette W <?// v .v/z/' N M , . Le point y c.s/ te point 

cherché. 

Le triangle NUM, donne de suite 

N y = ? AIN, 

propriété analogue à celle du centre de courbure de la 
cy cl oïd e. 

Conclusion. — Le lieu du point W est un cercle de 

rayon i . 

Décrivons le cercle sur N W comme diamètre. Appe-
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Ions X son centre. On a 

T X W = r - MGN". 

Donc toutes les conditions de la remarque préliminaire 
sont remplies : le cercle (N, y, W ) roule sur le cercle 
(O, OW), et le point y qui est sur ce cercle décrit une 
eardioïde. 

T H É O R È M E I V . — La longueur de la eardioïde est. 

de huit fois le rayon du cercle qui V engendre. 

Ce théorème se déduit immédiatement du précédent, 
au moyen de la relation connue entre la variation de lon-
gueur du rayon de courbure et la longueur de Tare de 
développée correspondante. 

Autre application de la formule donnant la valeur 

de Vangle a. 

T H É O R È M E G É I N É H A L SE 11 L E S É P I C Y C L O I D E S E T H Y P O C Y -

C L O I O E S A n R E I Î R O U S S E M E N T S . — Si Von fait tourner au-

tour du centre du cercle fixe un angle égal à celui de 

deux tangentes consécutives de rebroussement, c'est-

à-dire égal à l'angle des tangentes à la courbe, 

aux deux points ou elle est rencontrée par les deux 

côtés de l'angle mobile, est aussi égal à — -c ° n 

Supposons R égal à nr et rappelons la formule 

Supposons 

H =fc 2 r ~ * 

e = 
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On déduit immédiatement 

0 = 9JÏ. 
n 

Ainsi, si l 'angle TOT ' est égal à —, l'angle des deux 
IX 

tangentes MT, M / r F est aussi égal à 

Mais il est évident que, puisque^ est Vangle des 

deux tangentes de rebroussement consécutives, l 'angle 

MOM' est aussi ésal à — • & n 
Le théorème est done démontré. 

Application. —Considérons une hypoeycloïde à quatre 
rebroussements. On retrouve alors un théorème trouvé 
et démon t ré analytiquement par M. Ra t ( Journal de 

Mathématiques spéciales; 1887) : 

Si Von fait tourner un angle droit autour du centre 

de la courbe, les tangentes aux points de rencontre des 

côtés avec la courbe sont rectangulaires. 

Remarque.— On eût pu regarder ce théorème comme 
évident, car on peut dire qu 'une épicycloïde à n rebrous-
sements est (si l'on peut ainsi parler) une courbe pério-
dique de période angulaire égale à ~ • 

On a voulu, en le démontrant comme on l'a fait, 
donner une simple application de la formule générale 
fournissant la valeur de l 'angle a. 

Hypocycloïde à trois rebroussements. 

Enfin, on nous permettra de citer encore comme ap-
plication de cette même formule la démonstration de la 
propriété suivante : le cercle inscrit et le cercle passant 
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par les points de rebroussement de l'iiypoeveloïde à trois 
rebrou ssements sont les lieux des sommets des angles 
droits circonscrits et normaux à cette courbe. 

Il sullit de remarquer que dans ce cas particulier de 
R = 3 r et 6 = 90% 

on a 
a = i8o°. 

Une simple inspection de la figure permet alors de re-
trouver cette propriété et plusieurs autres de cette courbe 
remarquable. 

S U R L E S C E N T R E S « E C O U R B U R E ; 

P A U M . H E N R I P I L L E U X , 

EI<1 ve de Mal liémaliques spéciales au lycée Louis-le-Grand. 

P R O B L È M E . — Un angle droit tournant autour de 

son sommet intercepte sur deux courbes S et S ' une sé-

cante variable M \ I ' . Trouver le point c ou cette droite 

touche son enveloppe. 

Transformons la figure par polaires réciproques par 
rapport à un cercle de centre O. On a comme pôle de MM' 
le sommet mm' d'un angle droit dont les côtés m et m' 
sont tangents à deux courbes S et S'. Cherchons la tan-
gente à la courbe tracée par ce point. 

Par la Cinématique, 011 l 'obtient ainsi : 
Les normales en t et t' donnent un point / qu i , joint 

au point mm , donne la perpendiculaire à la tangente c. 
Ln revenant à la figure primitive, 011 a le point c par 

la construction suivante : 
Dans le triangle O MM', la tangente en M, la tangente 

en M' et la droite ON perpendiculaire à Oc coupent res-
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pec live mont les cotés opposés en trois points A, A' et N, 
qui sont une droite I. 

Il est donc facile d'avoir N au moyen de cette droite 
et par suite c. 

Réciproquement. — Ayante et la tangente en M, on 
a la tangente en M', car la droite I est alors déterminée 
par A et N, ce qui donne A'. 

Généralisation.— On peut, par une projection, rem-
placer les droites rectangulaires issues de O par les 
rayons homologues de deux faisceaux en involution. 

A P P L I C A T I O N S . — Centre de courbure de la podaire 

d'une courbe. 

La normale en M s'obtient par une construction con-
nue. Dans le triangle MOI, on a la tangente en M. Donc, 
si l'on avait la tangente en I, on pourrait avoir le pointe 
où MI touche son enveloppe. Or I trace la podaire de 
la développée de la courbe S} donc, si l'on a le centre 
de courbure y de la courbe S, 011 a la tangente en I et, 
par suite, le point c par six lignes de construction. 

Exemple : Centre de courbure du limaçon de Pas-
cal (podaire de cercle). Ici y est le centre du cercle dont 
on prend la podaire. 

Centre de courbure de Vantipodaire d une courbe. 

Ayant c, on peut avoir JN\ par suite A' et par suite y. 

Exemple : Coniques (antipodaîres de cercle). 

Centre de courbure des conchoid es. 

On a la normale Ml par une construction connue. Si 
l'on considère le triangle rectangle IOM, on a la tangente 
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en M ; donc pour savoir où MI touche son enveloppe, il 
suiïit de connaître le point ou la tangente en I coupe OM. 
On a ce point A' facilement au moyen du triangle POI 
dans lequel on connaît la tangente en S et le point y où 
PI touche sou enveloppe. Avant A', on a le point c par 
la construction ordinaire. 

Généralisation. — Au lieu de deux faisceaux en in-
volution, issus d'un point O, considérons deux faisceaux 
homographiques dont les rayons doubles sont O i et O j . 
iNous aurons le point c où MM' touche son enveloppe, 
en transformant la construction de la tangente à la courbe 
lieu des points d'où l'on voit deux courbes sous un angle 
constant. Cela donne l'énoncé suivant : 

La droite OA', conjuguée de OM' par rapport à O i et 
Oy, coupe la tangente en M' en un point A'. 

La droite Ox\, conjuguée de OM par rapport à Oi et 
Oy, coupe la tangente en M en un point A. 

La droite ON, conjuguée de Oc par rapport à Oi et O/ , 
coupe MM' en un point IN ; A, A' et N sont en ligne droite. 

Ceci s'applique à un angle de grandeur constante 
tournant autour de son sommet : 0 / et O j sont alors les 
droites isotropes. 

SLLLL L A C Ö \ S T R L C T I O \ D E S G U B I Q U E S C I S P I D A L E S 

m m m E T T A N G E K T E S ; 

Par INI. M. D O C A G N E . 

1. Les cubiques cuspidales sont des courbes unieur-
sales qui sont à la fois du troisième ordre et de la troi-
sième classe. Elles possèdent un point d'inflexion et un 
point de rehaussement. 
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Appelons I le point d'inflexion et R le point de re-

brousseraient d'une cubique cuspidale donnée. Soit T le 
point où se rencontrent les tangentes en ces points. Si 
l 'on pose 

IR = a , IT == 6, 

l'équation de la cubique considérée, lorsqu'on prend IR 
pour axe des x et IT pour axe des y-, est de la forme 

(i) (bx-\-ay— ab)*x~\y*. 

Il suffit donc de connaître, en outre du triangle IRT, 
un élément simple de la courbe, point ou tangente 
pour que celle-ci soit complètement déterminée. 

Je me propose de faire voir comment la courbe peut 
alors être construite par points et tangentes. 

2. Prenons dans le plan du triangle IRT un point M 
quelconque. Tirons la droite RM qui coupe I T en U et 

prenons sur IT le point V isotomique de U (c'est-à-dire 
tel que U et V soient symétriques par rapport au milieu 
de IT) . Les droites RV et TM se rencontrent en un 
point Q et la droite IQ coupe RU en P ( J e vais dé-

(*) C'est en étudiant la transformation géométrique qui, répétée 
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montrer que, lorsque le point M décrit une droite pas-

sant par le point T , le point P décrit une cubique 

cuspidale répondant à la question. 

Soient x , y les coordonnées du point P ; x\ y* celles 
du point M. 

L'équation de la droite RM est 

Faisant dans cette équation X = o, on a, pour valeur 
de IU, 

a v 
IU = 

Par suite. 
a y' bx'-^ar'—ab 

IV = IT - IU = b -i- ----- = -r^— > x — a x — a 

et i) vient pour équation de R\ ' 

\ Y ( * ' - t t ) = i 

a bx' a y'— ab 
ou 

^ \ \{b x' - 4 - a y' — ah ) 
( * i -+- Y a ( x' — a ) — a ( b x' h- a y' — ab) — o. 

Quant à l'équation de TM. elle s'écrit immédiate-
ment 

(4 ) X(y'—b)—x'(Y—b)=o. 

Faisons la somme de ces deux dernières équations 

après avoir multiplié la seconde par a ( b x ' ^ a y ' ~ a b ) , r bx 
de facon à faire évanouir le terme constant; nous avons 

deux fois, donne cette construction que j'ai été amené aux résultats 
qui suivent. J'ai pensé qu'il y avait intérêt à publier ceux-ci à part, 
en raison de l'importance que présentent les cubiques cuspidales, 
mais je me réserve de revenir sur l'étude de la transformation en 
question prise dans toute sa généralité. 
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ainsi pour équation de IQ, après réductions, 

( 5 ) {bx'-^r- ay' — ab)*X — a 2 x f y ' Y = o . 

Le point M(x,y- ) se trouvant à la fois sur RM et 
sur IQ, ses coordonnées doivent satisfaire à (2) et à (5), 
ce qui donne 

(6) y(x'—a)= y' ( x — a), 
(y) (b x' -1- a y' — ab )2 x — a2 x'y' y = o. 

Mais, le point P décrivant une droite issue de l'ori-
gine I, on a encore 

(S) y = m x ' . 

Pour avoir le lieu décrit par le point M, il faut éli-
miner x' et y1 entre ces trois équations. 

De (6) et (8) on tire aisément 

, —ay , —may — 1 , J-
mx —y — ma mx — y — ma 

Portant ces valeurs dex ' et àe y* dans (7), on obtient, 
après des réductions faciles, 

a2 
( b x -f- a y — ab )2 x — — y3. 

Il suffit de rapprocher cette équation de l'équation (1) 
pour s'assurer que la proposition se trouve établie. 

3. On déduit immédiatement de là la construction de 
la cubique cuspidale dont on connaît le point d'inflexion 
I, le point de rebroussement R, les tangentes IT et RT 
en ces points, et un point quelconque P0. 

En effet, 011 peut construire le point M0, qui, en 
vertu de la transformation précédente, correspond au 
point P 0 . Il n'y a plus ensuite qu'à prendre un point 
quelconque M sur la droite AM0, pour avoir par cette 
transformation un point P de la cubique cuspidale. 
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i. Voyons maintenant comment 011 peut en même 

temps obtenir la tangente en chaque point P de la 
courbe. 

Pour cela j'établirai le théorème suivant : 

Si la tangente I T au point d'inflexion coupe P R au 

point U et la tangente en P au point S , on ay pour le 

rapport anharmonù/ue des points I , U , T , S , la valeur 

( 1 U T S ) T l x S U - ' ( • ) • (1U1S)- T U x S I -

L'équation de la droite RP étant 

IU 

La tangente PS a pour équation 

V - y = dy 
X — x dx 

Mais de l'équation (i) , on tire, 

dy __ y 3 bx - h ay — ab 
dx x 3 b x -+- ay — 3 ab 

L'équation précédente devient donc 

Y — y _ y 3 b x -H a y — ab 
X — x x Z bx ay — 3 ab' 

Faisant X = o, on a 

,o_ 'àbx-hay—ab —-laby ia _y — y - — 3bx -h ay—3 ab Zbx -h ay — 6 at?' 

( ' ) J'ai présente cc théorème à la Société mathématique de France 
«lans la séance du 20 mai 1891. 
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Il vient, dès lors, 

T I = — I T = — b, 

T U = I U — I T = a y h x a y ~ a b 
a — x a — x 

s u = IU - IS = + - ? a h y 
a — x 3 b x H- a y — 3 ab 

_ ay ( b x -4- ay — ab ) 
{a — x)C$bx->r ay—Sab)' 

laby S I = — I S = 

( 9 ) 

obx -h ay — 3 ab 

On en déduit 

T I x S U i 
T U x S I ~ 2 

Ce qui démontre le théorème. 
On déduit immédiatement de ce théorème que si l'on 

considère une famille de cubiques cuspid aies avant 

mêmes points d'inflexion et de rebroussement et 

mêmes tangentes en ces points et qu on les coupe par 

une droite issue du point de rebroussement, les tan-

gentes aux divers points d'intersection concourent 

toutes en un même point de la tangente d'inflexion. 

O. Le rapport anharmonique (IUTS) étant projectif, 
projetons-le du point P sur la parallèle menée par T 
à PI, en (I 'U'TS') . Le point F étant à l'infini, on a 
T I ' . « . gjp = i , et il vient 

S J J ' _ _ I 
T U ' ~ 2 

ou 
T U ' U ' S ' = — - • 

2 

Delà la construction suivante pour la tangente en P : 

Si la parallèle menée par T ci la droite qui joint le 
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point P au point d'inflexion I coupe en U' la droite 

qui joint le point P au point de rebroussement R , il 

su/fit de prolonger le segment T U ' de la moitié l i ' S ' de 

sa longueur pour avoir la tangente PS ' en P. 

6. Projetons maintenant le rapport anliarmonique 
(iUTS) à partir du point R sur la parallèle menée par 
T à RI en (FLIRTS"). Le point F étant à l'infini, on a 

— i, <«t il vient 
S"U" _ _ _ i 
TU" " rA 

ou 
r > - 11 • 'X 

De là la construction suivante pour le point de con-
tact P lorsque la tangente PS est donnée : 

La droite qui joint le point de rebroussement R au 

poitit de rencontre S de la tangente donnée et de la 

tangente I T au point d inflexion 1, coupant au point 

S" la parallèle menée par le point T à la droite 

il suffit de prendre le point, U" tel que TU" = f TS" et 

de tirer RU". Cette droite coupe la tangente donnée 

au point de contact P cherché. 

Lors donc qu'en outre du triangle 1RT on donne, pour 
déterminer la cubique cuspidale, non plus un point, 
mais une tangente, il suffit, par la construction qui 
vient d'être énoncée, de construire le point de contact 
de celte tangente pour être ramené au cas précédent. 

7. On peut encore au sujet de la formule (9), faire 
les remarques suivantes : 

Prenons sur la cubique le point P( tel que RP4 

soit parallèle à IT; le point U est alors rejeté à l'infini, 
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et la formule (9) se réduit à 

.IL _ _ r 

s 5/ 

On a donc ce théorème : 

Si la parallèle à la tangente d'inflexion menée par 

le point de rebroussement coupe la. cubique cuspidate 

au point P , , la tangente en P , coupe la tangente d'in-

flexion en un point tel que 1S< = 2 T I . 

2° Considérons maintenant le point P2 où la tan-
gente est parallèle à la tangente d'inllexiou IT. Dans ce 
cas, c'est le point S2 qui est rejeté à l'infini, et la for-
mule (9) se réduit à 

T I _ 1 
T U 2 ~ 2 ' 

De là ce théorème : 

La droite qui joint le point de rebroussement au 

point P 2 , ou la tangente est parallèle à la tangente 

d'inflexion, coupe celle-ci en un point U 2 tel que 

T U o = 2 IT. 

On voit que ce point IL est la symétrique du point Si 
précédemment défini par rapport au milieu de IT. 

3° Lorsque le point d'inflexion est à l'inlini, la for-
mule (9) se réduit à 

S U _ _ _ i 
T U ~ 

Donc, pour les cubiques cuspidal es ayant une asym-
ptote d'inflexion : 

Si Vasymptote d'inflexion coupe en T la tangente 

au point de rebroussement R , en U la droite P R et 
T U 

en S la tangente en P , on a US = — • 
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4° Enfin, si le point T est rejeté à l 'infini, la for-

mule (g) devient 

SI - a * 
Done : 

dans une cubique cuspidale, les tangentes au 

point, d'inflexion I et au point de rebroussement R sont 

parallèlesy ta tangente au point d'inflexion coupe la 

droite PR en un point U et la tangente en P en un 

point S, tels que IS = f IU. 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E 

E N 1 8 9 1 ; 

Solution pah M. le Capitaine E.-N. BARIS IEN. 

Soit ( E ) une ellipse qui, rapportée ci ses axes a pour 

équation 
X°L yi 

et soient x0, y0 les coordonnées d'un point M du plan 

de cette ellipse : on considère le cercle (C) passant par 

le point M et les points de contact P, Q des tangentes 

à Vellipse issues du point M. 

i° Le cercle (C ) rencontre l'ellipse en deux autres 

points P ' et Q ' ; prouver que les tangentes à l'ellipse 

en ces deux points se coupent en un point M' situé sur 

le cercle ; montrer que par M, M' et les deux foyers 

réels on peut faire passer un cercle; de même par M, 

M' et les deux foyers imaginaires. 

Soient I , I ' , F les points ou se coupent respective-
ment les droites P Q , P ' Q ' , /es droites P Q ' , P ' Q , enfui 
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les droites P P , Q Q ' : on suppose que le point M reste 

fixe et que Vellipse ( E ) se déforme en gardant les 

mêmes foyers ; on demande les lieux décrits par les 

points I , I7 et F; on propose enfin de montrer que tout 

cercle passant par les points 1', F est orthogonal au 

cercle décrit sur MM7 comme diamètre. 

I. Désignons les coordonnées du point M7 par , r 4 , y { . 
Les polaires PQ et P 'Q ' des points M et M' par rapport 
à l'ellipse (E) ont pour équation 

yn 
a2 ¿>2~ : O, 

XXï ' r n 

L'équation générale des coniques passant par P, Q, 
P', Q' est donc 

(XX, yy„ \ / XX, yr, 
' + " " V U * " ~w ~ 7 

En exprimant que cette conique passe parle point M, 
on a la relation 

(a) 
/ XjXo t JKi.ro A ^ 

( x- Y \ 
-f- — i ) qui est 

dilièrent de zéro. 
Or cette relation (2) est obtenue aussi en exprimant 

que la conique (1) passe par le point M7. 
Il en résulte donc que l'on peut définir la propriété 

générale suivante, dont celle de l'énoncé 11'est qu'un cas 
particulier. 

Si Von considère les points d'intersection d'une 
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ellipse (K) avec deux droites ( D ) et (D ' ) , la conique 

passant par ces points (Vintersection et par le pôle 

de (D) passe aussi par le pôle de (D'). 

Exprimons maintenant que la conique (i) est un cercle, 
nous aurons les deux conditions 

a2 À -f- or, .r0 _ b' À -i- Y\y <i 

(4) = <>. 

L'élimination de À entre { '.>.) et (3) donne la relation 

De (4) et (5) on déduit les coordonnées de M' 
en fonction des coordonnées .r0, J o de M. On a 

c-r» C'Yo {(, ) — y i = z r—TTg-
•̂  ii .t r> "̂ o 1 J o 

On peut remarquer, en désignant par O le centre de 
l'ellipse (E), (pie la condition (4) exprime que les 
droites PQ, ou leurs diamètres conjugués OM, 
OM' sont également inclinés sur les axes, propriété 
connue des droites d'intersection d'un cercle et d'une 
ellipse. 

On remarque aussi que les relations (6) donnent 

c'est-à-dire OM.O.M'-: const.. 
cpiel que soit le point M. 

L'équation générale d'un cercle passant par les foyers 
réels de l'ellipse ( E) est 

.r2 4- yi __ 2 13 y __ c> _ 0 

Voyons si ce cercle peut passer à la fois par M et M'. 
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Si cela est possible, il faut que l'on ait 

xî+yl + 2B70 — c2 = o, 
x \ -+- aBjKi — c2 = o, 

ou, en éliminant B, 

M * 0 C2)= 4- j f ~ C*). 
En remplaçant a:, et yK par leurs valeurs (6), on 

trouve une identité. 
Lorsque 

+ 7 ? = c», 
on a 

= = — JKo, B = o, 

ce qui montre alors que le cercle passant par M, M' et 
les deux foyers réels a pour diamètre la distance focale, 
et que les points M et M' sont symétriques par rapport 
à l'axe focal. 

De môme, le cercle passant par les foyers imaginaires 
a pour équation 

2 A a?-h c2 — o. 

Si ce cercle peut passer par M et M', on doit avoir à 
la fois 

x l +2AÎP 0 +C 2 = O, 

ou, en éliminant A, 

-t-JKo2 -+- c») = a?0(*î + 7 Î 4- c»). 

En tenant compte des valeurs (6), on voit que cette 
relation est une identité, ce qui démontre bien que les 
deux foyers imaginaires, M et M', sont sur un même 
cercle. 

IL Lorsque le point M est fixe et les ellipses (E) 
homofocales, c2 est constant. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Octobre 1892.) 28 
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Par suite, le point M' est aussi fixe. Les valeurs (6) 

de Xi et sont donc des quantités constantes. 

Lieux des points I. — Le point I étant à l'intersec-
tion des polaires de M et M' par rapport aux ellipses 
liomofocales, pour avoir le lieu de ce point I, il suffit 
d'éliminer ar et Z>2 entre les trois équations 

a2 ¿>2 

xxx YY\ -4- ^r— — 1 = 0, «2 ¿>2 ' 
a2 — ¿ 2 = c2. 

Les deux premières équations donnent - - et ^ et, pai 

suite, a- et b2, valeurs que l'on porte dans la troisième. 
On obtient ainsi pour l'équation du lieu 

. x y c2 

( 7 ) ' ' ^ yt—yo ^i — ^o 

C'est une droite perpendiculaire à la droite MM', et 
passant par le milieu de RIM'. 

Lieu des points I' et F . — Les points I' et F peuvent 
être considérés comme les centres des deux couples de 
droites passant par P, Q, F , Q', autres que le couple 
PQ, F Q ' . 

En formant l'équation en \ qui exprime que la co-
nique (i) est un couple de droites, on trouve une équa-
tion du troisième degré en X avec un terme indépendant 
de \ qui s'annule en tenant compte des valeurs (6). Il 
était d'ailleurs à prévoir que l'on trouverait la valeur 
1 = o, puisque, pour cette valeur, la conique (i) se ré-
duit aux deux droites PQ, P 'Q' . 

Les valeurs de 1, correspondant aux deux couples PQ7, 
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P 'Q e tPP ' , QQS sont donc données par l'équation 

( ¿>2Oi — ro ) 2 = O. 

Les coordonnées .r et ^ du centre des coniques ( i ) 
sont 

(9 ) îx('ka*-+-a:ix0) = (xi-t-

(10) 2 7 ( ^ 2 + J K l J r o ) = (71-i-7<))62. 

Si donc 011 tirait de (8) les deux valeurs de X et si 
on les portait dans (9) et (1 o), on aurait les coordonnées 
des points F et F . Comme ces valeurs de x et y con-
tiendraient un radical fonction de a2 et b2, il en résulte 
que les deux points F et Y font partie de la même courbe 
dont on obtiendra l'équation en éliminant a2 , b* et "k 
entre (8), (9) et (10), et 
(11) 

L'élimination de A entre (9) et (10) donne 

Remarquons maintenant qu'en multipliant (9) et (10) 
membre à membre, on a 

4 xy [ X2 a2 62 -4- X ( ¿>2 X i + a*-y x y0 )-4- xv x0 jki y0 ] 
= ( x t -4- ) ( y t - h y 0 ) a 2 bK 

E11 tenant compte de cette relation, l'équation (8) 
s'écrit 

[ ( -ri -i- yft ) ( jKi -f-/Ko ) a2 h-
( i 3 ) xy 

( — 4X«2&2-f- b^Xi — x0)*-h aHyi—yo)2 = o. 

Mais, de (9) et (10), 011 tire 

(12) 
a¿ri.ro _ o.yx y0 _ xt x0 _ yt-hy0 

a'1 b'1 x y 

2la2b2~ 

'ila^b2 

a* b2 (Xj -I- x^—ib^xxx x0 

x 
a2 62 ( yì-ì-yo)— la^yy 1 yp 
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et, en ajoutant, 

Portant cette valeur de 1 dans (i3), il vient 
y î xi , z l _ ± z l 

a- ¿>2 

On est donc ramené à éliminer a1 et b2 entre (i i), 
(i 2) et (i4)> 

De ( i a ) et ( i4) on tirera — et d'où l 'on déduira 

a2 et Z>2 et, en portant ces valeurs dans ( n ) , on aura 
F équation du lieu des points V et F . 

Lu procédant ainsi, on trouve 

\x(xx--x{)) ,Yo) 1 2 XV — H - : '2 
" L ^i-^o yiyo J 

. ^ [ xx .r0( rf -+- jo y\ ru (-y? -yo)l 
jo) 

rr: (\xX X0)~ ( j l ^ j o ) — 

Le lieu est une cubique de la forme 

xy(Px - f - - i - U ) = ( M a ? + N j k S ) ( M ' a : h - N > + S ' ) = o , 

qu'il est facile de construire. 
iNous allons maintenant démontrer la propriété sui-

vante : 

La droite I ' F passe par le milieu de MiU'. 

Si a' et V sont les deux racines de l'équation (8) et 
si ; r V , x 'V ' sont les coordonnées des points F et F , 
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/ = (Xi -+-fo) b'2 a'2-+- x t x 0 ) ' 
( x 1 - h x 0 ) a 2 

2 (X"a2-f- ^i^o) ' 

La droite F F a pour équation 

ou bien 

ou encore, en ajoutant, pour plus de symétrie, 

[2Y - ( / + / ' ) ] = ( / - / ' ) [2X + 

Pour que la droite F F passe par le milieu de MM7, il 
faut que l'on ait 

En y portant les valeurs ( i5) , cette équation ne con-
tient plus que les valeurs X' et )/', et elle se réduit à 

(X'-f- X")a2 b2^-(a2yx y0+ b*xxx0— a2b2) = o, 

ce qui est une identité d'après l'équation (8). La pro-
priété est donc démontrée. 

Cette propriété va nous être utile pour montrer que 
tout cercle passant par FF7 est orthogonal au cercle dé -
crit sur MM7 comme diamètre. 

Nous allons d'abord démontrer que le cercle décrit 
sur IF comme diamètre est orthogonal au cercle décrit 
sur MM' comme diamètre. 

2 X = X i x 0 , i Y = y x - b j o 
c'est-à-dire 
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A cet eiï'ct, désignons par 7] les coordonnées du 

milieu de MM' et par p et v celles du milieu de IF. On a 

371 r _ y 
* " a ' ' 2 

ir,-4-:r / + / 
JX = , V = — -

Si R désigne le rayon du cercle MM7, p celui du 
cercle IF, et D la distance des centres de ces deux cer-
cles, on a 

4R2 ^(xi-voy + lyi-yo)*, 

Si les deux cercles sont orthogonaux, on doit avoir 

c'est-à-dire 

= [(*„-*-x")]*+[(yo+yi)~-(y'-t-y*)]* 
ou 

06) \ '1TlT°~h *iy\y*-Jr-'ix'x*+-<±y'f 

On pourrait, comme pour la démonstration précé-
dente, substituer les valeurs ( i5) dans cette relation qui 
serait alors fonction de \fVf et (X'-f-V). En tenant 
compte de (8), on verrait que cette relation est une iden-
tité. 

Le calcul ainsi conduit serait un peu long. Il est 
préférable de se servir des valeurs directes de «r7, x", 
j j L'équation qui donne x' et x" s'obtient en élimi-
nant X entre (8) et (9), élimination fort simple, qui 
conduit à 

•r-Kb-x'l H - a ^ ' J ) 
_ '?.xxl(a*yy,— b*xxx0— a*b*) , . o 

o; 
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d'où l'on déduit 

x'-h x" = — 2 X * a * t > 2 ) 
)(b*xl + a*y*) ' 

On trouverait de même en formant l'équation e n ^ , 

iy\ ( 62 x0 — «2ri.r0 — a2 62 ) 

y y 
aWyl 

b*xl aïyl 

En portant ces valeurs dans (16) et tenant compte 
des valeurs (6) , on trouve que (16) est une identité. 

Le cercle décrit sur MM' comme diamètre est donc 
orthogonal à celui de diamètre I'F7. Il est facile de voir 
qu'il en est de même pour un cercle quelconque passant 
par F F . 

En effet, soient C le milieu de FF7 et C' le milieu 
de MM'. Nous avons vu que I'F' passe par le point C et 
que 

R* h - p2 = D2. 

Considérons maintenant un cercle quelconque passant 
par F, F7, de centre C'', et ayant en K un des points de 
rencontre avec le cercle C'MM'. Nous avons alors 

C C , f 2 = : G ( 7 2 - 4 - D 2 . 
Or 

GG7'2 = G"V2 - p2 = C"K2 — p2, 

D2 = R2-b p 2 = CK 2 p2. 

En ajoutant, on a 

W ^ G ^ V C K 2 , 

ce qui prouve bien que les cercles C'MM' et ( 7 1 ' F sont 
orthogonaux. 
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S U R L E S C E R C L E S O U I T O U C H E N T T R O I S C E R C L E S D O N N É S 

OU O U I L E S C O U P E N T S O U S U N A N G L E D O N N É C 1 ) ; 

PAR M . MAURICE F O U C H É , 

Agrégé de l'Université. 

A P P L I C A T I O N A U X C O N I Q U E S . 

On sait que la transformation par pôles et polaires 
réciproques transforme tous les cercles du plan en co-
niques ayant pour foyer commun le centre du cercle 
directeur, et, réciproquement, les coniques admettant ce 
point pour foyer se transforment en des cercles. Les 
points d'intersection de deux cercles deviennent les tan-
gentes communes aux deux coniques correspondantes, 
lesquelles se réduisent à deux, puisque les deux coniques 
ont déjà en commun les tangentes imaginaires issues du 
foyer. 

Les tangentes AT et AT' aux deux cercles en leur 
point d'intersection deviennent les points de contact de 
la tangente commune aux deux coniques, et l 'angle de 
ces tangentes, c'est-à-dire l'angle des deux cercles, est 
égal à l'angle des droites qui joignent le foyer commun 
aux points de contact de la tangente commune, ce qui 
donne déjà le théorème connu : 

Les deux tangentes communes à deux coniques cou-

focales limitées à leurs points de contact sont vues du 

foyer commun sous un même angle. 

J'appellerai cet angle angle focal des deux coniques. 
Deux cercles tangents se transforment en deux coniques 

( ' ) Voir même Tome, p. 227 et 331. 
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tangentes. L'axe radical de deux cercles devient le point 
de rencontre des tangentes communes de deux coniques. 

Un faisceau de cercles se transforme en une famille de 
coniques confocales enveloppant deux droites. Une fa-
mille de cercles enveloppant deux cercles fixes devient 
une famille de coniques confocales enveloppant deux 
coniques confocales fixes. Un centre radical commun à 
plusieurs cercles équivaut à un cercle orthogonal : il 
devient une conique fixe qui a avec toutes les autres un 
angle focal droit. Un centre de similitude étant l 'in-
tersection de deux tangentes communes devient la corde 
commune de deux coniques. Un axe de similitude devient 
le point d'intersection de trois cordes communes néces-
sairement concourantes. Il est alors facile de trans-
former la théorie précédente. On trouve en particulier 
les théorèmes suivants : 

i° Si Von considère trois coniques confocales, toutes 

les coniques confocales qui ont avec elles un même 

angle focal se répartissent en quatre familles dont 

chacune est composée de coniques tangentes à deux 

droites fixes qui passent par le point de concours de 

trois cordes comfnunes des coniques données. 

2° Étant données deux coniques confocales, toutes 

les coniques confocales qui ont avec chacune d'elles des 

angles focaux invariables se répartissent en deux fa-

milles dont chacune est composée de coniques confocales 

enveloppant deux coniques fixes, ayant avec une autre 

conique fixe un angle focal droit et telles que l'une des 

cordes communes de deux quelconques d'entre elles 

passe par le point de rencontre des tangentes com-

munes aux deux coniques données. 

On pourra aussi résoudre les deux problèmes suivants : 

i° Étant données trois coniques confocales, en trou-
ver une autre cjui soit tangente à ces trois-là. 
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2° Étant données trois coniques confocales, en trou-

ver une autre qui ait avec ces trois-là des angles focaux 
déterminés. 

Les deux problèmes admettent chacun huit solutions 
réelles ou imaginaires. 

Les coniques confocales sont celles qui sont tangentes 
à deux droites fixes imaginaires menées par le foyer 
commun. Une seconde transformation par pôles et po-
laires réciproques par rapport à une conique quelconque 
qui peut être imaginaire les transforme en coniques 
passant par deux points fixes, et une nouvelle transfor-
mation donne les coniques tangentes à deux droites fixes. 
On peut étendre à ces coniques ceux des résultats pré-
cédents qui ne concernent pas les angles. Donc : 

Si parmi toutes les coniques tangentes à deux droites 

fixes on considère celles qui sont tangentes à deux 

coniques fixes tangentes aux mêmes droites, elles se 

repartissent en deux jamilles telles que l'une des cordes 

communes de deux coniques de la même famille passe 

par le point de rencontre des deux tangentes fixes. 

Si parmi toutes les coniques qui passent par deux 

points fixes on considère toutes celles qui sont tan-

gentes à deux coniques fixes passant par les mêmes 

points, elles se répartissent en deux feuilles telles que 

deux des tangentes communes à deux coniques de la 

même famille se coupent sur la droite qui joint les 

deux points fixes. 

E X T E N S I O N D E L A T H É O R I E P R É C É D E N T E A U X C E R C L E S 

T R A C É S S L R L A S P H E R E . 

L'inversion transforme une famille de cercles tracés 
sur le plan en une famille de cercles tracés sur la sphère. 
Si les cercles ont un centre radical commun C', les cercles 
transformés seront dans des plans passant en un point 
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fixe D'. On Je reconnaît en considérant la sphère qui 
passe par le pôle d'inversion P et le cercle considéré O7, 
et qui, par la transformation, devient le plan du cercle 
transformé. Le rayon d'inversion PC7 coupe cette sphère 
en un second point D' tel que C'D7 x C ' P est égal à la 
puissance de C' par rapport au cercle O'. Donc le point D' 
reste invariable quand le cercle O' varie, et par suite le 
plan de O passe par le point fixe D, transformé de D'. 
Si i) est le centre de la sphère, la droite QD coupe la 
sphère en un point C, qui sera appelé le centre radical 
commun de tous les cercles O. Réciproquement, tout 
cercle dont le plan passe par D est le transformé d'un 
cercle du plan ayant avec les autres le point C' pour 
centre radical. 

Un faisceau de cercles se transforme en une famille 
de cercles dont les plans passent par une droite fixe, 
car chaque point de l'axe radical donne comme le 
point C', un point D par où passe le plan du cercle. Ce 
plan variable passe donc par une infinité de points qui 
ne peuvent être qu'en ligne droite. Le plan déterminé 
par cette droite et le centre de la sphère coupe la sphère 
suivant un grand cercle qui est l'axe radical des 
cercles O et qui est perpendiculaire au grand cercle 
lieu de leurs centres. On appelle encore faisceau ces 
familles de cercles. 

En transformant les théorèmes II et III, on trouve : 

T H É O R È M E X I I . — Les cercles isogonaux à deux 

cercles de la sphere se répartissent en deux groupes 

dont chacun est formé des cercles dont les plans passent 

par un point fixe. 

Parmi tous les cercles isogonaux se trouvent des 
grands cercles : ce sont ceux qu'on obtient en faisant 
tourner un plan autour de la droite QD qui joint le 
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centre au point fixe. Il en résulte que tous les grands 

cercles isogonaux à deux cercles donnés se répartissent 

en deux faisceaux. 

Parmi tous les grands cercles isogonaux figurent les 
cercles tangents si ceux-ci sont réels. Donc les sommets 
des faisceaux sont les centres de similitude des deux 
cercles donnés. Ce sont aussi, d'après le théorème actuel, 
les centres radicaux des cercles isogonaux. 11 y en a en 
tout quatre, deux symétriques pour chaque groupe de 
cercles isogonaux. Cette remarque complète l'analogie 
avec les théorèmes I et II. 

Le théorème IV devient, en tenant compte de la 
remarque précédente : 

T H É O R È M E X I I I . — Les cercles isogonaux à trois 

cercles donnés se répartissent en quatre faisceaux, dont 

chacun admet pour axe radical Vun des quatre axes 

de similitude des trois cercles donnés. 

Le lieu des pôles des cercles isogonaux d'un même 
faisceau est le grand cercle perpendiculaire à l'axe de 
similitude mené par le centre radical des trois cercles 
donnés, parce que parmi tous les cercles isogonaux 
figure le cercle orthogonal aux trois cercles donnés. 

Le théorème Y subsiste également parce qu'il exprime 
que le point H est le centre radical commun à tous les 
cercles isogonaux et au cercle donné O. On le démontre 
directement en remarquant que le point H est sur le 
rayon de la sphère qui passe par l'intersection de Y axe 
du faisceau avec le plan du cercle O. Il résulte de là que : 

La construction indiquée pour tracer un cercle 

tangent à trois cercles donnés s'applique aux cercles 

tracés sur la sphère. Il y a encore huit solutions réelles 
ou imaginaires. 

Les conclusions de la discussion subsistent en entier. 
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On le reconnaît facilement par l'inversion en s'appuyant 
sur les remarques suivantes : 

i° Deux cercles de la sphère qui se coupent se trans-
forment en deux cercles du plan qui se coupent éga-
lement. 

2° Deux cercles de la sphère extérieurs ou intérieurs 
se transforment respectivement en deux cercles du plan 
extérieurs ou intérieurs si l'on prend pour pôle d'inver-
sion un point de la surface de la sphère extérieure à la 
fois aux deux cercles, d'où il suit qu'en choisissant le 
pôle d'inversion sur la sphère extérieur à la fois aux 
trois cercles donnés ceux-ci conserveront dans le plan 
la disposition qu'ils avaient sur la sphère. 

Le théorème VIII donne le résultat suivant : 

T H É O U È M E X I V . — Les cercles de la sphère qui 

coupent deux cercles fixes sous des angles constants 

sont les cercles de deux familles telles que tous les 

cercles d'une même famille touchent deux cercles 

fixes et ont un centre radical commun, ou b ien , et 

dont les plans passent par un point fixe. 

On en déduit immédiatement, en supposant les angles 
nuls : 

Tous les cercles de la sphère tangents à deux cercles 

fixes constituent deux familles dont chacune est com-

posée de cercles dont les plans passent par un point 

fixe, ce qui du reste est une conséquence du théo-
rème XII. 

La propriété relative à l'existence simultanée d'un 
faisceau et d'une famille de cercles tels que tous les 
cercles du faisceau coupent sous un même angle chaque 
cercle de la famille s'applique également à la sphère. 
Parmi les cercles du faisceau il y a nécessairement un 
grand cercle et un seul; celui-ci ne peut être isogonal à 
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deux cercles de la famille que s'il passe par leur centre 
de similitude. Donc : 

T H É O R È M E X V . — Tous les cercles de la famille 

considérée ont un axe de similitude commun, ce qui 

complète Vanalogie des théorèmes FUI, IX, X. 

Enfin l'analogie se poursuit de la même manière pour 
la résolution des problèmes, sauf pour les problèmes III 
et V I I I , pour lesquels la construction indiquée ne s'ap-
plique pas à la sphère; mais on pourra les résoudre 
en transformant par inversion la sphère en un plan. 
Pour le problème V I I I , on pourra aussi employer la 
construction très simple indiquée par M. Tarry qui 
s'applique à la sphère. Dans tous les cas, et pour tous 
les problèmes, le nombre des solutions reste le même. 

E X T E N S I O N A U X S P H È R E S . 

Cette extension est tellement facile, au moins en 
partie, qu'il su (lira d'énoncer les théorèmes avec une 
courte indication de la démonstration lorsque cela sera 
nécessaire. 

T H É O R È M E X V I . — Toute sphère qui passe par deux 

points antihomologues à deux sphères est isogonale à 

ces deux-là. 

T H É O R È M E X V I I . — Toute sphère isogonale à deux 

autres les coupe suivant deux cercles antihomologues. 

T H É O R È M E X V I I I . — Toutes les sphères isogonales 

à deux sphères fixes se répartissent, en deux groupes 

dont chacun est constitué par les sphères telles que par 

rapport à chacune d'elles la puissance d'un des centres 

de similitude des sphères donnés est égale au module 

d inversion des deux sphères données par rapport à ce 

centre. 

Pour ces deux théorèmes il suffit de considérer le plan 
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qui passe par les centres des deux sphères fixes et d'une 
sphère mobile. 

Les sphères orthogonales aux deux sphères fixes 
appartiennent aux deux groupes. 

T H É O R È M E X I X . — Les sphères isogonales à trois 

sphères fixes se répartissent en quatre familles dont 

chacune est constituée par les sphères admettant pour 

axe radical Vun des axes de similitude des trois sphères 

données. 

Chacune de ces quatre familles se compose de sphères 
passant par deux points fixes de Taxe de similitude. Le 
lieu de leurs centres est le plan perpendiculaire à l'axe 
de similitude considéré mené par l'axe radical des trois 
sphères données. 

T H É O R È M E X X . — Les plans des cercles d'intersec-

tion de toutes les sphères isogonales à trois sphères 

données et appartenant ci une même famille avec Vune 

des sphères données coupent l'axe de similitude corres-

pond a fit en un point fixe. 

Parmi les sphères isogonales figurent les sphères to 
tangentes aux trois sphères données O, O', 0 ( f . Le plan du 
cercle d'intersection de w et O devient alors le plan 
tangent au point de contact T d e w avec O. Il doit couper 
l'axe de similitude en un point fixe H; donc, quand o> 
varie, il enveloppe le cône circonscrit du sommet II à la 
sphère O et le lieu du point C de contact T est un cercle. 
On obtient ainsi le théorème de Dupuis : 

T H É O R È M E X X I . — Le lieu des points de contact des 

sphères tangentes à trois sphères fixes avec Vune de 

ces sphères se compose de quatre cercles. 

Il y a en effet un cercle pour chaque famille. 

T H É O R È M E X X I I . — Les sphères isogonales ci quatre 
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sphères fixes constituent huit faisceaux dont chacun 

admet pour plan radical l'un des plans de similitude 

des quatre sphères fixes. 

Démonstration analogue à celle du théorème IV. 
Le lieu des centres de chaque faisceau est la perpen-

diculaire abaissée du centre radical des quatre sphères 
fixes sur le plan de similitude considéré. 

Remarque. — Le théorème tombe en défaut si les 
quatre sphères données ont un axe de similitude com-
mun. Soit alors M un point de la sphère O. Puisque les 
centres de similitude de O avec O'Cy'O'" sont en ligne 
droite, les quatre points antihomologues deux à deux 
M, M', M", Mw seront dans un même plan passant par 
l'axe de similitude. En général, par ces quatre points 011 
11e pourra faire passer aucune sphère, et les sphères iso-
gonales aux quatre sphères données se réduiront alors 
aux plans passant par l'axe de similitude. Mais si les 
quatre points M, M', M", Mw sont sur une même circonfé-
rence, toute sphère passant par cette circonférence sera 
isogonale, et plus généralement toutes les sphères qui 
auront avec celle-là pour axe radical l'axe de similitude 
seront isogonales aux quatre sphères données. Alors l 'un 
des quatre faisceaux de sphères isogonales est remplacé 
par une famille plus générale de sphères ayant un axe 
radical commun, comme s'il n'y avait que trois sphères 
données. Cela tient à ce que toute sphère isogonale à 
trois des sphères données et appartenant à la famille 
considérée coupe la quatrième sous le même angle que 
les trois premières. 

Parmi toutes les sphères isogonales figurent une infi-
nité de sphères tangentes aux quatre sphères données, 
dont les points de contact sur la sphère O sont sur un 
certain cercle o. Si par l'axe de similitude on fait passer 
un plan quelconque qui coupe o en A, il y aura une 
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s p h è r e t a n g e n t e pas san t p a r A, et les q u a t r e eereles 
d ' i n t e r s e c t i o n d u p l a n avec les q u a t r e sphè res s e r o n t 
t a n g e n t s au ce rc l e d ' i n t e r s e c t i o n d u p l a n avec la s p h è r e 
t a n g e n t e . O n p e u t a lors é n o n c e r les t h é o r è m e s s u i v a n t s : 

T H É O R È M E X X I I I . — Etant données quatre sphères 

ayant leurs centres de similitude en ligne droite, on 

prend sur ces sphères quatre points M, M', M77, MW, tels 

que trois d'entre eux soient antihomologues du qua-

trième relativement aux centres de similitude qui 

sont en ligne droite. S'il arrive que le quadrilatère 

iMM'JVTM/77 soit inscriptible, il en sera de même de tous 

les quadrilatères analogues qu'on pourra former de la 

même manière. 

T H É O R È M E X X I V . — Si quatre sphères ayant leurs 

centres de similitude en ligne droite sont coupées par 

un plan passant par l'axe de similitude suivant quatre 

cercles tangents ci un même cercle, tout plan passant 

par l'axe de similitude les coupera aussi suivant quatre 

cercles tangents à un même cercle. 

Ce cas p a r t i c u l i e r est ce lu i o ù les q u a t r e sphères fon t 
p a r t i e d ' u n e f ami l l e q u i sera é t u d i é e p l u s l o i n . 

T H É O R È M E X X V . — Les plans des cercles d'intersec-

tion de toutes les sphères d'un même faisceau isogo-

nales à quatre sphères fixes avec Vune de ces sphères 

coupent le plan de similitude correspondant suivant 

une droite jixe. 

E n e f fe t , soi t ( H ) la d r o i t e d ' i n t e r s e c t i o n d u p l a n de 
s imi l i t ude avec le p l a n du cerc le d ' i n t e r sec t i on d ' u n e des 
sphè re s i sogona les w et d ' u n e des s p h è r e s d o n n é e s O . 
Q u a n d (o va r i e , t o u s les po in t s de ( H ) c o n s e r v e n t la 
m ô m e p u i s s a n c e p a r r a p p o r t à w e t à O . 

De là r é s u l t e la construction d'une sphère tangente 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Octobre 1 8 9 2 . ) 29 
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à quatre sphères données absolument analogue à celle 
qui résout le problème plan correspondant. 

Après avoir elioisi trois centres de similitude de la 
sphère donnée O avec les sphères O', O O ' " , on prend 
arbitrairement sur O un point quelconque M, et l'on 
cherche l'antihomologue de M sur chacune des trois 
autres sphères données. La sphère qui passe par les 
(juatre points ainsi déterminés coupe la sphère O suivant 
un cercle dont le plan coupe suivant une droite (H) le 
plan des irois centres de similitude considérés. De (H) 
011 mène à la sphère O un plan tangent qui la touche en 
A et l'on construit les antihomologues de A sur les trois 
autres sphères. La sphère qui passe par ces quatre points 
répond à la question. 

Le problème admet seize solutions. 
La discussion faite pour le problème plan ne s'applique 

pas au problème actuel. Du reste, il n'est pas vrai que 
les seize solutions du problème soient toutes réelles 
toutes les lois que les quatre sphères données sont deux 
à deux extérieures. Pour s'en convaincre, il suffit de con-
sidérer trois sphères égales extérieures deux à deux et 
les sphères qui leur sont tangentes avec des contacts de 
même espèce et qui correspondent ainsi à l'axe de simi-
litude rejeté à l'infini. Toutes ces sphères tangentes ont 
leurs centres en ligue droite sur l'axe radical des trois 
sphères données, comme 011 le reconnait aisément par 
la considération des points antihomologues, et elles en-
veloppent le tore enveloppé par l 'une des sphères don-
nées, quon ferait tourner autour de cet axe radical. Dès 
lors si la quatrième sphère donnée est à l 'intérieur de 
ce tore, le problème est manifestement impossible. 
Cette simple remarque suffit à montrer quelle serait 
la complication de la discussion complète. Dans le cas 
général, le tore est remplacé par une autre surface du 
quatrième ordre dont il sera parlé plus loin. 
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Si les quatre sphères ont un axe de similitude com-
mun, cet axe contient six centres de similitude, et le 
plan de similitude correspondant est indéterminé. Dans 
ce cas, les deux sphères correspondant à cet axe se ré-
duisent, en général, aux deux plans tangents communs; 
mais si les sphères se trouvent dans le cas particulier 
signalé dans la remarque du théorème XII, le problème 
est indéterminé. 

Les problèmes relatifs aux sphères isogonales se 
résolvent comme les problèmes plans correspondants. 
Eu particulier, la recherche d'une sphère isogonale à 
cinq sphères données se ramène à l'intersection d une 
droite et d 'un plan. Il y a seize solutions réelles ou ima-
ginaires. On déduit de ce problème un théorème relatif 
a des droites ou à des plans concourants dont il serait 
facile de reconstituer l'énoncé. 

Le problème qui consiste à trouver une sphère cou-
pant quatre sphères données sous un même angle donné 
revient à trouver une sphère d'un faisceau coupant une 
sphère donnée scus un angle donné. 11 se ramène au 
problème plan correspondant par la considération du 
plan qui passe par le lieu des centres du faisceau et 
le centre de la sphère donnée. 

T H É O R È M E X X V I . — Toutes les sphères qui coupent 

deux sphères fixes sous des angles invariables se répar-

tissent en deux familles ayant un centre radical com-

mun situé sur la ligne des centres des deux sphères et 

un plan de similitude commun, qui est le plan radical 

des deux sphères fixes. 

Les sphères d'une même famille admettent pour 
sphères isogonales toutes les sphères du faisceau défini 
parles deux sphères données, parmi lesquelles figurent 
des sphères tangentes réelles ou imaginaires, de sorte 
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que chaque famille considérée est une famille de sphères 
t a n g e n t e s à deux sphères fixes. 

TuéouivMk X X V I I . — Toutes les sphère* qui coupent 

trois sphères fixes sous des angles invariables se répar-

tissent en quatre familles telles que toutes les sphères 

d'une même famille ont un axe de similitude commun 

qui est Vaxe radical des trois sphères fixes, et un axe 

radical commun. 

En effet, on reconnaît d'abord, comme dans le théo-
rème VIII, que, si O est l 'une des sphères de l'énoncé, 
toutes les sphères transformées de O par inversion avec 
un pôle pris sur l'axe radical (D) des trois sphères 
données <o, 10', to", et un module égal à la puissance 
commune de ce pôle par rapport à ces trois sphères, 
<•>, (o', o/', formeront une famille répondant à l 'énoncé. 

Si O, O', O", O'" sont quatre sphères de l'énoncé, 
(.), <•/, o" peuvent leur être isogonales par rapport à 
trois plans de similitude différents dont l'intersection 
ne sci ait pas un centre de similitude de deux des quatre 
sphères données. Alors chacune de ces quatre sphères 
sera le point de départ d'une famille définie comme plus 
haut. 

Lu il 11, d'après le théorème précédent, il existe sur 
chacune des droites de centre coco', coW'un point C 
qui a la même puissance par rapport à toutes les sphères 
d une même famille. Ces trois points sont donc en ligne 
droite et définissent un axe radical (E) commun à touLes 
ces sphères. 

Pour montrer que toute autre sphère de l'énoncé fait 
partie d'une de ces quatre familles, je considère cinq 
sphères aj>,c,d,e, répondant aux conditions de l'é-
nonce. (o, «>', co" leur seront isogonales relativement à 
certains centres de similitude. Si l'on considère quatre 
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sphères a , c, rf, les centres de similitude par rapport 
auxquels l 'une des sphères a), o/, a / leur est isogonale 
seront dans un même plan de similitude, de sorte qu'ils 
pourront être définis par le sens des rayons de ces quatre 
sphères. De même, dans le groupe abce, les centres 
de similitude seront définis par le sens des rayons, les 
sens des trois premières sphères restant les mêmes, 
puisque leurs centres de similitude n 'ont pas changé. Il 
ne reste plus à définir que le centre de similitude de 
groupe de. Or , si l 'on considérele groupe críe, le centre 
cherché doit être en ligne droite avec ceux de cd et de ce 
qui sont définis par le sens des rayons. Donc le sens 
de de est bien celui qui est défini par le sens des rayons 
de d et de e. Cela posé, je représenterai par b, c, c/, e 
les sphères prises dans des sens quelconques, et a', bc', 
d', e' les sphères prises dans les sens inverses. 

Comme on peut changer à la fois les sens de toutes 
les sphères, on peut toujours en représenter trois par 
des lettres non accentuées, de sorte qu'on obtiendra 
toutes les combinaisons en accentuant o, i ou i des cinq 
lettres, de toutes les manières possibles. Il faut faire 
trois de ces combinaisons pour obtenir les trois combi-
naisons des centres de similitude correspondant aux 
trois sphères données co, a/ , to". 

S'il y a deux lettres a, ¡3 ayant le même accent dans 
chacune des trois combinaisons, le centre de similitude 
des sphères a¡3 ou a'jü' fera partie des trois combinai-
sons; de même, s'il y a deux lettres ayant des accents 
contraires dans chacune des trois combinaisons, le centre 
de similitude des deux sphères a[j' ou a'¡3 fera partie 
des trois combinaisons. Soit alors abade le sens des 
sphères dans la première combinaison. Si, dans une des 
deux autres combinaisons, on n'accentue qu'une lettre 
au plus, ou si, dans les deux combinaisons, il y a une 
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l e t t r e accentuée commune, il y aura au plus trois lettres 
accentuées et les deux autres resteront sans accent dans 
chaque combinaison. Si, au contraire, on accentue dans 
chaque combinaison deux lettres différentes, par 
exemple bc et de, on aura Je tableau 

a b c d e 
a h c d' e 

a // c d e 

dans lequel les lettres bc figurent accentuées de même 
manière sur chaque ligne. 

De toute manière il y a au moins deux sphères aux-
quelles les trois sphères données sont isogonales relati-
vement au même centre de similitude, et celles-là font 
partie d'une même famille, car elles s'échangent par 
l'inversion faite du centre de similitude commun comme 
pôle. 

Toutes les sphères des quatre familles admettent pour 
sphères isogonales toutes les sphères qui ont avecco, to', 
ti)v le même axe radical. Parmi celles-ci se trouvent les 
sphères isogonales coupant les sphères de la famille sous 
un angle nul donné. 

Toutes les sphères d'une même famille sont donc 
tangentes à une infinité de sphères, ayant un axe radical 
commun. 

Il en résulte que ces sphères tangentes et les sphères 
O forment deux familles de sphères conjuguées, telles 
que toutes les sphères de la première famille sont tan-
gentes à toutes les sphères de la seconde. Ces deux fa-
milles admettent ainsi pour enveloppe une même surface 
qui est le lieu de leurs points de contact. D'après le théo-
rème de Dupuis, la caractéristique de la sphère variable 
de chaque famille est donc un cercle. Or la caracté-
ristique d une sphère var iable est une ligne de courbure 
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de la surface enveloppe. Toutes les sphères d'une même 
famille ont leurs centres dans un même plan passant 
par l'axe radical des sphères de l'autre famille, puisque 
cet axe est leur axe de similitude commun. Parmi celles 
de l 'autre famille il y en a deux qui ont leur centre dans 
ce plan-là : ce sont celles qui ont pour grand cercle 
l 'un des cercles <p, tangent aux trois grands cercles 
des trois sphères de la première famille situés dans le 
plan des centres, ce cercle tangent correspondant à Taxe 
de similitude qui reste invariable pour la première fa-
mille. Dès lors, tous les grands cercles des sphères de la 
première famille sont tangents à ces deux cercles <p ct?i , 
et le lieu de leurs centres est une conique, ayant pour 
foyers les centres de o et D'un autre côté, le lieu des 
centres des sphères de la seconde famille est aussi une 
conique située dans un plan perpendiculaire au premier, 
et cette conique comprenant les centres de o et cp1 passe 
par les foyers de la première. 

Enfin on remarquera que des sphères ayant un axe de 
similitude commun ont deux plans tangents communs, et 
des sphères ayant un axe radical commun passent par 
deux points fixes. Nos deux familles conjuguées sont 
donc des familles de sphères passant par deux points 
fixes, et admettant deux plans tangents communs. 

Déplus, les plans tangents communs peuvent être con-
sidérés comme des sphères, on peut leur appliquer le 
théorème de Dupuis, et le lieu des points de contact est 
un cercle. Si même on se reporte à la démonstration 
du théorème de Dupuis (Th. XX) et qu'on suppose que 
la sphère O soit remplacée par un plan, on reconnaît faci-
lement que le centre du cercle est le point d'intersec-
tion de Taxe radical avec le plan tangent commun. 

D'autre part, parmi toutes les sphères isogonales aux 
sphères O, lesquelles sont les sphères ayant avec w, 



( ) 
o/, t./' le même axe radical , figurent non seu l emen t les 
deux plans tangents, mais encore tous les p l ans passant 
par la même droi te , et , en pa r t i cu l i e r , ceux qui passent 
aussi par l ' un des points c o m m u n s à toutes les sphères O . 
Donc, en leurs points c o m m u n s , les sphères O sont éga-
lement incl inées sur ces mêmes plans , c ' e s t -à -d i re que 
leurs plans tangents enve loppent u n cône de révo lu t ion . 

On peut alors énoncer les théorèmes suivants : 

THÉOHÈME X X V I I I . — Si une sphère varie en restant 

tangente à trois sphères fixes, elle reste aussi tan-

gente ci une infinité d'autres sphères, et, en particu-

lier, à deux plans fixes réels ou imaginaires. De plus 

elle passe par deux points fixes réels ou imaginaires. 

Le lieu de son point de contact avec chacun des plans 

fixes est un cercle, et son plan tangent en chacun des 

deux points fixes enveloppe un cône de révolution. 

T H É O R È M E X X I X . — Ll existe une infinité de sys-

tèmes conjugués de deux familles de sphères passant 

par deux points fixes et tangentes à deux plans fixes, 

les points fixes de chcujue famille étant sur la droite 

d'intersection des plans fixes de Vautre famille, et 

telles que toutes les sphères d'une famille sont tan-

gentes ci toutes les sphères de l'autre. Ces deux fa-

milles ont une enveloppe commune dont les lignes de 

courbure sont planes et circulaires dans les deux sys-

tèmes. Le lieu des centres de courbure p> incipaux de 

cette surface enveloppe se compose de deux coniques 

dont chacune est la focale de l'autre. 

Cette surface admet deux points coniques où les cônes 
tangents sont de révolut ion, et deux plans c i rconscr i ts 
qui les touchent suivant un cercle. E l le se r ep rodu i t pa r 
inversion laite au moyen d \ m pôle pris d ' u n e m a n i è r e 
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quelconque sur l'une des deux droites fixes qui joignent 
Jes points fixes et par où passent les plans tangents fixes. 

On lui a donné le nom de cyclide. Le tore en est un 
cas particulier. 

T H É O R È M E X X X . — Si Von considère deux familles 

conjuguées de sphères tangentes, le cercle lieu des 

points de contact d'une d'entre elles avec les sphères 

de Vautre famille rencontre à angle droit les cercles 

analogues tracés sur les sphères de Vautre famille. 

La démonstration du théorème X V I I tombe en défaut 
dans deux cas particuliers : 

i° Si les trois sphères données ont leurs centres en 
ligne droite, on ne peut plus conclure à l'existence d'un 
axe radical commun. On ramène ce cas au cas général 
par une inversion. Alors on retrouve bien les deux fa-
milles de sphères tangentes. On reconnaît aisément que 
l 'une des familles est constituée par des sphères obte-
nues en faisant tourner l 'une d'elles autour de la ligne 
des centres des sphères données et l'autre par des sphères 
ayant leurs centres en ligne droite avec ceux des sphères 
données. La surface enveloppe est un tore. 

Si les trois sphères données ont un plan radical 
commun, toutes les sphères qui coupent les deux pre-
mières sous les angles a et ¡3 et qui font partie d'une 
même famille admettent la troisième c / pour sphère 
isogonale. L'angle d'intersection de lù" avec ces sphères 
reste donc invariable. S'il n'est pas égal à y, il n'existe 
aucune sphère de la famille coupant les trois sphères 
données sous les angles donnés. Si, au contraire, l'angle 
invariable est égal à y, la famille des sphères considérées 
est plus générale que dans le cas général et comprend 
des sphères ayant un plan radical commun et un plan 
de similitude commun, comme s'il n'y avait que deux 
sphères données. 



( ) 
Le problème qui consiste à trouver une splière cou-

pant quatre splières données sous des angles donnés se 
r é s o u t comme le problème plan correspondant. Il admet, 
en général, seize solutions réelles ou imaginaires et 
d e v i e n t impossible ou indéterminé si les quatre splières 
ont un axe radical commun, et, à plus forte raison, si les 
quatre splières données ont un plan radical commun. 

La transformation par pôles et polaires réciproques 
remplace les splières par des quadriques de révolution 
ayant pour foyer le centre de la splière directrice, et 
l'angle d'intersection de deux sphères par l'angle con-
stant sous lequel on voit, du foyer commun, deux points 
de contact du cône circonscrit commun situés dans un 
même plan avec le foyer. Si l'on donne à cet angle le 
nom d'angle focal des deux quadriques, on obtiendra 
facilement les théorèmes transformés des théorèmes 
précédents et la solution des problèmes correspondants. 
Si deux sphères sont tangentes, les quadriques corres-
pondantes seront tangentes aussi, et l'on obtiendra, en 
particulier, les résultats suivants : 

i° Si une q uadrique de révolution se déforme de 

manière ii conserver un foyer invariable et à toucher 

constamment trois quadriques de révolution admettant 

le même foyer, le lieu des points de contact sur cha-

cune de ces trois quadriques sera une conique. De plus 

la quadrique variable passera par deux points fixes 

et restera tangente à deux plans fixes. 

r)-° Il existe une infinité de sy stèmes de deux fa-

milles conjuguées formées de quadriques de révolution 

confocales telles que toutes les quadriques d'une 

même famille passent par deux points fixes et sont 

tangentes à deux plans fixes. La droite qui joint les 

points fixes d'une famille est la droite d'inter-

section des plans fixes de Vautre famille. Chaque 
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quadrique d'une famille est tangente à toutes les 

(fuadriques de Vautre. Le lieu des points de contact 

de lune de ces quadriques avec toutes celles de 

Vautre famille est une conique. Les deux familles ont 

une surface enveloppe commune et les caractéristiques 

des quadriques mobiles sont des coniques. 

Des quadriques de révolution coufocales sont des 
quadriques inscrites dans un même cône ayant le foyer 
commun pour sommet. Par une seconde transformation 
par pôles et polaires réciproques par rapport à une qua-
drique quelconque qui peut être imaginaire, on les 
transformera en quadriques passant par une conique 
donnée. 

Donc le théorème précédent s'applique à des qua-
driques passant par une même conique. 

Enfin, par une nouvelle transformation, on étend le 
théorème à des quadriques inscrites dans un cône du 
second ordre quelconque. 

Si l'on remarque qu'une conique ou un cône cir-
conscrit, deux points et deux plans tangents font neuf 
conditions, on peut énoncer les théorèmes suivants : 

i° Toutes les quadriques qui passent par une même 

conique ou sont inscrites dans un même cône du second 

degré et qui, de plus, passent par deux points fixes 

et sont tangentes ci un plan fixe sont aussi tangentes 

à un deuxième plan fixe. De même, si Von se donnait 

deux plans tangents et un point, toutes les quadriques 

passeraient par un deuxième point fixe. Le lieu des 

points de contact de chaque quadrique avec chaque 

plan fixe est une conique, et les plans tangents aux 

quadriques en chacun des points fixes enveloppent un 

cône du second ordre. 

•>/) Si parmi toutes les quadriques qui passent par 
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une conique donnée ou sont inscrites dans un cône du 

second ordre donné, on en considère trois fixes et 

celles qui leur sont tangentes, les quadriques variables 

passent par deux points fixes et sont tangentes à deux 

plans fixes; le lieu de leurs points de contact avec 

chaque plan fixe est une conique et leurs plans tan-

gents aux deux points fixes enveloppent deux cônes 

de révolution. 

3° Il existe une infinité de systèmes de deux 

familles conjuguées de quadriques passant toutes par 

une même conique ou inscrites dans un même cône de 

révolution et jouissant de toutes les propriétés déjà 

signalées. 

S U N L A C O U R B U R E D A N S L E S S E C T I O N S C O N I Q U E S ; 

PAR M. CL. S E R V A I S , 
Professeur à l'Université de Gand. 

1. Soient M un point d'une conique, T^ et Na et N^ 
les points d'intersection de la tangente et de la normale 
en ce point, avec les axes de la courbe, p. le centre de 
courbure au point M. D 'un point R de la droite 
abaissons une perpendiculaire sur la polaire de ce point, 
rencontrant la normale au point R, . La perpendi-
culaire RR| enveloppe une parabole (P) , inscrite dans 
le quadrilatère formé par la tangente la no'rmale 
N aNè, et les deux axes de la conique considérée*, le 
point p est le point de contact de la droite N^NÔ avec 
cette parabole. On déterminera donc le point p à l'aide 
du théorème de Brianchon. On obtient les propriétés 
suivantes : 

La parallèle menée par le point M à l'axe a et la 
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perpendiculaire élevée au point Ta sur la tangente au 

point M se coupent sur le diamètre de la conique 

passant par le centre de courbure p. 

Le centre de courbure p , le point Tp et la projec-

tion du point sur le diamètre de la conique paral-

lèle à la normale sont trois points en ligne droite. 

2. Deux tangentes à une parabole sont coupées par 
les autres tangentes en parties proportionnelles : donc 

V-Nq _ MTq 
piN* MlY 

Cette égalité donne plusieurs constructions du centre de 
courbure p ( M A . N N H E I M , Géométrie descriptive, p. 174)-

3. Soient D etD< les points de rencontre de la tan-
gente au point M avec les directrices, F et F1 les foyers 
de la conique-, les droites DF et D J F 4 sont tangentes à 
la parabole (P ) ; si Se tS 4 sont les points d'intersection 
de ces droites avec la normale, on a 

¡i S _ MD _ MF . 

~ MDi ~~ MFj ' 

donc ; 

Sur les rayons vecteurs M F et MF< on mène des per-

pendiculaires respectivement par les foyers F et F< ; ces 

droites coupent la normale en deux points S et S* tels 

que 
p S _ MF 

pSi ~~ M F ! 

De cette égalité on déduit aisément la formule connue 

G'2 
p = 1 acosep 

4. Dans une hyperbole, le point de contact d'une tan-
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gen te est le milieu du segment LI,, intercepté sur cette 
droite par les asymptotes; les tangentes, menées par 
Jes points I et I, à la parabole (P) , déterminent sur la 
normale deux points équidistants du point p. 
Donc : 

Dans une hyperbole, aux points ou la tangente en M 

rencontre les asy mptotes, on élève des perpendiculaires 

a celles-ci; elles rencontrent la normale en deux 

points dont le milieu est le centre de courbure p de la 

courbe au point M. 

5. Du point R abaissant, sur le diamètre OM, une 
perpendiculaire rencontrant la normale au point R 2 , 
les points Rj et R2 décrivent deux ponctuelles semblables 
dans lesquelles p et M sont deux points correspondants. 
Ces ponctuelles n'ont aucun point double situé à dis-
tance f i n i ee l l e s sont donc identiques : par conséquent 

R! R2 = p M. 

On retrouve ainsi un théorème de M. Ribaueour (Nou-
velles Annales de Mathématiques, 2e sér ie , t . VII I , 
p. 1 7 2 ) . 

6. Soient H et 11, deux points de l 'un des axes (par 
exemple, N / f « ) coujuguéspar rapport aux foyers réels 
ou imaginaires, situés sur cet axe. On sait que deux 
droites conjuguées passant par ces points sont rectangu-
laires. Cela étant, la droite RH coupe la normale en un 
point R3 , et les couples R, R3 engendrent deux ponc-
tuelles projectives, dans lesquelles p et M sont deux 
points correspondants. Le point limite J de la seconde 
ponctuelle est le pied de la perpendiculaire abaissée du 
point H sur la normale. L'un des points doubles est le 
point j\'rt et la propriété des points H et H, , rappelée ci-
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dessus, nous montre que le second point double E est 
situé sur la perpendiculaire abaissée du point H sur la 
droite MHj. On a donc 

(pNaEao) = ( M N a E J ) 
ou 

p E _ N a J 

M E MJ ' 

Elevons au point Na une perpendiculaire sur la nor-
male, rencontrant la droite M H au point K ; 011 a 

¡xE _ K i t 

ME ~ MH ' 

égalité qui montre que la parallèle menée par le point K 
à la droite HE passe par le centre de courbure p. Donc : 

Si H et HÎ sont deux points conjugués par rapport 

aux foyers réels ou imaginaires situés sur Vaxe a, 

la perpendiculaire élevée au point sur la normale 

au point M coupe les droites M i l et M i l , en deux 

points K et K j tels que le centre de courbure p est le 

point de rencontre des hauteurs du triangle M K K 4 . 

Si l'on suppose les points H et H< confondus en F , 
011 retrouve une construction connue ; il en est de même 
si H est le centre de la courbe. 

7. La perpendiculaire DF élevée au foyer F sur le 
rayon vecteur MF est tangente à la parabole (P) . Cette 
droite peut donc remplacer l 'un des axes de la conique 
ou la droite dans la détermination du centre de 
courbure p, à l'aide du théorème de Brianchon. On ob-
tient ainsi les théorèmes suivants : 

Soient G et G* les points d'intersection de la droite 

D F avec la normale NJM* et Vaxe Z>, les parallèles 

menées de ces points, respectivement à Vaxe a et ci la 

normale N a N a , se coupent sur le diamètre O p . 
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Les parallèles menées par les points M et D respec-

tivement à l'axe a et ci la normale se coupent sur la 

droite F p. 

Cette dernière propriété subsiste si Ton remplace les 
points M et D respectivement par les points et G,. 

L'emploi de la parabole (P) conduit à un grand 
nombre d'autres propriétés; mais nous terminerons cette 
Note en signalant brièvement un moyen d'étendre les 
recherches qui précèdent. Nous avons trouvé deux ponc-
tuelles semblables (R ) et (RI ) ; si par le point R on 
mène la seconde tangente à la conique (ou à un cercle 
tangent à MR), cette tangente et ses analogues déter-
minent sur une tangente à cette conique (eu à ce cercle) 
une ponctuelle R' projective à la ponctuelle (R) et par 
conséquent projective à la ponctuelle (Rj ). Dans ces 
ponctuelles (R') et (RI), on détermine les points li-
mites, le point qui correspond au centre de courbure p, 
et l'on applique les diverses propriétés des ponctuelles 
projectives. 

B I B L I O G R A P H I E . 

P R E M I E R S P R I N C I P E S D ' A L G È B R E , par C.-A. Laisant, 

ancien élève de l'École Polytechnique , docteur ès 
Sciences mathématiques, et Èlie Pen iti, professeur de 
Mathématiques à l'École J.-B. Say. Paris, Ch. Dela-
grave. i vol. in-12, de x-345 pages, avec figures dans 
le texte. 

Parmi beaucoup d ' O u v r a g e s de Mathémat iques élémentaires, 

s'adressant à des personnes qui n 'ont pas à les approfondir , il 

serait peut-être difficile de trouver une préoccupat ion aussi 
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visible des auteurs de bien faire comprendre les premières 

notions avec autant de soin qu'il en est donné dans ce petit 

l ivre. 

Ainsi, la réduction des termes semblables, la règle des signes 

de la multipl ication, l 'origine des équations, leur transfor-

mation, la discussion des valeurs trouvées pour les inconnues, 

le développement, en tous détails, de la résolution de 

l 'équation du second degré, la théorie et l 'usage des loga-

rithmes sont présentés avec une simplicité qui n'exclut pas la 

rigueur et qui laisse entrevoir la possibilité d'atteindre des 

notions plus élevées. 

Les auteurs ont apporté la plus grande attention à suppri-

mer les difficultés qu'une exposition trop savante aurait pu 

faire naître dans l'esprit des élèves. Les démonstrations sont 

toutes très claires et appuyées d'exemples suffisamment pro-

bants et destinés à amener le lecteur, par une gradation bien 

ménagée, à aborder une étude plus spéciale. 

La partie de ce livre destinée aux applications a reçu un 

développement exceptionnel. C'est là une qualité dont l ' impor-

tance n'est pas à établir. Les Ouvrages de Mathématiques 

publiés en France ont avec raison suivi cette tradition dans 

laquelle nous avons été devancés par l 'étranger, notamment 

par les Anglais. C'est même par là que se distinguent, en France, 

les éditions successives de certains traités classiques. La liste 

des exercices proposés y tient une place de plus en plus grande. 

On a fini par comprendre que le problème est le moyen de 

faire sortir les Mathématiques du domaine spéculatif pour pé-

nétrer dans la pratique qui est leur vraie justification. La 

règle la plus simple, la formule la plus élémentaire sont lettre 

morte pour quiconque ne s'est pas exercé à la résolution de 

problèmes. C'est donc avec infiniment de raison que les profes-

seurs ont reconnu l 'utilité d'y intéresser les élèves. C'est éga-

lement le motif du succès des nombreux journaux mathéma-

tiques fondés depuis une cinquantaine d'années et dontla liste 

augmente encore, en France comme à l 'étranger. Aussi le 

niveau moyen de l 'instruction mathématique s'est-il rapidement 

relevé. Le problème est donc un élément pédagogique d'une 

efficacité immédiate; il aiguise l 'esprit, éveille l ' intelligence, 

force l 'attention, et accommode la difficulté aux efforts néces-

saires à la vaincre. Et cela est si vrai que les personnes qui n'ont 

pas eu l 'occasion d'étudier à fond l 'Algèbre sont toujours très cu-

Ann.de Mathémat3esérie, t. XI. (Octobre 1892.) 3o 
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rieuses de chercher à y ramener des problèmes é lémentaires 

où elles trouvent un intérêt nouveau, mêlé d'un peu de regret 

de n'avoir plus à leur disposition un mécanisme dont la puis-

sance avait frappé leur imaginat ion. 

Un livre très é lémentaire, tel que celui de M M . Laisant et 

Perrin, nous semble donc appelé à donner des faci l i tés nou-

velles à l 'étude des principes de l ' A l g è b r e . 

Les professeurs et les élèves pourront y t rouver matière à 

plus d'une remarque instruct ive. 

Le cours a été subdivisé en trois Part ies et en t rente-quatre 

leçons dont chacune a été terminée par une liste d 'environ une 

trentaine d 'exercices proposés. 

La solution sommaire ou développée n'est donnée pour aucun 

d ' e u x ; cela pourra venir dans une prochaine éd i t ion; mais 

nous considérons c o m m e un p r é c i e u x e n c o u r a g e m e n t pour les 

élèves la promesse qui leur est faite par M. G. de Lonchamps, 

directeur du Journal de Mathématiques élémentaires et du 
Journal de Mathématiques spéciales, de réserver le meil leur 

accueil aux solutions de questions inédites et se recommandant 

par une certaine original i té . 

Après avoir énuméré les signes à e m p l o y e r en A l g è b r e , toute 

la première Part ie est consacrée à l 'étude du calcul l ittéral : 

opérations sur les monômes et sur les p o l y n ô m e s ( p . 5-6Q, 

263 problèmes ou exerc ices) . 

Le lecteur, ainsi familiarisé avec ces notions, peut passer au 

calcul par équations (p . 71-248, Goo quest ions) d o n t l 'exposé 

forme la deuxième Part ie . 

La troisième Part ie a pour objet l 'étude des progressions 

arithmétiques et géométriques, et l 'usage des logar i thmes , ce 

qui amène à dire quelques mots des formules relat ives aux 

annuités (p . 249-286, 142 questions). 

L 'Appendice (287-313) a pour objet de compléter quelques 

propositions énoncées ou établies dans les précédents Chapitres . 

Nous signalerons, comme plus part icul ièrement dignes d'at-

tention, la représentation graphique des fonct ions des i o r et 

2E degrés, les éléments du triangle ar i thmét ique de Pasca l , les 

principes des formules de combinaisons et l 'emploi de l 'échi-

quier dans les questions d 'Ari thmétique et d ' A l g è b r e . 

Le l ivre se t e rmine par 235 é n o n c é s d ' e x e r c i c e s proposés , 
empruntés en part ie à divers Ouvrages ou Recuei ls . P lus i eurs 
de ces problèmes présentent quelque di f f icul té ; cependant ils 
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11e devront pas arrêter les élèves qui auront étudié avec atten-

tion les applications précédentes. 

En résumé, Les premiers principes dJ Algèbre, par 

MM. Laisant et Perr in , nous semblent parfaitement adaptés au 

programme exclusivement utilitaire de renseignement classique 

moderne. 

Nous croyons qu'ils seront v ivement appréciés du public 

mathémat ique et de tous les débutants dans l 'étude des é l é -

ments de l ' A l g è b r e ; cependant nous exprimons le désir que 

les réponses à la p lupart des questions proposées soient indi-

quées dans une nouvelle édition, afin que les élèves qui v o u -

dront s'y exercer y t rouvent une vérification de leurs essais. 

Cet te innovation pourra se faire sous une forme très concise 

et avec la col laboration des élèves studieux qui auront bien 

voulu s'y intéresser. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

Extrait d'une lettre de M. Mannheim. 

En rapprochant des résultats provenant de deux solu-
tions différentes d 'un même problème, j'ai obtenu une 
propriété dont la transformation par polaires réci-
proques conduit à l'énoncé de la question 1625. 

Voici une solution géométrique de cette question. 
J'appelle fie foyer de l'ellipse donnée, dont les pro-

jections i et j sur P et Q appartiennent à N, et s le 
point de rencontre de P et de Q. Les points f , z, z, j 
sont sur une circonférence de cercle que je désigne 
par ( i ). 

La droite nf coupe en / cette circonférence et la droite 
Iz rencontre N au point u. 

Les droites //z, If sont les bissectrices de Tangle ilj : 
les points n et a partagent donc harmoniquement ij. Les 
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droites qui joignent z aux points rc, i, 7 forment alors 
un faisceau harmonique; elles coupent T en des points 
qui forment une division harmonique : donc rl passe par 
le point m. 

Sur fm comme diamètre, je décris une circonférence 
de cercle que je désigne par (2 ) . Elle coupe T au point t, 
projection de f sur cette tangente et elle passe par le 
point l. 

Enfin je désigne par (3) la circonférence qui passe 
par les points i, z, 7, et qui n'est autre que la circonfé-
rence décrite sur le grand axe de l'ellipse comme dia-
mètre. 

La corde commune à (1) et (2) est fin. 
La corde commune à (1) et (3) est N. 
Ces deux cordes se coupent en n : la corde commune 

à (2) et (3) passe alors par ce point et par t : c'est 
donc T . 

Le point m appartient donc à la circonférence (3) qui 
est iixe : donc, etc. 

On m'a demandé l'origine de la question suivante 
proposée et résolue dans les Nouvelles Annales, il y a 
longtemps. 

D'un point pris dans le plan d'une courbe géomé-

trique on mène toutes les tangentes à cette courbe, on 

divise le rayon de courbure relatif à chaque point de 

contact par le cube de la distance de ce point au point 

fixe d'où émanent les tangentes : la somme de tous les 

rapports ainsi obtenus est égale à zéro. 

J'y suis arrivé en transformant par polaires réci-
proques un théorème dû au D r Reisset (* ), qu'on obtient 

( ' ) Voir mon Cours de Géométrie descriptive, 2* édition, p. 2i5. 
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l u i - m ê m e e n a p p l i q u a n t l e m ê m e m o d e d e t r a n s f o r m a t i o n 

à c e t l i é o r è i n e d û à D u h a m e l ( 1 ) . 

Si l'on mène à une courbe géométrique plane toutes 

ses tangentes parallèles à une même droite, la somme 

des rayons de courbure relatifs aux divers points de 

contact de ces tangentesy sera généralement égale à 

zéro. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1 8 9 2 

(PREMIÈRE SESSION). 

Géométrie analytique. 

On donne dans un plan deux axes rectangulaires Ox, O ^ , 

et une droite dont l 'équation est 

A x -j- B y H- G = o ; 

sur cette droite on prend un point quelconque M de coordon-

nées a, bj et à ce point on fai t correspondre les deux p a r a -

boles qui ont toutes deux le point O pour foyer , et, l 'une la 

droite x — a — o, l 'autre la droite y — b = o pour directrice. 

i° Démontrer que ces deux paraboles ont , en. général , deux 

points communs réels et d e u x points communs imaginaires, et 

former , selon la position du point M sur la droite D, l 'équation 

de la droite qui passe par les deux points réels communs aux 

deux paraboles. 

T r o u v e r le lieu des points communs aux deux paraboles 

que l 'on fait ainsi correspondre à un point M, quand ce point M 

parcourt la droite D. Ce lieu se compose, en général , d 'une 

ellipse et d'une h y p e r b o l e ; dist inguer sur la droite D la 

partie que parcourt le point M quand les points c o m m u n s aux 

(' ) Journal de Mathématiques de Liouville, ire série, t. VI, p. 364-
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d e u x paraboles sont sur l 'e l l ipse , de ce l les qu'il parcourt 

quand ces points sont sur l ' h y p e r b o l e . 

3° Véri f ier a n a l y t i q u e m e n t , et e x p l i q u e r g é o m é t r i q u e m e n t 

les faits suivants . So i t P le point de rencontre de la d r o i t e D 

avec l 'un des axes , et soient , sur l ' autre a x e , de p a r t et d 'autre 

du point O, les points P ' et P* tels que l'on ait 

O P ' = O P " = O P . 

L 'une des d e u x coniques du lieu passe par P ' e t l ' autre par P*, 

et les t a n g e n t e s au l ieu, au point P ' et au p o i n t P", s o n t les 

droi tes P P ' , P P " . 

C o n s t r u i r e le l ieu en supposant que l 'équat ion de la d r o i t e D 

est 
x -h iy — 2 — o. 

4° Le lieu demandé est, en généra l , c o m p o s é d 'une v é r i t a b l e 

ell ipse et d 'une vér i tab le h y p e r b o l e ; t r o u v e r les divers cas 

part icul iers p o u r lesquels il en est a u t r e m e n t , et , dans c h a c u n 

de ces cas, reconnaître ce que d e v i e n n e n t les d e u x c o n i q u e s 

du l ieu. 

Calcul trigonométrique. 

R é s o u d r e un triangle rectangle connaissant sa surface 

875G17111'", 5 et celle du cercle c irconscr i t 3 35(>73am% 3. 

Physique. 

E v a l u e r la pression vraie réduite à zéro à l 'aide d 'un b a r o -

mètre à vide i m p a r f a i t . 

Nous supposerons fai tes deux lectures pendant lesquel les la 

pression a tmosphér ique x seule n 'ayant pas c h a n g é , t o u t e s les 

autres condit ions , au contra ire , auront été modif iées . Nous 

n o m m e r o n s : 

P o u r les premières observat ions, faites à l d e g r é s , Ii la h a u -

teur de la co lonne de m e r c u r e , lue sur une règle de la i ton, et G 

la capaci té de la c h a m b r e . 

P o u r les d e u x i è m e s observat ions , fa i tes à tx d e g r é s : 

H j et C i , les quant i tés a n a l o g u e s ; 

/, le coef f ic ient de di latation l inéaire du l a i t o n ; 

le coef f ic ient de di latation du m e r c u r e ; 

a , le coef f ic ient de di latat ion c u b i q u e des gaz . 



H =75% '20, t — 10 c 
Hi = 75c,GJ, Ii—vï G 
/ = 0,000019, 
m =0,000182, 
x =0,00367. '7 

1 

Chimie 

I. Décrire les prépara t ions dans lesquel les on fait usage de 
l 'acide su l fur ique . 

( L'emploi s imul tané des d e u x notat ions est e x i g é pour l'écri-
ture des f o r m u l e s . ) 

l t . Ana lyse , c o m p o s i t i o n et formule du gaz des marais . 

Dans un plan de front , dont la trace horizontale aob est à 
oM,I28 en avant de la l i gne de terre, on donne un tr iangle rec-
tangle dont l 'hypoténuse a'bf est hor izonta le et à o n , , o i au-

dessus de la l igne de terre , son e x t r é m i t é g a u c h e a' é tant 
à o m , o 3 8 du cô té g a u c h e du cadre et son e x t r é m i t é h' é tant 
à o m , i 7 du m ê m e coté du cadre . L'angle en a' est de 3o°. 

On fait tourner ce tr iangle succes s ivement autour de chacun 
des cô té s de l 'angle droi t , de manière à e n g e n d r e r d e u x c ô n e s 
et l'on d e m a n d e de représenter par ses deux projec t ions le 

Épure 

o 

a b 
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c o r p s sol ide formé par l ' ensemble de ces d e u x c ô n e s s u p p o s é s 
pleins et l imités chacun à son s o m m e t et à sa base . 

On indiquera à l 'encre r o u g e les c o n s t r u c t i o n s e m p l o y é e s 
p o u r déterminer : i ° u n po int q u e l c o n q u e de c h a c u n e des bases 
et les tangentes en ces p o i n t s ; i ° un p o i n t q u e l c o n q u e de l ' in-
tersect ion des d e u x cônes et la t a n g e n t e en ce po in t . 

On n' indiquera pas d'autre c o n s t r u c t i o n . 
On pourra, à l 'aide d ' e n c r e . d e cou leur , t racer un certain 

nombre de génératr ices de c h a c u n des c ô n e s ; les génératr ices 
vues en trait ple in, les génératr ices c a c h é e s en tra i t d i s c o n -
t inu. 

U n e l é g e n d e sur une feui l le à part e x p l i q u e s u c c i n c t e m e n t 
les tracés faits sur l 'épure. 

Titre extérieur : Intersect ion de surfaces . 
Titre intérieur : A s s e m b l a g e de deux cônes . 

Les t i tres , en le t tres dess inées , son t de r igueur . 
Le cadre a o m , 4 5 suro™, 27; la l igne de terre es t paral lè le 

aux pe t i t s cô té s du cadre à o i n , i 9 du pet i t cô t é supér ieur . 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
PROPOSÉE AU CONCOURS D 'AGRÉGATION DE 1 8 9 1 ; 

Prenons pour axes des y et des x les deux côtés CA 
et CB du triangle donné. 

Les coniques S et S' sont respectivement circon-
scrites aux quadrilatères PQMN et P Q M ' N ' dont les 
côtés sont représentés par les équations 

PAR M. A U D I B E R T . 

PQ, 
GP, 

CQ, 

M X . 
M'IV. 

y ~ ex -h d— o, 

y - ^ p x ^ o, 

y -î- <jx — o, 

mx -h ny -h r — o, 

m'x -r- n'y -h r — o. 
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Les équations des coniques sont alors 

\ + d) (mx-+- ny -f- s ) = o. 

( -T- ex d) ( ni'x H- 11!y -h t')= o. 

Si l'on pose 
CA = b, CB = a, 

les conditions de tangence de ces coniques à l 'un des 
côtés du triangle, au point A pour S, au point B pour S S 
se traduiront par les formules 

. b-h id b2 d n — — b (b-T-d)* (b~df 
ac 9,d . a2 dpq 

m = — apq , r — . > 1 1 (ac H- d)2 ( ac d)'1 

m et n! restent arbitraires. 
i° Les droites MN et M'N' passent chacune par un 

point fixe, puisque l 'une et l 'autre coupent les axes en 
des points A{ et B4 tels que 

r bd 
C A l = - « = bTTd = 

m ac -+- 'X d 

vàleurs indépendantes des paramètres m et nf demeurés 
arbitraires. 

2° Si l'on substitue le triangle CAjB, au triangle 
CAB dans la définition des deux séries de coniques, on 
obtiendra deux nouveaux points A2 et B2, et l 'on aurait 
de même 

C A o = M => b%, GB2 = = 
bi-hid alc-*-9.d 

et ainsi de suite. 
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Ces relations peuvent s'écrire 

r 2 1 
bl = b d 

1 •2 i 
17, = 

¿7 d 

i _ 9. r 
ai a d 
\ __ ->, c 

a2 cii d 

i •>. i i _ i c. 
bn ~ ~bn-\ d' an an-\ d 

On en tire 

_ = - - + -Ai" — i). — = -.<>"—i). 
bn h d an a d 

Mais an et bn étant les coordonnées à l'origine de h 
droite An 

y x 

bn an ' 

l 'équalion de cette ligne deviendra pour n infini 
h -f- d, an d 
—. Y H X — O. 

3° Soient y = a x, y = v! x les deuxièmes tangentes 
menées de l'origine aux coniques S et S'. La condition 
pour que ces tangentes forment avec CP et CQ un fais-
ceau harmonique est 

p -H a p -h a' 

D'autre part, on trouve pour les coefficients angu-
laires des deux tangentes 

_ (rr — dm)* — S r dpq 

d(p q) - ^ L ( c r ^ d m ) 

/ t j , \ ici dm 
4 /• d(p-}-q)~ (r'—dn') 

U " ~{r'—~dn')* — f d r ' ' 
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Posant 

cr — dm — mx, r' — r//?' =/?.,, 

2 M — a d ,, / ~ a 
= 7 r f - 1 / 7 = / / ' 

et introduisant les valeurs de a et de a' dans la formule 
(1), elle devient, après avoir extrait la racine carrée 
des deux membres, 

(,., î i L ± 4 £ = ± « " ! . + * > , mi -h kp J 71 { -4- /{' rj 

qu 011 peut écrire encore 

kiq-p ) ̂ l=±:fl\</> -—JL1 
(1 

11 faut pour la réalité dey /que p et q soient de signes 
contraires. 

Les valeurs de m{ et de n{ se déduisent de celles 
de m et 11! tirées des équations 

„ dS dS dS , dS' dS' dS' 
ç di + r' ^ ^ Si = *dx + + ^ 

dans lesquelles a: et y sont les coordonnées du point de 
rencontre des deux polaires du point H(ç, v,). 

Ces équations étant du premier degré en x , j , m et /// 
donneront pour ces deux derniers paramètres des valeurs 
de la forme 

A ' x H ' y - H C 

Celles qu'on en déduira pour mK et nK seront aussi de 
même forme, et, en les introduisant dans la formule (2), 
on aura finalement pour le lieu cherché une équation 
du second degré, c'est-à-dire une conique. 

/\° Les points communs aux coniques S et S' satisfe-
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ront à l'équation 

S — S' = o 

ou 

(y h- c.r -f- d) [( m — ni ) x -h(/i — n' ) y - W — /*' ] = o. 

Or, y ~ \ - c x - \ - d = o étant l 'équation de la droite PQ, 

( 3 ) ( m — ni ) x ( n — fi )y - 4 - — = o 

représente la seconde sécante commune. 
Quand cette droite sera tangente à S ou à S', les deux 

coniques se toucheront. 
On aura alors 

dS dS dS 
dx dy dz 

m — ni ji — ti r — r' 

et la même relation en S', soit quatre équations dont 
deux sont surabondantes. 

A l'aide de S = o, S ' ^ o o n fera disparaître m et n' 
des numérateurs, et l 'on tirera les valeurs des rapports 
m — iri n — ii , , /ONT 
y — ' • _ r> ( l u on portera dans (3) . Le résultat sera 
l'équation du quatrième degré 

( y -h c x -+- dy ( rr' -j- mi x -f- r' n y ) -+- ( y -4- c x d 
x I (P + cl ) ( ~ ) xy -4- -x rpq -f- 2 r'y* ) 

— ( y -4- en -h d ) ( y -hpn) (y -f-pn) 
X f ( c r -+- dm' ) x - h ( r ' H- du ) y d ( r 4- r f )] 

- d(y --Hpx) ( y ~ q x) ~ o. 
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SOLUTION ANALYTIQUE DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES 
PROPOSÉE AU CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE P O L Y -
TECHNIQUE EN 1892 H ; 

P A R M . B A R I S I E N . 

I. Soient H et H' les deux autres points d'intersec-
tion du cercle (C) avec l'hyperbole (T). 

L'équation de Vhyperbole étant 

( l ) 

si nous désignons par 

( 2 ) y — mx—p •=• o, 

( 3 ) y -f- mx — q — o, 

les équations des deux droites DD' et HH', l'équation 
générale des coniques passant par les points D, D', 
H, H' est 

l(x2— y2— a2)-h-(y — mx — p) ( y -+- mx — q) — o. 

Cette conique est un cercle si 

-, 1 -h m2 

A = ? 

2 

de sorte que l'équation du cercle DD'HH' est 

(x2-r-y2) (1 — m2)— im(p — q)x — '¿(p -f- q)y —(1 -h m2) a2-\- ipq = o. 

Si nous exprimons que le centre de ce cercle est sur 

(') Voir l'énoncé p. 25g. Nous avons déjà inséré deux solutions 
géométriques de la même question (p. 262-267); M. le professeur 
Lemaire et M. Michel, lieutenant du Génie, nous ont aussi adressé 
une solution géométrique. 

Ann. de Mathémat.j 3e série, t. XI. (Novembre 1892.) 3I 
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la droite (2 ) , ou t rouve 

q= o. 

L'équation du eerele (C) de l 'énoncé est donc 

( 4 ) O 2 - ! — m'2)— ip{y -+- mx) — a2{ 1 - h m2) = o . 
La seconde sécante 11 H' passe donc par le centre de 

l 'hyperbole, quelle que soit la droite ])D'. 
Considérons maintenant une corde quelconque per-

pendiculaire à DD' et dont l 'équation soit 

Cette corde rencontre DD' en I, la circonférence aux 
points E et E' et l 'hyperbole en K et K/. 11 faudrait dé-
montrer que 

Î Ë 2 = I Ï Ï " / 2 = I I v . I K ' . 

Cette propriété sera démontrée si nous faisons voir 
que les points E et Er sont conjugués harmoniques de K 
et K', ou bien que les droites OE, OE' et O R , OR' joi-
gnant le centre de l 'hyperbole à E, E', K , K' forment 
un faisceau harmonique. 

Or, l'équation donnant les coefficients angulaires de 
OK et OR' est 

(G ) m* ( k- -H a2 ) p2 -+- 2 a2 m p -I- a"2 — m- k2 = o. 

Celle qui donne les coefficients angulaires de OE et OE' 
est 

? m- [( 1 — m-) k2 — 'ip k — a-( 1+ m-)] p2 

(7) -2/H1u(»i2 + l ) ( / j / t + « 2 ) 
( -+-(1 — m'2) 'ipm^-k — -4- m*2)— o. 

Si p, et po sont les racines de (6) et p3 et celles 
de (7) , le faisceau O ( E E ' R R ' ) sera harmonique si la 
condition 

( Pt -T- P> ) ( P 3 -+" ¡J- V ) = 1 Pi H- 2 p3 rjL4 
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est vérifiée. Cette vérification se fait sans aucune diffi-
culté. La valeur commune des deux membres de cette 
relation a pour expression 

— 

m*(**-+- a2 ) [(i — m2) k*—%pk — -H m2)] ' 

IL Si la droite DD' est telle que sa parallèle menée 
par le centre de l'hyperbole rencontre la courbe, la 
droite HH7 la rencontre aussi et alors les quatre points 
d'intersection de (C) et de (T) sont réels. Dans le cas 
contraire, les points H et H' sont imaginaires. 

Du reste, les coordonnées (a, ¡3) du point II sont 
ci n — arn * = , P = / 

y1 — m1 y/1 — m2 

Elles ne sont réelles que si 

m*< i. 
111. Lorsque m est constant, les deux sécantes DD' et 

HH' se rencontrent en un point qui est sur la droite 
fixe HH'. Le lieu des points de rencontre de DD' et HH' 
est donc la droite HH'elle-même, dont l'équation est 

y 4- mx — o. 

Il reste à trouver le lieu des points d'intersection 
des droites DH' et HH' ainsi que de DH et D'Ii7. 

L'équation générale des coniques passant par les 
points D, D ' , D \ H est 

(8) \(x2 — / 2 — ai)-t-(y -t- mx) ( y — mx —p) — o. 

En annulant le discriminant de cette équation, on 
trouve 

(9) X [ x * - X(i + />i2) / »* - (i - m»)] = o. 

Cette équation donne les valeurs de \ correspondant 
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aux sécantes d'intersection. Il n'y a pas lieu de tenir 
compte de la valeur A = o qui correspond aux sécantes 
DD' et HH'. 

Les coordonnées du centre de la conique (8) sont 

(10) ixÇk—m*) — pm = o, 
(11) 27(1 —X) — o ; 

de sorte que nous aurons le lieu des points de rencontre 
des autres sécantes, en éliminant X et p entre (9), (10) 
et (11). Or l'équation (9) peut s'écrire 

(12) (X — m2)(\ — 1) — 

et, d'après (10) et (11), 

( . 3 ) 

En égalant les seconds membres de (12) et (13), l'é-
limination de 1 et p se trouve toute faite, et l 'on obtient 
pour le lieu des points de rencontre de DH; et D'H ainsi 
que de DH et D'IL, la courbe 

a2 ni 
xy = -^i—: • 

C'est une hyperbole équilatère ayant pour asym-
ptotes les axes de l'hyperbole (T). 

IV. Désignons par (X,, Y,) les coordonnées du point A 
et par (X2 , Y2), celles de B. 

La tangente en H au cercle a pour équation 

0 4 ) = 
dans laquelle 

~ a Q _ a m 
7— , ¡5— - = — 

V 1 — m s/i — m* 

( . 5 ) = I 
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En tenant compte des valeurs de a et de ¡3, cette va-

leur de p peut s'écrire 

05') ma2 4 - oip 

L'équation aux abscisses des points d'intersection de 
( i4 ) avec l'hyperbole (T) est 

(i — p2 )__ 2 {JL( p _ jj.a) ^ „ a2 £ _ = Q 

Comme a et sont racines de cette équation, on en 
déduit 

—p*) „ X1 = i -

I Y - ZÎP-V*) o 
[ Y l ~ I-UL2 

La tangente en H à l'hyperbole a pour équation 

clx — fiy = a2. 

Donc elle est perpendiculaire à DD'. Par suite, le 
point B est le symétrique de H, par rapport à la droite 
DD'. On obtient alors pour les coordonnées X2 et Y2 

de 13 
_ 2(q»H-P/>)  

X 2 ~ a - p m ~ a ' 

Le coefficient angulaire de la droite AB est, par suite, 

Yj — Y2 _ (g — ft m ) (fi — p«) — (i — ii*)(ma2-±-ap) 
Xi - X2 " ^(a — ( i —p«)(a®H-py>)' 

Or, d'après (i5 r), 

a2-h fip = ¡x(ma2-h a/>). 

Il en résulte immédiatement que 
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L'équation de la droite AB est donc 

y - Y 1 = I ( ^ - X 1 ) 

O U 

r-
Elle passe done par le point H7 de coordonnées 

(—a, — ¡3) qui est un point fixe. 
Remarquons, en finissant, que le lieu des points d'in-

tersection de DD' et de AB est une hyperbole équila-
tere, dont l'équation 

( y — mx ) ( my -+- x ) -f- 2 m a2 = o 

est aisée à trouver. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
EN 1892 ( ' ) ; 

S O L U T I O N PAR M . LE C A P I T A I N E E . - N . B A R I S I E N . 

I. L'équation générale des coniques doublement tan-
gentes au cercle C aux points d'intersection de ce cercle 
avec la droite y — mx = o est 

l(x2-¡-y2 — ix — i) 4-( y — mx)2 — o. 

Pour exprimer que cette conique est tangente à la 
droite D, remplaçons dans cette équation y par 

et écrivons que l'équation du second degré en x ainsi 
obtenue a une racine double. On trouve ainsi 

X — — I / ? L 2 3 ) 
2 

(') Voir p. 3oi. 
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L'équation générale des coniques (À) est donc 

(A) (/?i2-+- 3)(>2H- J 2 — i x — T)— 2(7 — m x y = o. 

II. Par un point M (a, ¡3) du plan, il passe deux 
coniques de l'espèce A, puisque 

(i) ( m2 -f- 3 ) ( a2 -f- £2 — 2a — 0—2(3 — m a)2 = o 

est une équation du second degré en donnant deux 
racines m' et m", lesquelles correspondent aux coniques 
A' et A". Cette équation développée s'écrit 

m2(P2— a2— 2a — i ) + 4/na? -f- 3a2 + ¡32 — 6a — 3 = o. 

Les valeurs de mf et m" seront réelles si 

4a2 ¡32-+- (a2 —• p2-}- 2a-4-i)(3a2-+- ¡32 — 6a — 3 ) > o 
ou 

(3 a51 — ¡32) (a2-4- £2) -h 4 (2a -f-1) — 3 ( 2a -f- i)2 > o. 

Le premier membre de cette inégalité représente une 
quartique ayant deux asymptotes parallèles l 'une à la 
droite D, l 'autre à la symétrique de I) par rapport à 
l'axe des x. Elle est tangente à l'axe des x au point où 
la droite D rencontre cet axe et elle coupe encore cet 
axe aux mêmes points que le cercle C. Cette quartique 
coupe aussi l'axe des y aux mêmes points que le cercle 
C e t la droite D. 

Pour que les valeurs mf et m" soient réelles, il faut 
donc que le point M soit situé dans la région positive 
de cette quartique. 

Le déterminant de la conique (A) a pour expression 

A = (m s H-3 ) ( /n*—1) . 

Suivant que (m 2 —1) sera positif, négatif ou nul, la 
conique A correspondante sera du genre hyperbole, 
ellipse ou parabole. 

On voit incidemment qu'en faisant m = z h 1 dans l'é-
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quation (i), on aura le lieu des points (a , (3) tels que 
l'une des coniques A passant par ces points soit une pa-
rabole. On trouve ainsi que ce lieu se compose des deux 
paraboles 

( a — [3)2 = 4a + 2. 

ill. Les équations des deux coniques A' et h!' sont 

(A') ( m ' 2 + 3 ) ( ^ 2 + / 2 - 2 x - i ) - i ( y — rri x)2 = o, 

(A") (m"2-^ 3)(x2^-y2 — _ m" x)2 = o. 

Elles peuvent s'écrire, en tenant compte de la rela-
tion (i) , 

( ft — m'a )2 ( x2 -H 72 — a a? — i ) 
— ( y — m'x)2 (a2 -f- ft2— 2a — i) = o, 

(ft — m/,a)2(^2H-72— 227 — i) 
— {y — m"x)2(a2-{- ft2 — 2a — i) = o. 

Or, par la combinaison de ces deux dernières équa-
tions, on peut former la suivante 

( y — m'x)2(fi — m" a)2 —(y — m"x)2(fi — ni a) 2 = o. 

C'est une conique passant par les quatre points d ' in-
tersection de A' et de Af/. On voit immédiatement 
qu'elle se compose des deux droites 

( 2 ) (y — m'x){fi — m"*) — ( y — m"x)($ — mrot)= o, 

( 3 ) ( y — ni'x)(fi — m'roL)^-{y — m"x)(fi — m' a)= o. 

Mais l'équation (2) développée devient, après qu'on 
a enlevé le facteur étranger [m'— m"), 

(2)' ccy — fix = o. 

En développant de même (3) et remplaçant (m*-h m") 
et ni m" parles valeurs 
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tirées de ( i) , on trouve 
( 3 ) ' P J K H - = o . 

La droite (2 y qui passe déjà par le point M rencontre 
done les coniques A' ou M en un second point M1 . La 
droite (3') rencontrera ces coniques aux deux points M2 

et M3 . 
Pour avoir les coordonnées de M4, M2 et M3, il faut 

donc chercher l'intersection des droites (2j ' et (3)' avec 
une conique quelconque passant par les points de ren-
contre de A' et A". Or, en retranchant l'une de l'autre 
les équations (A') et (A"), supprimant le facteur 
(77/—m") et remplaçant (m!-f- m'1) par sa valeur tirée 
de (3) , 011 obtient l 'hyperbole équilatère 

( 4 ) aft(72 — — 1)— — a2— 2a — 1 ) = o. 

C'est donc avec cette hyperbole (4) que nous allons 
chercher les points d'intersection des droites (2)'et (3)' . 

Coordonnées du point Mi. — Eliminons y entre 
(2)' et (4), nous obtenons une équation du second 
degré en x. En tenant compte que l 'une des racines 
est a, on trouve pour les coordonnées xK et yK de 

a S 
( M T ) = — > Y I = — - - • 

2a -f-1 ^ 2 a -b 1 

Coordonnées des points M2 et M3. — En éliminant 
de même y entre (3) ' et (4) , on obtient pour les coor-
données de M2 et M3 

ft[ft.-4-y/3(2a2-f- ft2—2a — 1 ) ] 
6 a2 -h 2 S2 — 6 a — 3 ' (M,) 

| #2 — < 

! 
(M,) 

_ — 3a[f t -4-y/3(2a 2-+-ft 2—2a —1)] 
6 a2 4 - 2 ft2 — 6a — 3 ' 

- — V /3(2a2H- ft2—2a —1)] 
— 6 a2 -i- 2 ft"2 — 6a — 3 ' 

) _ — 3a[f t — y/3(2a 2 -h ft2 — 2a — 1)] 
\ J K 3 _ 6a 2 -h 2ft2 — 6a — 3 
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J1 est à remarquer que, si le point (a, ¡5) est sur l'el-

lipse 2 a2-+- [32— 2 a — i = o , les deux coniques A'et A" 

sont tangentes entre elles au point x = — i , y = 
? 

IV. L'équation de l'hyperbole équilatère passant par 
M iVL M2M;J est toute formée : c'est l'équation (4). Il est 
facile de voir que cette hyperbole, quel que soit le point 
(a, ¡3), passe par les deux points situés sur Taxe des y et 
ayant pour ordonnées ± i, et qu'elle est tangente à l'axe 
des x , au point de rencontre de la droite D avec cet 
axe. Cette hyperbole passe donc bien par quatre points 
fixes. 

V. Si les cordes de direction m' et m" sont perpendi-
culaires, on a 

m ' m" — — i, 

et, par suite, la relation 

( f> ) a- -h P2 — 4 a — 2 — o, 

ce qui indique que le lieu du point M est le cercle (5). 
Si l'on élimine a et ¡3 entre les coordonnées de M, et 

l'équation (;V), on trouve pour le lieu de M, le cercle 
(5). De même, on retrouve le cercle si l'on élimine a 
et ¡3 entre les équations (3)', ( 4) et (5). Les quatre 
points M, M,, M2 et M3 sont donc sur un même cercle, 
lorsque les cordes de contact de A' et A" sont perpendi-
culaires. 

Ce résultat était à prévoir : en effet, les axes de 
chaque conique A sont l 'un parallèle, l'autre perpendi-
culaire à la direction m ; de sorte que, dans le cas où M' 
et M" sont perpendiculaires, les deux coniques A' et A" 
ont leurs axes parallèles et ont, par suite, leurs points 
d'intersection sur un même cercle. 
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Enveloppes des sécantes communes. — La question 

est r a m e n é e à la s u i v a n t e : 

Etant donné le cercle (5), on mène par Vorigine 
des coordonnées les deux sécantes (i)r et (3)/ qui ren-
contrent le cercle en M, M,, M2, M3 . Trouver l'enve-
loppe des côtés du quadrilatère MM t M2M3. (Il n 'y 
a pas lieu de chercher l'enveloppe des diagonales MM, 
et M2M3 de ce quadrilatère, puisque ces droites passent 
par l'origine.) 

Soit donc le cercle 

x2 -+- y2
 — 4

 x
 — 2 = 0 

et 
(6) ux -+- vy — 1 = o 

l'équation d'un des côtés du quadrilatère. L'équation 
des deux droites joignant l'origine aux points d'intersec-
tion de ce côté avec le cercle (5) est 

x2 -\r y2— 4x( ux -f- vy)— 2 {ux -+- vy)2 — o 
o u 

x2(i— 4 u — 2 u2 ) — 4c(i -+- u)xy -hy2{ 1 — 2c2)— o. 

Cette équation doit être identifiée avec 

( 3 oc x -f- fi y ) ( ¡3 x — a y ) — o 
ou 

3 ocfix2 -r- ( fi2 — 3 a2 ) xy — a fi y2 = o, 

ce qui donne 
1 — 2u2 — 4« _ — -h u) _ 1 — 2c2 

3¿fi - ft2—3a2 ~~ — a fi 

Pour avoir la relation liant u à y, on devrait éliminer 
a et ¡3 entre ces trois rapports et l'équation (5). Or, si 
l'on considère le premier et le troisième rapport, cette 
élimination se trouve toute faite, et l'on a la relation 
( 7 ) u2-\- 3c2 -+- iu — 2 = o. 

On reconnaît là l'équation tangentielle d'une ellipse 



( 452 ) 
dont l'équation ponctuelle est 
( 8 ) 2 ~ I X — 1 = O . 

Les sécantes communes à A! et A" enveloppent donc 
l'ellipse (8). 

Espèce des coniques A', A!1. — L'équation (î) de-
vient, en tenant compte de la relation (5), 

A/I2( 3 a2— P ) — Srnocfi— ( 3 a 2 — = o. 

Nous avons vu, au commencement de cet article, que 
c'est l'expression ( n i 2 — i ) qui par son signe montre 
l'espèce de la conique. Or, si nous posons 

o = m2 — i, 
nous trouvons pour les valeurs o' et o" correspondant à 
n i e t n i ' 

S' = ¡ M , 

On voit aisément que, si a et ¡3 sont de même signe, 
la conique A' est une hyperbole, la conique A" une el-

lipse. Si a et ¡3 sont de signe contraire, c'est A; qui est 
une ellipse et A" une hyperbole. 
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Quant aux points où le cercle (5) coupe les axes de 

coordonnées, ils correspondent à deux paraboles, dont 
les axes sont parallèles aux bissectrices des angles des 
axes. 

On peut encore remarquer que, lorsque ¡3 = a y/3, 
on a 

m = o et m!' — oo ; 

les axes des coniques Af et A" sont alors parallèles aux 
axes de coordonnées. 

APPLICATION D'UNE MÉTHODE D'ÉVALUATION DE LA SIMPLI-
CITÉ DES CONSTRUCTIONS A LA COMPARAISON DE 
QUELQUES SOLUTIONS DU PROBLÈME D'APOLLONIUS; 

P A R M . É M I L E L E M O I N E . 

Dans le numéro de juin 1892, page 227 de ce journal, 
se trouve le commencement d'un très intéressant article 
de M. Maurice Fouclié, sur le célèbre problème à' Apol-
lonius : Mener les cercles tangents à trois cercles 
donnés. Je ne connais pas de question particulière de 
Géométrie élémentaire qui ait donné lieu à tant de tra-
vaux, à tant de diverses et ingénieuses solutions. Il n'y a 
pour ainsi dire pas d'années où quelque géomètre n'ait 
publié soit une solution nouvelle, soit des remarques 
nouvelles, soit quelque démonstration nouvelle au sujet 
du célèbre problème; et la mine n'est pas épuisée, 
comme nous le montre M. Fouché. Une monographie 
complète de la question serait très intéressante à bien 
des égards et je regrette de ne pouvoir l 'entreprendre; 
mais la solution de M. Fouché étant, je crois, neuve 
comme construction et comme marche générale, je pense 
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intéresser les lecteurs des Nouvelles Annales/ tout 
en ne la comparant qu'aux célèbres solutions de Fiète, 
de Bobilliev et Gevgonne et à une solution très élégante 
de M. Mannheim, au moyen de la méthode d'évaluation 
(pic j'ai appelée : Mesure de la Simplicité et de VExac-
titude, sous le titre général de : Art des constructions 
géométriq ues. 

L'exposé de cette théorie tenant en quelques lignes, 
je vais la répéter ici. 

Pour permettre de comprendre complètement le dé-
veloppement de la comparaison des solutions, je don-
nerai aussi, comme application de la théorie, le symbole 
de toutes les constructions de détail qui entreront dans 
la mise en oeuvre de.s quatre solutions que je vais exa-
miner. 

Si I on veut bien me suivre, on s'apercevra que 
cette méthode, si simple dans son principe, exige cepen-
dant beaucoup d'attention, d'habitude et même de sa-
gacité pour être employée convenablement. 

T U É O I U E G É N É R A L E D E L A S I M P L I C I T É E T D E L ' E X A C T I T U D E 

D A N S L E S C O N S T R U C T I O N S G É O M É T R I Q U E S . 

Avec une règle, l'on ne peut faire, au point de vue du 
tracé, que deux opérations : 

i° Faire passer le bord de la règle par un point. 
Opération : (R4 ). 

•2° Tracer la ligne qui suit le bord de la règle. 
Opération : (R2) . 

Avec 1111 compas : 
i" Mettre une pointe en un point placé. 

Opération : (Ci) . 
Mettre une pointe en un point indéterminé d'une 

ligne tracée Opération : (C2) . 
Tracer le cercle Opération : (C3), 
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De sorte que toute construction géométrique, faite 
avec la règle et le compas, sera ainsi représentée théori-
quement par le symbole : 

Op. : ( M J l , + M 2 R 2 + N<C1 + N a C 2 + N 3 C 3 ) , 

M,, Ma, N m NO, j \3 étant des nombres entiers. 
Pour abréger le langage, je conviens que O(R) ou 

0 ( \B) signifiera : la circonférence dont le centre est O 
et le rayon R ou AB. 

Op. signifie : opération. 
J'appelle coefficient de simplicité, ou plus briève-

ment Simplicité de la construction, Je nombre 

Mi+Mî + N^Na-f -Na , 

qui représente le nombre d'opérations élémentaires que 
cette construction a exigées. 

J'appelle coefficient d'exactitude ou Exactitude le 
nombre M, N, -f- N2. 

M2, 1N~3 représentent respectivement le nombre de 
droites et de circonférences tracées ( 1 ) . 

( l ) Expliquer ici q u e l l ^ e s t l'idée qui a guidé notre choix dans les 
symboles, le but que poursuit cette représentation des constructions, 
quelle est la raison qui nous a fait assimiler les deux opérations 
suivantes : mettre la pointe d'un compas en un point placé, opération 
que nous appelons Ct et l'opération manuellement différente de mettre 
la pointe du compas en un point donné B lorsque l'autre est maintenue 
en A, ce qui arrive pour prendre entre les branches du compas la 
longueur AB, . . . , expliquer cela et bien d'autres questions qui pour-
raient venir à l'esprit du lecteur, nous entraînerait à des développe-
ments beaucoup trop longs et nous renvoyons à notre Mémoire 
donné à l'Association française pour l'avancement des Sciences, à 
Oran, en J888, et surtout celui que nous venons de présenter au 
Congrès de Pau (septembre 1892). Qu'il nous suffise de prouver 
l'utilité de notre méthode en en constatant un résultat : nous avons 
montré, par son aide, que toutes (à très peu près) les construc-
tions fondamentales données séculairemcnt dans les éléments de 
Géométrie étaient trop compliquées; même : mener par un point. 
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A P P L I C A T I O N S D E L A T H É O R I E R E L A T I V E S A U X S O L U T I O N S 

C O M P A R É E S D U P R O B L E M E D ' X A P O L L O N I U S . 

I. Tracer une droite quelconque.. . . Op. : (Ro). 

II. Tracer une droite passant par un point placé. 
Op. : ( R , + R 2 ) . 

III. Tracer une droite passant par deux points 
placés Op. : (aR, 4 -R 2 ) . 

IV. Tracer un cercle de rayon et de centre quel-
conques Op. : (C3). 

V. Tracer un cercle de rayon quelconque dont 
le centre est donné Op. : (Ci -f- C3). 

VI. Prendre une longueur donnée AB entre les 
branches d'un compas. Il faut mettre une pointe 
en A, une autre en B Op. : (2C, ). 

VII. Tracer un cercle cle centre et de rayon donnés. 
Op. : (3C, -t-C3). 

VIII. Porter sur une ligne donnée, à partir d'un 
point placé de cette ligne9 une longueur don-
née Op. : ( 3 C ^ + C s ) . 

IX. En un point donné A sur une droite AB mener 
une droite AC qui fasse avec AB Vangle CAB 
égal à un angle donné XOY. 

Je trace O(R) , A(R) Op. : (aC,-H a C 8 ) i 
Il est un rayon quelconque. 

une parallèle à une droite, cl nous en avons donné d'autres (Con-
iirôs de Pau), les unes un peu plus simples, d'autres de moitié plus 
simples. 
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Je prends sur 0 ( R ) la corde de l'angle XOY et 

je la reporte sur A(R) , etc. . Op. : ( 3 C , - J - C 3 ) ; 

Je trace AC Op. : (-¿R, + R 2 ) : 

En tout : Op. : (2R, -h R 2 4 - 5C, + 3 C 3 ) . 

Simplicité, 1 1 ; exactitude, 1 droite et 3 cercles 
à tracer. 

X. Tracer un ceicle passant par trois points 
M, M', M". 

Je trace trois cercles M(R) , M'(l l) , M"(R), 
R étant suffisamment grand pour qu'ils se coupent 
deux à deux Op. : (3C, H- 3 G ) . 

Je trace deux de leurs intersections deux à 
deux; elles se coupent au centre K du cercle 
cherché Op. : -f- 2 L ) . 

Je trace le cercle K(KM). Op. : (2C, -f- C3). 
C'est le cercle demandé. 

Symbole :Op . : (4R, + 2R.-+-5C, + 4 Q { ) . 

Simplicité, i5} exactitude, 9 ; % droites, 4 cercles. 

XI. Mener une perpendiculaire au milieu d'une 
droite donnée. 

Je trace avec un rayon suffisant C(R) , C ;(R). 
Op. : (2C1 -h 2C 3 ) . 

Je trace l'intersection de ces deux cercles. 

Op. : - ( 2 R, + R 2 ) . 

En tout : Op. : (2R, -f- R2 -f- 2C< -i- :>X3). 

Simplicité, 7; exactitude, 4 î 1 droite, 2 cercles. 
XI.bis. D'un point A extérieur à une droite T , 

abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 
Je trace A(R) , R étant assez grand, pour que 

A(R) coupe T Op. : (C, - f -C 3 ) . 
A(R) coupe T en B et C. 
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Je trace B(R), C ( R ) qui se coupent en A', et 

je trace AA'. Op. : (2 R< + R> -f- aC, + aC 3 ) . 
En tout : Op. : (VR, -f- l\> - r 3C, -b 3C 3 ) . 

Simplicité, 9} exactitude, 5 ; i droite, 3 cercles. 

XII. Par un point O", mener une parallèle à une 

droite 00'. 
D'un point quelconque je décris un cercle 

À(ÀO") qui coupe 0 0 ' en O et en O'. 
Op. : (C, + C 3) . 

Je prends 0 0 " Op . : ( a C , ) . 
et je trace 0 ' ( 0 0 " ' ) qui coupe \ ÇkO") (du même 
côté de 0 0 ' que O") en A. . . Op. : (C, + C 3 ) . 

Je trace 0 " A qui est la parallèle cherchée 
Op. : ( a R , 4-R,>). 

obtenue par le symbole 

Op. : (•> B, — R . - f - . t C , -f-aC. ,) . 

Simplicité, 9 ; exactitude, 6 ; 1 droite et 2 cer-
cles à tracer. 

Remarquons que cette construction de la pa-
rallèle menée par un point h une droite donnée; 
est 1111 peu plus simple que la construction clas-
sique indiquée, depuis Euclide, dans tous les 
Traités de Géométrie, car celle-ci a pour sym-
bole 

Op. : («R, + R 2 + 5 C , -h 3C 3 ) . 

Simplicité, 11 ; exactitude, 7 ; 1 droite et 3 cer-
cles à tracer. 

Et, pour ce problème, ce n'est même pas la 
seule qui soit plus simple que la construction 
séculaire des Traités de Géométrie. 
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XIII Tracer la tangente à un cercle donné A de 

centre O en un de ses points M. 
Je trace M (MO) qui coupe le cercle A en B. 

Op. : (aC, - t -C 3 ) . 
Je trace B(MO) qui coupe le cercle M (MO) 

en G Op. : (G, + C3). 
Je trace C(MO) qui coupe le cercle B(MO) 

e n D Op. :(C, + C 3 ) . 
Je trace MD Op. : (a R, + R, ). 

O p . : (a i l , -h U2 H- 4 Q + 3 C a ) . 

Simplicité, 10; exactitude, 6 ; i droite, 3 cercles. 
Cette solution est aussi un peu plus simple 

que les solutions classiques. 
Nous supposons toujours,dans cet article, que, 

quand un cercle est donné, son centre est placé 
sans avoir à le déterminer préalablement. 

XIV. Mener d'un point H extérieur les deux tan-
g entes à un cercle O. 

Je trace un diamètre quelconque MO p. 
Op. : (R, + R 2 ) . 

Je prends OH et je décris M(OH) , p.(OH) 
qui se coupent en E Op. : (4Cj -b 2C3). 

Je prends EO et je décris H ( E O ) qui coupe la 
circonférence O aux points de contact cherchés 
A et A, O p . : ( 3 C , H-C3) . 

Je trace HA, A, 11 Op. : (4R1 + a l l 2 ) . 

Op. : (5R, + 3R2 + j C . + SC,). 

Simplicité, 12; exactitude, 1a; 3 droites, 3 cer-
cles. 

Remarquons encore que cette construction est 
plus simple que les constructions classiques : il 
suffit d'en chercher les symboles pour le voir. 
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XV". Placer les centres de similitude <o et to' de 

deux circonférences. 

Soient A et B les centres des deux circonfé-
rences. 

Je trace AB qui coupe la circonférence A en A' 
et A", la circonférence B en B' et B", A' et B' 
étant pris entre les centres A et B. 

Op. : ( 2 R , + R 2 ) . 
Sur la circonférence A je prends : 

corde A1 a — A'a" = A'A.. . Op. : ( 2 C , + C 3 ) . 
Sur la circonférence B je prends : 

corde B" ¡3' = B" B . . Op. : ( 2 C , 4- C3). 
a' et ¡J' étant pris du môme côté de AB. 

Je trace a'^' qui 111e donne co par son intersec-
tion avec AB Op. : (2Pi, + R o ) . 

Je trace a"¡Ï' qui me donne 0/ par son inter-
section avec A B Op. : ( 2 R, -+- R2 ). 

Op. : (4 K, -+- a R . -h (>C, 4- 3C3). 

Simplicité, 15 ̂  exactitude, 10; 2 droites, 3 cer-
cles. 

Solution graphiquement beaucoup plus simple 
que les tracés classiques 5 nous 11e répéterons plus 
cette remarque qui 's'applique à presque tous les 
tracés que nous donnons ici. 

XVI. Tracer les quatre axes de similitude des trois 
circonférences O, 0 \ O". 

Je trace 0 0 ' , O'O", 0 0 " . Op. : (6 M, + 3R2). 
Par Ov, je mène une parallèle à 0 0 ' . 

Op. : (2R< -+- R2-f- 4 c , -+- 2 C 3 \ 
Je 11'ai plus qu'à joindre les extrémités des 
rayons parallèles ainsi obtenus dans les trois cir-
conférences O, O', O" en traçant 4 droites qui 
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placent les 4 centres de similitude de O et de 
O", de O ' e t de O" Op. : (8R , -I- 4K2). 
Ces 4 centres de similitude me permettent de 
tracer immédiatement les 4 axes de similitude 

Op. : (8R, -+-4R2), 
qui se trouvent tracés par le symbole 

Op. : (24R, + 1 2R0-f- 4C* H- 2C 3 ) . 

Simplicité, 42 ; exactitude, 28; 12 droites, 2 cer-
cles. 

XVII. Placer le centre radical de trois circonfé-
rences données A, B, C. 

Je trace deux circonférences O et O', qui 
rencontrent les trois circonférences données. 

O p . : ( 3 C S ) . 

Par leur moyen j'ai les axes radicaux de B et A 
et de B et C en traçant 8 droites. 

Op. : (16R, 4 - 8 R 0 ) . 

Op. : (i6Pn 4 - 8 R 0 + - 2 C 3 ) . 

Simplicité, 26; exactitude, 16; 8 droites, 2 cer-
cles. 

XVIII. Placer le pôle p d'une droite T par rapport 
(ï une circonférence A de centre A. 

Deux cas à examiner : 
i° T coupe A en M et en N. 
Je mène la tangente en M au cercle A. 

O p . : ( 2 R , H - R 2 - M C , + 3 C 8 ) . 

Je trace N(NA) qui coupe en O le cercle 
M (M A) déjà tracé pour avoir la tangente en M. 

Op. : ( C , + C 3 ) . 
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Je trace AO qui coupe J a tangente en M au 

pole cherché p Op. : (2R, + R2) . 

O p . : ( 4 R < + 2 R 2 + 5 C < h - 4 C 3 ) . 

Simplicité, 15 ; exactitude, 9 ; 2 droites, 4 cercles. 

2° T 11e coupe pas le cercle A. 
Cette solution s'applique même si T coupe A, 

pourvu que la distance de A à T soit supérieure 
à la moitié du rayon de A. 

De A j'abaisse sur T une perpendiculaire dont 
le pied est F et qui coupe A en K du même côté 
du centre A que F. 

O p . : ( 2 R 1 h - R 2 + 3 C j + 3 C 3 ) . 

Je décris F (FA) qui coupe Je cercle A en Ii. 
Op. : (2C< 4- C3). 

Je décris H (MA) qui coupe AF en p. 
Op. : ( 2 C , 4 - C 3 ) . 

p est le pôle cherché; car les deux triangles 
isosceles semblables AFH, AH/> ont le côté AH 

commun. Donc AH ou le carré du rayon de A 
égale A p X AF. 

Op. : ( 2 R f + R 2 + 7C I + 5C3). 

Simplicité, 15 ; exactitude, 9; 1 droite, 5 cercles. 
Ces deux solutions constituent à elles deux 

une construction générale. 

Problème d'Apollonius. 

S O L U T I O N D E V I È T E . 

Je ne donnerai pas le développement de l'énoncé de 
cette solution si connue, qui consiste à ramener le pro-
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blême à celui de la circonférence tangente à deux cir-
conférences et passant par un point, etc. 

Soient A, B, C les centres des trois circonférences 
ayant pour rayons R a , R c , nous ferons l'hypotlièse : 
Rtf > RÔ > R c . L'hypothèse de l'égalité de deux ou des 
trois rayons amènerait des simplifications dans le sym-
bole général de la construction, mais nous n'examine-
rons, dans les quatre solutions que nous comparons, 
que le cas général de l'inégalité des trois rayons, car 
nous ne faisons nullement ici une discussion complète 
des solutions. 

Je trace AB qui coupe la circonférence A en a et a', la 
circonférence B en b et b' ; a et b étant les points les 
plus rapprochés Op. : (2R 1 -4-R 2 ) . 

Je prends R c Op. : (C< -+- C2) . 
Je reporte Rc sur AB de part et d'autre de b' en fi et -, 

¡3 étant entre b' et B. 
Je reporte Kc sur AB de part et d'autre de a! en a et a, : 

a étant entre a ' et A Op. : (2C t -b 2C3). 
j 'appelle a2 et ¡32 les seconds points où A ( A a ) et 
B(Bj3) coupent AB, points qui se trouvent placés quand 
011 a tracé les quatre cercles qui suivent. 

Je trace A ( A a ) , A( Aa1 ), B(B(3), B ( B ^ ). 
Op. : ( 6 C 4 + 4 C , ) . 

Je vais maintenant déterminer les centres des quatre 
circonférences tangentes à A ( A a ) , B(Bj3) et passant 
en C-, pour cela, je place les centres de similitude 
directe et inverse w et to' de ces deux circonférences 
A ( A a ) , B(B^) . 

Op. : (4R< + 2R0 4- 4C, +• 2C3) 
en économisant le tracé de AB déjà sur l 'épure. 

Je trace Cw Op. : ( aR < -4 -R 2 ) . 
Parmi les quatre solutions des circonférences tan-

gentes à B(BfJ), A ( A a ) et passant en C, deux coupe 
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iout o) C en un point C , les deux autres en un point C 

Or on sait (pie l'on a 

L07.., X O>£2 = w G X 10 c t w a X ~ 10 ^ X W ; 

doue, si je fais l'angle caouC' = ooC [32, je placerai C par : 
Op. : O R , 4- R a - h 6 C , 4 - 3 C 3 ) , 

car je n'ai pas besoin de tracer C 432 : il suffit de décrire 
les cercles C(C[32), a 2 (Cf i 2 ) et de prendre sur a 2 ( C 3 2 ) 
un arc égal à celui qui est compris sur C ( C ^ 2 ) entre [J2 

et la droite Cw, etc. 
Je place de même C/; par : 

Op. : ( a R 1 4 - R 2 - + - 6 C 1 - f - 3 C 3 ) . 
Je trace maintenant les deux circonférences passant 

par C et (7 et touchant B(B¡3) et les deux circonférences 
passant par C et C" et touchant B(B[Ï). 

Pour cela, je décris une circonférence quelconque pas-
sant par Cet C , mais coupant B(B ¡3). Op. : (3C4 + 3 C3). 

Je trace l'intersection de cette circonférence et de 
B(B ¡3) droite qui coupe CC; en y . . Op. : (2H, 4- R 2) . 

Je mène de y les deux tangentes à B(B ¡3), mais comme 
je 11'ai besoin que de leurs points de contact P et P ' je 
ne trace pas en réalité ces tangentes, et je n'ai pas à 
tracer non plus un diamètre quelconque de B(BJ3),car 
je puis me servir d'un diamètre déjà tracé : j'ai donc les 
points de contact par : Op. : (yC 1 -f- 3C 3 ) . 

Je trace la perpendiculaire au milieu de C C . 
Op. : ( 2 R l H - l l 2 - f - 2 C l - h 2 C 8 ) . 

Je trace BP, BP' qui coupent cette perpendiculaire 
aux points O, , 0 2 Op. : (4R, 4- 2R0), 
<pii sont les centres des deux circonférences passant en 
C et C et tangentes à B( B jV). circonférences que je n'ai 
pas besoin de tracer. 

J'aurai les centres O s , O- des deux circonférences 
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tangentes à B(Bjî) et passant par C et C" par le sym-
bole Op. : (811,-f- f l l > + n C , - f - 7 C : î ) , 
en opérant de même que pour avoir O, et 0 2 et en 
remarquant que j'ai pu économiser uu C, et un C3, 
si j'ai traeé en même temps sans déranger les branches 
de mon compas la perpendiculaire au milieu de CC et 
la perpendiculaire au milieu de CC". 

11 nous faut maintenant placer aussi les quatre cen-
tres 0<, OJ,, O3, 0'4 des quatre circonférences passant 
par C et tangentes à A ( A a , ) et à B ( B ^, ) ; je les aurai 
par le symbole Op. : (a/jR, 4- 1 î é H — -h 23C3), 
comme on peut le voir en récapitulant ce que nous 
avons fait depuis que nous avons tracé les quatre cir-
conférences A(Aa) , A ( A a , ) , B(B t3), B ( B ^ ) . 

Les centres O,, 0 2 , . . . , 0 4 , O',, . . . , 0Fi des huit 
circonférences cherchées sont donc placés; il nous reste 
à tracer les circonférences elles-mômes. 

Pour tracer celle dont le centre est 0 H , je remarque 
que O j B déjà tracée pour placer O, coupe en Q la 
circonférence donnée de centre B, et qu'en traçant 
0 , ( 0 , Q) O p . : (2C, + C3), 
j 'aurai la circonférence cherchée. 

Les sept autres seront de même données par 
O p . : ( I 4 C , 4 - 7 C 3 ) 

La construction totale que nous venons de faire se 
résume par le symbole 

Op. : ( 5 2 R , - b 2 6 R 2 + i o i C , + C 2 + 5 9 C 3 ) . 

Remarquons que, dans la construction, j'ai dit que je 
traçais A ( A a ) et A(Aa , ); je l'ai fait pour ne pas trop 
interrompre l'exposé de la construction, mais ces cir-
conférences ne servent pas, je n'utilise que les points 7. 
et a, situés sur AB et préalablement marqués; je ne 
dois donc pas tracer ces circonférences et j'économise 
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ainsi Op. : (4C, -f- 2C3); 
d'un autre côté, comme ou se trouvait placé par le tracé 
de A(Aa) je dois le placer. J'aurai de même à placer 
le point d ^ autre extrémité du diamètre de A(Aa, ) , car 
j'aurai besoin de a% pour placer 0'4, Oj,, 0 ! p O', comme 
j'ai eu besoin de ou pour placer O i ? 0 2 , 0 : l , O, . Je place 
ces deux points par Op. : (C,-4-C3) . 
Cette modification n'économise donc en réalité que 

Op. : OC,H-Ca) . 
De sorte que la construction de ïiète (faite aussi 

économiquement que j'ai pu le faire par une recherche; 
systématique, ce qui 11e veut pas dire qu'aucune sim-
plification possible ne 111'a échappé) est représentée par 
le symbole 

O p . : ( j a R . + ^ R o + y S C i - f - C o - t - S S C a ) . 

Simplicité, 234; exactitude, 101; 26 droites, 58 cer-
cles. 

S O L U T I O N D E G E U G O ^ N E E T D E B O B I L L I E K . 

Soient A, B, C les trois circonférences données dont 
j'appelle les centres A, B, C. 

Règle générale de la solution. 

Je trace les quatre axes de similitude T , T ^ TV 
Je place le centre radical to des trois circonférences 

données. 
Je place les pôles />, <7, r ; ( j a , 'V, . . . des quatre 

axes de similitude par rapport aux circonférences A, 
B, C. co/>, 107, (o/- coupent respectivement A aux points 
a ct a\ B en b et b\ C en c et c', a , c étant plus rap-
prochés de oj respectivement que b', c'. 

Les circonférences abc, a'b'c' sont tangentes aux 
trois circonférences données. 
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On aurait de même les couples de circonférences 

ciahaVa*) • • en traçant iùf)a, Lùqa, co/'«, . . . . 

Construction. 

Je trace les quatre axes de similitude. 
Op. : (241^ -f- 12 IL + 4G, 4- a C j ) . 

Je place le centre radical ta. 
Op. : ( i 6 R , - | - 8 R 2 4 - a C s ) . 

Je clierclie les douze pôles p , r/, /•, . . . des quatre 
axes de similitude par rapport aux trois circonférences 
données. 

Pour trouver un pôle, nous avons vu que, suivant les 
positions de T par rapport au cercle, il faut employer 
deux constructions diiïérentes dont les symboles sont : 

Op. : (4R, + 2 R 2 4 - 5 C l - M C i ) , 
et Op. : ( 2R, - f - R 2 - H 7 C , -f-5C : {). 

Mais, comme ils sont équivalents, nous supposerons 
sans inconvénient, pour évaluer le symbole de la con-
struction, que nous employons la seconde. 

Les douze pôles se trouveront donc par 
O p . : ( 2 4 1 1 * H - I A R 2 + 8 4 C , - H - 6 O C 3 ) . 

Je joins les douze pôles au point co. 
Op. : ( 2 4 R H - i a R 2 ) . 

Ce qui place les huit circonférences chacune par 
leurs points de contact. 

Pour en tracer une, je joins le point À au point de 
contact de cette circonférence sur la circonférence A et 
le point B au point de contact P de cette circonférence 
avec la circonférence B. 

J 'ai ainsi son centre O, par deux droites. 
Enfin je trace 0< (Ot P) . 
Les huit circonférences seront donc tracées par 

Op. : ( 3 2 R , - t - i 6 R 2 - H i 6 C , - i - 8 C 3 ) . 



( 468 ) . 
et le symbole de la construction totale sera 

Op. : (i20Pi, -4- 6 O R 2 -f- 1 0 4 C , -f- 72C3). 

Simplicité, 3S(>; exactitude, 224* 60 droites, 72 cer-
cles (•). 

S O L U T I O N D E M . F O U C H É . 

Je nie reporte à la fig. 2, p. 235 des Nouvelles An-
nales-, 1892, et je signale d'abord dans cette figure 
deux erreurs de lettres : 

i° La lettre 3V qui est placée à coté de A' doit être 
placée à la deuxième intersection du cercle MM/M77 et 
du cercle O'. 

2" L'intersection de la droite NQ et du cercle O qui 
est marquée IV doit être marquée ]N , . 

Je vais faire l'analyse graphique de la construction 
en supposant toujours que je veux tracer les hui t cercles 
tangents aux trois cercles donnés; pour éviter des re-
dites ¡ adopte sans les expliquer de nouveau les nota-
tions de M. Fouché. 

Je trace les quatre axes de similitude; nous avons vu 
qu'on les obtient par le symbole 

Op. : (2411* + 12R0 + 4C, -f- aC»). 
Je prends ensuite un point M arbitraire sur la cir-

conférence O. . . . , mais, puisqu'il est théoriquement 
arbitraire, je dois choisir le plus avantageux possible et 

(M Nous pourrions suivre de plus près la construction en appe-
lant / le nombre de positions de T pour lesquelles nous employons 
la première méthode de construction du pôle ; 1 2 — / sera le nombre 
de positions pour lesquelles nous employons la seconde et le symbole 
serait : 

Op. : [(.>/ + , -¿o ) H, ( / -f- 60 ) U2 -r ( 104 - 2 / ) Ct -h ( 72 — / ) C, ] 

mais celle spécification nous semble inutile en général. 
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je prends pour M une intersection de la circonférence O 
avec 00". 

.M" se trouve placé et j'obtiens M' en traçant MS". 
Op. : ( a R , - f - R 2 ) . 

Je trace le cercle M M'M". 
Op. : (4 R, 4- aR 2 -h 5 0 , 4- 4C„). 

Je trace MN qui coupe 0 0 ' en H. Op. : ( a H, 4- li2). 
Je cherche les points de contact des deux tangentes 

HA, HA, menées de H au cercle O. Op. : ( j C , 4- 3C ; Î). 
Je les ai par ce symbole très simple parce que : 
i° Je n'ai pas besoin de mener le diamètre MOp de 

la construction XIV, puisqu'il y a déjà le diamètre i\IO 
sur la figure. 

Je n'ai pas besoin de tracer les tangentes HA, HA,, 
puisque je ne me servirai que des points de contact 
A et A,. 

Je place les antihomologues A', A", A'n A'j de A et 
de A, sur les deux autres cercles en menant quatre 
droites Op. : ( 8 R , 4 - / | R 2 ) . 

Je trace OA, O'A' qui se coupent en to. 
Op. : (4R,- t -aR, , ) . 

Je trace OA,, 0'A'4 qui se coupent en to,. 
O p . : (411, 4 - 2 l i , j . 

Enfin je trace co(co A), to,(co,A,). 
O p . : ( 4 C , 4 - A C : I ) , 

qui sont la circonférence touchant extérieurement et la 
circonférence touchant intérieurement les trois circon-
férences données. 

Je vois que tout ce qui a été fait jusqu'au tracé deMN 
inclus sert pour tracer les trois autres groupes de deux 
circonférences qui compléteront la solution^ je n'ai donc 
qu'à répéter trois fois le symbole de ce qui a été con-
struit après le tracé de MN, c'est-à-dire à répéter trois 
fois Op. : (20R, 4- ioR2 4- i i C, 4- 5C3)? 
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et ajouter cela au s y m b o l e des constructions analysées 
en détail jusqu'ici, pour avoir la construction totale 
ainsi obtenue par le symbole 

Op. : ( i i 2 R , - H 5 6 R . » 4 - 5 3 C i - b a 6 C s ) . 

Simplicité, 247; exactitude, i65-, 56 droites, 26 cer-
cles. 

S O L U T I O N D E M . M A N N H E I A T . 

Cette solution se trouve dans ce Journal, 1885, 
p. 108. 

Soient O, 0 | , Os les trois circonférences; o, oif o2 

leurs centres. Je mène par o, o{, o2 trois rayons pa-
rallèles et de mcine sens. 

Soit rt uti point quelconque de O. 
Au moyen de rayons parallèles, je construis sur O, 

et 02 ,<7,, ai antiliomologues de a et a[> antihomologue 
de <7, sur 0 2 . 

Au moyen d'un autre point quelconque a sur O je 
construis a2 , analogues à a2, a[y. 

Les droites a2 a!,, a[)a.2 se coupent en K, a 2 a 2 , a[tyJ0 

en K'. 
La droite KK' coupe 0 2 en deux points M2 , M!, qui 

sont les points de contact de 0 2 avec deux des circonfé-
rences demandées. 

Ces circonférences touchent O et O, en des points 
qui sont les antihomologues de M2 et de M',. 

Pour construire les trois autres couples de deux solu-
tions, il faudra mener par o, o1? o2 des rayons paral-
lèles, mais non plus de même sens. 

Je désignerai par -f- Je sens adopté pour obtenir M2 

et M!, et par — le sens opposé; nous prendrons pour 
les trois autres couples, les trois combinaisons de sens 
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déterminées par le Tableau suivant : 

Sens des rayons menés Par o. Par o,. P a r oa. 

Pour un des trois c o u p l e s . . . — — -f-
P o u r le d e u x i è m e — -4- -+-
P o u r le tro is ième H- — -+-

Constr action. 

Traçons oo{ qui coupe O en a, a et en , a 
Ces quatre points se succédant sur 00\ dans l'ordre 

a, <7, a , , a4 Op. : ( 2 ! ^ - h Ko). 
Puisque les points indiqués a et a dans l'énoncé de 

la solution sont quelconques sur O, je prendrai pour 
ces points ceux que nous venons de nommer ainsi 
sur ooi. 

Je mène par o2 une parallèle à oo{ qui coupe 0 2 en 
A et B, les points A, o2 , B se trouvant placés de façon 
que A00B donne le sens -h . 

Op. : (2li4 4- Ra + 4 C , - h 2 C s ) . 
En suivant la solution indiquée, ou verra que les 

huit points de contact se trouveront placés sur 0 2 en 
opérant ainsi. 

Tracer les huit droites qui joignent les quatre points 
a, a , a , , a, à A et à B Op. : (16R, + 8R 2 ) . 

Pour avoir chaque couple de points de contact il faut 
encore mener cinq droites, en tout vingt droites. 

Op. : ( i o R ^ a o R a ) . 
Traçons maintenant les huit circonférences, d'abord 

celle qui touche 0 2 en M2-, pour trouver le point Mi où 
elle touche O, , je joindrai M2 au centre de similitude 
convenable de 0 4 et de 0 2 , lequel est déjà placé sur 
l'épure par les droites menées de aK et a, à A et à B, et 
je tracerai 0 2 M 2 , 0 4 M Î qui se couperont au centre du 
cercle à tracer. Je tracerai ce cercle. 
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Les huit cercles seront donc tracés par 

Op. : (48 11, -i- 2 4 R . 4 - i6C, 4- 8C 3 ) 
et la construction totale aura pour symbole 

Op. : ( io8R, -t- 54R04- aoC, H- i o C 3 ) . 

Simplicité, 192 5 exactitude, 128}54 droites, 10 cercles. 

Résumé . 

La solution de Viète donne comme symbole 

Op. : (5aR, 4- 2(3R2-+- 98 c , 4- C 2 4 - 58 C3) . 

Simplicité, 2.34; exactitude, 1 51 ^ 26 droites, 58 cercles. 

Celle de Bobillier et Gcrgonne : 

Op. : ( i2i II, + GoR2 —{— 1 o4 C, 72 C3 ). 

Simplicité, 356-, exactitude, 224; Go droites, 72 cercles. 

Celle de M. Maurice Fauché : 

Op. : (112 B, 4- 56R 2-f- 53C, 4- 26C, ) . 

Simplicité, 247 i exactitude, 165 ^ 56 droites, 26 cercles. 

Celle de M. Mannheini : 

Op. : ( io8R, 4- 5 4 R 2 4 - 20C, 4- i o C 3 ) . 

Simplicité, 192*, exactitude, 128; 54 droites, 10 cercles. 

La moins bonne pour la construction est donc la 
célèbre et didactiquenient élégante solution de Bobil-
lier et Gergonne; son coefficient de simplicité, c'est-
à-dire le nombre d'opérations élémentaires qu'elle 
exige, est : 350. Cela surprendra certainement au pre-
mier moment beaucoup de géomètres-, j'ai été bien sur-
pris moi-même. 
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Les deux solutions de M. Fouclié et de Fiète s 'équi-

valent à peu près, avec une supériorité cependant du 
côté de la seconde. 

Celle de M. Mannheim, qui n'avait, par conséquent, 
point été suffisamment remarquée, est de beaucoup la 
meilleure au point de vue où nous nous plaçons, mais 
bonne pour le cas général, elle ne s'applique pas à tous 
les cas particuliers ; je ne vois point, par exemple, 
comment elle conduit à la construction des cercles 
tangents à un cercle, à une droite, et passant par un 
point. Si c'est une infériorité théorique, elle importe 
bien peu au dessinateur; car lorsque parmi les cercles 
donnés il y en a qui sont les variétés : point ou droite, 
le problème est plus simple à résoudre que le problème 
où Ton a réellement trois cercles; elle s'applique du 
reste à plusieurs de ces cas particuliers. 

J'avais déjà comparé, en 1888, dans le journal Ma-
thesis, p. 241, les deux solutions de Fiète et de Bohillier 
et Gergonne, et j 'avais donné les symboles suivants : 

Solution de Fiète : 

Op. : ( I O O R , + 5 5 R 2 - F - 9 1 C 4 5 C 2 + 84C3). 

Simplicité, 335; exactitude, 196: 55 droites, 84 cercles. 

Solution de Bohillier et Gergonne : 

Op. : (169R, -+ -85R a -h I 3 4 C , - T - 1 1 2 C 3 ) . 

Simplicité, 5oo : exactitude, 3o3 ; 85 droites, 112 cercles. 

Résultats très sensiblement dans le même rapport 
(jue ceux que nous venons de donner, mais numérique-
ment fort différents. La raison de cette différence vaut la 
peine que nous l 'expliquions; car elle est une démon-
stration par le fait de l'utilité de Y art des constructions ; 

Ann. de Mathémat3e série, t. XI. (Novembre 1892.) 33 
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d'abord, je venais d'avoir l'idée de la méthode de com-
paraison que j'ai exposée ici et je n'apportais pas tou-
jours, dans les applications que j 'en faisais, toutes les 
simplifications dont la méthode est susceptible; ensuite, 
et surtout, je me servais des constructions classiques 
que j'avais nombrées telles quelles, sans examen; car, 
je ne me doutais pas — ce que la méthode m'a montré 
depuis — que ces constructions classiques si ancienne?., 
si universellement adoptées, étaient presque toutes trop 
compliquées; ainsi j'employais, par exemple, pour con-
struire le pôle d 'une droite, une construction classique 
dont le symbole avait 22 pour simplicité au lieu de i5, 
comme celui de la construction employée maintenant 
par nous, etc. 

SUR LA DISCUSSION ET LA CLASSIFICATION DES SURFACES 
DU DEUXIÈME DEGRÉ; 

P A R M . G I I . M É R A Y , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Dijon. 

1. Quoique cette question appartienne aux éléments, 
qu'elle en soit même une des plus rebattues, sa solution 
ne 111e paraît pas avoir atteint encore le dernier degré 
de la perfection. Le procédé maintenant en faveur pour 
la discussion comporte une décomposition du premier 
membre de l'équation en carrés d'expressions linéaires 
spéciales dont le mode de formation varie avec les cir-
constances et dont les rapports avec les coefficients sont 
obscurs et sans intérêt; il faut ensuite étudier, à divers 
points de vue, le système de ces expressions. C'est, en 
somme, un instrument composite, d'occasion en quelque 
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sorte aussi, qui fonctionne sans régularité ni élégance. 
Quant à la considération du centre qui joue toujours 
le rôle principal dans la classification, elle est fort mal 
liée à la nature intime de ces surfaces, car elle conduit 
tantôt à en rapprocher de très dissemblables, comme le 
cône et l'ellipsoïde, tantôt à en séparer d'autres, telles 
que riiyperboloïde et le paraboloïde réglés, telles encore 
que deux paires de plans, non parallèles dans l'une, pa-
rallèles dans l'autre, dont les propriétés générales sont 
identiques. 

Je vais essayer de traiter cette matière avec plus d'uni-
formité et de précision en assignant des fondions dé-
terminées des coefficients, dont la nullité et les signes 
indiquent immédiatement la variété de la surface cor-
respondante, en modifiant aussi la classification dans 
un sens qui semble la rendre plus nette et plus maté-
rielle. 

P R É L I M I N A I R E S S U R L E S F O R M E S Q U A D R A T I Q U E S . 

2. L'étude des formes d'un degré quelconque exige la 
connaissance approfondie des propriétés de toutes celles 
de degrés moindres et surtout des formes linéaires pour 
lesquelles je renverrai quelquefois le lecteur (par un 
numéro précédé de la lettre L.) à mon opuscule inti-
tulé : Exposition nouvelle de la théorie des formes 
linéaires et des déterminants ( * ). 

Le type d'une forme quadratique de largeur c'est-
à-dire à l variables xiy x2, . • •, Xi, est 

(1) f ( X\, «2*2 5 = 

( ' ) Paris, Gauthier-Villars et fils; 188',. 
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où chacun des indices i, j prend, indépendamment de 
J'autre, les valeurs 1 ,2 , . et où a i j = a j , ¿désignent 

les coefficients. 1.1 
Quand tous les coefficients portant quelque indice su-

périeur à A < / sont = o, ou bien quand on fait 

= a ? > . + 2 = . . . — x / — o , 

cette forme se réduit en fait à 

atjXiXj ( h j =1 ,2 , 

forme en .r , , x2y . . •, xx de largeur seulement. 
Il est très utile de considérer les coefficients at-j 

comme éléments de l'abaque carré symétrique ( L . 4 ) , 

«2,1» <̂ 2,2, «2,̂ , 

a>i,\> <*/,/» 

que je nommerai Y abaque de la forme (1). Il se confond 
avec celui du système des l formes linéaires en 

x i que l'on obtient en prenant les demi-dérivées 
premières de la forme quadratique ( i) par rapport à ces 
diverses variables respectivement. 

3. En substituant aux variables xK, x2, . . . , Xi dans 
la forme (1) l formes linéaires auxL nouvelles variables 

. , X , , savoir : 

3) ) M«1«»XI+Mi*»Xî + . . . + ML ,'X lf 

respect ivement , o n o b t i e n t u n e n o u v e l l e f o r m e quadra-
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lique de largeur L en X,, X 2 , . . . , X, 

( 4 ) F ( X I ) X î > . . . ) X L ) = 2A,,yX /Xy («>/ = 1,2, . . . ,L ) , 

que Ton dit composée de la forme composante ( i) et des 
formes simples (3) . 

Le tiléorème qui suit fournit les relations les plus in-
téressantes entre les coefficients de toutes les formes 
engagées dans cette opération. 

L'abaque des déterminants mineurs d'ordre quel-
conque q de Vabaque 

(^ 1 , 1 , A , 7 2 , • • • , A 1 ? L , 

, , . ; A 2 i 2 ) • • • » A 2 I L , 
( 4 ) < 

I • • 

\ A L , I , A L 5 2 , . . . 7 A l . L , 

de la forme composée (4) (L. 49), peut être obtenu en 
procédant comme il suit : 

I. Quand L = /, on construira (sur un même mo-
dèle) les abaques [a]^, [M]^ des déterminants mineurs 
d'ordre q de Vabaque (2) de la forme composante et 
de Vabaque (alors carré), 

M L \ 

j 
I M1/', Mi/\ MÎ/\ 

du système (3) des formes simples; on formera ensuite 
Vabaque induit j[û]^X[M]7j du premier par le se-
cond, ligne à colonne ( L . 5 ) , cela de manière que sa 
[ième Ugne ait pour éléments les résultats de Vinduction 
des IRE, 2E, . . ., lième lignes de [a]qparla iième colonne 
de on formera enfin \ [a]q x [ M ]V j X [M 
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abaque induit, ligne à colonne encore, de j [a]q X [M]q [ 
par le même second inducteur [M],/. 

II. Quand on agrandira d'abord Vabaque (i) 
de la composante, de L — l lignes et d'autant de co-
lonnes y composées d'éléments tous nuls, l'abaque (o) 
des formes simples, de L— l lignes quelconques, puis 
on procédera comme ci-dessus (i). 

III. Quand L /, on opérera encore de la même ma-
nière, mais après avoir agrandi de l — L colonnes de 
zéros Vabaque (5) des formes simples aussi de 
l — L lignes et l — L colonnes semblables, Vabaque (4) 
de la forme composée]. 

I. i° Pour q — i , le point en question résulte immé-
diatement de la nature des expressions des coefficients 
de la forme composée au moyen de ceux de la compo-
sante et des formes simples que fournit le calcul direct 
et de la définition de l'induction de deux abaques offrant 
une dimension commune (L.5) . 

a0 D'où son exactitude pour toute valeur de <7, à cause 
de la relation fondamentale existant entre les détermi-
nants mineurs d'un me me ordre, de trois abaques dont 
l'un a été engendré par l'induction des deux autres 
(L.6-4). 

II. Les choses se passent encore comme dans le cas 
précédent, parce qu'il est évidemment permis de rem-
placer la composante par une forme quadratique de lar-
geur L où s'évanouit tout coefficient portant quelque 
indice supérieur à / (2) et le système de / formes simples 
(3) par celui des L formes linéaires obtenu en lui en 
adjoignant L — / autres quelconques. 

III. Les choses se passent encore de même, parce 
qu'en fait on ne change pas les formes simples en ajou-
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tant à chacune d'elles les termes 

O . X L - h - * - o . X L + 2 - + - . . .-4- O.X/. 

4. A cause du rôle important que jouent ainsi dans la 
composition (et ailleurs encore) les déterminants mi-
neurs d'un même ordre q de l'abaque d'une forme qua-
dratique, il est commode de leur affecter une dénomi-
nation spéciale. Nous les nommerons les discriminants 
de classe q de cette forme et nous en formerons, natu-
rellement par la pensée, un abaque carré symétrique 
ayant pour dimension dans chaque sens le nombre 

1. '1. . . q 

Ceux de classe i et leur abaque se confondent avec les 
coefficients mêmes de la forme et avec ce que nous avons 
appelé sou abaque (2). La classe l en contient un seul 
que nous dirons fondamental : c'est le déterminant 
même de l'abaque de la forme. 

Nous appellerons encore classe d'une forme quadra-
tique, la plus élevée de celles de ses discriminants où ils 
ne s'évanouissent pas tous. 

5. Parmi les conséquences variées de tout ce qui pré-
cède, nous noterons seulement les suivantes : 

I. La classe de la forme composée ne peut surpasser 
celle de la composante. Car tout discriminant de classe q 
de la première étant une expression linéaire cl homo-
gène par rapport à quelques-uns de ceux de la seconde(3) 
se réduit successivement à o quand tous ces derniers 
s'évanouissent. 

IL Les classes de ces deux formes sont égales quand 
le système des formes simples (3) est réduit (L.9) : 

i° En supposant d'abord L = /, il existe un système 
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simple de L formes linéaires en x^ x2, . . - , xt dont la 
substitution à X ^ X j , . . . , XL dans le système (3) con-
sidéré comme composant conduit au système linéaire 

et dont, par suite, la substitution dans la forme compo-
sée régénère la composante. Inversement, donc la 
forme (i) est composée de la forme composée (4)} sa 
classe, qui ne peut être inférieure à celle de cette der-
nière (I), ne peut donc non plus la surpasser. 

i° Le seul autre cas à considérer est celui où L >> 
car le système de formes linéaires (3) étant supposé ré-
duit, on ne peut avoir L < /. Il se ramène immédiate-
ment au précédent, au moyen de l'artifice déjà employé 
ci-dessus (3, II), qu'on emploiera toutefois en prenant 
réduit, comme il est permis de le faire, le système total 
de L formes linéaires constitué par les l formes don-
nées (3) et les L — l auxiliaires à leur adjoindre. 

0. Pour que la forme (i) soit composée de quelque 
composante quadratique de largeur i < / à discriminant 
fondamental ^ o et de quelque système réduit de l 
fo rmes linéaires simples en xK, . . . , x / , il faut ainsi 
(o, II) que sa classe soit égale au nombre l qui marque 
évidemment celle de la composante. Nous allons prou-
ver maintenant que cette condition est suffisante. 

1. Si les l formes linéaires de largeur l> 1, 

I O . X 2 - h . . . - h O . X / ( = X i ) . 
O.Xf -h I .2*2-H. • .H- O . X / ( = X 2 ) , 

O . X i - h O . X 2 ~ h . • . - h I . X / ( = X / ) , 

+ OL^'X/, 
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constituent, un système réduit et si •• 
désignant une forme quelconque aux mêmes variables, 
les déterminants de Vabaque à l -f- i lignes 

il) 

i 

do 
dx ! 

do 
dx<i 

do 
' dxi 

a<», .. 

«(il) 2 ' 

sont tous identiquement nuls, cette forme cp est certai-
nement composée de formes linéaires simples (6) (

4

 ). 

En supposant, pour fixer les idées, que xK, x2, . .., x{ 

constituent un groupe d e i variables dont les coefficients 
dans les formes (6) donnent un déterminant ¿é o, on 
peut résoudre, par rapport à ces variables, les équations 
linéaires obtenues en égalant ces formes aux ! nouvelles 
variables ï i y • • après y avoir fait les substitu-
tions 

(8) j , 
( xi = X/, 

X l + 1 , . . . , X/ désignant l — i autres nouvelles variables. 
On obtient ainsi I formules du type 

( 9 ) = + + — 

où, pour abréger, nous avons représenté par A le déter-
minant non nul en question, par A ¿ j ce qu'il devient 
quand à sa iième colonne on substitue celle des 

{>) Un théorème bien plus général est fondamental dans la théo-
rie des fonctions composées; mais sa démonstration repose sur des 
principes étrangers aux éléments. 
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coefficients de x j ( j > l) dans le système (6), par 8<<V') 
son mineur complémentaire à l'élément 

Les substitutions (8), (9) faites maintenant dans la 
forme cp donneront une forme <ï> ( r , , . . . , fi, X i+ i , . . . , X/) 
aux l variables r n . . . , Xi+i, . . . , Xj pour laquelle il 
vient immédiatement 

d<\> _ i r A A _ A - A , . - A 
™ A [ c£ry 1,7 ¿¿ri 2'y ' ' ' i j dxi\ ' 

formule où il faut faire ensuite les substitutions dont 
il s'agit. 

L'expression entre crochet, étant précisément le dé-
terminant des colonnes de rangs j, 1, 2, . . I dans 

l'abaque (7), est nulle par hypothèse, aussi, par 

conséquent; il en résulte que les coefficients des termes 
de contenant l'une des variables X ^ i , • • X; à un 
degré o sont tous nuls et que cette fonction se réduit 
ainsi à une forme , f2> • • • -> *ï) a u x i variables r M . . 
i\ seulement. E11 y faisant la substitution inverse de celle 
que nous venons d'exécuter, c'est-à-dire en y rempla-
çant ces l variables par les formes linéaires (6), on ré-
génère donc la forme cp, ce qu'il suffisait de prouver. 

IL Comme, par hypothèse, les déterminants mineurs 
du système des l formes linéaires 

i a l i 2 x 2 - i ~ . . . - h a u i x h 

\ a/AXi -+- . .-j- a i j x i 

s'évanouissent tous au delà de l'ordre 1, mais non dans 
rot ordre lui-même, l de ces formes, les l premières pour 
(ixer les idées, constituent un système réduit (L .56) , 
et si, dans l'abaque (7), on remplace les l dernières 
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lignes par les coefficients de ces l formes et la première 
par les deini-dérivécs de / , on voit immédiatement que 
ses déterminants sont tous identiquement nuls. Effecti-
vement, chacun de ces déterminants est une forme li-
néaire ayant pour coefficients soit des déterminants 
nuls par eux-mêmes, soit certains discriminants de 
classe i -f- i , de la forme f lesquels sont tous nuls par 
hypothèse. On en conclut (I) que cette forme est bien 
composée d'une certaine composante de largeur 1, 

— , *ï), et des i premières formes linéaires (10). 
Ici, cette composante est quadratique et sa classe estl, 

puisqu'elle ne peut surpasser ce nombre et que si elle 
était moindre, celle de la forme composée/serait aussi 
inférieure à 1, contrairement à l'hypothèse (o, I). 

Comme la forme f est composée de f et des formes 
linéaires constituant les seconds membres des for-
mules (8), (9), ses coefficients pourront être calculés au 
moyen des relations générales établies au n° 3. 

On remarquera qu'ainsi une forme quadratique est 
toujours composée de celles de ses demi-dé rivées qui 
constituent un système réduit équivalent à celui de 
toutes. 

7. Pour plus de commodité, j'appellerai zéro de la 
forme (1) tout système de valeurs des variables lui 
donnant la valeur o et je le dirai simple s'il n'annule 
pas toutes les dérivées premières de la forme, double 
s'il les annule toutes. 

En supposant réels, comme nous le ferons désormais, 
les coefficients des formes dont nous parlerons, ainsi 
que les valeurs attribuées aux variables, voici les pre-
mières observations à faire à ce sujet : 

I . On trouve les zéros doubles réels de la forme (1) 
en égalant à o toutes ses demi-dérivées premières et en 
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cherchant les systèmes de solutions réelles des l équa-
tions linéaires et homogènes ainsi obtenues. Il y en a 

donc un seul ( x , = x2 = • • = Xi= o), une infinité 

simple, double, triple, .. ., selon que la classe de cette 

forme est l, l — i, l — 2, l — 3, . . .. 

II. Quand la forme (1) possède un zéro simple réel, 
elle en possède une infinité d'autres et, parmi les 
systèmes de rmleurs réelles des variables, il y en a né-
cessairement qui rendent sa valeur, les unes positive, 
les autres négative. 

E11 appelant 

( I Ï ) x\, ¿R'2, . . . . x\, 
( 1 2 ) x'!, x\, . x " , 

deux systèmes quelconques de valeurs réelles des va-
riables, et t une indéterminée réelle et prenant 

( 1 3 ) . r , — x\~i-x'[ t, xt — ^ 2 - 4 - x\ t, .... x/ — x'f H - x", t, 

la forme (1) prend la valeur 

(14 ) P ( 0 = P1*1 -+- ^.P1'11/-^ P11»11/2, 

où, pour abréger, nous avons posé 

pi H 1 1 - d P K l * dP^\ 

_ 1 / , ¿P11'11 , dP">"\ 

Si le système (12) est 1111 zéro simple, on a P ' M « — o 
et l'expression (14) se réduit à 

n >) p i . i + . 2 p i , n i ; 

mais les coefficients des quantités (11 ) dans la seconde 
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expression de n ne sont pas tous nuls et, pour les 
valeurs de ces quantités, il existe une infinité de systèmes 
ne réduisant pas P 1 ' 1 1 à o. Pour eliacun de ces systèmes, 
les valeurs (i 3) des variables constitueront donc un zéro 
réel en prenant 

en outre, ce zéro sera simple, car il donne à ~ ^ les 
valeurs 

t fdP1 1 t ^/F11 '11 \ 
•> \ dxL

 0 dxj } ' 

dont la somme des produits par x\, . . ., x] se réduit 
à ]>•-" ^ O. 

Il est évident, enfin, que pour l'expression ( i5 ) 
des valeurs correspondantes de notre forme prendra des 
valeurs non nulles et de signes contraires. 

III. Si P* •1, P'1 >11, valeurs de la forme correspon-
dant aux systèmes (' i j ), ( i 2) sont toutes deux ^ o et de 
signes contraires, celle-ci possède quelque zéro simple 
réel. 

Dans ce cas, en effet, on a certainement 

(lG) pl.l pll,ll ( [>1,11)2 ,^ t)? 

et l 'équation 
r<; / )= 1» 

du deuxième degré en t offre deux racines r ée l l e s^ , 
t.2- Les formules (13) donneront donc deux zéros pour 
la forme, en prenant t ~ i, ou = t > et chacun de ceux-ci 
est simple. Car si ¿ = tt, par exemple, fournissait un 
zéro double, 011 arriverait facilement par le raisonne-
ment ci-dessus (II) aux relations 

^ Pl-l / ,Pl , i 1 O, 

( pl.ll^- fl pu,11 = o. 
Ann, de Mathematsérie, L. XI. (Décembre 189:).) 34 
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dont la coexistence entraînerait la nullité du premier 
membre de l'inégalité (if>). 

S. Pour /— i, la forme (i) n'offre évidemment aucun 
zéro simple. Mais pour / > i , et d'après ce qui précède, 
elle en a une infinité de réels ou aucun, selon que, 
parmi ses valeurs non nulles correspondant aux va-
leurs réelles des variables, il est possible ou non d'en 
trouver qui soient de signes différents. 

Les formes du premier genre sont dites indéfinies, 
celles du second définies et, en outre, positives ou né-
gatives, selon que le signe invariable de leurs valeurs 
non nulles est -i- ou —. 

Le théorème qui fera l'objet du n° 10 permet d'opérer 
la distinction; mais son énoncé exige une définition 
qu'il nous faut donner auparavant. 

i). Lue file (soit horizontale, soit verticale) de l'abaque 
général des discriminants d'une même classe donnée, de 
la forme quadratique (i) , en renferme toujours un, mais 
pas davantage, dans l'abaque particulier duquel se trouve 
quelque diagonale exclusivement composée d'éléments 
empruntés à la diagonale principale • • • * al i 
de l'abaque (2) de cette forme. Et si, comme nous le 
supposerons désormais, on s'est, arrangé de manière que, 
dans le développement d'un seul discriminant de cette 
sorti4, le produit des éléments de cette diagonale carac-
téristique soit précédé du signe - K il en sera évidemment 
de même pour tout discriminant du même genre appar-
tenant à une autre file de l'abaque général dont il s'agit. 

Ces discriminants spéciaux doivent parfois être distin-
gués des aut res et je les dirai principaux. Ceux de classe 1, 
par exemple, sont précisément a U i * <7V>, . . . , « / / élé-
ments principaux de l'abaque (2) qui, dans f servent de 
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coefficients aux carrés des variables; le discriminant 
fondamental, seul existant dans la classe /, est, en fait , 
principal, etc. On remarquera que les discriminants 
principaux de classer/ de la forme f sont précisément 
les discriminants fondamentaux des formes de largeur 
commune q auxquelles la réduit l 'attribution de la va-
leur o à tous les groupes imaginables de /— q de ses 
variables. 

10. Pour que la forme ( i ) soit définie, il faut et il 
suffit que tous ses discriminants principaux non nuls 
soient positifs quand ils appartiennent aux classes 
paires et d'un même signe quelconque, quand ils ap-
partiennent aux classes impaires. En outre, elle est 
positive ou négative, selon que ces derniers le sont tous 
eux-mêmes. 

I. Comme le changement des signes des coefficients 
d une forme négative la rend positive et multiplie chaque 
discriminant par =h i , selon que sa classe est paire ou 
impaire, il nous suffira de faire la démonstration pour les 
formes positives seulement. 

11. Si la forme (i) est définie, toutes celles de lar-
geurs l — i, / -— . . ., 2, i auxquelles la: réduit l'at-
tribution de la valeur o à i , 2, . . . , / — 2, / — i va-
riables choisies à volonté, le sont aussi et, en même 
temps qu elle, positives ou négatives. C'est évident. 

III. En représentant par D le discriminant fonda-
mental de la forme ( i ) et par A^y, généralement, son 
discriminant de classe l — i constituant le mineur com-
plémentaire à l 'élément a i j de son abaque, par 

<'7) A 1,1, A 2,2, . . v A/,/ , 
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en particulier, ses discriminants principaux de classe 
/ _ _ , , nous aurons cette proposition préparatoire : 

Quand la forme (i) est; positive, l'un quelconque A,-., 
des discriminants principaux (i 7) et l) ne peuvent être 
des quantités toutes deux ^ o et de signes contraires. 

Pour 
A/.,. A,-., 0 = A,v. 

celle forme écrite 

1 d f 1 , d f 1 d f 
•>J'1 d . r \ d f ' " " " >>.'*' d a 7 

prend effectivement la valeur 

qui doit être non négative. 

IV. Dans la même hypothèse, le discriminant fonda-
mental T) de la forme considérée ( 1 ) est positif ou nul : 

Soit d'abord une forme binaire, telle que 

(. 1 H » f(.r 1. ./•.> 5 r- r\ — •>. nrK2.r, ,r.2 -+- <7.V2.rf, 

et supposons-la positive. 
Si l'un de ses discriminants de classe 1, aK , par 

exemple, est 1 o. on a forcément o, sans quoi la 
l'orme primaire f \ x , 0) = serait évidemment né-
gative (II); 011 a donc D ^ o , puisque D et ne peu-
vent èlre de signes contraires ( 111'L 

Si Ton a a{ , -- a2=. o, 011 a nécessairement aussi 
<7, .2=: o, sans quoi la forme binaire considérée qui se 
réduit à -xas <L> x, ,r2 serait év idemment indéfinie ; il en 
résulte donc aussi I) — aKa2— <7; = o. 

10 Admettant maintenant le point en question pour 
toute lorme de largeur < /. nous prouverons ensuite que. 
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si dans la forme considérée (i) an seul des discrimi-
nants ( 1 7 ) AT 1 est nul, on a aussi A , , = o , quel que 
soif / , et, par suite, 

D = O. 

Pour simplifier l 'écriture prenons 1 = Î et pour fixer 
les idées supposons y — 2. 

En multipliant par une nouvelle variable x les va-
riables xt, x2, on change la forme (1) en une autre éga-
lement quadratique aux / — 1 variables x, x3, xu 

X[ et aux deux paramètres x 2 , dont l 'abaque est 

("i.i^r-- a t . i x \ ' ¡ ( f l , , ^ ' , - a ^ . x ' * ) . . iXx-\~a.l {xt) 
(«. ,xt t x j a. , (t, t a2,Jf 

(c/, ,.2', at . a, 

et dont le discriminant fondamental se réduit à 

(>O) A x ' I — ^ A ^ J I ^ - A 2 . 2 . r f , 

par une décomposition évidente de la première ligne et 
de la première colonne de l 'abaque ci-dessus (19). 

Quels que soient les paramètres x 0 x2i la nouvelle 
forme en x, x3, . . , xi étant évidemment positive 
comme la proposée (1 ), mais de largeur l — 1 seulement, 
son discriminant fondamental est positif ou nul . En 
d'autres termes, la forme binaire (20) en x2, x{ est po-
sitive et, par suite, ( i°) son propre discriminant 

Ai, 1 A2,2 — A |. 2 = — A15 2 . 

à cause de A4,< = o, ne peut être négatif. 
On a donc A , , 2 = o, et, de même, 

A1,1 = A I . 2 = A , , 3 = . . . = A 1 ? / = O, 

d'où 
D = r f , , | A i , , h - ^ , 2 - ^ , 2 - , - . . .-T- a ^ i k x j — - <>. 
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3" Si, au contraire, A,, n'est pas nul, ¡1 est positif 

eu vertu de l'hypothèse, puisqu'il est le discriminant 
fondamental de la forme .,.* /) 
qui est positive (II) et de largeur / —i seulement; I) est 

donc positif aussi ou nul, puisqu'il ne peut être de signe 
contraire a celui de A u Mil). 

4° INotre lemme, établi directement pour 1 = 2, sub-
siste donc pour toute valeur de /, puisque de là les rai-
sonnements ci-dessus (20), (3°) permettent de l 'étendre 
successivement aux cas où l'on a / = 3, 4? • • • • 

V. Pour <pie la forme (i) soit positive, il faut que 
chacun de ses discriminants principaux de toutes classes 
soit une quantité positive ou nulle. 

Car celui des discriminants de classe q qui ne contient 
aucun des / — q éléments principaux de l 'abaque (2) 
portant les indices ( / , , i , ) , (¿2,1*2), ( i i - q f i - q ) est 
fondamental pour la forme de largeur q à laquelle la 
proposée se réduit quand on v fait x¡x — x¡= . ..=xl_ =o 
et (pli est positive aussi (i l ), (IV). 

VI. La condition posée ci-dessus (V) est non seule-
ment nécessaire, mais encore suffisante. 

INous allons effectivement prouver que si aucun dis-
criminant principal de Informe (1) n est négatif, elle 
est positive : 

Cela est vrai pour une forme binaire, telle 
(lue (iS ). 

Car, en appelant a 2 ) , (x"t,x"2) deux systèmes réels 
quelconques de valeurs des variables, l 'identité évidente 

= l/'i.i.r: -+- aUi(x\ xl -t- x'2 x\ ) -4- aÎAx\ x\ ]2 

-T-( a 1. i a 2,2 — a {,2 )( ,r; x\ — x'2 x\ )* 
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montre que les valeurs correspondantes de la forme ne 
peuvent être de signes contraires, puisque le discrimi-
nant principal fl,^,,,— d\ 2 est supposé 11011 négatif. 

Si, d'ailleurs, le coefficient n'est pas nul, il est 
positif par hypothèse, f(x\^x[1) est > o pour x\ ̂  o, 
j\2 = o et, par suite, J(x"{,xl), ou bien / ( j , , j 2 ) n e 
peut acquérir aucune valeur négative. 

Si, au contraire, ^ = o, 011 a forcément î j - , i 2= o, 
sans quoi le discriminant principal aiyi a22— a'\ .„ serait 
négatif, contrairement à l 'hypothèse; / ' ( j , , ¿r2) se réduit 
donc, quel que soit x ^ à qui ne peut être une 
quantité négative, puisque a2}-> est supposé ne pas en 
être une. 

•2° Le même théorème supposé établi pour toute forme 
de largeur << l subsiste pour la forme (i) de largeur /. 

Cette forme prenant évidemment les mêmes valeurs 
que la forme auxiliaire de l'alinéa IV (20) quand 011 y 
attribue toutes les valeurs réelles possibles à ses l — 1 
variables x , x 3 , x 0 . . . , Xi et à ses deux par amètres x { , 
x 2 , il suffit de prouver que cette dernière est toujours 
positive et, pour cela, en vertu de l'hypothèse, puis-
qu'elle est de largeur l — 1 seulement, de constater que 
ses discriminants principaux sont positifs ou nuls. 

La chose est évidente pour ceux ne dépendant pas de 
l 'élément placé à l 'intersection des deux premières files 
de l 'abaque (19), car tous sont des discriminants prin-
cipaux de la forme (1). 

Quant au discriminant fondamental, il se réduit, 
comme nous l'avons aperçu ci-dessus (IV, 20), à l'expres-
sion (20), forme binaire en x2, ocK qui est nécessaire-
ment positive. Car ses discriminants principaux de pre-
mière classe A, A2/2 sont positifs ou nuls, par hypo-
thèse, puisqu'ils sont pour la forme proposée (1) des 
discriminants principaux de classe l — 1 , et celui de 
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s e c o n d e c l a s s e 
! AK1 A,.2 | 
: A2.1 A s . s | 

jouit de la même propriété. Effectiv cm en t, les relations 
générales entre les déterminants mineurs d 'un même 
abaque carré permettent de l'écrire 

ou le second facteur est le déterminant de l'abaque (9.) 
dépouillé de ses deux premières lignes et de ses deux 
premières colonnes, c'est-à-dire un discriminant princi-
pal de classe / — s de la forme (1), lequel est comme D 
positif ou nul par hypothèse. 

On raisonnerait de la même manière pour tout autre 
discriminant principal de la forme auxiliaire dépendant 
de l'élément placé à l'intersection des premières files de 
l'abaque ^19). 

7>e théorème en question est donc vrai pour toutes 
les râleurs de /, puisque nous l'avons établi directe-
ment pour / ~ o ( 

I I . Quand un discriminant principal de classe <j 
d'une forme définie se trouve être nul, nous avons con-
staté incidemment (10, IV, ?/') qu'il en est de même 
pour tous ceux non principaux qui appartiennent à la 
ligne et à la colonne de celui-ci dans l'abaque général 
des discriminants de cette classe. Si donc, dans la 
' lasse q, tous les discriminants principaux d'une forme 
définie sont nuls, les autres s évanouissent tous aussi 
Ct la forme ne peut être que d une classe inférieure à q. 
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POINTS DOUBLES, POLES ET PLAINS POLAIHES DANS LES SUIT-

KACES DU DEUXIÈME DEC. HÉ. ABSENCE OU EXISTENCE DE 

PONTS SIMPLES RÉELS. 

12. Les coordonnées homogènes d 'un point de l'espace 
sont, comme on le sait, quatre quantités quelconques, 
mais non toutes = o 

(I) .r, V, Z. 

dont les rapports y - — , ^ des trois premières à la der-
nière sont égaux respectivement à ses coordonnées pro-
prement dites relativement à trois axes rectilign.es don-
nés quelconques. De cette manière, chaque point possède 
une infinité de systèmes de coordonnées; pour un même 
point, deux systèmes quelconques sont équivalent s, en 
ce sens que l 'abaque (de dimensions 2, 4)i dont ils for-
ment les lignes, a des déterminants toujours nuls; mais 
pour deux points distincts, les mêmes déterminants 11e 
le sont jamais à la fois. 

Inversement, à chaque système de valeurs non toutes 
= o des quantités (1) (et à tous les systèmes équivalents) 
correspond toujours un point de l'espace et un seul 
ayant ces quantités pour coordonnées homogènes. Ceci 
suppose toutefois que la quatrième t n'est pas nulle; 
dans le cas contraire, et pour divers motifs inutiles à 
rappeler ici, il y a avantage à feindre que le point cor-
respondant, existe toujours, mais alors à I infini. Au 
point de vue analytique les points à l 'infini ne diffèrent 
en rien d'essentiel 

13. En coordonnées homogènes, toute surface algé-
brique peut être représentée par une équation égalant 
à o une forme quaternaire de même degré en .r, r , - , /. 
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et une ligne algébrique par deux équations simultanées 
de celte sorte. Réciproquement, une pareille équation ou 
deux, en système, représentent toujours une surface ou 
une ligne algébriques, sauf le cas où leurs solutions 
réelles ne forment pas un domaine d'extension suffisante 
et celui où elles lie donnent que des points à l ' infini. 

Par exemple, l 'équation linéaire et homogène géné-
rale 

< t r ; - h y -•— c z -+- d f ~ o 

est celle des plans. 
Quand a: = b — c = o, d ^ o, elle n'a pas d'autres 

solutions que des coordonnées du point à l ' infini et 
d'ailleurs de pareilles coordonnées les vérifient tou-
jours. En conséquence, les points à l'infini sont consi-
dérés comme ayant pour lieu ce qu'on nomme le plan 
de Vinfini et l'on regarde les points à l ' infini d'une 
figure (surface ou ligne) comme résultant de son inter-
section par ce plan fictif. 

1 i . D'après cela et en conservant les notations classi-
ques, nous écrirons l'équation générale des surfaces du 
deuxième degré dites quadruples par abréviation 

(;•) f(x.y,z,() = o, 

où 
/{ x, y, z, () = a x2 -+- a'y* -f- a" z* 

- H i byz - H 'i b'z x H - 2 b"xy 
-r- 2CX t -f- >xc y t —•— 2. c" Z l 

+ dt* 

est une. forme quadratique à coefficients réels non tous 
= o, ayant pour abaque (2) , 

(t, b\ b', c, 
h\ a\ c\ 

6, a", c\ 
rt r' c", d. 
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Je ne ferai provisoirement aucune distinction entre 

les points de la surface situés ou non à l'infini et je les 
di rai simples ou doubles selon que les coordonnées 
seront les éléments d'un zéro simple ou double de la 
forme /*(7). 

15. L'existence de points doubles exerce une iniluenee 
majeure sur la configuration de la quadrique, comme le 
montre le théorème dont voici l'énoncé : 

Ont tous leurs points sur la surface : i° toute droite 
joignant un point quelconque à un point double; 
2° tout plan joignant un point quelconque à deux 
points doubles (distincts). 

I. Les coordonnées des points de la droite qui joint 
deux points distincts ( x ' , y , z*, //), (oc", y", z", t") sont 
fournies indéfiniment par les formules 

( x — x'V -f- x"l'\ 

( 3 ) < „V J z = Z À -f- -s À , 
l t = t'I'-r-fl», 

où V, désignent deux indéterminées, et le résultat de 
leur substitution dans la forme / e s t 

( 4 ) P M Â ' * H - 2 P M 1 A ' X " - B P 1 1 ' 1 1 ) / ' ^ , 

les notations P f ' S conservant la significa-
tion que nous leur avons donnée au n° 7. 

Si donc les deux points considérés appartiennent à la 
surface, le premier à titre de point double, 011 a 

•7PM r/P1»1 

dx dy' 

et l'expression (4) est nulle quels que soient)/, à". 
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II. Meme démonstrat ion basée sui Ics formules 

X = x A' -h X >." -4- X1" A'", 

y = y'A' — 

t r= /')." — 

fournissant les coordonnées de tous ics points du plan 
qui déterminent les trois points non en ligne droite 

n , • ••)» C ' A 

H), Les coordonnées des points doubles de la qua-
drique (2) étant les systèmes de solutions non toutes 
= o, des qualre équations linéaires et homogènes 

' df /" , /' -•••- — (t x H- u Y -r- (> Z -- et — O. 
I ' \ 1 <0 / , -
1 - - ; — h ./• - - a y -ï- b z — ( t — o, 
! dy ( » ) ' 
1 ' df r , I - — h x ( ) y -f- a z -r- c t — o. 

! • df . . . d . _ o , ? dl - ( .r - c ) - ( , r t o, 

l'un 011 l 'autre des quat re cas suivants peut se pré-
senter. 

I. La quadrique (c est-à-dire la forme J ) est de 
première, classe ( I). 

Ces équations se réduisent «à une seule et les points 
doubles sont tous ceux du plan (réel) qu 'e l le représente 
cl (jui appart ient tout entier à la surface. Celle-ci se 
réduit à ce plan double par lui-même, car la forme /' 
peut être présentée comme le produi t d ' une constante 

o ) par le carré d 'une forme l inéaire. 

II. La quadrique est de deuxième classe. 

Les équations <ò» se réduisent à deux distinctes et 
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les points doubles sont tous ceux de la droite (réelle) 

qu elles représentent. 

La surface comprenant tout plan mené par cette 
droite double et par une autre quelconque de ses 
poin ts (15) se réduit à quelque assemblage de plans 

passant par la droite double. Ces plans sont au nombre 

de deux distincts (réels ou imaginaires conjugués) 

parce que, F , , F> désignant les premiers membres du 
système (5) réduit à deux équations, on peut écrire 

expression qui, à cause de 

I A M A , . 2 ! ^ 
1 A1-2 A,., | " 

est décomposable en deux facteurs linéaires dont les dé-
terminants ne peuvent tous s'évanouir (6). 

III. La quadrique est de troisième classe. 

Les équations (5) se réduisent h trois distinctes don-
nan t un seul point double (qui est toujours réel) et la 

surface est un cône ayant ce point pour sommet (géo-
métriquement un cylindre, quand le même point est à 
l 'infini) puisqu'elle contient entièrement toute droite 
menée de lui'à un autre quelconque de ses points (15). 

Le théorème du n° 6 permet de changer le premier 
membre de l'équation de la surface en une forme com-
posée d'une composante quadratique terminée et des 
premiers membres des équations de trois plans distincts 
se coupant au sommet. 

IV. La quadrique est de quatrième classe. 

Elle ne possède alors aucun point double et , comme 
le premier membre de son équation ne peut résulter 
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de la composition d ' a u c u n e c o m p o s a n t e q u a d r a t i q u e de 

la rgeur < " 4 , elle ne peut affecter aucune des formes 

précédentes. 

17. Une connex i t é très i m p o r t a n t e se p r é s e n t e e n c o r e 
en t re la d i s t r i bu t ion des po in t s doub le s et ce l le des 
paires de l igures du p r e m i e r degré q u i son t l i a r m o n i -
q u e m e n t con juguées par r a p p o r t à la q u a d r i q u e . 

Si , par exemple , 0), ( E , I I , Z , 0 ) son t les 
coordonnées d ' u n po in t et d ' u n p l an h a r m o n i q u e m e n t 
c o n j u g u é s , c 'es t -à-dire pôle et p l a n po la i r e l ' u n à l ' a u t r e , 
on a les q u a t r e r e l a t i ons 

pE = a\ -h b"rt ~ b't -f- rO, 
ç][ = / / î r - i i ' r ( - f f t ; — c'O, 
cZ = b'\ H- b'ti et" c" 0. 
p(-> == r ; -4- c' rt -+- c" l -4- r/0, 

où o désigne u n e i n d é t e r m i n é e = ^ o . O n en conc lu t faci-
l ement ce cpii sui t : 

Le plan polaire d'un point double est absolument 

indéterminé. 

Celui d'un point simple est déterminé et contient 

tous les points doubles pouvant exister. 

Dans une quadrique douée de points doubles, tout 

plan qui n'en contient pas la totalité a pour pôle l'un 

quelconque d'entre eux et chaque plan les contenant 

tous a un pôle qui est indéterminé : i ° dans la première 

classe, d'une manière absolue; dans la deuxième, 

sur un certain plan passant par la droite des points 

doubles; 3° dans la troisième, sur une droite passant 

par le point double unique. 

Dans une quadrique dénuée de points doubles (qua-

trième classe), chaque pôle possède un pôle déterminé. 
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18. L'existence de points simples réels étant liée à la 

possibilité d 'un changement de signe pour la valeur de 
la f o r m e / ( 8 ) , les deux cas ci-après seront à distinguer 
à ce point de vue. 

J. La forme f est définie. — La quadrique n'a aucun 
point simple réel et se réduit géométriquement à l'en-
semble des points doubles réels qu'elle peut posséder. 
On la dit imaginaire'[sauf le cas où elle est formée; 
d'un plan double où il est toujours réel (16, I)]. 

IL La forme f est indéfinie. — La quadrique offre 
alors une infinité de points simples réels; elle est 
réelle. 

Quant aux moyens d'opérer la distinction, ils sont 
fournis par le théorème du n" 10. 

G ÉîV ÉR A.TRICES JïECTILir. IV F S . 

19. Pour trouver les droites qui peuvent être situées 
lout entières sur la quadrique 

(O /=<>, 

il suffit de considérer deux points distincts indéterminés 
de l'espace y\ z\ t'), ( x , /, z, t) et d'exprimer que 
tous ceux de la droite qui les joint appartiennent à la 
surface. 

En représentant par X', . . . , X les valeurs des demi-
dérivées d e / e n ces points et employant les formules (3) 
du n° 15 (I) , on obtient immédiatement les trois condi-
tions 

(*<) o = °> 
H ) X' x T y -f- Il z -+- Tl= Xx'-i- Yr'-+- T / ' = o, 
(\) , /(.r, t) = o. 

Elles expriment, les extrêmes que les points en ques-
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lion doivent appartenir à la surface, et la moyenne, que 
chacun d'eux doit être situé dans le plan tangent con-
struit en l'autre. 

En considérant le premier point comme donné sur la 
surface, le second restera indéterminé sur la ligne re-
présentée par les équations (3), (4), c'est-à-dire sur Fin-
terseclion de la surface par son plan tangent en 

i.r', y. z. t'), 

et ainsi celle ligne est l ensemble des génératrices rec-

lilignes passant par le point qu'on s'est donné. 

Si le point donné est double, 011 a 

\ ' = Y'= Z = T'= o. 

l'équation (3) est satisfaite d'elle-même et toute droite 
joignant ce point double ¿1 un autre point quelconque 

de la surface est une génératrice rectiligne, ce que 
nous savions déjà (15). 

S'il est simple, ce que nous supposerons désormais, 
Tune au moins des quantités X7, Y\ Z', T' 11'est pas 
nulle et l'on a, par exemple, 

1 r> 1 T' o. 

La condition pour le point indéterminé de 11e pas se 
confondre avec le point donné ne s'opposera donc pas à 
ce (pie nous l'assujettissions en outre à être situé dans 
le plan 

« > T = o. 

Celle condition additionnelle réduit les équations (3), 
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et l'on ue peut avoir 

y' z — z'y ~ z' x — x z = x'y — y ' x = o, 

car les équations (2) , (3), écrites 
X V + Y ' / + ZV-+- T ' i ' = o, 

X'x -+-Y> + Z'5 + T ' / = or 

donneraient 
T(x't — t'x) — <>; 

d'où, à cause de l'inégalité (5), 

x't — t'x — o, 
puis, de même, 

y ' t - t ' y = z't - t'z = o, 

et, contrairement à notre convention expresse, le point 
indéterminé coïnciderait avec le point donné. 

En appelant p une inconnue auxiliaire, les trois équa-
tions simultanées 

i ^ = ? ( / - — - » < 

(8) ] Y = p(z'x~ x'z), 
( Z = ç>(x'y—yrx) 

peuvent être substituées aux deux équations (7) et, après 
développement, la question revient à trouver tous les 
systèmes de valeurs de x , y , z, f, p, où les quatre pre-
mières ne sont pas toutes = o qui vérifient le système, 

ax -+- (b"-+- z' p)y -h{b' — y' p) z et =0, 
'p)x-+- a'y -h(b -h x'p)z h- c't = o, 

( b' -f- y' p ) x -h (b — x' p )y -f- ci"z 4- c" t — o, 
\ ex -h c'y -+- c"z -h clt — o. 

L'élimination de x, y, z, t conduit à 

a b"- z'p b'—y'p c 
b"—z'p a' b-t-x'p e 
b'-h y'p b — x'p a" c" 

| e c' c' d 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Décembre 1893.) 35 

(9) 

fio) 
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équation en p no contenant que des ternies de degrés 
pairs, parce que le changement de p en —p laisse son 
premier membre invariable et dont le degré effectif 11e 
peut surpasser 2, parce que son degré apparent est 3. 

Le terme indépendant de 0 est D, discriminant fon-
damental de la forme f . 

Pour calculer le ternie en p2 nous remarquerons d'a-
bord qu'une transformation facile, combinée avec l'éga-
lité ramène le premier membre de l'équation (10) à 

1 a b" -f- z' p b - y ? X' 

1 b" z' p d b-hx'o Y' 

tr*\ b' 
1 - - y? b — x p a Z' 

X' Y' Z' 0 

Nous remarquerons ensui te que le ternie en p2 dans 
le développement de cette expression est le même que 
dans celui de 

! 0 z' p —y? X' 

1 — z ' ? 0 x' p Y' 
t'- y ? — x ' ? 0 Z' 

X' Y' Z' 0 

Or, en formant ce dernier, il vient 

— ~ ( y X' -4- y Y' H- Z' )2 p2 = — T'2 pî, 

à cause de la même condition (2). L'équation cherchée 
en p est donc simplement 

( i l ) D T' 2p 2 r= o. 

Les racines portées successivement dans les équa-
tions (<j) fourn i ron t au tant de systèmes su rabondan t s , 
mais possibles, d 'équat ions l inéaires à résoudre par rap-
port à j \ v, / . 

20. Quand on a D = o {quadruples de classes 1, 
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2, 3), l 'équation (i i) donne p = o à cause de l'inéga-
lité (5) , les équations (9) se réduisent à celles des 
p o i n t s d o u b l e s et au point simple donné, quel qu'il 

soit, la surface a pour seules génératrices rectilignes la 

ou les droites le joignant aux points doubles. 

2 1 . Quand on a D ^ o (quadriques de quatrième 

classe), la même équation a deux racines forcément 
inégales dont l'emploi fournira au point donné et tou-
jours, quel qu'il soit9 deux génératrices rectilignes 

distinctes. 

Si donc il s'agit d 'une quadrique de quatrième classe 
et s ' i l est s o u s - e n t e n d u q u e le point donné est réel, 011 

ne pourra se trouver que dans l 'un des deux cas sui-
vants : 

I. D<<o. — Ces génératrices distinctes sont tou-

jours imaginaires. 

I I . D o . — Elles sont toujours réelles. 

22. Comme les équations (6), (8) sont linéaires et 
homogènes en x , y , s , il suffira, pour obtenir des 
équaiions de la génératrice en\x\ y1, z\ t!) qui corres-
pond à une racine déterminée p de l'équation (11), d'y 
considérer x, y, z, t comme des coordonnées courantes 
et d'en associer deux combinaisons satisfaites pour 
x = o/, y = y\ .... 

On remarquera les types 
T ' Y - X ' T - ? T { y ' z - z ' y ) , 

Z' Y — Y'Z = p [ Z ' ( z ' x — x'z)— \\x'y~y'x)\y 

et aussi l 'équation (3) du plan tangent à la quadrique 
en (xf,yf,zf,t!). On pourra y remplacer p par son 
expression évidente _ 

± y/D 
ex' -h c'y' -+- c"zr -f- dt 
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P O I N T S A L L \ F I M . 

Si, en coordonnées homogènes et au point de 
vue exclusivement analytique, la distribution des points 
à l 'infini d'une surface est chose indifférente, elle n'en 
donnera pas moins certains traits essentiels de sa confi-
guration géométrique. 

L'intersection d'une quadrique quelconque 

( i ) f ( x , y , z , t ) — a x- -f-. . . H- dC- — o, 

avec le plan à l 'infini 
t — o, 

se confond avec celle du même plan et de la quadrique 
auxiliaire 

/ £ [x, y, z, t) 
(•?.) J — f — { 'i ex -f- -x c'y -f- 2 c"z -t- dt ) t 

l = a x- . . . -4- 2 byz + ... -h 2 b" xy = o, 

dont le premier membre a l'abaque bien plus simple 

a. / / , b', o7 

b", a . b, o , 

/ / , b, a", o. 

o. o, o, o, 

et dont chaque classe ij, égale à celle de la forme ter-
naire / '(.r, r , s, o) d'abaque 

( /A //, 
] b\ a\ b, 
( a\ b, <(\ 

ne peut surpasser ni 3 ni celle de la forme f . 
Si les coefficients (3) s'évanouissent tous, la forme £ 

est identiquement nulle, ce que nous exprimerons plus 
commodément en disant qu'elle est de classe o. 

Sinon elle n'est pas divisible par t et elle admet tou-
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jours le zéro double (o, o, o, t o) qui n'est pas à Vin-
"fini. 

Il en résulte qu'alors la quadrique auxiliaire (2 ) ne 
peut comprendre le plan de Vinfini comme partie inté-

grante et que le plan ou la droite de ses points dou-

bles ou son point double unique (selon les circon-

stances) ne peuvent être situés dans ce même plan. 

Ces dernières observations sont indispensables à la 
discussion de l'intersection dont il s'agit, qui doit être 
subordonnée à la valeur de la ( lasse q de la quadrique 
proposée (T). 

24. Pour q = 1, deux cas seulement sont possibles. 
i| — o. — Le plan de l'infini appartient alors tout 

entier à la quadrique auxiliaire et, par suite, à la pro-
posée. Comme celle-ci n'a d'autres points que ceux de 
quelque plan double (16, I), elle se confond avec le 
plan de Vinfini doublé par lui-même. 

t) = 1. — La quadrique auxiliaire est un plan double 
11011 à l'infini (23). La proposée n'ayant ainsi qu'une 
droite double sur le plan de l'infini est un plan double 
non à l'infini. 

25. Pour q = 2, on aura ces trois cas-ci. 
(\ — o. — Le plan de l'infini appartient encore à la 

quad r ique proposée et le surplus de celle-ci est un plan 

[réel) non ci Vinfini. Car elle se compose généralement 
de deux plans distincts (16, II) et ici l'un d'eux est l ' in-
fini (partant réel). 

q = 1. — La quadrique proposée a la droite de ses 
points doubles dans le plan de l'infini et se compose 
ainsi de deux plans parallèles (distincts). 

ij — 2. — La quadrique auxiliaire, se composant de 
deux plans distincts et non parallèles puisque la droite 
de ses points doubles ne peut être à l'infini (23), coupe 
le plan de l'infini suivant deux droites distinctes. La 
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proposée également se compose ainsi de deux plans 

[distincts) non parallèles. 

26. Pour <7 = 3, l'hypothèse q = o doit être rejetée 
parce qu'elle entraînerait q = i. et les cas suivants 
peuvent seuls se présenter. 

q — i. — La quadrique auxiliaire étant un plan 
double, qui ne peut être à l'infini, la proposée est cou-
pée par le plan de l'infini suivant une droite (réelle) 
doublée par elle-même. Elle a, d'autre part, un point 
double unique (16, 111) situé sur cette génératrice rec-
tiligne (20). Elle est donc un cône ayant son sommet 
dans le plan de l'infini, de plus tangent à ce plan, c'est-
à-dire un c) lindre tangent au plan de l'infini. 

2. — La quadrique auxiliaire étant une paire de 
plans distincts, non parallèles (23), la proposée possède 
à l'infini deux génératrices rectilignes distinctes conte-
nant toujours son point double unique (20). C'est un 
c} lindre non tangent au plan de l'infini. 

q = 3. — La quadrique auxiliaire a son point double 
unique, non à l'infini ( 2 3 ) et coupe ainsi le plan de 
Pi il li ni suivant une conique ne comprenant aucune 
droite; la proposée également : elle est donc un cône 
proprement dit, c'est-à-dire dont le sommet n'est pas à 
l'infini. 

27. Pour </~ 4, les hypothèses q = o, q = i sont 
irréalisables parce qu'elles entraîneraient la première 
(j - - i , la seconde q = 2 comme on le constatera sans 
peine. Il reste donc à examiner les suivantes : 

q — a. — La quadrique auxiliaire étant une paire de 
plans distincts, non parallèles, trace sur le plan de l 'in-
fini deux droites distinctes aussi et ces dernières ont 
d ailleurs pour intersection mutuelle la trace (toujours 
reelle) sur le plan de l'infini de la droite des points 
doubles de la même quadrique auxiliaire. La proposée 
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est ainsi une surface (réelle) tangente au plan (le 

l1 infini au point oii il est coupé par cette droite de 

points doubles. 

q = 3. — La quadrique auxiliaire étant un eône pro-
prement dit coupe le plan de l'infini suivant une co-
nique ne contenant aucune droite. La proposée de 
m ê m e ; par sui te , elle n'est pas tangente au plan de 

Vin fini. 

28. L'existence ou la non-existence de quelque autre, 
leur distribution quand il y en a plus d'un, sont des 
circonstances fort intéressantes en pratique, mais très 
accessoires en théorie. La considération de ces points 
comme pôles du plan de Vinfini non situés eux-mêmes 

à Vinfini lie étroitement les particularités qui les con-
cernent à la classe de la quadrique, ainsi qu'à la distri-
bution de ses points à l'infini. Pour en faire la discussion, 
il suffit de combiner les indications données au n° 17 et 
dans ceux qui précèdent celui-ci. 

29 . Il est évident que les points (simples) de la qua-

drique (i), qui sont ci l'infini, sont imaginaires ou réels, 

selon que la forme auxiliaire f est définie ou indé-

finie. 

C L A S S I F I C A T I O N . 

30. Chacune des propriétés particulières de la qua-
drique générale 

/(#, y. z, t) — o, 
dont l'existence a été reconnue possible dans les para-
graphes précédents, constitue un caractère simple ayant 
pour critérium unique la nullité ou les signes de quel-

ques-unes des expressions que nous avons nommées les 

discriminants de la forme f. Il suffit d'en former toutes 
les combinaisons admissibles pour obtenir les caractères 
composés distincts des espèces classiques. 
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C 'es t ce qui est réal isé dans le T a b l e a u d icho to-

m i q u e c i - c o n t r e ; les ca rac tè res s imples y son t i n d i q u é s 
dans To rd re où décroî t l eu r i m p o r t a n c e r e l a t i vemen t à 
la s t r u c t u r e ana ly t ique de la f o r m e f Nous appe lons 
t o u j o u r s q, D la classe et le d é t e r m i n a n t f o n d a m e n t a l de 
ce t te f o r m e , % la f o r m e auxi l ia i re déf inie au n° 2 3 e t <J 
sa classe. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES PROPOSÉE 
AU CONCOURS GÉNÉRAL EN 1892; 

PAR M. M A R C H A N D , 

Professeur au lycée de Versailles. 

Une quadrique Q est circonscrite à un ellipsoïde 

donné F . 
À étant le pôle, par rapport à l'ellipsoïde, du plan P 

de la courbe de contact des deux surfaces : 

i° Démontrer qu'en général il y a trois quadriques 

Q* ? Qs? Qs homofocales avec E et telles que les plans 

polaires P 4 , P 2 , P3 du point A par rapport aux sur-

faces Q,, Qo, Q3 passent par le centre de Q. 

20 Les plans , P 2 , P3 sont les plans principaux de 

Q ; et les coniques C ^ C o , C 3 , intersections des surfaces 

QOj (P2Q2); (P3Q3)? sont les focales de cette qua-

drique. 

3° LjCs projections orthogonales des coniques C<, C 2 , 
C 3 sur les plans principaux de E sont des coniques 

homofocales. En particulier, on projettera sur le plan 

principal contenant les axes majeur et moyen de 

l'ellipsoïde E . Chercher le lieu des foyers des coniques 
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projetées, quand Q varie en restant circonscrite à E ; 

le plan P de la courbe de contact ne change pus. 

I. Je m'appuierai sur les théorèmes de Chasles rela-
tils aux réseaux de quadriques. 

Appelant S,,S2,S :{ trois quadriques données en coor-
données tangentielles, je considérerai l'équation 

( I ) >.J S I -4- À 2 S 2 ^ - ) > 3 S 3 = O, 

dans laquelle A,, A., À3 désignent trois pa ramè t re s a rb i -
traires. 

T I I K O U i ; M R. ROJNN\MKJNRTAL. — Deux faisceaux d'un 
même réseau ont toujours une quadrique commune. 

Comme pour un faisceau de coniques, cela revient à 
dire que deux équations, telles que 

( '>• ) a i À i -f- a.2 -f- a6 / 3 = o, 

déterminent toujours un système de valeurs uniques de 
A;j. Le théorème n'a pas de cas d'exception, 

.le prends comme bases du réseau l'ellipsoïde E, le 
cercle imaginaire par lequel passent toutes les sphères C 
et le point double A A. 

Un premier faisceau tangentiel est donné parle point 
double A A et la conique P déterminée dans E par le 
plan polaire de A. Une des quadriques de ce faisceau est 
la quadrique Q de l'énoncé et l'on a ainsi une des'pro-
priétés sur lesquelles roulera toute la solution. Les qua-
driques E e t ( ) entrent symétriquement dans la question 
proposée. 

Prenant E et C comme bases d'un faisceau du réseau, 
on obtient toutes les quadriques liomofocales à E et, par 
symétrie, on aura toutes les quadriques liomofocales à Q . 

Soit L' une quadrique homoforale à E. Le faisceau 
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défini par E' et AA est le faiseeau des quadruples cir-
conscrites à E' le long de la courbe F déterminée par le 
plan polaire de A par rapport à E'. Le faisceau des qua-
driques liomofocales à Q doit admettre, d'après le théo-
rème fondamental, une quadrique Q' circonscrite à E', 
la courbe de contact étant P'. La première et la deuxième 
partie de l'énoncé ne sont que des conséquences immé-
diates de cette proposition. 

Pour toute quadrique E', homofocale cà E, le plan po-
laire relatif à A est aussi plan polaire pour une qua-
drique Q' homofocale à Q. Or le plan polaire de A par 
rapport à une quadrique homofocale à Q, c'est-à-dire 
ayant même centre que Q, ne peut passer par le centre 
que si la quadrique se réduit à une courbe plane, auquel 
cas la courbe de contact se réduit à la courbe elle-même. 
Or, dans le faisceau Q' des liomofocales à Q, il n'y a 
que trois coniques, les trois focales. Par symétrie, il y 
aura trois quadriques liomofocales à Q dont le plan po-
laire par rapport à A passera par le centre de E et ces 
trois quadriques passer ont par les trois focales de E. 

La troisième partie ne présente aucune difficulté. On 
sait que les cônes de sommet A circonscrits à un faisceau 
de surfaces liomofocales sont homofocaux; le théorème 
s'applique évidemment aux cylindres circonscrits paral-
lèlement à une direction donnée. Les sections droites 
des cylindres circonscrits au faisceau des quadriques Q', 
homofocales à Q (dont fait partie €4,02, C3) suivant une 
direction quelconque, sont des coniques liomofocales. 

Si, conformément.à l'énoncé, 011 projette sur un plan 
principal de E, on retombe sur le problème du concours 
général de 1889. En effet, on cherche le lieu des foyers 
des contours apparents des surfaces Q inscrites à E le 
long de la conique P. La conique P, étant située sur l'el-
lipsoïde E, rencontre la section principale en deux 



Les points ni et n appartiennent donc au contour appa-
rent et alors on est ramené à chercher le lieu des 
foyers des coniques tangentes à une conique donnée (la 
section principale de E) en deux points donnés m et n. 
J'ai démontré (Nouvelles Annales, juillet 1889) que le 
lieu était une strophoide, l'enveloppe des axes étant une 
parabole dont la strophoide est podaire par rapport à un 
point de la directrice. 

La question est donc résolue et il paraît facile de 
l'étendre de bien des manières. Je nie bornerai à dé-
montrer les mêmes résultats par le calcul. 

IL Soient a, ¡3,y les coordonnées du point. A, 

l'équation de l'ellipsoïde E. La quadrique Q aura pour 
équation 

( 0 

Si A reste à distance iinie , on fera 0 = 1; s'il s'éloigne 
à l'infini, on fera 0 = 0. o. 

Je réduirai l'équation (1) par l'application des procé-
dés les plus élémentaires. 

'oce-

Le centre^, , de Q est déterminé par 

d où Ton tire 
_ _ p i 0 
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Ecartant provisoirement le cas où o = o qui donne évi-
demment x{ ~yK — zK = o, on a ces valeurs simples 

(2) y\ — > -2 - T> n = — -j— — A * A a b c 
P y «2 ¡32 T2 
7.» ^2= f > A* = r Ç -

k k a b 

Je forme maintenant l'équation en s. J'écris . ix* v2 

OLX 3 Y Y jO = h ^ + i -a b c 

j'égale à zéro les dérivées partielles 

/X \ a 

et, substituant dans l'identité qui définit />, j'obtiens 
l'équation en sous la forme de Jacobi, 

( 3 ) 

" ( s - r - i i - ) " ( H ' 
et comme 0 n'y entre pas, cette formule s'applique, que 
A soit à distance finie ou infinie. 

Cette équation se transforme aisément. Multipliant 
par 

^ a2(X — as -f- as) 
~~ a(X — as) 

et comme 
a2( X — as -f- as) __ œ 

a(\ — as) a X a 
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l'équation en s devient, en définitive, 

k 
X "" 7 À X 

b c s s s 

Celte équation s'applique encore si A es ta l ' infini; si 
Ton fait à la fois o = o, A' = o, ce qui correspond au cy-
lindre, les valeurs du centre se présenteraient sous la 

tonne - , niais, l'équation (i) ne contenant pas de ternies 

du premier degré, le cylindre est rapporté à un de ses 
c e n t r e s , de sorte que sa forme réduite est 

' • > , " = > ^ _ " _ a2 P2 l ! 
s J s y " ~ ' a b c ' 

y cl s" étant les racines de 

x x "" A ••• 
<i b c 

.V s s 

devenant au cas général où le centre est quelconque, 
X les formules (2) permettent d'écrire, en posant - P> 

t , -r- 1 — yj. a — p b — p c — p 

Les racines de (5) sont évidemment les paramètres pi, 
p2, p3 des trois quadriques O, , Q 2 , Q3 de l'énoncé. Les 
lermes du second degré de l'équation (1) deviendront 

X r'2 _u - • A 
Pl P2" p3 

Dans le cas général où 0 n'est pas nul, il reste à trans-
porter l'origine au centre. Prenant les notations usuelles, 
on sait que le nouveau terme constant sera 

1>, C.ri -1- C 4 - C " + D 
- 1 - Ë ^ • V ï 
~~ r/ k " ~t I- 7t 1 
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La quadrique Q rapportée à ses axes a pour équation 

(6) 7 + f + 7 T~ = °> 
Pl p2 p 3 k 

g,, p2, p3 étant les racines de l'équation (5). 
La 

première et la deuxième partie de l'énoncé résul-
tent de ce calcul. 

11 est clair, en eifet, que si j'étais parti, non de E, 
mais d'une quadrique E' liomofoeale à E 

.r2 r2 
(V) , -f- y- , -î ; — I = 0, 

li1 calcul précédent me donnerait pour la quadrique Q 
circonscrite à E' le long de la courbe P' déterminée par 
le plan polaire de A 

/ r v -r2 y2 g2 i — X-
( Q } _J ; H ; -i — = O, Pl— ? p2— ? p3— ? A" 

puisque dans l'équation (5) il faut remplacer b, cpar 
a — p', b — p', c — p' et que cela revient à diminuer 
toutes les racines de p'. 

La symétrie des surfaces E et Q apparaît d'une ma-
nière très nette. Ou a les deux faisceaux 

r ' 
a — p b — p c — p ' 

i y2 . i n i 
pl — p p2 p p.3— f 

o. 

Si l 'on donne à p la même valeur, on a deux surfaces 
correspondantes circonscrites l'une à l'autre, de telle 
manière que A soit pôle du plan de contact. Aux trois 
surfaces Qj , Q 2 , Q3 déterminées par les valeurs p,, o2, 
03 du paramètre, correspondent les trois focales C2 , 

de Q, qui sont alors les intersections de Q*, Q 2 , Q 3 , 
par les plans polaires P, , P2, P3 relatifs au point A. 
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J'arrive à la troisième partie. Les projections de C, , 

(]._,. C:, sur un plan quelconque sont liomofocales. Cela 
résulte de ce théorème bien connu, à démonstration 
géométrique évidente, (pie les cvliudres circonscrits pa-
rallèlement à une direction donnée à des surlaces lio-
mofocales sont liomofocaux. Lue démonstration analy-
tique est, d'ailleurs, contenue dans les calculs précédents. 
J'ai indiqué comment on formerait l'équation réduite du 
cylindre circonscrit à E de sommet ?.3yo = o, et il 
suffira de remplacer a, b, c par a — p, b — p, c — p 
dans le résultat pour constater que les cylindres circon-
scrits aux surfaces liomofocales à E sonl liomofocaux. 

Pour obtenir le lieu du lover de la projection sur le 
plan des .ry, je remarque ([lie les courbes que l'on pro-
jette ne sont autre chose (pie les sections des surfaces 

./•'- z2 

a p b c — o 

par leur plan polaire relatif à A 

En coordonnées tangenlielles, il s'agit de la section de 

(' d — p ) //- — ( h — p » c- —• ( r — p ) ir2 — p - = o 

par 1111 plan de coordonnées 

L'équation de la section plane qui est corrélative de celle 
du cône circonscrit en coordonnées ponctuelles s'écrit 
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L e point à l ' inf ini dans la direction a pour équation 

(8 ) (.r = o. 

Les équat ions ( 7 ) et (8) , prises ensemble , définissent 

le c y l i n d r e vert ical projetant la c o u r b e . Si l 'on fait 

w = o dans l ' é q u a t i o n ( 7 ) , elle représentera une c o u r b e 

du plan des xy qui sera la projection cherchée. O n est 

donc r a m e n é à c h e r c h e r le l i eu des foyers de 

( 9) p [(a — p ) 11-H- ( — p ) c2 — | — ( u a -h v 3 -f- p )2 — (>. 

S i , entre cette équat ion et 

ux -h vy -+-/> = o. 

j ' é l i m i n e p , j ' a u r a i l 'équat ion aux direct ions angulaires 

des tangentes menées du point xy 

( [x [ (a — p ) u2 -i-- (/> — o ) c2 — { 11 x r v )-1 
( — [ u(x — a )-4- c( y — ¡3;]2 ~ o. 

C e t t e équat ion doit être vérif iée pour a = 1, c = / et 

pour u = 1, î̂  — — / si est foyer . Cela revient à dire 

que , si l 'on fait u ~ 1, v — i dans l 'équation (10), 011 

n ' a u r a plus qu'à égaler séparément à zéro la partie réelle 

et la partie i m a g i n a i r e et é l iminer p entre ces deux équa-

tions. 

O n a d 'abord 

\±\a — p — b p — (> -f-y /)2] —1> — a -4- r( r — 3)|2 — o. 

d ' o ù 

— p ( ¿p*—y1 — /> ) — ( x — a )2 — ( r — ? )2 = «, 
p xy -^-(x — a)( y — 3) = o. 

L ' é q u a t i o n d u l ieu est 

W.r2-H r 2 — a 4- b)(x — x ) ( y — ?) 

L e s termes du quatr ième degré disparaissent et, si l ' on 

.4/?/?. de Mathémat., 3e série, t. (Décembre 1892.) 30 
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t r a n s p o r t e l'origine au point double on a 

[< .r -+- y.)~ — ir rlp—a-+-b]xy 
— < x -f- y. )( y -r- — o. 

Développant, 
( 3 .r — ai' ) ( x- — r2 J'2 > — 2 A / / = o, 

// —- — a2 ~ S2 -f- a — b. 

On a une cubique circulaire ayant à l'origine un point 
double par lequel les deux tangentes sont rectangulaires. 

Si l'on passe aux coordonnées polaires en posant 

x — o cos(o, 2 — r coso . a3 — sin d\ 

y - s sin e>. 3 — /' sin o, h - //i eos»!/, 

on obtient 
m s i M ( — 2(o i 
r sin í o — tu ) 

Si Ton pose = a et que l'on fasse tourner l'axe po-
laire d'un angle facile à déterminer, on obtient l'équa-
tion eonnue de la stroplioïde oblique 

a sin ( 0 — 'acj ) 
sin ( 0 — (o i 

MUtVU. 

Page ligne •.»<>. (ut lieu de sommets, lisez points limites. 
Page .'» jS, remplacer les huit dernières lignes par transformant 

la ligure par inver-ion avec le point Y pour pôle, ce qui trans-
forme les trois cercles donnés en trois droites. 

Page joli, ligne >o. au lieu de deux tangentes fixes, Usez'deux 
autres tancent «s aux deux coniques fixes. 

Page ligne >7, au lieu de deux points fixes, lisez deux autres 
points d'intersection des deux coniques lixes. 

Page 'po. lignes :> et ] en remontant. au lieu de deux, lisez 
quatre. 

Page \ >1. ligne ;ï en remontant, au lieu de plan, lisez centre. 
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SI R L'INTERSECTION DTN TORE ET D'UNE QLADRIQUE; 
PAR M. S. MANGEOT, 

Docteur ès Sciences, 
Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Troyes. 

Je me propose de résoudre la question suwante : 

Quelles sont les quadriques qui coupent le tore sui-

vant deux couches sphériques? Construire ces deux 

courbes. 

Soient O le centre du tore, O z sou axe de révolution, 
0 . r , O y deux axes rectangulaires de son éqnateur, r 
le rayon de son cercle générateur, et l la distance du 
centre de ce cercle à O z. Rapporté aux droites O x , O r , 
O : , le tore est défini par l'équation 

( .r'2 r2 -h h- /2 — r~ )- = 4 /2(x2 y- ). 

que l'on peut écrire de la manière suivante 

< v- — À Y1 — V. 
en posant 

V — À2
 - 4 - I x- -hy'2 -r- ) À — '}. ( /2— r-) (x2 - f - r 2 h- ) 

-f- L\ll( x* -h (T2 ) — ( -- r2 )2 

et désignant par À une constante arbitraire. En vertu 
d'un théorème de M. Darboux sur les surfaces cy-
elides (<), les quadriques qui coupent le tore suivant 
deux courbes sphériques seront toutes celles qui sont 
circonscrites aux quadriques V correspondant à l'équa-

0) Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algé-
briques. Paris, J.-B Baillière: 187.3. 
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lion \ = o. Je vais montrer que les quadriques V ne 
sont autres que celles qui se raccordent avec le tore. 
Soit ï une de celles-ci : la courbe de raccordement est 
du quatrième ordre. Tout plan P mené par O z coupe 
la quadriquc ï suivant une conique G, le tore suivant 
deux cercles G. G, et les deux sections doivent se tou-
cher en quatre points. Donc G est bitangente à chacun 
des deux cercles G, G', et a pour axe la droite Oz. Dès 
lors Oz e$t un axe de la quadrique S, et la conique (i a 
un sommet fixe sur 0 ~ : quand le p l a n P tourne autour 
de Oc, celte conique reste égale à elle-même. On con-
clut de là que ï est une quadrique de révolution, en-
gendrée par la rotation, autour de l'axe du tore, d'une 
conique bilangeute à chacun des deux cercles de sa mé-
ridienne. Or, pour toute valeur de A, l'équation Y — o 
représente une quadrique remplissant ces conditions. 

•le suis ainsi conduit au résultat qui suit : 

Pour (¡u un tore et une quadruple S se coupent sui-
vant deux courbes sphériques, il faut et il suffit que 
/ on puisse inscrire dans les deux' su ¡faces une même 
quadrique 

S o i l 

l'équation du plan H de raccordement des deux qua-
driques S et ï . L'équation de S a la forme 

cl les deux sphères sur lesquelles se trouve l'intersec-
tion ont pour équation 

Les centres des deux sphères sont différents, si, 
comme nous pouvons l'admettre, la quadrique sécante 
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S n'est pas de révolution autour de l'axe du tore. Ces 

deux points sont sur la droi te- = = - . Le plan radi-
a P Y 

eal des deux sphères est le plan H. Les quatre points de 
rencontre de ce plan H avec les deux cercles de contact 
du tore et de S sont communs au tore et à S, et appar-
tiennent à l 'une ou l'autre des deux courbes sphériques : 
ils sont donc sur le cercle commun aux deux sphères. 
J 'ajoute que, S étant de révolution autour de Oz , la 
quadrique S admet nécessairement comme plan de symé-
trie le plan mené par O z perpendiculairement à II, plan 
qui contiendra les centres des deux sphères. 

En rassemblant ces résultats, je puis énoncer le théo-
rème suivant : 

Quand un tore et une quadrique S sont inscrits dans 

une même quadrique S, leur intersection F peut être 

placée sur deux sphères. Les centres des deux sphères 

sont symétriques l'un de F autre par rapport au cejitre 

du tore : ils sont situés sur la perpendiculaire menée 

par ce point au plan H de la courbe de contact des 

deux quadr iques. Le cercle commun aux deux: sphères 

est Vintersection D du plan H avec la sphère qui con-

tient les deux parallèles de contact du tore et de la 

quadrique S. La projection de la courbe r sur le plan 

méridien du tore perpendiculaire au plan H est for-

mée de deux coniques. 

Pour construire la courbe T, il suffit de savoir con-
struire les deux sphères précédentes, puisque alors on 
sera ramené à déterminer l'intersection d'une sphère et 
d 'un tore. 

Si l 'on connaît, en dehors du plan 11, un point m de 
la courbe T, les deux sphères seront connues; car on 
connaîtra un cercle D et un point m de l 'une des sphères 
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et, par suite, uu eerele J) (le l 'autre sphère avec son 
centre. 

Mais 011 peut obtenir les deux sphères sans supposer 
connu un point de F. Je vais, en effet, donner un moyen 
de construire leurs centres, ce qui suffira à les déter-
miner, sachant qu'elles contiennent le cercle D. 

Pour définir la méridienne G de ï , que je suppose 
d'abord être un ellipsoïde ou un hyperboloïde, on donne 
l'un de ses axes ic : l 'autre est déterminé par la 
relation C2 /2 

a- - c- , ? 
c- — t'-

en vertu de laquelle cette conique est en contact avec 
les deux cercles G, G'. Prenons à volonté un point M 
sur la quadrique S, et rapportons toutes les surfaces aux 
trois axes O x , O > , O en faisant passer le plan l ' O s 
par M. J/équation de 2 est 

celle de S est. 

; - r- 0 - , •.-• •:, -- I - K ( L - :- '). y V 3 i h )2 -- o , 

//. p \ v'étant les cosinus directeurs de la normale au 
plan II, et enfin celle des deux sphères sera 

1 -r2 -- 1 - v2-4- /•'- — /- •> e2 V2 

i K (<2 c- /- . , 
—r'rrTTT" 1 A y v' - •+•h )' = <>• 

Prenons comme inconnue la distance p du centre de 
l'une d'elles au centre du tore : 011 a 

<' - — ( ( : 

el l'on est ramené à déterminer K. Pour cela, construi-
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sons la polaire de M par rapport à la méridienne G si-
tuée dans le plan x O z , et projetons M en N sur cette 
droite ; puis prolongeons MN jusqu'à sa rencontre en R 
avec O s . On aura, en désignant par x0, o, z0 les coor-
données de M, 

, f î _ MNx MH 
c?2 c2 ~~ a-

D'un autre côté, d étant la distance du point M au 
plan H, on a 

\ ' :r{) -4- v' ¿o + = ± 

La comparaison de ces deux égalités donne 

, IMNxMK 

on aura donc, pour construire p, la formule 

( c- — /,2 ) x \1N x MR . 

les longueurs qui iigurent au second membre sont toutes 
connues. 

Il est bien évident que la construction que je viens 
d'indiquer deviendrait inutile si l'on connaissait la sec-
tion principale A de la quadrique S dont le plan est per-
pendiculaire au plan l i ; car les liuit points de ren-
contre de cette conique avec les deux cercles du tore si-
tués dans son plan devant appartenir aux deux sphères 
sont quatre à quatre sur deux grands cercles de ces 
sphères, et, connaissant les huit points, on connaîtrait 
ainsi ces deux grands cercles. On serait dans ce cas si S 
était un cône de sommet donné, puisque alors A serait 
formée des deux tangentes menées de ce sommet à la 
méridienne G dont le plan contient ce point : en sorte 
que, quand une quadrique est inscrite dans un tore, tout 
cône ou cylindre circonscrit à la quadrique coupe le 
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ton; suivant une courbe située sur deux sphères dont 
la construction est très simple. 

La propriété que je viens d'indiquer au sujet de la 
conique A donne lieu à cette proposition de Géométrie 
plane : 

(hautd deu x: coniques k et ft sont bitangentes, si Von 
coupe l'une d'elles, Y, par deux cercles égaux G , G', 
bitangeuts à l'autre, les huit points de rencontre sont 
quatre à quatre sur deux autres cercles, dont les centres 
sont symétriques par rappoi t au centre de 13, et dont les 
points communs sont ceux où la droite des contacts de 
A et P> rencontre le cercle passant par les quatre points 
de contact de P> avec les deux cercles C et G'. 

G\ s l'UîTM.i un is . — J'indique ce que deviennent les 
conclusions qui précèdent dans les trois cas où la qua-
drique n'est ni un ellipsoïde ni un hyperboloïde. 

i" ï est un cône. — On a ici cette proposition : 

Si l'on considère le cône de révolution qui a pour 
méridienne tes t ange fit es doubles intérieures de la méri-
dienne (Vun tore et même axe (pie lui, toute quadrique 
S circonscrite à ce cône coupe le tore suivant deux 
courbes sphériques. 

La lormule qui donne c est, dans ce cas, 

/ 
p - ^ - v m - . 

en appelant //, r les distances d'un point quelconque de 
S aux deux génératrices du cone dont le plan passe par 
ce point. 

ï est formée des deux plans limites du fore. — 
Les quadriques S sont alors des cylindres; donc : 

Vc< cvhndres elliptiques tangents aux deux plans 
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limites iVun tore le coupent suivant deux courbes sphè-

riques. 

La formule faisant connaître p est la même que la 
précédente, u et v désignant ici les distances d'un point 
quelconque du cylindre aux deux plans limites. 

3° S est un cylindre, — Ce cylindre a pour équation 
x2-\- ys = o, et les surfaces S sont les cônes délinis par 
la relation 

x- v- = I a x H- -4- Y 3-4-0 )2. 

Donc : 

Quand un cône a son sommet sur l'axe d'un tore, et 

(pie sa base, dans le plan de Véqualeur du tore, est une 

conique ayant un foyer au centre du tore, /' intersec-

tion du cône et du tore est formée de deux courbes 

sphériques. 

Les droites joignant le sommet du cône aux deux som-
mets de la base situés sur l'axe focal coupent le tore en 
luiït points appartenant quatre à quatre à deux cercles 
autres (pie ceux de la méridienne : ce sont les grands 
cercles des deux sphères sur lesquelles se trouve l'inter-
section. 

Ces trois cas particuliers correspondent respectivement 
aux trois valeurs suivantes de \ : 

Remarques. — La question que je viens de traiter 
donne une solution de ce problème de Géométrie des-
criptive (*) ; 

( ' ) Et aussi de celui-ci : On donne un point, une droite, un 
cercle, et une conique bitangente au cercle définie par un axe. 
Construire géométriquement les points de rencontre du cercle avec 
une conique passant par le point donné et ayant un double con -
tact. sur la droite donnée, avec la conique donnée. 
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Construire l'intersection d'un tore et (Vune qua-

drique ¡tassant par un point, donné et se raccordant, 
dans un plan donne, avec une quadrique de révolution 
circonscrite au tore, définie par un de ses sommets. 

Les considér ations qui précèdent conduisent encore à 

ces deux proposit ions, faciles à vériiier : 

Si l'on coupe un tore par deux sphères quelconques 
dont les centres soient symétriques par rapport au 
centre du tore, les deux courbes d'intersection peuvent 
vire placées sur une même quadrique. 

l'onte. quadrique passant par Vintersection d une 
sphère et d'un tore rencontre Je tore suivant une seconde 
courbe sphérique. 

Lu prenant les traces de toutes ces surfaces sur un 
plan méridien du tore, on obtiendrait des propositions 
correspondantes de Géométrie plane : on les aperçoit 
aisément, et je me dispenserai d'en donner l'énoncé. 

s u t l \E CLASSE PARTICULIÈRE DE SÉRIES; 
PAR M. M. D'OCAGNE, 

Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Avant eu tout récemment l'occasion de revenir sur 
I etude des séries récurrentes dont je me suis précédem-
ment occupé ( ' ), j'ai remarqué dans la première de mes 
Notes sur ce sujet certaine inadvertance qui fausse divers 
résultats énoncés. J'expliquerai plus loin en quoi a 

<') \»u\'ette.v \n/ta!es de 1 t<it hemat i<j (tes. :>< série, t, III. p. 65 
( «SS'O ' 1 \ . p. «»:» (iSqo)-
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consisté cette inadvertance. L'objet de la présente Note 
est de rectifier sur ce point mon étude antérieure. La 
matière de cette Note doit être substituée aux nos 35 
et 3 6 (§ X I V ) de ma Théorie élémentaire des séries 

récurrentes (Nouvelles Annales de Mathématiques, 

3e série, t. III, p. 21 à 23). 

1. Les séries que j'ai en vue répondent à la définition 
suivante : chaque terme est lié à tous ceux qui le précè-
dent par la formule 

0 ) U „ = « 0 U/ i_ i -+- av U t t _ 2 - t - . . . 4 - « ,1-2^1 -+- a n - \ LTo> 

<70, a , , . . aa,i^\f . . • étant les termes successifs 
d'une progression arithmétique de raison r. 

J'ai fait voir, à l'endroit cité, que les termes de cette 
série formaient une suite récurrente de la manière sui-
vante : 

De l'expression (1) de U,n retranchons l'expression 
analogue de 11 vient 

V,t — U¡1—1 = a()\}n-x~ /'(Urt-î- I I V : - i -r- L« >-

De même 

U / i - 1 — U „ _ 2 = / • ( U „ _ 3 4 - . . . - h U ï— Uo). 

Par soustraction de ces deux dernières égalités, on a 

\Jn — aU/z-i-h U,i-2 — «oU/i-i—(«o— r) \j,i—> 
ou 

( 2 ) U / l = = ( a 0 - f - 2 ) U „ _ 1 — ( « o - H 1 ~ n L/i-2 

C'est la formule (34) de ma première Note. L'inad-
\ertance commise à l'endroit cité a consisté à utiliser 
cette formule à partir de n = 2, alors qu'elle 11'est en 
réalité démontrée et que de fait elle 11'est vraie qu'à 
partir de n = 3. 

II faut donc, pour appliquer les formules que j'ai fait 
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connaître relativement aux suites récurrentes, poser 

i ,---1 u2 = u ; . = 

C'est la suite des U', prise avec les termes initiaux U^ 
et L j , (pli est récurrente. 

La formule (r>.) de ma première Note ( ' ) donne dès 
lors t . 'n = L an — ( a{) + i — /* ) L" ¡, utl-1, 

les u étant les termes de la suite récurrente/b/zdame/î-
tala définie par l'échelle de récurrence (a ) avec les 
termes initiaux 

u{) n, l([ = l. 

Si l'on remplace U,',, 17, et U,', par leurs valeurs 
prises dans la première suite, on a 

t'\) i „— t u|( a r ) it,i — ( al -f- — ra0) un-\\-

11 suffit ensuite, au moyen de la formule (8 ) de ma 
première .Note, d'exprimer un et un_< en fonction de 
(</,,-*-a) et de ( î / h + I — r ) pour avoir l'expression 
explicite de [ n. 

Mais nous laisserons de coté ces calculs pour re-
prendre avec les formules correctes qui viennent d'être 
établies ici l'étude de la convergence et de la sommation 
des séries considérées. 

(V) /VomW/ex Annales, .'>* série, t. III, p. -i. Celte formúlese 
trouxe généra iis';e pour les suites récurrentes linéaires d'ordre quel-
conque dans le même Mémoire (p. So): J'ai établi depuis la formule 
généralisée par un procédé beaucoup plus simple dans la seconde des 
Noies ci i ees plus haut. La notion de suite fondamentale, que j'ai 
envisagée pour la première fois dans mon Mémoire de i883, et la 
tormulé en question mit été introduites par Ed. Lucas dans sa Théorie 
des nombre.* t p. .'m;> . II faut, pour éviter toute confusion, remarquer 
qua l'endroit rite Lucas a intenerii les rôles joués dans mon Mé-
moire par tes I,«ure< u et t . 
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2. Ayant écrit la série sous la forme 

S = U„-f- t { t 
= v o — i o H- r \ H- r H- . . . 

nous n'aurons qu'à nous occuper de la série S'. Cette 
série est récurrente en vertu de la formule ( a). Elle sera 
convergente si les racines de son équation génératrice 

( 4 ) J ~ (, -+" •>< ) r H- ( «tl+l /')—<) 

ont un module inférieur à l 'unité. 
Si cette condition est remplie, on aura la somme; S'de 

la série par application de la formule (19) de ma pre-
mière Note, généralisée par la formule (6) de la se-
conde (*). Ou obtient ainsi 

M — „ — a ) t . » v \ 
1 — (. i /o - î - ) H- {<<0 - i - 1 — r ) 

_ — (a0 —- 1 ') a., I 0 H- ( a'I -h a{) ~ r) l-„ 

Il vient, par suite, pour la somme de la série pro-
posée 

S = Lio-t- S ' = l 'o— o. 

De là ce curieux théorème : 
Lorsqu une série de la forme considérée est conver-

gente, sa somme est nulle quels que soient U0, a{) et r. 

( ' ) Nouvelles Annales, 3e série, l. IX, p. 97. II est à remarquer 
que ces deux formules concordent parfaitement, car il ne faut pas 
perdre de vue que, la formule (19) de ma première Note ne faisant 
connaître que U,H-U 2 - f -U 3 + . . . , il faut, pour retomber sur le cas 
particulier de la formule (6 ) de la seconde, ajouter U0 au second 
membre, ce qui donne 

U , + MJn _ ( I — a) u t 
U < + 1 -(a~rb)~ 1 — ( a + b) 
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Ce théorème est susceptible d'une importante géné-

ralisation, que j'ai récemment communiquée à l'Acadé-
mie des Sciences ( ' ) et dont la démonstration paraîtra 
prochainement. 

3. \ oici un exemple qui aura l'avantage de nous 
fournir une vérification du théorème obtenu. 

Prenons 
l o - i . (t» — — I , /• — — 

L'échelle de récurrence (2) est alors 

1 ; 1 L //- -1 , • 0 l!// = ï /.- 1 — ( » 3). 

Son éipiation génératrice 

a pour racines 

dont le module est inférieur à 1. La série est 
donc convergente et sa somme, d'après le théorème ci-
dessus démontré, doit être nulle. 

l 'ourle vérifier, remarquons que, si nous prenons les 
trois formules 

H ^ > 

et si nous les ajoutons membre à membre, après avoir 
multiplié la dernière par nous avons 

( ' ) ' ->/»/>/,',v rrntfus. t . C \ V . j>. 7«, 



( ) 
Ainsi les ternies pris de 4 en 4 respectivement à 

partir de U, , de U2, de U3 et de U-,, forment des pro-
gressions géométriques de raison — i . Or le calcul 
direct donne 

Uj =—i , t u - - ] . r;{ — (», i s ~.).. 

Si donc s est la somme de la progression géométrique 
de premier terme — i et de raison — on a 

Mais 

par suite 

' ! 

j S 
I 

I j _ 
4 

S [ — I - (>. 

et la vérification est faite. 

i . Pour terminer cette Note, je donnerai une dé-
monstration nouvelle de la formule de sommation des 
séries récurrentes que j'y ai employée. 

Soit donc la série 

S = U o - i - U i - i - U 2 - f - . . . - f - a d inf. 

supposée convergente et telle que 

( a ) = do L1 u+ji- i -f- a { l i / i + p - o - h . . . - i - dp— i l in . 

La somme cherchée, étant évidemment une fonction 
linéaire des p termes initiaux U0, L j , . 
pourra toujours se mettre sous la forme 

U f r i IV-g-f- + - • t>n-iVo 
i j ) b - ^ 

Or, si nous représentons par S„ la somme de la 
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série lorsqu'on la fait commencer ;tu terme U / n nous 
avons S// = l!« H- S/-! 

ou, en vertu (le la formule ( jï), 
''/> 

I n • ~ M ' » - ~ - • — />/>-! 1-//-H 
1 « ' h ^ U P 

c'est-à-dire 

i u . , , — i i > l-V, /> i 
„.• _ ( /, j _ h , } { ; „ — . . . - I b p j — ) L . 

Cette relation devant avoir lieu, quel que soit doit 
è Ire identique à (a). Donc 

i — b \ - . < t (), b x — b f , - ] — b l , = a n - i i 

d'où l'on tire 
h, - i — 

— i 

-- î — ( a $ -f- a j . . . 4- <7 /, _ t ). 

On n'a plus (pi'à transporter ces valeurs de b u 

/>•>, hp dans ( J) pour a\oir la formule que nous 
avons appliquée plus haut. 

X0TE SI K LE GEXTIIE WE C O I R B I R E DES PODAIKES 
ET A H I P O D U R E S ; 

PAH M . M . D " O C A G N E . 

Les quelques remanpies qui suivent ont été rédigées 
à l'occasion d'une Note de M. Henri Pilleux, récem-
ment parue dans les Ymtve/fes Annales, p. 38/j. 
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L'auteur de cette Note a eu la très heureuse idée de 

lier le centre de courbure en un point d'une courbe au 
centre de courbure correspondant de sa podaire par l'in-
termédiaire de la tangente à la podaire de la développée 
de la courbe. 

Soient, en eflet, 

0 l e p ô l e ; 

M le pied de la perpendiculaire abaissée de O sur la 
tangente en P à la courbe (P ) ; 

1 celui de la perpendiculaire abaissée du même point 
sur la normale en P. 

On sait que MI est la normale à la podaire. Or, le 
point I étant le pied de la perpendiculaire abaissée de O 
sur la tangente à la développée de(P) décrit la podaire 
de cette développée et, si l'on connaît le point corres-
pondant de cette courbe, c'est-à-dire le centre de cour-
bure y de la courbe (P), 011 a, au moyen de la même 
construction que précédemment, la normale et, par 
suite, la tangente, au lieu du point I. 

Le centre de courbure c de la podaire (M) est le 
point où MI touche son enveloppe. 11 suffit d'établir une 
liaison géométrique entre ce point et la tangente en 1 
pour le rattacher, d'après la remarque précédente, au 
centre de courbure de la courbe (P) . C'est ce mode de 
liaison que M. Pilleux a cherché à établir. 

Pour cela il a remarqué que le segment MI était 
constamment vu du point O sous un angle droit et 
il a, en se fondant sur cette condition, cherché com-
ment le point c où MI touche son enveloppe dépendait 
des tangentes connues aux courbes décrites par M et 
par I. 

Voici la construction que j'ai donnée en 1883 pour 
Ann. de Mathémat3e série, t. XI. (Décembre 1892.) 37 
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le même problème (Nouvelles J finales, 3 e série, l. II, 
p. a56) : 

Si T est le point, de rencontre des tangentes en M et 
en I, les droites O T et Oc sont isogonales par rapport 
à Vangle M 0 l ( ' ) -

Le théorème pris sous cette forme a l'avantage de 
s'appliquer sans aucune modification au cas où l'angle 
constant OMP, au lieu d'être droit, est quelconque, 
c'est-à-dire au cas des podaires inclinées, tandis que la 
construction de M. Pilleux se complique un peu dans 
ce cas. 

J'ai, à l'endroit indiqué, obtenu directement le théo-
rème en question; mais il est très facile de le déduire de 
la propr iété du centre instantané de rotation pour le dé-
placement d'un angle de grandeur constante. 

Considérons, en eilèt, un angle constant BAC dont 
les cotés AB et AC touchent leurs enveloppes respecti-
vement aux points B et C. Les perpendiculaires élevées 
eu B à AB et en C à AC se coupent au centre instantané 
de rotation k de la ligure, et la normale au lieu de A 
est la droite KA. Or le cercle circonscrit au triangle 
ABC, cercle qui a AK pour diamètre, est tangent en A 
à la tangente au lieu décrit par ce point. Donc, l'angle 
que fait cette tangente avec AB est égal à l'angle ACB 
(en d'autres termes, la tangente en A est antiparallèle 
de BC par rapport à l'angle BAC). Transformant cette 
propriété par polaires réciproques, par rapport à un 
cercle de centre O, on obtient précisément le théorème 
que nous avons en vue. 

(') Kiralement inclinées sur la bissectrice de cet anîrlc. 
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SOLUTION D UINE QUESTION DE GEOMETRIE 
DOiMVÊE A l COMOIRS GÉNÉRAL M 1887; 

PAU M. F. FARJON. 

[1 s'agit de trouver la condition à laquelle doivent 
satisfaire deux coniques F et / pour qu'un quadrilatère 
puisse être à la fois circonscrit h la première et inscrit 
dans la seconde. 

Nous nous servirons des notations de M. Salmon. 
Supposons la condition réalisée et soient L, M, N les 

diagonales du quadrilatère, les quatre côtés seront 
L z t M d z N . L'équation générale des coniques inscrites 
est 

4> = fjt-L2— [I (L«h- M2— N2 ) -b M2 = o ( i ) 

et celle des coniques circonscrites 

9 = ( L -+- M -h N) ( L -f- M — N ) — v (L — M -h JN ) (L — M — IN ) = o. 

Si ces deux équations comprennent les deux courbes F 
et y , rapportées au triangle de référence LMN, en égalant 
à zéro les deux discriminants de f — X F et de z> — 
on obtiendra deux équations en \ qui devront avoir les 
mêmes racines. 

Soient A,, A',, les invariants du système <l>s, 
A, A', 6 , 6 ' ceux du système F / , on a 

= — ^ ( H —l)2, 
A; = —4v(v —i), 
0i = — 2[X({JL — l)2(> — I), 

( ' ) SALMON , trad. VAUCHERET, Sect, con., § 287. 
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par conséquent 

H _ '2 I V — I ) 
I I " a 

¡i -— i )2 (v — 1 V2-r- \[jLV 
{l} j I " " p2<> — o2 

f A _ Ív ' 7 ~~1} 

• "Â " — i )-

et en éliminant entre ces trois relations les paramètres 
p et v , on aura la condition cherchée. 

On lire de la première 

•AI V — I ) A 

^ ~H~ ' 
de la troisième 

v H '2 

substituant dans la seconde, on trouve* finalement 

i » \ Aeo' — 8 A2 A'. 

Cette condition est évidemment nécessaire, puisque, 
si elle n'était pas remplie, les trois relations (i) seraient 
incompatibles. Je dis de plus qu elle est suffisant!*. 

D'un point A pris sur f menons les deux tangentes 
à F, lesquelles rencontrent f aux points B et C. De ces 
points menons deux nouvelles tangentes à F, lesquelles 
se coupent en I); il faut prouver que, si la condition (2) 
est remplie, le point 1) est aussi sur f. 

Rapportons F et / 'au triangle de référence LMN" formé 
par les diagonales du quadrilatère ABCD, F prendra la 
forme <I> et, pour identifier / et <p, 011 aura cinq condi-
tions, qui se réduisent à deux, les deux courbes ayant 
déjà les trois points A, B, C communs. L'équation (2) 
qui existe, par hypothèse, pour les deux systèmes 
<!>/*permet de satisfaire à une quatrième condition. La 
cinquième déterminera la valeur de v. c. Q. F. D. 
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Remarquons que le point A est un point quelconque 

d e / , d'où il suit que, lorsque la condition (2) est rem-
plie, il existe une infinité de quadrilatères circonscrits 
à F et inscrits à / . Poncelet a depuis longtemps établi 
cette propriété pour un polygone quelconque. 

Application. — L'ellipse 

F = tf2/2-t- b^X* — = o 
et le cercle 

/ = (# —c)2-t- r2— e*)= o (M. 
On a 

A = — a* b'+, A' = — -ji(a2-f- c2 ) , 

e = — _\a'*b*i e' = — 4«'» + 

et la condition (2) est vérifiée. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une Lettre de M. Méray. 

Les propositions analytiques par lesquelles débute 
l'article (p. 474) s e trouvaient en majeure partie déjà, 
quoique dans une forme différente, dans un Mémoire 
sur la théorie algébrique des formes quadratiques, 

publié par M. Darboux dans le Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées ( 2 e sér ie , t . XTX ; 18^4)-
L'auteur, qui l'ignorait, doit en informer le lecteur et 
l'inviter surtout à consulter aussi cet important travail. 

(') Cf. Nouvelles Annales, année 1888, p. 3/,8. 
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NOTICE SIR C. (iÉRONO. 

Gérono vient cle mourir; c'est le 7 novembre que 
nous l'avons conduit à sa dernière demeure. M. Laisant 
a prononce sur sa tombe des paroles éloquentes qui ont 
ému toute l'assistance, tant elles étaient en harmonie 
avec les sentiments intimes de tous ceux qui étaient 
venus rendre^ par leur présence, un dernier hommage 
au maître vénéré. Nous regrettons de ne pouvoir repro-
duire cette touchante improvisation, qui méritait d'être 
recueillie et qui reiîétait si bien la reconnaissance de 
l'élève et la tendresse de l'ami. 

Gérono fut à la fois un homme de bien, un profes-
seur émérilo, un savant modeste et distingué. Son zèle 
incomparable, son caractère plein de droiture, sa solli-
citude si bienveillante malgré quelque apparence de 
rudesse, son grand amour du devoir lui avaient concilié 
durant sa vie l'estime publique, et l'on peut hautement 
afiirmcr qu'il laisse après lui d'unanimes regrets. 

Il appartenait à une noble famille génoise que ses 
opinions démocratiques avaient obligée de quitter suc-
cessivement l'Italie et la Hollande pour se fixer défini-
tivement à Paris, où Gérono naquit le 8 nivôse de 
l'an VIII. Il fit de brillantes études au Lycée Louis-
le-Grand, et remporta en 1810, au Concours général, 
le premier prix de Mathématiques élémentaires, tandis 
que son condisciple, Victor Hugo, obtenait au même 
concours le cinquième accessit de Physique. On raconte 
que, la veille de la distribution des prix, lorsque le Pro-
viscur fit connaitre leur succès à ces deux élèves, que 
devait unir désormais une étroite et inaltérable amitié, 
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Victor Hugo se jeta dans les bras de son camarade en 
s'écriant : « Je serai le Mil ton de la Littérature et tu 
» seras le Newton de la Science ». 

A peine sorti du collège, notre lauréat fut envoyé 
comme professeur, d'abord à Tulle, puis à Vendôme, 
qu'il quitta à la suite d'un duel d'ailleurs fort hono-
rable. C'est alors que le baron Reynaud le fit nommer 
professeur à l'Ecole des Pages, à Versailles, où il en-
seigna les Mathématiques et la Physique, pendant plus 
de cinq ans, du IER juin 1 a u IER septembre i83o, 
date de la suppression de la Maison des Pages. Un pro-
fesseur d'un tel mérite ne pouvait être oublié; on l'en-
voya comme principal au collège de Lorient, d'où il 
fut appelé un peu plus tard à Paris, en qualité de pro-
fesseur à Sainte-Barbe. Dès lors, Gérono ne quitta plus 
Paris, où il donna des leçons dans la plupart des établis-
sements d'instruction publique et où il vécut heureux, 
grâce aux soins affectueux de M. et Mrae Gaillard. 

Jamais carrière de professeur ne fut plus pleinement 
et plus dignement remplie. Gérono a prodigué ses soins 
à plus de soixante générations d'élèves, dont beaucoup 
sont restés ses amis et qui tous emportaient une pro-
fonde estime pour son caractère et son talent. Quelle 
preuve plus caractéristique de l'attachement qu'il inspi-
rait à ses élèves, que la cérémonie touchante à laquelle 
donna lieu sa décoration? On lisait, le 18 juillet 1884, 
dans la plupart des journaux parisiens : « Hier, M. le 
général Campenon, Ministre de la Guerre, et M. Ana-
tole de la Forge député de la Seine, sont allés remettre 
à leur vieux professeur, M. Gérono, la Croix de la Légion 
d'honneur. M. le recteur Gréard, M. Dubief, directeur 
de Sainte-Barbe, l'amiral Duperré, M. Laisant, député 
de Nantes, M. Vaseilles, directeur des études à Sainte-
Barbe, et une foule d'anciens élèves du maître ont tenu 
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à offrir leurs respectueux compliments à ce vétéran de 
la Science. » 

Pendant les années 1822 et 1823, Gérono entretint 
une correspondance assez suivie, à propos de quelques 
passages de la Géométrie de position, avec le général 
Carnot, alors exilé à Magdebourg. « C'est faire faire de 
véritables progrès à la Science », lui écrivait Carnot le 
i5 mai 1823 « que de généraliser, comme vous le faites, 
les propositions, pourvu qu'alors l'énoncé n'en devienne 
pas trop compliqué ; autrement, il vaudrait mieux con-
sidérer ces propositions comme des corollaires de celles 
qui sont plus simples ». 

Un peu plus tard, en 1826, Gérono eut la bonne 
fortune de patronner, dans la capitale, le jeune Sturm, 
qui arrivait de Genève, muni d'une lettre de recomman-
dation de son savant maitre Lhuilier. « Cette lettre », 
écrivait Lhuilier à Gérono, « vous sera remise par l'un 
de mes ci-devant disciples, M. Sturm, qui vous est 
bien connu par les beaux Mémoires qu'il a insérés dans 
les udnnules de M. Gergonne, qui ont aussi acquis un 
nouveau mérite par les différents Mémoires que vous y 
avez insérés, et qui sont une preuve de votre attachement 
à la Science et des progrès que vous lui faites faire. 
Vous avez avec M. Sturm une coïncidence de goûts qui 
ne tardera pas à vous attacher l'un à l'autre . . . ». Et en 
effet, Sturm devint l'ami de Gérono dont il se com-
plaisait sans cesse à rappeler l'accueil empressé et 
cordial. 

L'année 18 \ 2 est une date mémorable dans la carrière 
scientifique de Gérono; c'est alors que, en collaboration 
avec le regretté O. Tcrquem, il fonda les Nouvelles 
Annales de Mathématiques, qu'il dirigea jusqu'en 
mai 188;, et qui rendent, depuis un demi-siècle, des 
services éclatants à l'Enseignement et à la Science. C'est 
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dans ce Recueil et dans les Annales (le Gergonne ( { ) 
que se trouvent tous les travaux scientifiques de notre 
savant prédécesseur. Gérono a écrit, en outre, à l'usage 
des élèves de Mathématiques spéciales, plusieurs Ou-
vrages qui se recommandent par une clarté et une pré-
cision peu communes ; ce sont : un Traité de Statique, 
u n Traité de Trigonométrie e t u n Traité de Géomé-

trie analytique faits en collaboration avec M. Delisle, 
et u n Traité de Géométrie descriptive, fai t en co l l abo-
ration avec M. Cassanac. 

Pour ne rien omettre, nous devons signaler encore 
divers travaux littéraires, consistant principalement dans 
quelques articles de critique insérés dans le Journal le 
Corsaire sous la r u b r i q u e : Lettres à la postérité. 

Voici le commencement de la première de ces Lettres; 
cet extrait suffira pour donner une idée de cette cri-
tique humoristique : 

a M. le rédacteur, je ne vous écris point pour vous 
expliquer les OEuvres de Victor Hugo; M. Victor se 
sent, il ne se raisonne pas. Ce n'est pas non plus pour 
flagorner le baron Dupin; ce grand citoyen, qui s'oc-
cupe de tout, saurait, s'il le fallait, faire lui-même son 
éloge. Ce n'est point enfin dans l'intention de voter des 
encouragements à l'industrie nationale, car les indus-
triels ont beau dire que plus ils font de machines à se 
passer d'ouvriers, plus il leur faut d'ouvriers pour faire 
aller ces machines; je leur soutiens, moi, avec messieurs 
de la droite, que si les moulins n'étaient pas faits, les 
ânes n'iraient pas au moulin et que ce serait nous qui 
ferions leur ouvrage. . . 

G., 
professeur ennuyé des Académies de etc., etc. » 

(*) Nous publierons prochainement une liste complète des Mé-
moires de M. Gérono. 
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Gérono ne se désintéressa jamais de la politique; il a 

toujours rempli religieusement ses devoirs de citoyen. 
11 y a dans sa vie un trait héroïque : C'était aux jour-
nées de juin 1848. Gérono remplissait les fonctions de 
maire du XIIe arrondissement. Tout à coup, on vient 
lui dire qu'un notable commerçant du quartier a été 
enlevé par les insurgés et qu'on va le fusiller sur l 'heure. 
Gérono court à la barricade, il arrive au moment où 
l'on colle au mur le malheureux otage. Prières, me-
naces, rien n'y fait. Alors, voyant qu'on met en joue : 
« Fusillez-moi donc avec lui » s'écrie Gérono, en se 
précipitant à côté du prisonnier. Tant de courage eu 
impose aux émeutiers, leurs cœurs fléchissent, leurs 
armes s'abaissent. Gérono, par cet élan sublime, avait 
sauvé 1111 père de famille et épargné un crime à des 
égarés. 

E U G K X E Roue HÉ . 
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EXERCICES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

1621. La somme des carrés des axes d'une ellipse E, dou-
blement tangente à une ellipse donnée et qui passe par les 
foyers de cette courbe, est constante quelle que soit cette 
e l l i p s e E . (MANNUEIM.) 

1622. On considère une des coniques du faisceau déterminé 
par quatre points donnés A, B, G, D, et deux autres points 
fixes P et Q situés dans le plan de la conique. La droite PC 
rencontre la conique en G', la droite QD rencontre la même 
conique en D'. Montrer que la droite C'D' passe par un point 
fixe, quelle que soit la conique du faisceau. ( B A I U S I E X . ) 

1623. Les milieux des six cordes d'intersection de deux co-
niques et le centre des deux coniques sont une même conique. 

( BAK IS IEN . ) 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Question 1574. 

On considère tous les points du plan d'une ellipse d'où 
f'on peut mener à cette courbe deux normales simples et 
une normale double; on demande le Heu, du pôle de la 
corde qui joint le pied de la normale double au pied d'une 
normale simple. ( C I I A M B O N . ) 

SOLUTION 

P a r M . A . REXOX. 

Soient a, ß, a \ ß' les coordonnées des pôles des droites qui 
jo ignent le pied M de la normale double aux pieds des deux 
normales simples, l'ellipse étant rapportée à ses axes. 
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Soient x = acos'f, y = b s'mo les coordonnées de M. La 

tangente en M à l'ellipse a pour équation 

coscp sincs 
X L - F - Y —R^- — 1 = 0 . 

a J b 

Les deux points, dont les coordonnées sont a, (3, a', devant 

se trouver sur cette tangente, on a 

('•) 

(>> 

Mais, la normale en M étant double, les points (a , ¡3), (a', ¡3') 
sont deux sommets opposés d'un quadrilatère normal circonscrit 
et l'on a 

(3) xa' = — = — ¿>2> 

On obtiendra donc l'équation du lieu en éliminant a', P' et © 
entre ( i ) , ( •/) et (3) . Cette élimination donne 

(/>2.r2 — a*y*)* = b*y*(a*-+-x*)* + a*x*(b*+yiy= o. 

Ce lieu est donc une courbe du quatrième degré. Elle est 
tangente à l'ellipse en ses quatre sommets; elle admet pour 
asymptotes les côtés du rectangle construit sur les axes. 

coscp s ino Q 
a P 

eosep Q ' sincp 

a H 

Question 1604. 

Démontrer que, si une parabole P touche les diamètres 
conjugués égaux d'une ellipse E, les cordes communes à 
rellipse et aux cercles oscillateurs à cette courbe aux 
points de contact des tangentes communes ci P et à E pas-
sent par un même point; la polaire cle ce point par rap-
port à l'ellipse est tangente à la parabole. ( L E M A I R E . ) 

SOLUTION 

P a r M . BAUISIEN. 

Prenons pour axes de coordonnées les axes de l 'el l ipse. 
I. équation de< diamètres con jugués égaux de l 'ell ipse est 



( 3* ) 
b2x2 — a 2 / 2 = o ; celle d'une conique qui leur est tangente peut 
s'écrire 

l(b2x2 — a 2 y * ) -4- (UX->rvy — r)2 = o, 

-h vy — i = o représentant la droite qui joint les points de 
contact. 

Pour que cette conique soit une parabole, on doit avoir 

¡y a2w2 

ce qui donne, pour l'équation de la parabole, 

(1) (b2vx a2uy)2—ia2b2(ux -f- a2 b2 — o. 

L'équation d'une tangente à l'ellipse de coefficient angulaire 
m est 

( 2 ) y = mx-h \/a2 m2-h b2. 

En portant cette valeur de y dans (1), on aura une équation 
du second degré en x. En exprimant que les racines sont 
égales, on trouve la condition de tangence de la droite ( 2 ) 
avec la parabole : on a ainsi, après avoir supprimé le facteur 
étranger ( a 2 u 2 — b2v2), 

( 3 ) 4(ci2m2-h b2)(a2 mu H- blv)2 = (a 2 m2— ¿>2)2. 

Telle est l'équation donnant les quatre valeurs de m corres-
pondant aux quatre tangentes communes . 

Le cercle osculateur, au point de contact de la tangente (2) , 
coupe l'ellipse suivant une droite passant par le point de con-
tact et ayant pour coefficient angulaire m, en vertu de cette 
propriété qu'une ellipse et un cercle se coupent suivant des 
droites également inclinées sur les axes de l'ellipse. On trouve 
ainsi, pour l'équation de la corde commune à l'ellipse et au 
cercle osculateur, 

b2 — a2 m2 
(4) V -+- rrtx — = = > 

<i/a2m2-+-b* 

ou, en tenant compte de la relation (3) , 

y -S- mx = i( a2 mu -4- b-v ). 

Sous cette forme, cette équation montre que, quelle que soir 



( 4 * ) 

l une des quatre valeurs de m données par (3) , la droite (4) 
passe par le point x = la^u, y = 2b'2 c. 

La polaire de ce point, par rapport à l'ellipse, a pour équa-
t ion 

11 x i vy — |. 

Lu cherchant l 'intersection de cette droite avec la para-
bole (1), on \oit qu'elle est tangente au point dont les coor-
données sont 

<r-u _ — 

•j.(a-a- — b-v-)' " n a1 u1 — b'1 v*) 

Question 1545. 

Si l'on considère les trois normales menées d'un point 
a une parabole et le triangle formé en menant les tan-
gentes é( leurs pieds; si Von suppose ensuite que le point. 
d'où l'on mène les normales éi la parabole, se déplace sur 
un diamètre de la courbe : 

1" Tous les triangles des tangentes ont leurs sommets 
sur une hyperbole cquilatère ; 

•>/' Tous ces triangles ont même point de rencontre des 
trois hauteurs ; 

>" Les cercles des neuf j>oints de ces triangles passent 
par le sommet de la parabole; 

Les centres des cercles des neuf points sont sur un 
même (liametrc. 

:>° Si Von considère trois normales quelconques et une 
parabide {ne se coupant pas au même point), le point de 
rencontre tics hauteurs du triangle des normales et le point 
de /•encontre du triangle des tangentes sont sur un même 
diamètre. ( C l l A l L1VC. ) 

SOLUTION 

P a r M . IÎROCAÏU». 

Soient 

A. I». <• les pieds de^ normales issues d'un point P à la para-
bole avant S pour sommet et F pour fover: 



( S* ) 
A', H', G' les i n t e r s e c t i o n s des t a n g e n t e s à la parabo le aux 

po ints A, B, G; 
H, II' les o r t h o c e n t r e s des tr iangles ABC, A'B'G' . 

L 'équat ion de la parabole é tant 

les po in t s B, G ont pour c o o r d o n n é e s 

( I S ) r=-b, 

c2 
i G ) y — — r, x = - i 

2/J 

les n o r m a l e s en ces po ints ont pour équat ions 

(BI>) = 
P\ */>/ 
c / c2 \ 

( G P ) 7 - T - c = x , 

et les c o o r d o n n é e s de leur point d ' intersect ion P sont 

b'2~\~ hc -+- R2 bc(b H- C ) 
< p ) x = p -r- - 5 y = — • ; ' -xp 'ip1 

On sait que le c en tre de gravi té du tr iangle ABG doit se 
t r o u v e r sur S F ; on a d o n c pour c o o r d o n n é e s du point A 

{ A ) x = > y — b -f-• r. x ip 

Gela p o s é , les t a n g e n t e s AB'C/ , BA'G' , GA'B' ont pour 

b -H r 
•2 

é q u a t i o n s 

( A B ' C ) y - b ~~ c 

( B A ' G ' ) y 
P h 
f x — 
b •>. 

(G A ' B ) y H -
P c J— x — 
C JL 



( 6* ) 

| c , points A', IV. C ont donc pour coordonnées 

be c 

v \ b - r ) b 
nr . - , / ( ' •'• ; ' 

b i b - - c ) r , C) X r- - , y = . 
'±p 

L'orthocentre H' est déterminé par les deux équations 

b b r c ( b c ) b b r 
< B'11 ) v = - h r 

^ » ^ L 

i C ' i r » y 

d'où 

(11') T 

>1> 
b ( b -4- c 

•ip 

p bc.(b • 

Ainsi l 'or thocentre II' des triangles A B ' C des tangentes est 
sur la directrice de la parabole. 

Ce résultat pouvait être prévu. En effet, la circonférence 
circonscrite au triangle A ' B ' C passe par le foyer F. Pa r con-
séquent, les projections du point F sur les trois côtés du 
triangle A ' B ' C doivent se trouver en ligne droite. Cette ligne 
pédale (droi te de Simpson) n'est autre que la tangente S r au 
sommet S de la parabole; et, par une propriété connue, on 
sait que le milieu V de la distance de l 'or thocentre H' au 
point F considéré sur la circonférence est sur le cercle E des 
neuf points, puisque ce cercle peut être défini comme figure 
semblable au cercle circonscrit, le centre de similitude étant 
l 'orthocentre et le rapport de similitude, \ ( v o i r Nouvelles 
Annales, questions 21, 708, 710, résolues '¿e série, t . XVI 
et IVV 

On remarque immédiatement que les points A', B', C se 
trou\ent sur une même hyperbole équilatére; car, pour cha-
cun d eux, on a 

_ bc(b-^-e) 
4P 

et, par une propriété connue, l 'hyperbole équilatére circon-
scrite à un triangle A ' B ' C passe par l 'orthocentrc H'. 



( 7* ) 
Le centre île gra \ i t é G' du triangle A ' B ' C a pour c o o r d o n -

(G' ) T = z -
i\p 

Il se trouve donc sur Taxe S F de la parabole, comme celui 
du tr iangle ABC des pieds des normales issues d'un m ê m e 
point P . 

Ces remarques vont nous facil iter la déterminat ion des coor -
données du centre O' du cercle A'B'G'. J1 suffit d 'exprimer 
que les po ints O', G', H' sont en l igne droite et que les diffé-
rences de leurs coordonnées respect ives sont dans le rapport 
des s eg ment s O'G', G'H', c'est-à-dire'2. On trouve ainsi 

, , b* -4- bc -t- r 2 — 772 bc ( b -4- c > 
( ( . ) ' ) x — — , - , y-

\P \P' 

Sachant que le cercle ABC, passe par le sommet S de la pa-
rabole et que son équat ion doit être de la forme 

x2 -H y2 — i M x — i Njr = o, 

il suffit d 'exprimer que ce cercle passe aux points B et G pour 
avoir l 'équation 

63
 - f - bc - f - c2-+- 4p 2 bc(b -4- c) x -h r2 x —¥—y y = o, 

'ip 

et l'on vérifie a i sément que ce cercle passe au point A. 
Le centre O a donc pour coordonnées 

bc c2-f- 4//2 bc(b-+-c) 
( 0 ) Yr ' ' 

Ainsi il es t à une distance de l'axe de la parabole égale au 
quart de ce l le du point P à cet axe . 

On en dédui t que la dis tance de l 'orthocentre H est égale à 
la moi t ié de ce l l e -c i et , par suite , que G'H est un diamètre de 
la parabole . 

Même conc lus ion pour la l igne H'P . 
Les points A, B, G, H sont également sur une hyperbole 

équi latère qui a pour équation 

¿>2 -!- bc -T- c2 . bc ( b -r- C > s y = - , 1 >.p ! " -J.p 



( 8* } 
I-I, piiisrjuc l'oi'llmeenU'e H a pour ordonnée 

bcih-V- c ) 
' 1 1 ' - r ' ¡ ^ • 

(Mi voit que son abscisse doi t avoir p o u r exp res s ion 

b't-v-bc-^-c-— 

On reconna î t , en o u t r e , que le po in t P est sur la m ê m e h y p e r -
bole équ i la té re . 

Le cen t re de ce t te conique est à une d i s t ance de la t a n g e n t e 
S v t r ip le de celle du c e n t r e de g rav i t é G' du t r i a n g l e A ' B ' C ' . 

Pour é tab l i r que le cercle E des neuf po in t s du t r i ang l e 
A 'B 'C ' passe par le po in t S, il suffi t de m o n t r e r que la d ro i t e 
U S r encon t r e le, cercle A ' B ' C sur l ' o r d o n n é e du p o i n t F , ou , 
plus s implement , de r e m a r q u e r que le po in t V, mil ieu de I I ' F , 
a pour o rdonnée la moi t ié de celles des po in t s II ' , P . 

Les deux hype rbo le s équ i la tè res ABC1IP, A ' B ' C I I ' se r e n -
cont rent en un point L dont l 'abscisse est égale et de s igne 
con t ra i re à celle du cen t r e de g rav i t é G' du t r i a n g l e A ' B ' C . 

Il ne reste plus qu 'à d é m o n t r e r la p r o p r i é t é géné ra l e énoncée 
au n° ;>. 

Le t r iangle des t rois no rma les aux p o i n t s A, B, G supposés 
quelconques est défini par les équa t ions 

a / a-\ 
r — • a - :r , 

/' \ a/V 
ou, en posant 

a --- >/;?/>, b — inp, c — xqp, 

y — :>. mp — •> m ( .r — 2 m1 p ), 

r — >. up — ). n ( .r — x n -p ). 

V •) <ip : - •> q ( x — q2p ). 

Les commets \ \ B", C" du t r i ang le f o rmé pa r ces t ro i s 
droi tes ont pour coo rdonnées 

( ( \ r ~ P - i - 2 p i m - -4- m n -f- n - ) , 

( .v ~ \pinn ( m -f- //. ), 

l / o r t h o c e n t r e II" est défini par les équa t i ons 



ou bien 
( 9* ) 

y — f\pnm(m 4- n) =r — _ [ or - p — >p(m*--h mn 4- **)], 

r — 4 pqm ( m 4 - q ) = - - 1 | -r — — }p ( ,?l2 m ( J H_ ^2)] ? 

d'oii 
J zrr — ̂  [ />* g, ? ^ J# 

D ' a u t r e p a r t , le t r i a n g l e des t r o i s t a n g e n t e s a u x p o i n t s A 
B, C es t déf ini p a r les é q u a t i o n s 

y — !i r — 

P l> y - y -r = > 

y - - x — — -c 2 

el il a p o u r s o m m e t s a, p, y d o n t les c o o r d o n n é e s sont 

. x bc b -h c ( a ) ./• — , y — , 
2 p 2 

n ac a 4- c 
( p ) , y — , 

2p " 2 

^ ab a 4- b 

P a r c o n s é q u e n t , l ' o r t h o c e n t r e II ' est d é t e r m i n é pa r le 
d r o i t e s 

a -1- b ci ab \ 
v 4 - = U H , 2 p \ 2P / 

a —- c b / ac 
7 7>- P \ '> P 

d'où 
y =—n | abc 4 - p~(a 4 - b 4 - c ) l , 

ou b i en 

c ' e s t - à - d i r e la m ê m e o r d o n n é e q u e p o u r l ' o r t h o c e n t r e 11". 
G o m m e v é r i f i c a t i o n , il suff i t de f a i r e a = - ( 6 + c ) pou 

r e t r o u v e r l ' e x p r e s s i o n de l ' o r d o n n é e des po in t s II ' e t P . 



( >°* ) 
Les (Jeu\ hyperboles dont il a été question se rencont rent 

en un point L dont l'abscisse est égale et de signe contraire à 
celle du centre de gravité G' du triangle A'B'G' . 

Question 1622. 

On considère une des coniques du faisceau déterminé 
par quatre points donnés A, B, G, D, et deux autres points 
fixes P et O situés dans le plan de la conique. La droite 
I*G rencontre la conique en G', la droite QD rencontre la 
même conir/uc en 1)'. Montrer que la droite C'D'passe par 
un point ji.re, quelle que soit la conique du faisceau. 

( P A R I S I E N . ) 

SOLUTION 

P a r M . AUDIBEUT. 

Soiî ABCD un quadri la tère dont les cotés opposés AB et 
Cl) prolongés se coupent en 0 . 

Prenons <)B pour a \ c des ordonnées et OD pour ligne des 
abscisses. Posons en outre 

O A = r t , OB — b, OC = c, OD = d. 

line des coniques circonscrites au quadr i la tè re sera r ep ré -
sentée par la relation 

(0 

Les (juatre points G. D, C , D' dé t enn inen t un aut re qua-
drilatère dont les côtés auront respectivement pour équa-
tion 

™ y -r O, 
GC Y— %{x - c) = O, 
DD' y — G{x —d ) — O, 
<7IV -i — i ~ o, m n 

les paramètres m et n étant seuls à d é t e r m i n e r . Si nous 
cernons qu'une conique circonscrite à ce quadr i la tère 



( l l * } 
est identique à la conique ( i ) , nous trouvons la condit ion 

— m __ b(a ae )( a -+- i d ) 
b — m « ( b 4 - OLC)(ù 4 - z d ) ' 

d'où l'on déduira pour m une valeur indépendante de X. La 
l igne C D ' coupe donc Taxe OB en un point fixe. 

Question 1623. 
Les milieux des six cordes d'intersection de deux co-

niques et le centre des deux coniques sont une même co-
nique. ( B A R I S I E N . ) 

S O L U T I O N 

Par ]\I. Aunim-irr. 

Une conique passant par les milieux des quatre côtés du 
quadrilatère ABGD, 

b a-hb\/ b bie d) 
r + c * - — - - ) (•' -

> / a a b \ r a a(e ~ d )~\ 
+ d x ~ — ) L - K - d * - ~ a ~ \ = 

passera par le milieu des diagonales AD et BG, si Ton fait 

. __ _ bd 
ac 

Alors son équation devient 

9. y2 9. b x- a 4- b b{ e d ) 
— y -h ,— x - o. 

a ca }. " va 

et représente le lieu des centres des coniques ( i ) . 

B E M A R Q U E S DE M . B A R I S I E N SUR LA QUESTION 1 6 2 3 . 

On sait que le l ieu des centres des coniques circonscrites à 
un quadri latère est une conique dite conique des neuf points 
qui passe par les quatre mil ieux des côtés, les deux milieux 
des diagonales , le point de rencontre des diagonales et les 
deux points de rencontre des côtés opposés . Cet te conique est 
une hyperbole si le quadrilatère est convexe: la conique est 
une ell ipse si le quadrilatère est concave. Or. si l'on suppose 



( 12* ) 
1,' quadrilatère concave formé par les trois sommets A, B. C 
d'un tr ian-le et par le point de rencont re II des hau teurs de 

r 

«•e triangle: la coniq ne des neuf point.s-devient alors le cercle 
des neu f points. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Le lieu des centres des coniques circonscrites à un 
triangle et passant par son point de rencontre des hau-
teurs est le cercle des neuf points relatifs à ce triangle. 

La question proposée sous le n° J()2o peut aussi s 'énoncer 
de la façon suivante, plus complète, qui résulte des considéra-
l ions précédent es. 

!.<( conùjue des neuf /joints relative au quadrilatère 
formé par les /toi/ifs d'intersection de deu.r coniques passe 
en >>utre par les centres de ces coniques. 

QltiSTIOXS PROPOSÉES. 

Un considère, sur une surface, les courbes enve-
loppée- par d e s p l a n s normaux parallèles à une direction 
donnée. tes courbes forment un réseau orthogonal avec 
celles |(. Ion g desquelles la normale fait un angle constant 
-INce la direction donnée, la surface a une série de lignes de 
courbure situées dans des plans perpendiculaires à la susdite 
direction. (Luc¡EN LÉVV.) 

I(i-2.v). <h, donne une conique, deux de ses tangentes P. Q 
qui se coupent sur l'axe focal, et la droite N qui passe par les 



( i3* ) 
pieds des perpendiculaires abaissées de l'un des foyers sur P 
et Q. 

Une tangente T à la conique coupe ces droites en />,<?, n ; 
on prend le point m conjugué harmonique de n par rapport à 
pq : démontrer que lorsqu'on fait varier T, le lieu des points 
tels que m est une c irconférence de cercle. ( M A N N H E I M . ) 

1626. Soit une série 

F(x) = <70-f- a{x -f-. . .-+- al(x" 4 - . . . 

dans laquelle les coeff icients a sont positifs. On suppose qu'on 
ait 

lim atlnv— K, 
// — se 

K étant une constante différente de zéro et p un nombre posi-
tif moindre que l 'unité . Démontrer que, lorsque x tend vers i , 
le produit 

( i — x) l-r>f(x) 
a pour l imite 

K F ( I — p ) . ( A P P E Î . L . ) 

1627. Soit une équation algébrique de degré m ayant pour 
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées par 
des points A[, A 2 , . . \ ,n . Pour qu'un point P soit racine de l'é-
quation dérivée, il faut et il suffit que les points A't, A'2,... A/,, 
inverses des points racines par rapport au point P admettent 
ce dernier comme centre des moyennes distances. 

( O n sait que l'inverse Aj d'un point Aj par rapport à P est 
un point situé sur la droite PAj à une distance P A j inverse 
de P A 4 . ) 

iV. B.— Le théorème peut être déduit d'une remarque généra-
lement attribuée à Chasles sur les positions d'équilibre d'un 
point attiré par des centres fixes en raison inverse de la di-
stance, quest ion qui a été étudiée en détail par M. Félix Lucas 
(Comptes rendus, ie semestre 1868). On en conclut l'im-
portante conséquence suivante due également à M. Félix 
Lucas ( Comptes rendus> IER semestre 1888 ) : 

Les racines de la dérivée sont situées à l'intérieur de tou. 
p o l y g o n e c o n v e x e entourant les racines de la proposée. 

F A P P K L L . ) 



( '4* ) 
1028. Le lie a des points d'où l'on peut mener à la développée 

d'une parabole quatre normales formant un faisceau harmo-
nique est une parabole. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

1029. Soit B le centre de la sphère osculatrice, en A, à la 
ligue (A ). Soit G le centre d e l à sphère osculatrice, en B, à la 
ligne ( B ) . Démontrer que AG engendre une surface dévelop-
pable, et chercher les lignes, pour lesquelles AG pivote autour 
d'un point fixe. (E . C E S A R O . ) 

1030. Dans tout triangle, dont les côtés sont en progression 
géométrique, il y a égalité entre le cercle circonscrit et le 
cercle osculant la potentielle au centre de gravité, 

( E . C E S A R O . ) 

1031. Chercher les courbes telles que les plans polaires de 
leurs points, par rapport à une sphère donnée, passent par les 
centres des sphères osculatrices correspondantes. 

( E . C E S A R O . ) 

1032. Démontrer qu'il n'est pas possible de trouver une ligne 
plane dont les cercles osculateurs soient vus sous un angle 
constant d'un point du plan. ( E . C E S A R O . ) 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Question 1621. 

La somme des earrés des axes d'une ellipse E, double-
ment tangente à une ellipse donnée et qui passe par les 
foyers de cette courbe, est constante, quelle que soit cette 
ellipse E. ( M A N N H E I M . ) 

SOLUTION 

P a r M BARISIEN. 

Soient b-x-— a-) - — a^b2 = o l'équation de l'ellipse don-
née: x eos a — r sin a — p — o ( d i e de la corde de contact de 
cette ellipse a \ee une ellipse E. 



( i5* ) 

L'équation générale des ellipses E sera donc de la forme 

(i) a-j a* b - c o s a sin a — p)- = o. 

Faisons y = o dans cette équation, nous obtenons 

x'2 ( À -r- cos2 a ) — ipx cos a -+- />- — X a2 ¿>2 = ». 

Pour que cette équation admette les deux racines 4- e et 
— c, il faut les deux conditions 

( '±) p cosa — o, 

( 3 ) c2 ( X cos2 a ) 4- />2 — X a - b- = o. 

La condition ( a ) montre que les ellipses E ont la corde de 
contact avec l'ellipse donnée, ou bien passant par le centre de 
l'ellipse donnée, ou parallèle au grand axe de cette ellipse. 

i° Examinons d'abord le cas où 

p = o. 
On tire alors de (3) 

A : 
//> 

et, par suite, l 'équation (i) devient 

\ ci-b-x- cos2 a — ( a 2 c 2 cos2 a 4- //• sin-a )y-
| 'ib'*xy sin a cosa — a-b-c2 cos2 a — o. 

Or, on sait que pour une conique dont l 'équation est de la 
forme 

A x2 4- 2 B xy -r- G y'2 4- F — o. 

Si 2~jl> et 2 d é s i g n e n t les axes de cette conique, on a 
( A - b C ) F 12 ^ ,2 — L i— . 

B 2—AG 
Mais ici 

A = <72 b2 cos2 a, 
B = b> sin a cos a. 
C = a-c2 cos2 a 4- />v s in-a. 
F — — a 2 //- <"2 cos2 a. 

Il en résulte que 
(5 ) -V2 4- Il h2 — cS-. 



( ) 
G o m m e c o n s é q u e n c e , on vo i t q u e , d a n s l ' e l l ipse E , le d i a -

mètre conjugué à la d irec t ion F F ' ( F et F ' é t a n t l es f o y e r s d e 
l 'ell ipse d o n n é e ) es t c o n s t a n t et éga l à ib, en v e r t u du t h é o -
rème d 'Apol lonius sur la c o n s t a n c e d e l à s o m m e d e s carrés d e s 
d iamètres c o n j u g u é s d 'une m ê m e e l l i p s e . 

7° V o y o n s m a i n t e n a n t ce qui se passe l o r s q u e la re la t ion (2) 
s 'annule pour 

c o s a = o ou a = 90°. 

( 3) d o n n e alors 

et l ' équat ion (1) d e v i e n t 

( G ) p~ b- x- - i - ( a-p2 H- b ) y 2 — 2 p b'[y — p1 b- c2 = o. 

Or, le centre de c e t t e e l l ipse es t sur l ' a x e des y à la d i s t a n c e 

de l 'or ig ine éga le à ^ t r a n s P o r t a n t l e s a x e s de c o o r d o n n é e s p a r a l l è l e m e n t à e u x - m ê m e s au c e n t r e de c e t t e 

e l l ipse , il suff i t de c h a n g e r dans ( 6 ) y en ( y -i — ^ 1 \ t j \ j a2p2-t-c'+J 
pour avoir la nouve l l e é q u a t i o n de l ' e l l ipse . On o b t i e n t ainsi 

a2 b9-p2 (p2 c2 H- b'-*) 
/>2 b-x2 -f- ( a 2 p - - 4 - b'* ) y2 = 

a-p'1-f- b4 

Par c o n s é q u e n t les carrés des d e m i - a x e s de c e t t e e l l ip se o n t 
pour express ion 

- V = a ' ( - P ' r 2 ' 4 ~ h'*- ) , lfi>2 __ ^ " b 2 p 2 ( p - c 2 -4- b'' ) 
a-p1 --- 6» ' ~ [alp* + y 

On voit que , dans ce s e c o n d cas, la s o m m e do 2 -H llL2 n'est 
pas cons tante . 

Pour avoir la re lat ion qui lie X e t à a e t ¿>, il f aut é l i -
miner p 2 entre les d e u x va leurs de c l ) 2 e t illo2 

O c V = ^ ( c 1,2—1)1,2). 

^ - B- — MM- P- Valdès, Scaon et Varon nous ont envoyé des so-
lutions analogues. 
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S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E DE LA MÊME Q U E S T I O N 

Par M . Louis LOUCHEUR. 

D é m o n t r o n s d'abord le l emme suivant : 

L E M M E . — Considérons une conique, un diamètre F F ' de 
cette conique, et les tangentes aux extrémités de ce dia-
mètre. Marquons un point Q sur cette conique, tel que la 
tangente en Q fasse des angles égaux avec les cordes QF» 
QF'. Je dis que cette tangente est perpendiculaire aux 
tangentes en F et F'. 

En effet, j o i g n o n s le centre O de la conique aux points de 
rencontre I, I' des t a n g e n t e s en F et F' avec la tangente en Q. 
Ces droites 0 1 , 0 1 ' coupent Q F et QF' aux points G et D. 

Le quadrilatère OGQD étant un paral lé logramme, on en d é -
duit que le triangle GIQ est isoscèle , et c o m m e CI est médiane 
du tr iangle IFQ, ce tr iangle est rectangle en I. 

On voi t m ê m e que 

0 1 H - 0 1 ' = F Q - 4 - F ' Q . 

D o n c la somme F Q -t- F ' Q est égale à deux, fois le rayon du 
cerc le , l ieu des s o m m e t s des ang les droits c irconscri ts à la 
conique . 

La réc iproque est vraie . 
Appl iquons ce l e m m e dans le cas actuel , F et F' étant les 

foyers de l'ell ipse f ixe , P Q la corde de contact (qui passe d'ail-
l eurs par le centre 0 ) de l'ellipse E avec l'ellipse fixe. 

Les tangentes en F et F' à l 'el l ipse E sont les perpendicu-
laires F I , F T à la t a n g e n t e en R. 

S o i e n t a?, y l es l ongueurs des demi -axes de l'ellipse E. On 
a, pu i sque les tangentes à l'ellipse E passant par I sont rectan-
gula ires 

Mais , le po int I étant la project ion du foyer F sur la tangente 
en Q à l 'el l ipse fixe, on a, en appelant a le demi-grand axe de 
cet te el l ipse, 

Ô\~ = a2. 
D o n c , finalement, 

xz-+-y2 — r*2. C.Q.F.D. 
5* 
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Corollaire. — Le lieu des points de contact des tangentes 

aux ellipses E parallèles au grand axe de l'ellipse fixe est le 
cercle décrit sur le petit axe comme diamètre. 

Extrait d'une lettre de M. Mannheini. — La bonne solu-
tion que M. Barisien a donnée de la quest ion 1621 montre qu'il 
ne faut pas oublier dans l'énoncé le mot concentrique et qu'on 
doit dire : 

La somme des carrés des axes d'une ellipse E, concen-
trique à une ellipse donnée, doublement tangente à cette 
courbe et qui passe par les foyers de cette ellipse, est con-
stante quelle que soit E. 

Les élèves aiment à savoir et, en cela, ils ont parfaitement 
raison, l'origine des questions qu'on leur propose. 

S'agit-il d'une propriété soupçonnée et vérifiée, ou d'un ré-
sultat de calculs, etc .? Les auteurs des quest ions peuvent tou-
jours le dire en un mot et devraient le dire ( 1 ) . 

La question 1621 résulte de l'étude de la perspect ive cava-
lière d'une sphère. Comme, dans le cas actuel, cela n'apprend 
rien aux élèves de Mathématiques spéciales, je vais ajouter une 
solution géométrique de la question 1621. 

Appelons / et / ' les foyers de l'ellipse donnée , m un des 
points où cette courbe est touchée par une ell ipse E. Abais-
sons de / la perpendiculaire f p sur la tangente en m à E. 

On sait que la distance du centre o de l'ellipse donnée au 
point p est égale au demi grand axe de cette courbe. Mais op, 
qui est parallèle à f ' m , passe p a r l e milieu de f m , donc f p est 
tangente en / à E. Le point p est, par suite, le sommet d'un 
angle droit circonscrit à E; sa distance au point o est alors 
égale à la racine carrée de la somme des carrés des demi-axes 
de E et comme cette distance est égale au demi -grand axe de 
l'ellipse donnée, la propriété est démontrée . J'ajoute cet te re-
marque : la circonférence décrite sur le petit axe de Vet-

(*) Il serait, en effet, très désirable que les personnes qui nous pro-
posent des énoncés voulussent bien y joindre quelques indications 
sommaires sur l'origine de la question et sur sa solution. E. R. 
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I ipse donnée est le lieu des extrémités des diamètres des 
ellipses E, qui sont conjugués du diamètre f f de ces courbes. 

N. B. — M. Raffaelli nous a envoyé une solution géométrique de 
la question 1621. 

MM. Lemaire, Droz-Farny et Varon nous ont adressé des solutions 
géométriques de la question 1623 (p . 11*). 

Dans la solution analytique publiée page 11*, il faut écrire pour 
l 'équation finale 

y2 x- a -+- b c -+- d 
' -j — y -l- x — o. ao eu lab 2 cd 

Question 1622 C1). 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E . 

P a r M . E . VALDÈS. 

BD et PC se coupent au point fixe L. 
AG et QD se coupent au point fixe M. 
Ainsi la droite LM est fixe ; soit N le point fixe où elle ren-

contre A B , je dis que C'D' passe par N. 

Considérons l 'hexagone B D D ' C ' C A inscrit dans la conique 
du faisceau. Les côtés opposés BD, CC' et AC, DD' se coupent 
aux points L et M; les côtés opposés AB, C'D' se coupent en 
un point qui appartient à la droite LM, or ce point n'est autre 
que N. 

N. B. — MM. Lemaire et Droz-Farny nous ont envoyé des solu-
tions analogues. 

(') Voir l'énoncé, p. i* 
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Question 1618. 

On donne trois points dans un plan divisant respective-
ment les trois côtés d'un triangle dans des rapports donnés 

'IL, construire le triangle. ( F . F À R J O N . ) 
n n' ti 

SOLUTION 

Par M. \V.-j. GREENSTREET M. A. 

Désignons - , ~ par a, S, v, en sorte qu 'on a, en dé-0 n n n 

signant le triangle par ABC, 

AN : AC ~ a. BP : BC — ¡3, BM : BA = y-

Supposons le problème résolu 
Menez M ) parallèle à BC. Prolongez NP jusqu 'à ce qu'elle 

rencontre Al> prolongée en M'. 
On a M'P _ BP _ BC.3 _ AC. 3 _ g 

M"H\ D N " U N ' ~ T N ~ " Â * 

Donc on connaît le point M' et en le joignant à M on aura la 
direction du côté AB. 

On aura de même la direction des autres côtés. 

Question 1620. 

En un point quelconque M d'une ellipse, on mène les 
rayons vecteurs focaux MF et MF' qui ont leurs seconds 
points de rencontre avec Vellipse en P et P'. Montrer que : 

I° Les cercles ayant pour diamètre FM, F'M, FP, F'P' 
sont tangents au cercle décrit sur le grand axe de l'ellipse 
comme diamètre. 

•>° I.e lieu du point de rencontre des tangentes com-
munes extérieures aux cercles de diamètre FM et FP est 
une ligne droite. 

V Le lieu du point de rencontre des tangentes com-
munes extérieures aux cercles de diamètre FM et F'M est 
une quartique. Montrer que la portion d'aire comprise 



( ) 
entre la courbe et ses asymptotes est égale aux trois quarts 
de l'aire de l'ellipse. (BAR IS IEN . ) 

SOLUTION 

P a r M . W . - J . GREENSTREET M . A . 

i° L'équation du cercle de diamètre FM (M, a coscp, b sincp) 
es t 

(X — a coscp) (x — ae)-hy(y — b sincp) = o ; 

celui-ci sera tangent au cercle x2 -hy - = a2, si l'on a 

\ ( a 2 coscp + e t b2 sin2cp) (a* i e coscp 2 — a^b^ sin*cp) 

= 4 a 6 ( C 0 S ? + + e coscp)2 , 

ce qui est une identité facile à vérifier. 
2° Les cercles de diamètre FM, FP sont respectivement 

( P étant a coscp', 6 sincp'), 

/ a y / b . y a2, 
i ; r — - coscp h - e 1 - 4 - ( y — — s m c p j = — (1 — e coscp)2 , 

/ a — ? — V / à . A2 «2 
f — - coscp eJ -4- y y — — sin cp \ = — (1 — e coscp ) 2 , 

et pour le centre de similitude externe nous avons 

x — a(e2-f- i)| 

ce qui donne le lieu demandé. 
3° Les cercles de diamètre FM, F'M sont respect ivement 

/ a y / b . y a2 

i ¿r — - coscp e J H - i y — - s i n c p l = — (1 — e coscp)2 . 

/ « V L B - V A 2 / 

— _ coscp — e l 4 - ^ j r —- - sincp 1 = — (1 -f- e c o s o ) 2 , 

le c e n t r e de s i m i l i t u d e e x t e r n e est 

x — ^ (1 + cos2cp)|coscp, y = ^ ?incpr 

et la quartique cherchée est 
6* 



( ; 
l /aire coinprix.' entre les asymptotes et la courbe est 

f'~b ici y'1—ab2 , Zr.ab 
I - —- dy — — c. 

J„ hfbi-ir°- 4 

jX. n. — M. \uflibert a également résolu la question. 

Question 1624. 

On considère sur une surface les courbes (a) enveloppées 
par des plans normaux parallèles à une direction donnée. 
Si ces courbes forment UN réseau, orthogonal avec celles le 
long dcsfpielles la normale fait un angle constant avec la 
direction donnée, la surface a une série de lignes de cour-
bure situées dans des plans perpendiculaires à la susdite 
direction. (LÉvv.) 

SOLUTION 

Pat- M. GENT Y. 

Prenons pour courbes coordonnées les courbes (a) et leurs 
trajectoires orthogonales ( b ). 

Soient 

s le vecteur d'un point de la surface; 
v l 'orienteur de la normale en ce point ; 
a et ¡3 les orienteurs des tangentes a u \ courbes coordonnées 

qui s'y croisent. 

< )n aura 

Si l'on pose 
dz -- / a da -t- m ¡3 db. 

<h ,h <h Au 

on aura donc 
th 

/>! ^ -V- Vl i <)b 

et I equation des lignes de courbure sera 

, i > hf da - 4- ( lqx — mp \ da db — m px db2 = o. 



U) 
(3 ) 

SßX = o, 
SvX = A. 

A é t an t l ' o r i e n t e u r de la d i r e c t i o n d o n n é e et A une f o n c t i o n 

Si l'on diiïérentie l 'équation (3 ) par rapport a b, il vient 

Donc l 'équation ( i) est satisfaite pour da~o, ce qui dé-
montre le théorème. Les courbes (a) et (b) sont les lignes de 
courbure et les courbes ( b ) sont évidemment situées dans des 
plans perpendiculaires à X. 

Soit F le foyer d'où l'on abaisse les perpendiculaires FI et 
FI ' sur P et Q. On sait que le rapport I est situé sur le cercle 
principal de l'ellipse (ou de l 'hyperbole), cercle décrit sur 
l 'axe focal comme diamètre . Si la conique donnée était une 
parabole, le cercle principal deviendrait la tangente au sommet . 
Nous allons d'abord traiter le cas de la conique à centre. 

i° Cas de la conique à centre. — Prenons des axes rec-
tangulaires, l 'origine étant au foyer F et l 'axe des x é tant 
l 'axe focal. L'équation du cercle principal est 

( i ) (ar — 0 ) * - ! - ^ * = a*. 

Désignons par a? et / î les coordonnées du point I : elles satis-
font à l 'équation ( i ) et donnent par conséquent la relation 

d*-r- /¿2 = 62-f- icd. 

En exprimant que les droites ( P ) et ( Q ) sont perpendicu-

le a. 

Question 1625. 

SOLUTION 

P a r M . BARISIEX. 
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laires en I et I' à FI et FI ' , on a, pour les équations de ces 
droites et pour celle de (N) , 

( p ) h y -4- dx — h~ -t-

( ( ) ) — hy -+- dx — A2 d2, 

( N ) x = d. 

Nous allons définir la tangente ( T ) de la même façon que 
nous avons défini les tangentes ( P ) et (Q) . Soient donc ( a , ¡3) 
les coordonnées d'un point K du cercle ( i ) . 

La perpendiculaire en K à la droite FK sera une tangente à 
la conique. 

L'équation de la tangente ( T ) est par suite 

( T ) p y h- <xx = a 2 £ 2 . 

avec la relation 

( 3 ) a2 -f- ¡J2 = b1 -h 2 ex. 
Si nous désignons par x, y les coordonnées de p, par x2y 

y* les coordonnées de par x3, y3 celles de n et par X, Y 
celles de m. la condition pour que ces quatre points forment 
une, proportion harmonique est 

( \ ) [x, + ï j ) ( a ; j + X ) = 2Xi x2 -+- ixzX. 

L'abscisse .r, s 'obtient en éliminant y entre ( Q ) et ( T ) ; 
de même .r3 s'obtient en éliminant x entre ( Q ) et ( T ) . 

Quant à x : u elle est égale à cL de sorte que 
• - ft2) 

[Id+zh 

~ d. 

Kn portant ces valeurs dans la relation (4) , on trouve, toutes 
réductions faites. 

Or. en retranchant (2) et (3) , on a 

h - d 2 - a2 — 32 = 2 c ( d — a ). 



( ) 
De sorte que, dans l'équation ( 5 ) , apparaît le facteur étranger 

( d — a) , et il reste 

(6) X(a2-+- p*)= a(a*-t- £2). 

P o u r avoir le lieu des points ( X , Y) , il faut é l iminer a et Q 
entre les équat ions ( 3 ) et (G) et la suivante 

(.7) pY + aX =a*-h £2. 
De (G) et (7 ) , on déduit 

( 6 / X = a i e ï L 
. 2 - H P2 

(7)' Y = ? + -f-32 ' 

(G)' devient , en tenant c o m p t e de (3 ) , 

¿>2(X — a c ) ( 8 ) 
b2 — 2 c (X — 2c) 

On trouve de m ê m e par ( 7 ) ' 

b2 Y 
( 9 ) P = ¿>2— 2C(X — 2C) 

En subst i tuant ces valeurs ( 8 ) et ( 9 ) dans la relation ( 3 ) , 
on obt ient pour l 'équation du lieu 

( Î O ) ( X — c ) « - h Y 2 = A 2 , 

c'est le cercle principal de la conique . 
On peut donc énoncer , c o m m e conséquence , la propriété 

remarquable su ivante : 

Si l'on considère dans le plan d'un cercle un point F 
et une corde II' perpendiculaire au diamètre passant par 
F , ainsi que les droites III et I 'H perpendiculaires à FI 
et FI' , et si d'un point quelconque K situé sur le cercle on 
mène une droite perpendiculaire à FK, cette droite ren-
contre III en p, I'H en q, II' en n et le cercle en un second 
point m qui est le conjugué harmonique de n par rapport 
à p et q. 

20 Cas de la parabole. — Dans ce cas, le cercle principal 
devient la tangente au sommet de la parabole , le point K est 
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sur la tangente au sommet, tandis que le point m est rejeté à 
1 infini : il en résulte done que le point n qui coïncide avec K 
est le milieu de pq. 

Il en résulte encore la proprié té suivante : 

Si l'on considère une parabole et un angle circonscrit 
à la parabole tel que le sommet de Vangle soit situé sur 
l'axe de la parabole, toute tangente à la parabole inter-
cepte entre les cotés de Vangle un segment qui est divisé 
en deux parties égales par la tangente au sommet. 

Question 1627. 

Soit une équation algébrique de clcgré m ayant pour 
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées 
par des points A1? A2î A m . Pour qu'un point P soit 
racine de / équation dérivée, il faut et il suffit que les 
points k\. A'2, . . . , X'n inverses des points racines par rap-
port au point P admettent ce dernier comme centre des 
m oyen n es d is tance s. 

On en conclura ce théorème de M. Félix Lucas : 

« Les racines de la dérivée sont situées êi Vintérieur de 
tout polygone convexe entourant les racines de la pro-
posée. » ( A P P E L L . ) 

SOLUTION 

P a r M . AUDIBEHT. 

La distance de P à s 'exprime algébriquement par P — Ai 

et son inverse par . I — A] 
<>u aura d'après l'énoncé 

V _ J - l A Ï J _ • 
P - A , ~ / ( P ) 

. / ( P ) n'est pas nul puisque les points racines sont dist incts, il 
n'est pas non plus infini, donc 

Réciproquement, s i / ' ( P > = o . on a 

/ ' ( P ) __ 

/ ( P ) 



Posons 
< '-v* ) 

A I = ^ I - ^ - Y I ^ T , P = I , 

il en résu l t e 

1 _ * - — 

P - A , ( X - X x y + 
x — xx y—y\ f — 

= — — » • 

et l'on aura 

d'où l'on conclut que les coordonnées x et y de P sont com-
prises entre la plus grande et la plus petite des coordonnées 
correspondantes des points racines de f ( z ) . 

Faisons tourner l'axe des Y d'un angle a. Les points Ai , 
A 2 , . . . , P ne se déplacent pas. Les formules de transformation 

x = x' — y' sin a, 

y — y COS3C, 

introduites dans (1), donnent 

\*\xr—x\—(y'—v'Jsina V 1 Y — y' 
2 é — 1* — = c o s a = 

ou simplement 

Les formules ( i ) et leurs conséquences subsistent donc-
quel que soit a. 

On en conclut le théorème de M. Félix Lucas. 

Question 1619. 

Si deux surfaces (S) et (S') se correspondent point par 
point suivant une loi déterminée et si O, P, Q, K sont quatre 
points infiniment voisins de la première surface et O', P'. 
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Q', H', les quatre points correspondants de la seconde, on a 
les analogies 

ÔP ÏYV' _ OQ . (VQ' _ OR . ÔTV 

sinQOR sinQ'O'R' s i n R O P s i n R ' O ' P ' s i n P O Q s inP 'O'Q' 

( E . R O U C I I É . ) 

SOLUTION 

P a r M GENTY . 

Soient p et p' les vecteurs (les points O et O', a et b les pa-
ramètres des courbes correspondantes sur les deux surfaces, 
on aura 

dp — da -+- m p db, 
dp' — V a! da -h m ' fi' db, 

a et fi, a' et p' étant les orienteurs des tangentes aux courbes 
coordonnées sur les surfaces ( S ) et ( S ' ) respect ivement . 

Si maintenant nous désignons par les indices i , 2 et 3 les 
accroissements des paramètres qui correspondent aux points P 
et P', Q et Q', R et R' respect ivement, on aura 

(JF — T d\ p, 

. TV r/> 0 d:i p 
s inQOR = — — T f r - T 1 - ' 

1 d-i p T dà p 
Or oil a 

V d,p d3 p — V(/a cUa -f- m fi d2b) + rn$ ddb) 
— lm( di a d:i b — d2 b clz a ) V . 

l>onc 
Ô P = T d-i p T dy p T d3 p 

sin QOli l m ( d î a b ~ d'1 ° a ) T V ' 

On trouvera de même 

Ï V F = T dx p' T d* p' T d:l p'  

sin i f i T H ' 1 U l { d l a d : i 1 ~ d - b d i a ) T V a ' P' ' 

Hone 

ÔP . Gif = T dx p T d, p T d3p I'm'TV g'ft ' 
. . : T di p' T chp' T d^p' lm T V a S ' 

sml>OR sinQ'O'K' 

el la proposition do M. Rouciié est démontrée. 
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OLESTIOXS PROPOSÉES. 

1033. On c o n s i d é r e l a q u a r t i q u c , poda i r e du c e n t r e O d ' u n e 
c o n i q u e . Si d ' un point q u e l c o n q u e P du plan on m è n e les 
t a n g e n t e s à c e t t e q u a r t i q u c don t les po in t s de c o n t a c t sont 
T 1 ? T 2 , T 3 , . . . e t si Ton aba i sse sur ce l t e m ê m e q u a r t i q u c les 
no rma les d o n t les pieds son t N t , N2 , N3 , . . . , on a, quel que 
soit le p o i n t M, 

ONj 4- OÑ2 - h . . . -h OÑ3 = const . 

Si la c o n i q u e est une h y p e r b o l e equ i l a t e re , la q u a r t i q u c 
dev ien t la l emn i sca t e de Bcrnoul l i , cl l 'on a, en plus , la r e l a -
t ion 

ON! x O N , x O N , . . . = O T , x O T 2 x O T 3 . . . 

(E.-N. BARI s usN. ) 

1034. On cons idè re l ' h y p e r b o l e equ i l a t e re ( H ) et le fo l ium 
( F ) d o n t les équa t i ons sont 

(11) — 

(F) + = 

i° Si d ' u n p o i n t q u e l c o n q u e de ( I I ) on mène les t angen te s 
à la c o u r b e ( F ) , le p r o d u i t et la somme des rayons vec teu r s 
u n i s s a n t le c e n t r e de (11) aux d ivers po in t s de c o n t a c t des 
t a n g e n t e s son t des q u a n t i t é s c o n s t a n t e s . 

Si du m ê m e p o i n t on abaisse les n o r m a l e s sur la c o u r b e (F), 
le p r o d u i t et la s o m m e des r a y o n s v e c t e u r s unissant le c e n t r e 
de ( I I ) a u x p ieds des n o r m a l e s son t aussi des quan t i t é s c o n -
s t a n t e s . 

•20 Si d ' un po in t q u e l c o n q u e du p lan , on m è n e les t a n g e n t e s 
e t les n o r m a l e s à la c o u r b e ( F ) , le p r o d u i t des r ayons vec t eu r s 
des t a n g e n t e s est égal à iG fois le p r o d u i t des r a y o n s v e c t e u r s 
des no rma le s , e t la s o m m e des r ayons vec t eu r s des t a n g e n t e s 
es t éga le à 4 fois la s o m m e des rayons vec teurs des n o r m a l e s . 

( C e s d ivers r ayons vec teurs sont d é t e r m i n é s c o m m e dans 
L E § I ) . ( Ë . - N . B A R Ï S I E N . ) 

8* 
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1635. D'un point quelconque M du plan d 'une lemniscate de 

Bernoulli , de cent re O, on mène les t angen tes M T l t MT 2 , 
MT3 , . . . à la courbe et l 'on abaisse les normales MN t , MN2 , 
MN3, Montrer que l'on a la relat ion 

O T T . O T 3 . O T 3 . . . = 0 \ I . 0 N 2 . 0 N 3 . . . . 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

1()3(>. É tan t données deux cubiques C et C don t les équa-
tions en coordonnées polaires sont 

a cos2 0 H- b ^ia"2 0 (C) / • = -

(C) 

cosO 

a' cos20 -4- b' sin2 '! 
cos 0 

et dont le pôle est en 0 : 

Montrer que si une droi te quelconque rencont re la cubique 
(C) en ABC, et la cubique ( C ) en A 'B 'C ' , on a la relat ion 

O A . O B . O C __ g — b 
OA'TOB'.OC' ~ a ' — b' ' 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

BillT. l ine droite quelconque rencont re un limaçon de Pascal , 
doni le point de rebroussement est O, en qua t r e points A, 
B, C, l>. 

iu Quelle que, soit la droi te , on a la relat ion 

OA -u o n -f- OC + OD = const . 

Si cette droi te est de plus t angen te à un cercle fixe G 
ayant son centre en O, ou a aussi 

O A . O B . O C . O D = const . . 

3" (ielle tangente au cercle C rencon t re le cercle base de 
la conchoïde- l imaçon en deux points P et Q. 

On a la relation 

O \ . O | i . 0 C . O D = O Ï \ < J Q \ 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

KioîS. <>n considère un cercle fixe C et un faisceau de ca r -
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dioïdes ayant toutes même axe de symétrie et même point de 
rebroussement 0 . La somme des inverses des rayons vecteurs 
joignant le point O au point d'intersection du cercle avec une 
des cardioïdes est constante. 

1639. On considère une cardioïde et un point fixe P dans 
son plan. Un cercle quelconque ayant son centre en P ren-
contre la cardioïde en 8 points. La somme des longueurs des 
rayons vecteurs joignant ces 8 points au point de rebrousse-
ment de la cardioïde est constante . ( E . - N . B A I U S I E N . ) 

164-0. Lieu géométrique des foyers des coniques qui touchent 
deux droites fixes chacune en un point fixe. 

Cas particuliers. — i° Les deux points de contact sont à 
égale distance du point d'intersection des deux droites d o n -
nées. 

2° Les deux droites données sont parallèles. ( J A M E T . ) 

1641. Si un cercle a pour centre un point d'une hyperbole 
équilalère et passe par le symétrique de ce point par rappor t 
au centre de l 'hyperbole, il coupe cette courbe en trois autres 
points qui sont les sommets d'un triangle equilateral. 

( LEMAIHE . ) 

1642. Soit une conique inscrite à un triangle ABC en A', 
B', G'; a, b, c les milieux de BG, GA, AB ; a, p, y les polaires 
de a, b, c par rappor t à la conique. Démontrer que les trois 
points (a , B'C') , (p , C'A') , (v. A 'B ' ) sont en ligne droite. Gé-
néralisation. ( L E M A I H E . ) 

1643. Démontrer que la droite qui contient les milieux des 
diagonales d'un quadri latère normal circonscrit à une ellipse 
passe par le centre de cette courbe et est perpendiculaire à la 
droite qui jo in t ce centre au point de concours des normales à 
l'ellipse aux points de contact des côtés du quadri la tère . 

( L E M A I H E . ) 

U)U. Si a est l'angle sous lequel une normale à une para-
bole coupe Taxe de cette courbe, p Tangle sous lequel elle 
coupe la courbe en son second point de rencontre avec celle-ci. 



on a tang a = -2tangG. (On demande une solution géomét r ique . 
( D ' O C A G N E . ) 

Kîi'i. On considère une lomniseate de Bernoulli ( L ) dont le 
point double est en 0 et l'un des sommets en A. 

On considère aussi l 'hyperbole équi la tè re ( H ) ayant un de 
ses sommets au milieu de OA et pour asymptotes les t angen te s 
au point double de la lemniscate. 

Montrer que le cercle qui a son cen t re en un point que l -
conque G de ( I I ) et qui passe par O c<l t a n g e n t à la lem-
niscate ( L ) en un point K tel que OA est bissectr ice des 
droites OC et O K . ( B A R I S I E N . ) 

1 (ii'î. Étant donnés trois t r iangles ABC, A t 1 >x Gj, A 2 B 2 C 2 , 
homologiques par r appor t à un axe, si l'on jo in t chacun des 
points du tableau 

A B C 

A I B I CL 

A 2 B 2 C , 

à son associé mineur , on aura neuf d ro i tes concouran te s | l'as-
socié de A est le point ( B Ë G 2 , B 2 G I ) " | . ( P . S O N D V T . ) 

l(U7. Une solution en nombres ent iers de l ' équat ion 

x -h y -h z — n 

est prise au hasard, aucune racine n 'é tant zéro ; c h e r c h e r la 
probabil i té que le produi t des valeurs de x. y, z soit multiple 

de - , k étant un diviseur de l 'ent ier n . 

U>48. Les cercles de courbure d'un ellipse en P , Q r e n c o n -
trent l'ellipse en M, N. Le cercle, qui t ouche l 'el l ipse en P 
et qui passe par Q, et le cercle qui touche l 'ellipse en Q et qui 
passe par P, r encon t ren t respect ivement l 'ellipse en B et S. 

démon t r e r que BS est paral lèle à MN. 
( W . - J . GHEE.NST H MET. M. A.) 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Question 1513. 

On donne un triangle ABC, une conique K et un point O 
sur cette conique. Les droites OA, OB, OC coupent la co-
nique K respectivement aux points A', B', C. De plus, le 
roté BC rencontre cette conique aux points h!' et A'"; le côté 
AC aux points B", B'": le côté AB aux points C" et C". Dé-
montrer que les triangles A ' A " A ' " , B ' B " B ' " et C ' C ' C " sont 
circonscrits à une même conique. ( D ' O C A G N E . ) 

SOLUTION 

P a r M . A . DROZ F A UN Y. 

On connaît ce théorème (Nouvelles Annales, année 1864, 
p. 34 ) : L'enveloppe des cordes communes à une conique fixe K 
et à un faisceau C de coniques est une courbe de troisième 
classe. Si la conique K passe par l'un des sommets O du qua-
dri latère ABCO inscrit aux coniques C, la courbe enveloppe 
des cordes communes se décompose en deux parties, savoir : 
le point O lui-même et une conique. Il suffit, dans le cas par -
ticulier, d 'appliquer le théorème général aux trois paires de 
droites OA et BC, OB et AC, OC et AB, coniques dégénérées du 
faisceau OABC, pour obtenir le théorème de M. d 'Ocagne. 

Question 1561. 
(t'oir 3* série , t. V, p. i ; 

Dans une parabole, le foyer F , le point D où la tangente 
en un point M de la courbe coupe la directrice, le milieu B 
du rayon de courbure MC issu du point M sont en ligne 
droite. ( J . M A R C H A N D . ) 

SOLUTION 

P a r M . H . BROCARD. 

Démonstration géométrique. — On sayt que les projec-
tions A, A' du centre de courbure C sur le rayon vecteur MF 

9* 
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cl sur la parallèle MA' «à OX se t rouvent sur une droi te AA' 
rencontrant OX au pied N de la normale. 

Les triangles rectangles GAM, G A'M sont égaux si l'on a 

A!\ = A'N: 

donc FN parallèle à A'M rencontre AM en son milieu F . 
La ligne FB est parallèle à AG et perpendicula i re à AM: 

mais, par une propriété connue, l 'angle DFM est droi t . Donc 
les points D, F, B se trouvent sur une même droi te perpendi-
culaire à AM en son milieu F. 

Question 1568. 

Uans une ci s solde de Diodes, l'aire comprise entre la 
courbe et son asymptote est égale à trois fois l'aire du 
cerc / e gén é rat eu r. 

SOLUTION 

P a r AI. J. LKMAIKI-:. 

B désignant le ra \on du cercle généra teur de la cissoïde G, 
si iious prenons pour origine le point de rebroussement de la 
courbe, et pour a \ c polaire la tangente en ce point, l 'équation 
est 

cos tu 

L'équation de l 'asymptote est 

i' = •>. H —1 

C 0 S (JO 

S désignant l'aire comprise entre la courbe et l 'asymptote, 
nous avons 

T: 

«Ml 
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s - IV2 f ( 3 - rosato ) do> B2 | 3 - * = 3r R2. 

- 2 

C. Q. F. D. 

Question 1583. 

On calcule une suite de fonctions d'après la loi 

e"»—i un+i — log , 
Un 

e n s upp o s a nt u{ = x. 
Démontrer la formule 

ex— , — U l U { n 2 _+. U { U i - f - . . . . 

SOLUTION 

PAR M . A U D I BE HT. 

l ù r ivons la loi <lc formation comme suit 

e«n— I = un c«». M, 

on en tire successivement 

l — un_i l(n__l un «"«-M, 

e x — , — ux-j- Ux lu -h Ux U2 Uj -t- . . . -f- M, U2 . . . Un C"» «. 

Le dernier terme de ce développement 

u-i u2 . . . un eu" ^ 

est le reste de la série de M. Cesaro arrêtée au n"'mc terme. 
Nous allons démont rer que ce reste est nul pour n infini ou 
plus simplement que 

lim de u,n — o. 

1. Supposons d'abord x positif. Toutes les fonctions u sont 
positives, car si l'on a 
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>J et U,n-i>0. 

Fin développant la relation 

on peut écrire 

Uu Hu> Un 

C"n— f 

1.2 i. 2. > 1.2.0.4 
/ U„ + i Un^ , " >/- i 
\ I . 2 1.2.2 I - 2 . J • 2 

< hi en conclut 

U„ U n • U,r 

Soil 

i.7 i . •>. .3 i. •>.. 3 • j 
' UH1 1 U" 1 1 ^ 

I . '2 1.2.3 1.2.3-4 

r''»— 1 ^ (
 e " " "— ' 1 ) 

' ' Un r 1 . 

Considérons les incgaliti 

&r — 1 c"* — 1 

/e«, —« x /e« 
" [ 1 j > " ! " X " 

' M - 1 > \ Un J \ U 

Kn les ajoutant nous en déduirons 

2" 
elln+\ I 

> 1. 
^n-t-l 

Le premier membre de cette dernière inégalité étant nul 
pour n infini, 

lim de ufl+1 — o. 

U. Pan< le ca> de .r < o, remplaçons dans la loi de forma-



( ) 
lion u,¡ par — u'n et x par — x, elle de\ ient 

iin e" <>"„+1= —Il 

Dans cette hypothèse, toutes les fonctions u' sont positives 
et, par suite, toutes les fonctions u négatives. 

On avait dans le premier cas 

e*' — i i i ) eua = - ; 
x 

on a dans le second 

, x ex 

i x ) t:tli — 
ex — i 

En mult ipl iant ces deux relations dans lesquelles x a même 
valeur, il vient 

( 3 ) ew's+wa = ex ou u\ -h lu x. 

Mais de ( i ) on conclut 
x 

x 
donc, en vertu de (3) , u'.2 est inférieur à — et à u2. Les fonctions 

positives u' décroissent plus rapidement que les fonctions u, 
et la limite de u'n est zéro comme celle de un. 

La formule de Cesaro est vraie pour toutes les valeurs 
réelles de x. 

Question 1589. 

Si p, q, s désignent respectivement les droites qui joi-
gnent les milieux des côtés opposés et des diagonales d'un 
quadrilatère, a Vangle de q avec s, fi l'angle de s avec p, 
y Vangle de p avec q\ pour que le quadrilatère soit in-
scriptibley il faut et il suffit que Von ait 

sin 9.oc. sin 2 S sin 2 y j H -A = o. 
/,2 qt S2 

Quelle est la signification de cette formule? 
( F . F . V R J O X O 
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SOLUTION 

P a r M . G . LEINEKUOEL. 

Les six points milieux des cotés et des diagonales sont , 
comme on le sait, les six sommets d 'un h e x a g o n e inscr i t dans 
la conique X iieu des cent res des coniques c i rconscr i tes au 
q uadr i la tère . 

Le centre de Z est au point de r encon t re des droi tes j o i -
gnant les milieux des côtés et diagonales . Ce t te conique admet 
évidemment comme direct ions a sympto t iques les d i rec t ions 
des diamètres des deux paraboles c i rconscr i tes au quadr i l a t è re 
donné . Si le quadr i la tè re est inscr ipt ible , S est une hype rbo le 
équi la tère ; inversement , si S est une hype rbo le équ i la tè re , le 
quadr i la tère est inscr ipt ible . 

Gela posé, considérons t ro is demi -d ro i t e s op, oq, os fa isant 
en t re elles les angles "((op, oq ), xÇoq, os), os), leurs 
longueurs é tant />, q, s ; nous allons expr imer qu'i l existe une 
hyperbole équilatère circonscri te au t r i a n g l e p q s e t de cen t re o ; 
nous obt iendrons de la sorte la relation à d é m o n t r e r . 

L 'équat ion d 'une hyperbole équi la tère de cen t re o et pas-
sant par q est 

•p2 y 2 

~r— -+- 2XIry— i — o; 

en expr imant qu'elle passe par p et s qui ont pour coordon-
( p cos Y- ( s cos a, 

[ — p siii y, ( s sin a. 
on en déduit 

l 'élimination de X donne finalement 

sin ioL sin 2 S si 
l>- <7* 

L'interprétat ion géométrique, de cet te relat ion consiste en 
ce que la conique £ lieu du cen t re des coniques ci rconscr i tes 
iiu quadri la tère est ici une hyperbole équi la tère . 
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De plus, comme le centre d 'une hyperbole equilatere est sul-

le cercle des neuf points du tr iangle auquel elle est c i rcon-
scrite, on voit que cette relation exprime aussi que le point 
de rencontre des droites />, q, s est l 'un des points d ' intersec-
tion des cercles des neuf points des deux triangles obtenus en 
jo ignant les milieux des deux systèmes de trois droites qui 
sont concourantes dans le quadri la tère . 

Question 1644. 

Si a est Vangle sous lequel une normale à une parabole 
coupe l'axe de cette courbe, p Vangle sous lequel elle 
coupe la courbe en son second point de rencontre avec 
celle-ci, on a 

t a n g a = 9. tang [1 

(On demande uue solution géométrique.) ( D ' O C A G N E . ) 

SOLUTION 

P a r M . L K V Y . 

Le diamètre TX'passe par le milieu de MM'. 
L'angle M étant droit , on a 

TM = RM tanga = 2RM t a n g p ; 
d'où 

t anga = 2tangJ3. 

Question 1645. 

On considère une lemniscate de Bernoulli (L) dont le 
point double est en 0 et l'un des sommets en A. 

On considère aussi l'hyperbole équilatère ( I I ) ayant un 
de ses sommets au milieu de OA et pour asymptotes les 
tangentes au point de la lemniscate. 

Montrer que le cercle qui a son centre en un point quel-
conque G de (H) et qui passe par 0 est tangent à la lem-
niscate ( L ) en un point K tel que OA est bissectrice de 
l'angle des droites O G et O K . ( B A R I S I E N . ) 
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SOLUTION 

P a r M . H . B R O C A R D . 

L'équation polaire fie la lemniscate étant 

p2 — a 2 COS 2 0), 

on sait , d 'après une propriété des spirales s inusoïdes , que 
l'angle de la tangente avec le rayon vecteur est double de celui 
de ce dernier avec la tangente au pôle 

TKO = 45 — eu ) = 90 — > w ; 

donc l'angle de la normale avec le rayon vecteur est égal à 

90 — TKO = 2 tu. 

Le triangle OCK est donc isoscèle. Pa r conséquent , G est le 
centre de la circonférence tangente en K à la lemniscate et 
passant par le pôle O. 

On a immédiatement l 'équation polaire du lieu des points 
<:(/•, ii). 

En etlel, on a 

(o = — 0 et p — 2 r cos 2 0 : 
par suite 

•> a " 4 COS2O 

ou 

l 

Question 1648. 
Les cercles de courbure d'une ellipse en P et Q rencon-

trent l'ellipse en M, N. Le cercle, qui touche Vellipse en P 
et qui passe par Q. et le cercle qui touche l'ellipse en Q et 
qui passe par P rencontrent respectivement l'ellipse en R 
et S. 

Démontrer que BS est parallèle ci MN. 
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SOLUTION 

Par M . NOEL DEWULF, élève au lycée de Marseille. 

On sait que tous les cercles tangents à une conique en un 
même point la coupent en deux autres points tels que la droite 
qui les joint est parallèle à une direction fixe. Donc QR est 
parallèle à PM et PS à QN. Appliquant le théorème de Pascal 
à l 'hexagone inscrit MPSRQN, on voit que MN est parallèle 
à RS. Ce qu'il fallait démontrer . 

N. B. — M. Barisien nous a adressé la solution analytique sui-
vante de la même question. 

En rappelant cette propriété connue que les droites d ' in ter-
section d 'un cercle et d 'une conique sont également inclinées 
sur les axes de la conique, il en résulte que les droites PM 
et QN sont respectivement également inclinées sur les t an -
gentes en P et Q à l'ellipse. D'autre part , QR et la tangente 
en P doivent aussi être également inclinecs sur les axes : pai 
suite, QR est parallèle à PM, de même QN est parallèle à PS 

Cette proprié té va nous permet t re de calculer facilement les 
coordonnées des points M ( y i ) , N(«r2>.X2)> yz)> 
SO4 ? K ) . 

Si nous désignons par cp et cp' les angles d'anomalie excen 
trique en P et Q, on trouve pour l 'équation de la corde PM 

bx cosep— ay sin cp — ab cos 20. 

En résolvant cette équation et celle de l'ellipse 

b2x2-+- a2y2 = a2b2, 

on trouve pour les coordonnées de M, 

j X\— ia coscp cos 2 cp — a coscp, 
) yj = — <ib sin cp cos2cp — b sin cp. 

On a de même, pour celles de N, 

j x 2 = 2 a coscp'cos 2 cp — a cos'«p', 
/ y2 ~ — 2 b sin -y cos 2 cp' — b sin cp'. 

1 r 
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L'équaLion de QR est 

bx coscp — a y sin © = cib eos(cp -f- cp'). 

Par conséquent, les coordonnées de R et S sont 

1 x3 = 2 a coscp cos('o -+- cp')—a coscp', 
( y3 = — 2 b sin cp cos(cp -4- cp')— b sin cp', 
j 2a coscp' cos(cp -+- cp')—«coscp, 
I y^ " —- 2 b sin cp' cos( cp -f- cp') — b sin cp. 

Pour démontrer la proposition énoncée, il faut vérifier que 

y\— y* _ y* — r\. 
X\ Xz — X\ 

Kn remplaçant les coordonnées par leurs valeurs en fonc-
tion de cp et cp', on trouve que cette relation est satisfaite et 
que la valeur commune du coefficient angulaire des droites 
MIN et RS est 

b ( sin 3 cpf— sin 3 cp \ 
a \cos3cp — eos3cp'/ 

Question 4559. 

Etant données Varête 2a et la hauteur h d'une pyra-
mide régulière, trouver l'angle compris entre deux faces 
latérales en supposant que la base soit un polygone régu-
lier de 11 côtés. ( A . G E N E I X M A R T I N . ) 

SOLUTION 

P a r M . DE CRÛS. 

Soient : G le centre et AB un côté de la base ; S le sommet 
de la pyramide. Le tr ièdre (AS, AO, AB) é tant rectangle sui-
vant AO et ayant pour dièdre suivant SA la moitié de l 'angle 
cherché 2X, on a ( p a r une formule relative aux triangles 
sphériques recta 11 gles) 

t angO AB tanir.r = — - ^ 
sin C A S ' 

mais 

sin CAS : : et A O c o s O A B = « , 
V /»2_h AO2 
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Donc 

_ tangOAB v/a2-+- h 1 cosH)AB 
u n g . r - = A cos OAB 

Cette formule résout la question*; il suffit d'y remplacer le 

demi-angle à la base OAB par sa valeur évidente - ~ - • 
n 2 

A'. B. — MM. Lez, Barisien, Pisani ont résolu la même question. 

Question 1569. 
( Voir 3* série, t. VI, p. bok.) 

Étant données une conique et une tangente à cette 
courbe, aux points A et B où cette tangente rencontre les 
axes de cette conique, on élève des perpendiculaires ci ces 
axes; puis du point de rencontre M de ces perpendiculaires 
on mène les tangentes MC et MD à la conique. Trouver, 
lorsque la tangente AB varie, Venveloppe de la corde CD 
et le lieu du point de rencontre P des normales aux extré-
mités C et D de cette corde. ( G U A M B O N . ) 

SOLUTION 

P a r M . I I . BROCARD. 

La conique donnée, supposée une ellipse rapportée à ses 
axes, a pour équation 

¿>2̂ 2 — a2£,2. 

L'équation générale des tangentes AB étanî 

y = m x db \Ja2 rnl -+- b2, 

le sommet J\1 du rectangle OABM a pour coordonnées 

\/a2m2-r- b2 

¡3 = s/a*m*->rb2 

et l'on en déduit 

( i ) a2P2, 

équation de la courbe (M), composée de quatre branches 



( 44* ) 
hyperboliques asymptotes aux côtés du rectangle circonscrit à 
l'ellipse parallèlement à ses axes. 

Les coordonnées (x, y ) du point P de rencont re des nor -
males aux extrémités de la corde CD de contact des t an -
gentes issues d'un point M (a , p) ont pour expressions 

P') 
«2p2-H ¿2a2 ' 
c2 p ( a 2 — a 2 ) 
a 2 p2 -f- ¿>2a2 * 

Tenant compte de l 'équation (i), elles deviennent 

c'* a'* 
a*' ' 

c*(olî — a 2 ) 3 

"¿2 ' 

et l'élimination de a donne 
2 1 2 2 1 

a 6 x :i -+- b'sy'A = c :i . 

La courbe ( P ) lieu des points P est donc la développée de 
l'ellipse. 

La corde CD, polaire du point M (a, p). a pour équat ion 

rt23j -+- b^OLX = a2/?2, 

ou, d'après l 'équation ( i) , 

(2) a*oc\yï= ¿>2(a2 — ajp) 2 (a 2 — a 2 ). 

Il resterait donc à éliminer a entre l 'équation (2 ) et sa dé-
rivée, c'est-à-dire entre deux équations, dont une du qua-
trième degré en a, et l 'autre du t rois ième. 

Le résultat, vraisemblablement fort compliqué, paraît pouvoir 
être avantageusement remplacé, ici comme dans la plupar t des 
études de courbes enveloppes, par la notion de la podairc re-
lative à l'origine. 

La perpendiculaire à CD menée par l 'origine a pour équa-
tion 
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OU 

(3) y2=-, 

L'élimination de a ent re les équations (2) et ( 3 ) donne 

( 4 ) yw{ a*^ 2•+• & y* ) = x* (aby — x )\ 
équat ion qui se prê te à l 'emploi des coordonnées polaires. 

L'enveloppe cherchée est donc la podaire inverse de la 
courbe ( 4 ) . 

Question 1643. 

La droite qui joint tes milieux des diagonales d'un qua-
drilatère normal circonscrit à une ellipse passe par le 
centre de cette courbe et est perpendiculaire à la droite 
qui joint ce centre au point de concours des normales à 
l'ellipse aux points de contact des côtés du quadrilatère. 

( L E M A I R E . ) 

SOLUTION 

P a r M . BARISIEN. 

Rappelons les formules suivantes dues à M. Desboves. 
Si (a , (3) et (a ' , ¡3') sont les coordonnées des sommets op-

posés d'un quadr i la tère normal circonscrit à une ellipse, et si 
sont celles du point de concours des normales aux points 

de contact du quadri latère , on a les relat ions 

aa' = — a2, ftft' = — 
_ — C2g(p2—¿>2) _ c2ft(a2—a2) 

* ~~ a'p1-*-¿>*a* ' T¡ ~ a2ft2-i-¿>2a2 " 
Par suite 

rn ft(a2-tt2) 
K } Ç ~ a(ft2—¿>2) 

D'autre p a r t , d 'après un théorème dû à Newton, le lieu des 
centres des coniques inscrites dans un quadri latère est la droite 
qui joint les milieux des diagonales. 

Il résulte de là que, la droite qui jo in t (sf t ) et (a ' f t ' ) et dont 
le milieu a pour coordonnées 

a -{-ar
 > ft-H ft' 

* = i 9 y = 
12 



( ) 
étant une des diagonales, la droite qui réuni t son milieu au 
centre de l'ellipse a pour coefficient angulai re 

x a -h a' 

ou, en tenant compte des premières relat ions de M. Desboves, 

{2) x p(a 2—a2) 

Par suite 

! W 

ce qui démontre la proposit ion. 

Question 1641. 

Si un cercle a pour centre un point d'une hyperbole 
équilatère et passe par le symétrique de ce point par rap-
port au centre de Vhyperbole, il coupe cette courbe en trois 
autres points qui sont les sommets dyun triangle équila-
téral. ( L E M A I R E . ) 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. 

P a r M . B R O C A R D . 

Observons d 'abord que si une hyperbole équilatère et une 
circonférence données se rencont ren t en quat re points A, B, G, 
I), les points A', B', G', D', d iamétra lement opposés sur l 'hy-
perbole. sont les or thocentres des triangles BGD, AGD, ABD, 
ABC. 

L 'or thocentre D' du triangle ABC se t rouve sur l 'hyperbole . 
Soit P l 'extrémité du diamètre POD' . Je dis que ce point P se 
trouve sur la circonférence ABC. 

En effet, d 'après les propriétés de l 'hyperbole équilatère , 
l 'arc AG est vu des points P , D', sous le même angle (ou sous 
des angles supplémentaires). 

Dans le tr iangle ABG, dont l 'o r thocentre est D', les angles 
G D'A, GBA sont supplémentaires; donc les angles CPA, GBA 
sont égaux, ce qui montre que les points A, B, C, P sont con-
cycliques. 
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Mais les points A, B, G, D sont à la fois sur les deux courbes 

données; donc les points P , 1> coïncident . 
D a n s l e c a s oèt l a c i r c o n f é r e n c e a D ' p o u r CfiQtre e t D O D ' 

pour rayon, le point D' doit être l 'o r thocent re du triangle 
inscrit ABC; par suite, ce tr iangle doit être équilatéral . 

N. B. M. Brocard nous fait observer qu'il a fait connaître, 
dès 1874 [Mémoires d'Alger), ce théorème, qui s'est présenté depuis 
à plusieurs géomètres et qui ne diffère pas de la question 1^07, ré-
solue analytiquement à la page 382 du quatrième Volume de la 
3e série des Nouvelles Annales. M. Barisien, qui a également traité 
la question par l'Analyse, ajoute que les normales à l'hyperbole en 
A, B, G sont concourantes. 

Question 1601 

Inscrire dans une sphère donnée un polygone dont chaque 
coté passe par un point donné. ( T A R R Y . ) 

Cette question doit être considérée comme résolue; car 
M. Tar ry a indiqué d 'une par t ( t . X, 3e série, p. 5*), la con-
struction à faire et, d 'autre part ( t . XI, p. '¿.5y)f les considéra-
tions sur lesquelles la démonstrat ion est fondée. 

ERRATA. 

Page 39*, ligne 16, au lieu de M . L É V Y , lisez M . L É R Y . 
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