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LA SYMÉTRIE EN COORDONNÉES POLAIRES H ;
PAR M. J. LEFÈVRE,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d'Amiens.

DEUXIEME PARTIE.

Nous allons chercher la forme analytique générale
des équations des courbes qui présentent les symétries
que nous venons d'étudier. Nous supposerons encore la
courbe obtenue tout entière par une variation limitée
de iù : soit 2 irn, soit (2 jx -h I)TZ.

On doit donc avoir, si / ( p , t o ) = o est Téquation de
la courbe,

ou bien
f(p, u>)~ k'f[— p,U{j. H-i)7î-h co].

SECTION I. — AXES DE SYMÉTRIE.

Considérons un rayon principal de la première es-
pèce.

On doit avoir

/ ( p , ce -f- OJ) = rt/(p, a — w).

Nous supposerons la fonction/telle que le facteur v;
constante. L'identité ayant lieu quels que

(*) Voir même Tome, p. 3o2.
(2 ) Le facteur k peut être une constante ou une fonction de p et w.

Par exemple, si ƒ était par rapport à la variable w une fonction
doublement périodique de deuxième degré ayant 2jiit pour une de
ses périodes, k serait constant. Si c'était une fonction doublement
périodique de troisième espèce, on aurait k = eaM+*.
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soient o et to subsistera si l'on remplace to par — to- on

a donc
/ ( p , a — t o ) ^ r , / ( p , a - f -w) ;

faisons le produit

/(p, a + to)~r<2/(p,aH-w).

Ceci exige

Mais j'observe d'abord qu'on ne peut avoir ici

y, = — i, car pour to = o, il viendrait

/ ( p , a ) = — / ( p , a ) ou / (p,a)-=o,

(jtieî que soit p, tous les points de la droite to = a fe-
raient partie de la courbe, ce que nous ne supposons
pas.

Il reste donc seulement l'identité

(A) / (p , a-+-co)==/(p, a -eu).

De même, pour un rayon principal {3 de deuxième
espèce, il vient

Changeons p et to en — p et — co,

ƒ(— p , p - w ) ^ 7)/(û, P + tü).

Ou aura donc
rt = zb i .

Mais ici il faut généralement conserver les deux signes.

Remarque. — Toutefois s\ f considérée comme f on c-
tioji de p seulement est, soit une fonction paire, soit
une fonction impaire, on prendra soit y\ = i ou Y\ = — i.
Nous pouvons toujours écarter ce dernier cas en divi-
sant le premier membre de l'équation par une puissance
impaire de p convenablement choisie.



Nous aurons donc ici

Donnons maintenant la démonstration analytique du
théorème I ; nous en déduirons une formule impor-
tante.

Soient deux rayons principaux 9 et 9' faisant entre
eux l'angle o. Deux rayons R, RM symétriques par rap-
port à 9, donnent

(0 ƒ(?, O-hw^ï i /^e — iü) â ec e = ±i,

suivant que 9 est de première ou de deuxième espèce.
Prenons leurs symétriques relativement à 9/(e/==zbi),

y(p, 6 -4- tu) == r//(E'p, 0 -4- 2cp — w),

Ces relations, ayant lieu quel que soit p, subsistent si
Ton change p en ep simultanément dans les deux
membres.

La deuxième peut donc s'écrire

ƒ (ep, 0 — w) == V/(se'p, ô -t-2<p -t- ü>).

Reportons dans l'équation (i) ,

( 3 ) ƒ ( s ' p , 0 -+- 2 cp — w ) ^= 7j ƒ ( se' p, 8 -h 2<p H- (i> ) .

On peut encore supprimer, de part et d'autre, le fac-
teur e',

ƒ ( p, 0 4- 2o — w) = 7) ƒ ( ep, 6 H- 2 cp H- w) :

9 + 2o est donc bien un rayon principal de même es-
pèce que 9 et avec le même facteur '/).

Corollaire. — Dans l'écjuation (2) , remplaçons le
deuxième membre parla valeur (3), on a
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ou, en remplaçant par (o l'angle 6 -f-to qui est quelconque,

(G) / ( p , <o) = rJrJ
8/(ss'p>2?-+-w)>

formule fondamentale.
Nous distinguerons encore deux cas, comme dans la

première Partie.

PREMIER CAS. — La coiube est obtenue tout entière
en faisant varier co d'un angle i JJ/TC.

§ [. — Équation générale des courbes possédant
ni axes de première espèce.

J'observe d'abord que m doit être premier avec [/., à
moins que l'un de ces deux nombres ne soit égal à
l'unité, si, comme nous le supposons toujours, 2 JJLTT est
l'intervalle le plus réduit possible donnant toute la
courbe.

En effet, l'angle de deux rayons principaux consécu-
tifs est

JUL7T
O = •

m

Supposons pour un instant que ni et [/. aient un plus

grand commun diviseur d ̂ > 1, de façon que <
. . . I ^ = lxid>
il vient

Appliquons m{ fois de suite la formule (C)

/[(ôE')^tO, W + 2/«lo]===(T4r/)'»i/(p, (0).

Mais 2mxrf = 2 a, 7: et les axes étant de même espèce
£ £ ' = ! ,

la courbe se reproduirait après un intervalle 2 pi, TZ : donc
2^7: ne serait pas le plus réduit possible.



Cette démonstration s'appliquerait aussi, on le voit,
à des axes de deuxième espèce.

Ceci posé, j'imagine une courbe ayant m axes de pre-
mière espèce qui passent par le pôle, et je prends l'un
d'eux comme axe polaire afin de simplifier. Le rayon

principal suivant fait avec lui l'angle—- On devra

donc avoir les deux relations

(' ƒ(?> — w) = ƒ ( ? , w),
(4) \l

D'ailleurs, si ces conditions sont remplies, la couibe

possédant deux rayons principaux distants de — > on a

m dans l'intervalle JJLT:. Cela résulte du théorème I et de

ce que la fraction — est irréductible.

Or il est facile de vérifier que les deux fonctions par-
ticulières

v = c o s •

satisfont chacune aux conditions (4) • il en sera donc de
même de toute fonction F (M, V) uniforme en u et y, et
l'équation F (M, V) = o représente une courbe possédant
les m axes de symétrie. Je dis, de plus, que pour l'obte-
nir tout entière il est nécessaire et suffisant de faire va-
rier (o de 2 JJLTT.

En effet, m et jx étant premiers entre eux, la plus

petite periode de v ~- cos qui soit en même temps

multiple entier de TZ est 2Uîrsi m est impair. C'est p :
si m est pair, mais alors, [JL étant impair, il faudrait
changer p en —p avec co en JJLT: H- OJ et la fonction u
changerait : donc ou ira encore jusqu'à 2[XTÛ.



( m )
luveisèment, je dis que l'équation F (M, V) = o, dans

laquelle F est uniforme en u et ^, est l'équation géné-
rale des courbes ayant m axes de première espèce et
obtenues par une variation minima de 2 im.

Soit ƒ (p, w) = o l'équation d'une pareille courbe,
il suffit de montrer que, si l'on exprime p et w en u el y,
ƒ devient une fonction uniforme de u et v

/(p,cu)=F(i#, O-

Supposons effectuée la transformation, et soit (*/, v)
un système de valeurs u et p% on a

p = M, COS = C

Posons
ma

p = cos 1
•i • ^
il vient

zh a.
f 1

On a ainsi 'im valeurs pour w.
Ainsi, au système (M, y) correspondent 2m points

du plan. Je dis qu'en ces im points la fonction
y(p, (o) = F ( M , Ç>) reprend la même valeur.

Appliquons pour cela /r fois la formule (C), il faut y
faire

Mais cp = i ^ , donc, pour la première série de m points

-f- a, on a

Pour la deuxième série de m points



et, d'après la première formule (4),

Ainsi, pour un système (u, y), F(u, ç>) n'a qu'une
seule valeur/(p, a) : c'est donc bien une fonction uni-
forme en u et v (1 ).

§ IL — Equation généi aie des courbes ajant m axes
de deuxième espèce.

m et [Ji doivent encore être premiers entre eux à
moins que l'un d'eux ne soit égal à i. De plus, j'observe
que le facteur [y\ de la formule (B) n'est pas altéré par
une rotation de l'axe polaire, car cette formule exprime
simplement que les valeurs de p qui correspondent à
deux rayons donnés sont égales et de signes contraires,
résultat indépendant de l'origine des angles polaires.

On doit avoir, comme tout à l'heure,

/ /(p,CO) ~ 7) ƒ (— p, — CO),

et, en vertu de la remarque qu'on vient de faire, on peut
se borner aux trois cas que voici :

•2°
' = r ;

7) = — I ,

T.' = I .

= r/ = i. — Ici nous poserons

. moi
u = p sin • ?

p — COS

(*) Nous avons suivi pour cette démonstration un mode de rai-
sonnement analogue à celui adopté par M. Ed. Goursat dans son
Mémoire « Sur les surfaces qui admettent tous les plans de symétrie
d'un polyèdre régulier ».
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Ces deux fonctions satisfont aux conditions (p) pour

/j — - / j •

Et l'on montrerait encore que l'équation générale des

couibes ayant les propriétés énoncées est

V(u, ç) — o,

F étant une fonction quelconque uniforme en u et v.

9" Y, = Y/— — i. — Prenons les deux fonctions

i y = tang ,

qui satisfont aux conditions (5) pour Y, = Y/ = — i. Si

F (M, I>) désigne une fonction uniforme quelconque,

mais impaire en u et î ? c'est-à-dire satisfaisant à l'iden-

tité F(—u, —f) = — F(w, ^), l'équation F(w, r) = o

représente une courbe ayant les propriétés énoncées.

Réciproquement, je dis qu'on a là l'équation générale

de ces couibes.

Soit, en eiïet, ^(p, co) = o l'une de ces courbes. Ex-

primons p et t.) en u et v, il vient

m i
p = M, tang —

Je x

> — ( a n

! pose
m oc

2 IX '

= K1Z -f- Î eu = '

d'où
m M m CL

r= fclt H

ce qui donne m points du plan correspondant à un
couple de valeurs (M, Ç>). Je dis qu'en ces m points
/ ( p , (o) ou F ( M , Ç̂ ) reprend la même valeur.

Ici la formule (G) est

ƒ ( p , W H- .> ?p ) = : ƒ ( p ? f,) ) , O = ! ^ •
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appliquons-la A fois

F (M, y) reprend bien la même valeur, elle est uni-
forme.

J'ajoute qu'elle est impaire en u et y. Pour cela, je
ri' 7/

considère le couple ; ' Les valeurs correspon-

dantes du rayon vecteur et de l'angle polaire p'o/, sont

, , / ma.\
p = — p , v = — v = t a n g i |>

d'où 2I*

•2 11 '2 II'

Mais, d'après ce qui précède,

Or ƒ satisfait par hypothèse aux conditions (5) et la
première donne ici

/ ( - p , - » ) = _ ƒ ( £ , «).
Ainsi

F(— 2i, — p ) = — F ( a , P), C. Q. F. D.

Remarque I. — La deuxième série de m points
forme avec la première un ensemble de im points ayant
la symétrie de deuxième espèce par rapport aux m axes
donnés.

Remarque IL — Si m est pair (m = 2 m') la fonction

tng se reduit a tang —
2 {X

précédent est toujours vrai.

tan e se reduit a taner ? mais le raisonnement
0 2(0. H1
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3° y, = — i, V = i • — On prend

u — s in >

mu)J
f y = ocos

et une fonction quelconque F(n, p), mais uniforme et
impaire, en M et y.

Réciproquement, F (M, *>)= o est alors l'équation gé-
nérale cherchée.

§ IIJ. — Équation générale des courbes possédant
m axes de l'une et l'autre espèce.

On a vu (première Partie) que m = im! et qu'il y a
m' axes de chaque espèce.

On montrerait, à l'aide du raisonnement déjà suivi,
que m! est premier avec pi, à moins que l'un d'eux ne
soit égal a l'unité.

i° Je suppose les rayons principaux simples. — On
ne peut alors avoir à la fois u et m1 impairs.

En eiïet, la formule (C) est alors

/(?, w ) = rj{— p, w + 28).
On a

m ' m'

Appliquons m! fois cette formule

ƒ ( p, eu ) - r4 '»'ƒ[(— p )'»' co •+ JIT:],

ou, puisque /?i' est supposé impair,

/ ( p , W)==7) ƒ ( — p, W-+- }Jl7ü).

Ainsi l'équation ne changerait pas si Ton changeait
oj en ar. 4- w et p en — p, et comme JJL est impair, on



( 363 )
aurait toute la courbe en faisant varier CJ de o à JJUI : on
serait donc ramené au deuxième cas.

Donc si [x est impair nJ est pair. D'ailleurs, si tu est
pair, in1 est impair puisqu'il est premier avec p..

Ceci posé, nous avons deux hypothèses à examiner
suivant que le facteur 7| de ƒ relatif à un rayon de
deuxième espèce est égal à dz i.

(a) YJ = i• — Prenons comme axe polaire un rayon
de première espèce, il faut que ƒ(p, to) satisfasse aux
deux relations

Posons

m'a)
v = p cos H-

l'équation générale des courbes dont il s'agit sera

F(w, v) = o,

F(w, P') étant une fonction uniforme quelconque.
( i ) 7j = — i.— Prenons comme axe polaire le rayon

de deuxième espèce. Ici ƒ doit satisfaire aux conditions
/(?, CD) 5 3 — ƒ ( — p, — CO),

, / HLTC \ J [JL7T \

On a d'abord les fonctions

(7)

= p,
. m'

= sin

puis toute fonction uniforme et impaire en w et y, F(n,i>).
2° Tba$ les rayons principaux sont doubles. — Nous
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avons annoncé dans la première Partie que le nombre
m' de ces rayons était impair.

Supposons, en eilet, qu'il soit pair, m1 = 2 m", u se-
rait impair. La formule (C) est alors

/ ( ± p , to-*-2?)E=/(p, W),

appliquons-la m11 fois :

mais
(ATT ,, r/_i- \ /•/ \

Q = -—; t i m co = JJLT: et J ( _ p, w H- f/.Tr ^ == y v ? » w ; ?

la courbe se reproduirait au bout de l'intervalle ULTT, et
comme JJL est impair, on serait ramené au deuxième cas.

Prenons l'un de ces rayons comme axe polaire; il faut
que y*(p, 10) satisfasse aux conditions

(8)

Ces formules montrent q u e / ( p , co) est d'une parité dé-
terminée par rapport à p. On peut toujours la supposer
paire, sans quoi on diviserait par une puissance impaire
de p convenablement choisie; on a alors y, = r / = i,
ainsi qu'il résulte d'une remarque faite au commence-
ment de la deuxième Partie.

JNOUS prendrons alors

et pour F(// , v) une fonction uniforme quelconque.

DcixiLME cvs.— La courbe est obtenue tout entière
enjaisant varier co de (211 + I)TÎ.

Il y a alors m' axes de chaque espèce.
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Je dis que, si aucun des nombres m1 et i\x -f-1 n'est

égal à i, ces nombres sont premiers entre eux.

Supposons, en effet, qu'ils aient un plus grand com-p p ,
mun diviseur d >> i,

Soit d'abord m' pair, alors cp = ^ "^ = 1-?— fr T m' mt v

la première Partie). Appliquons m, fois la formule (C),

Mais <^est impair comme 2[JL + I : donc m' étant pair,
m, l'est aussi*, on aurait

/ (p , eu -4- 2f*ii:)ï= / (p, OJ),

et toute la courbe serait obtenue en faisant varier OJ

de 2 Ui T. Mais r/ qui est impair est au moins égal à 3.

2 [Jij <^ piti << i a H- i, Tintervalle (2 [x -+- I)TÎ ne se-

rait pas le plus réduit.

Si m1 était impair, on appliquerait imK fois la for-

mule (C). Puisqu'il y a des axes de chaque espèce, nous

aurons les mêmes subdivisions qu'au § III du premier

cas.

i° Je suppose les rayons principaux simples —Alors

m' est impair.

Nous avons deux hypothèses à examiner suivant que

le facteur r4 de ƒ relatif à un rayon principal de deuxième

espèce est égal à i 1.

(a) i\ = i. — Prenons comme axe polaire un rayon

de première espèce, le rayon ^ "^ sera de deuxième

espèce.
Il faut que/(p, co) satisfasse aux conditions analogues
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aux équations ((V) :

( / ( ? > w ) •=ƒ(?» — w ) -

Or los deux fondions

y satisfont et il on est de même d'une fonction uniforme

quelconque F(//, v)-
De plus, si Ton change p en — p et qu'on augmente

ÎÙ de (2 ui + I)TC, U et y ne changent pas puisque m! est
impair. Donc la courbe F(u,v)= o est décrite tout
entière et une seule fois, puisque m' est premier avec
a;jL-Hi. D'ailleurs, F(/i, y ) = o est bien l'équation gé-
nérale.

(Z>) 7| = — 1. — Prenons ici comme axe polaire un
rayon de deuxième espèce. On a les équations de condi-
tion

( 2 jx -1-1)71

Les fondions particulières

/ c = sin
l u . •

y satisfont ainsi qu'une fonction F (u, v) uniforme et
impaire en u élu. D'ailleurs F ( i / ^ ) = ! o sera l'équa-
tion générale des courbes ayant la symétrie en question.

9° Les raj ons principaux sont doubles. — Alors m!
est pair, O est centre de troisième espèce (première Par-
lw)- ƒ (? , w) est une fonction paire en p. Elle doit sa-



tLsfaire aux équations analogues à (8),

On prendra comme fonctions particulières

m
v = cos 2fJL - h 1

et en général une fonction uniforme quelconque F (M, V).

Disposition des axes de symétrie. — On peut main-
tenant établir le résultat suivant :

Dans le premier cas, les aa es desj méirie sont simples,
dans le deuxième cas ils sont doubles.

D'abord, pour le premier cas, il suffit évidemment de
se borner au § III, le seul où il y ait des axes de chaque
espèce.

Si un axe était en même temps des deux espèces, il
devrait correspondre à la fois à deux rayons principaux

de la forme 6 et 9 -H (2h H- i) - et d'espèce différente,

ce qui exigerait, en supposant simples tous les rayons

principaux, que (2/r -}- 1) - fût de la forme (2/7 -f- i)cp et
fi.71

comme o = -— ?1 m

('ifc -\-\)m' = {ih + i ) a .

D'après cela, [JL et m' devraient être tous deux pairs ou
tous deux impairs, ce qui est impossible ici.

Si Ton supposait doubles tous les rayons principaux,

{ik -f- 1) - serait de la forme Acp, mais cp = ^ , il vien-

drait (2À -f- i)m'=z 2//;JI, ce qui est encore impossible,

m' étant impair.



Dans le deuxième cas, les deux mêmes relations sont, au contraire, toujours possibles d'après
la forme de cp.

t

Résumons maintenant dans un Tableau les divers résultats de cette première? Section.

Premie r cas.

w varie de o à 2 ji.Tr.

//i axes de p r emiè re espèce . . . . F ( o, cos
1 V

/ . ni to m to \
r. = T = 1 v i p, siu - — 1 cos ) = oni axes

de
deuxième

espèce

de
chaque
espèce

, ( niLù\ .
=r rt = — 1 1̂  f p, t a n - - — • ) = 0 ( F i m p a i r e )

^ / . 7710) niiù\ yr^ . .
= — i , r / = i . . F / s i n ? p cos - — j — o (F impaire)

Rayons
principaux

/ ,-. / m'(jL>\
| T ) = I . . . 1M p2, p cos — — 1 = o

rincipaux

simples / T ) = — 1 . F(^p, s i n — - W o ( F i m p a i r e )

Rayons principaux
doubles

„ / 771 CD \
r ^ p2, cos ] — o

Deuxième cas .

varie de <> à ( 2 jx -t- i ) i r .

771 tO
C O S ) = O

CO
O.

oc

- — j = o (F impaire)



SECTION I] . — CENTUE DE SYMÉTRIE.

Si le pôle est centre de symétrie de premièie ou de
deuxième espèce, c'est que « varie de o à 21/17:.

Dans la première hypothèse, JJI doit être impair, et,
d'après la première Partie, / ( o , (0) devra satisfaire à
l'identité

ƒ(?!<*>)=*•ƒ( p, co H-;ATT),

le facteur À" peut être soit une constante, soit une fonc-
tion de p et a>.

L'équation générale sera

F I p, tang' — J = o (F uniforme ).

Pour un centre de deuxième espèce, on a l'identité

/(p, a»)-- kf(— p, (ar H- (o),
et [A pair.

L'équation générale sera

F f o2, p cos --) = o ( F uniforme ).
V IV

Enfin le pôle peut être centre de troisième espèce, il
faut pour cela que J(p, w) soit d une parité déterminée
par rapport à la seule variable p.

SECTION III. — CENTRE ET AXES.

On peut enfin comparer la Section I à la première
Partie; on est ainsi conduit aux résultats suivants :

PREMIER CAS : to varie de o à I\XT. (§ I et II) . — Les

axes étant d'une seule espèce, le pôle 11e peut être centre
que de première espèce. Pour cela, il faut et il suffit que
[A soit impair et m pair.

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Septembre 189J.) 26
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(g M) . Je dis que le pôle est toujours un centre
de l'une des trois espèces.

Supposons les rayons principaux simples.
Si a est impair, m' est pair, le rayon 0 -h m'y est de

même espèce que 0, mais 9 H- ni o = 8 -H -- " : il est donc

perpendiculaire à 9 et Je pôle est centre de première
espèce.

Si [J. est pair, m' est impair, 9 4- m'<f est donc d'espèce

diiïérente de 0, mais 9 H- — s'applique sur la môme di-

rection que 0, les deux axes sont rectangulaires et le

pôle est un centre de deuxième espèce.
ftniin, si Jes rayons principaux sont doubles, le pôle

est centre de troisième espèce.

DKIXILME cvs : (o varie de o à (2u-t- I)T:. — O ne
peut être centre que de troisième espèce; il le sera, si
les ra\otis principaux sont doubles, ce qui exige m'pair.
D'ail leurs cela suffit.

SLCTIOIN ! \ . — EQIATION CARTÉSIENNE DES COURBES

\YANT M AXES DE SYMÉTRIE PASSANT PAR L'ORIGINE.

îNous allons montrer que si l'on transforme en coor-
données cartésiennes les dHïérentes équations obtenues
précédemment en coordonnées polaires, on obtient une
forme unique.

Observons néanmoins que cette transformation pou-
vant compliquer sigulièrement l'équation de la courbe,
il y avait intérêt a étudier la symétrie sur les formes
données.

Comme la distinction des axes de symétrie en deux-
espèces n'a pas lieu d'être faite en coordonnées carté-
siennes, M sera simplement le nombre des axes diiïe-



rents au point de vue graphique. Je dis que, dans tous
les cas de l'étude précédente, la courbe se superpose à

elle-même si on la fait tourner de ̂  autour du pôle (*).

PREMIER CAS. — Alors tous les axes de symétrie sont
simples, donc M = m. Examinons les divers para-
graphes.

(§ I et II). D'abord la courbe se superpose à elle-
même si on la fait tourner de 20. La formule (C) est,
en effet,

Le point M vient en M' (Jig. 3). Il suffit donc de mon-
trer qu'une rotation égale à un certain multiple de 20

est égale à -^ ? augmenté, s'il le faut, d'un certain nombre

de circonférences, ou
. , '2 7Z . . U.7T

A . 2 O = 1 h 7t H ICI O = -— yT m ' m

k |JL — hm = ï,

m et UL étant premiers entre eux*, cette équation peut
être résolue par des valeurs entières de h et de h.

(§ IJI). Le pôle est toujours centre, la formule (C)
devient

ƒ(— p, (u + 2o)=ri/(p,œ);

elle est relative aux points M et Mf/(Jïg. 3). Mais, comme
Je pôle est centre, le symétrique M' de M est encore sur
la courbe et la courbe se superpose par une rotation
égale à 2<o. Une rotation égale à iz produirait le même
résultat puisque O est centre. On doit donc avoir

L . 2 cp = h 7: -f- — ;
m

(') Cette propriété pourrait être posée a priori d'après la symé-
trie au point de \uc géométrique pur.
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i° Les rayons principaux sont simples, s = i—,,

//z = 2/w', ku. — hmf= i, relation possible*,
2° Les rayons principaux sont doubles, o = i—!,

/ #2 a — hm'=. i, relation encore possible, ;?i' étant im-
pair.

DEIXTÈME CAS. — Alors les axes de symétrie sont
doubles, leur nombre est donc M = m'. Te dis qu'il faut

encore faire tourner la courbe de j£ = —, pour qu'elle

se superpose à elle-même :
i° Je suppose simples tous les rayons principaux;

alors m' impair, O n'est pas centre, la formule (C) est

/ (—p. (o -f-2<p)E= rtf(p. w).

Appliquons-]a deux fois, la courbe se superpose par une
rotation de 4'f. I' faut donc établir la relation

/ . . | o — ? h r. -i , ;
mm

_ ( •> ;JL - f - 1 ) T:

•>.m
donc

k(±\J. -hi)— hm' — i.

relation possible en h et h\

'2° Je suppose que tous les rayons principaux soient
doubles; alors m' est pair, O est centre de troisième
espèce, \es rotations 'i o ou TZ superposent la courbe à
elle-même, il faut donc établir que

( ?.\x - 4 - 1 ) 7 :

m'



mais
Hl' = 1 />?". h ( 2 Jj. -T- 1 ) — /* w " rrr I ,

relation possible».
Ceci posé, soit <E>(.r,j )~o l'équation d'une courbe

a\ant les M axes de symétrie, l'un de ces axes étant pris
comme axe des u et oy perpendiculaire à ox.

Appliquons les formules

x = p cosw,
y — p sin (xi,

et s o i t y ( p , w ) = o l'équation ainsi obtenue. D'après ce
qu'on vient de dire des axes, cette fonction/"(p, w) doit
satisfaire aux deux conditions

et cela suilit.
Or les deux fonctions particulières

( « = P2,
( ç = pM ( o s A] a),

y satisfont et il en sera de môme de toute fonction uni-
forme F(// , v). En reprenant encore le procédé employé
au cours de cette étude, on montrerait queF(z*, r ) = o,
dans laquelle F(w, ^) est uniforme en u et ^ est l'équa-
tion générale des courbes satisfaisant aux équations (î),
e'esl-a-diie ayant M aves de symétrie.

Or on a inversement

et la foi mule de Moivre donne immédiatement



L'équation cartésienne cherchée est donc enfin

-...]=o


