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EXERCICES.

QUESTIONS PROPOSÉES.

1621. La somme des carrés des axes d'une ellipse K, dou-
blement tangente à une ellipse donnée et qui passe par les
foyers de cette courbe, est constante quelle que suit cette
ellipse E. (MVNNIIEIM.)

1622. On considère une des coniques du faisceau déterminé
par quatre points donnés A, B, G, D, et deux autres points
fixes P et Q situés dans le plan de la conique. La droite PC
rencontre la conique en G', la droite QD rencontre la même
conique en D'. Montrer que la droite CD' passe par un point
fixe, quelle que soit la conique du faisceau. ( BAIUSIEX. )

1623. Les milieux des six cordes d'intersection de deux co-
niques et le centre des deux coniques sont une même conique.

EN. )

QUESTIONS RÉSOLUES.

Question 1574.

On considère tous les points du plan d'une ellipse d'où
l'on peut mener à cette courbe deux normales simples et
une normale double; on demande le lieu du pôle de la
corde qui joint le pied de la normale double au pied d'une
normale simple. (CIIUIBON.)

SOLUTION

Par M. A. RENON.

Soient a, (3, a', £' les coordonnées des pôles des droites qui
joignent le pied M de la normale double aux pieds des deu\
normales simples, l'ellipse étant rapportée à ses axes.



( * • )
Soient j' = aco>ff, y = b sincp les coordonnées de M. La

tangente en M à l'ellipse a pour équation

COSCp SÎ11C5

a b

Le*» deux points, dont les coordonnées sont a, p, a', p \ devant
*>c tromer sur cette tangente, on a

coscp sincD
^ a r b

cos s sine?
( . ^ ? ' A

Mais, la normale en M étant double, le^ points(a, P), (a', (3')
M>nt deux commets opposés d'un quadrilatère normal circonscrit
cl l'on a

On obtiendra donc l'équation du lieu en éliminant a', P' et o
entre (i), (/) et (3). Cette élimination donne

Ce lieu est donc une courbe du quatrième degré. Elle est
tangente à l'ellipse en ses quatre sommets; elle admet pour
as\niptott*«. les côtés du rectangle construit sur les axes.

Question 1604.

Démontrer que, si une parabole P touche les diamètres
conjugues ctrau.r d'une ellipse E, les cordes communes à
r ellipse et aux cercles osculateurs à cette courbe aux
points de contact des tangentes communes à P e U E pas-
sent par un même point; la polaire de ce point par rap-
port à rellip<c est tangente à la parabole. (LEMÂIRE.)

SOLUTION

Par M. BAHISIEX.

Prenons pour axe^ de coordonnées les axe^ de l'ellipse.
re.|iiation des diamètres conjugué** égaux de l'ellipse est



b2xz — a 2 / 2 = o ; celle d'une conique qui leur est tangente peut
s'écrire

l(b2x2 — a 2 / 2 ) -4- (ux-h vy — r)2 = o,

ZJX -h P J — i = o représentant la droite qui joint les points de
contact.

Pour que cette conique soit une parabole, on doit avoir

ce qui donne, pour l'équation de la parabole,

(1) (b2vx 4- a2uy)2 — ia2b2{ux -+- vy) H- a2b2 — o.

L'équation d'une tangente à l'ellipse de coefficient angulaire
/ra est

(2) y = m x-h \/a'2 m2-h b2.

En portant cette valeur de ^ dans (1), on aura une équation
du second degré en x. En exprimant que les racines sont
égales, on trouve la condition de tangence de la droite (2)
a>ec la parabole : on a ainsi, après a>oir supprimé le facteur
étranger (a2w2— b2v2),

(3) 4(a2m2-hb2)(a2mu-hbiv)2==(a2m2—b2y.

Telle est l'équation donnant les quatre valeurs de m corres-
pondant aux quatre tangentes communes.

Le cercle osculateur, au point de contact de la tangente (2),
coupe l'ellipse suivant une droite passant par le point de con-
tact et ayant pour coefficient angulaire m, en vertu de cette
propriété qu'une ellipse et un cercle se coupent suivant de«
droites également inclinées sur les axes de l'ellipse. On tromc
ainsi, pour l'équation de la corde commune à l'ellipse et au
cercle osculateur,

( 4 ) y -h mx =

ou, en tenant compte de la relation (3).

y -+- mx = i(a2mu -+- b-v).

Sou^ cette forme, cette équation montre qu<\ quollc que ^oit



( 4* )
l'une des qualic' valeur- de m données par (3) , la droite (4)
pas^e par le point x = ia>u, y = 'xb'2\\

La polaire de ce point, par rapport à l'ellipse, a pour équa-
tion

u x -T- vy = J.

lin cherchant l'intersection de cette droite a\ec la para-
bole (i), on \oit qu'elle e^t tangente au point dont les coor-
données sont

a-u
•j.( a'1 u- — b'2v°2 ) " '2 ( a'2 u1 — h'2 v2 )

Question 1545.

Si l'on considère les trois normales menées d'un point
a une parabole et le triangle formé en menant les tan-
gentes à leurs pieds; si l'on suppose ensuite que le point,
d'où l'on mène les normales à la parabole, se déplace sur
un diamètre de la courbe :

f' Tous les triangles des tangentes ont leurs sommets
sur une hyperbole équilatère;

>" Tous ces triangles ont même point de rencontre des
ti ois hauteur** ;

>" Les ce/des des neuf points de ces triangles passent
par le sommet de la parabole ;

\° Les centres des cercles des neuf points sont sur un
même diamètre.

5° Si l'on considère trois normales quelconques à une
parabole {ne se coupant pas au même point), le point de
rencontre îles hauteurs du triangle des normales et le point
de rencontre du triangle des tangentes sont sur un même
diamètre. (ClIULIVC. )

SOLITION

P.ir M. BHOCARU.

^- '»• *• '<>%>> pied»» (|,>s n o r m a l e » i w i e s d ' u n p o i n t V à la p a r a -

If»!'1 e i \ ,u) t S p o m c o m m e t e t F p o u r f o \ e r :



A', B', C' les intersections des tangentes à la parabole au\
points A, B, C;

II, II' les orthocentres des triangles ABC, A'B'C'.

L'équation de la parabole étant

y2 — 'ipx,

les points B, G ont pour coordonnée^

(B) y =- b, .r== -~ ,
>p

(C) y =̂  —r, .r = C' ,

les normales en ces point* ont pour équations

)

(CI') y^r-.^-ï),

et les coordonnées de leur point d'intersection V sont

h2-h hc -+ r 2 bc( b -+- c )

On sait que le centre de gra\ité du triangle ABC doit se
tromer sur SF; on a donc pour coordonnée* du point A

(A) -=b+ c.

Gela posé, les tangentes \B'C', BAT/, GA'B' ont pour

équations

n 1) -\- c
(AB'G') j - .---*= — '

; J b — c -2

(BA'C)

(GA'B)



(6* )
Le- point* V', B'. (7 ont donc pour coordonnées

_ hc - - __ ^rL£

r { b ~- c ) b

b{ b— c ) r
ii; () j - - — > j ' — - •

L'orthocentre H' est déterminé par les deux équations

b b [ c( b -t- r ) I

*P JiC'II ' ) y - - -

d'où

/; bc(b •+- c)

\in^i l'ortliocontiT II' des triangles X'H'O' <lĉ  tangentes c*t
sur la directrice de la parabole.

<> résultat pouvait être pré\u. En effet, la circonférence
circonscrite au triangle A'B'C passe par le fo\er F. Par con-
s«'i{tit'iit, les projections du point F sur les trois côtés du
liiamjlc A' i r r / doivent se trouver en ligne droite. Cette ligne
pédale ( droite de Simpson) n'est autre que la tangente Sy au
sommet S de la parabole; et, par une propriété connue, on
*tiil que le milieu V de la distance de l'orthocentre H' au
point F considéré sur la circonférence est sur le cercle E des
neuf points, puisque (-e cercle peut être défini comme figure
semblable au cercle circonscrit, le centre de similitude étant
l'orthocentre et le rapport de similitude, \ {voir Nouvelles
Annales, questions 21. 708, 710, résolues 2e série, t. XVI
et \ \ \

(h\ remarque immédiatement que les points A', B', C se
trou\ent sur une même h\perbole équilatère; car, pour cha-
cun deux, on a

bc(b — e )
fi- — L

et, par une propriété < onnuc, l'hyperbole équilatère circon-
s« i He ,i un li i.m-le V'B C' pa^c par l'orthoeeiitrc H'.



< ; * )
Le ccntie de grauté Gr du triangle A'B'C' a pour coordon-

nées

, n, b2-+- bc -i- c*
( G' ) x=- , y =• o.

II se trou\e donc sur l'axe S F de la parabole, comme celui
du triangle ABC des pieds des normales issues d'un même
point P.

Ces remarques \ont nous faciliter la détermination des coor-
données du centre O' du cercle A'B'C'. Jl suffit d'exprimer
que les points O', G'. H' sont en ligne droite et que les diffé-
rences de leurs coordonnées respecthes sont dans le rapport
des segments O'G', G'H', c'est-à-dire 'i. On tromt1 ainsi

. .,x / ; * -+- bc -*- r2 — />2 br(b--c)

Sachant que le cercle ABC passe par le sommet S de la pa-
rabole et que son équation doit être de la forme

.r2 -4- JK2 — 'iMx — 2 \ y = o,

il suffit dVxpiimer que ce cercle passe aux points B et C pour
avoir l'équation

y y
'ip \pi

et Ton >éiiiie aisément que ce cercle passe au point A.
Le centre O a donc pour coordonnées

Ainsi il est a une distance de Taxe de la parabole égale au
quart de celle du point V à cet axe.

On en déduit que la distance de I'ortliocentre H est égale à
\d moitié de celle-ci et, par suite, que O'H est un diamètre de
la parabole.

Même conclusion pour la ligne HT.
Les points \ , B, C, H sont également Mir une h\pcibole

cquilatèie qui a pour équation

/ b2 -- br -r- r"- b( (b — c )
cr y — ,

1 ;v p



et, puisque l'ortbocentre H a pour ordonnée

bc{ b -f c)

on voit que *»on abscisse doit avoir pour expression

?,t+. (,r-u c*-— j/>2

( II ) ./• = ;

On reconnaît, en outre, que le pointPe^t sur la même hyper-
bole équilatèro.

Le centre de cette conique est à une distance de la tangente
S y triple de celle du centre de gra\ité G' du triangle A'B'C'.

Pour établir que le cercle E des neuf points du triangle
V'B'C' passe par h* point S, il suffit de montrer que la droite
11'S rencontre le cercle V'B'C' sur l'ordonnée du point F, ou,
plus simplement, de remarquer que le point Y, milieu de H'F,
a pour ordonnée la moitié de celles dos points II', P.

Les deux livpeiboles équilatères ABC1IP, A'B'C'II' se ren-
contrent en un point L dont l'abscisse est égale et de signe
contraire à celle du centre de gra\ité (V du triangle A'B'C'.

M no reste plus qu'à démontrer la propriété générale énoncée
au n° T>.

Le triangle des trois normales au\ points A, B, G supposés
quelconques est défini par les équations

ni a1

r — a — - ( .r
/' \

ou, en posant

i l a1 v
.r ) ,

<i - > ni p. b — •> np, c — •) qp,

y —- •>. mp — •> ni ( .r — i ni2/) ),

y ~ > np — > n < . r — in-p ) .

y - •) (jp _ •> y ( . r — ) ql p ).

Les sommets \", B", C" du triangle formé par ces trois
d i o i t e s o n t p o u r c o o r d o n n é e s

( ( . \ r ~~ P — '^/>( / ^ 2 — mn - j - n~),

' , r ~ \pnin{ ni — n).

L 01 tboeeiitre H' est défini par le-équations



( f)* )
u bien

-r-n)^-- ~ \x—p —',p(m*+mn + n*)\,

y — L\pqm{m + y ) = - - 1 \r — p — >p(,n*--T-mq -+- y«)],

7 ~ — p [ m -h « -h q -f- ) mn q ].

D'autre part, le triangle des trois tangentes aux points A,
H. C est défini par les équations

V — p
(t

J,
b

/>

c

r

x —

J' =

((

•)

b

T
r
- y

'2

el il a pour sommets a, (3, y dont les coordonnées sont

bc b-hc
(*)

a H- c

a-\- b

Par conséquent, l'orthoccntre II' est déterminé par les
droites

a -l- b c [ f(bN

V-^- - - = ^ H

(t — v b I ac

v
7 = — yy —- [ ^ ^ c -\-p2{ a -+- b -f- c ) \ ,

ou bien
y = — p(/n -1- n -h q -+- 'J.mnq ),

c'est-à-dire la même ordonnée que pour l'orthocentre H".
Gomme \érification, il suffit de faire a=—(b-hc) pour

retrou^er l'expression de l'ordonnée des points H' et P.
V



Les (lcu\ hxpeibolca dont il a été question sC rencontrent
en un point L dont l'abscisse est égale et de signe contraire a
celle «lu centre de gra\ité G'du triangle A'B'C'.

Question 1622.

On considère une des coniques du faisceau déterminé
par quatre points donnés A, B, G, D, et deux autres points
fires P et O situa dans le plan de la conique. La droite
PC rencontre ht (onique en G', la d/oite QD rencontre la
même conique en D'. Montrer que ht droite CD' passe par
un point jire, quelle que soit ht conique du faisceau.

(BuiISIEN.)

SOU TIO\

Par M. Vi DIBI n i .

Soii \I>Cf) un quadrilalèie (lont les cotés opposés AB et
Cl) prolongés ĉ coupent en 0 .

Prenons <)!> poui a\e des ordonnées et OD pour li^ne de^
a b s c i s s e s . P o s o n s e n o u t i v '

l ne des coniques, circonscrites au quadrilatère sera repré-
sentée par la i dation

(•) >.M -, ( • ' ; - - - - l ) U - • ' . - l ) = O.
\ a e I \ /; d J

Les (juatie points G. I>, G', D' déterminent un autre qua-
diilatèie dont les cùtés auront rc*])ccti\ement j^our équa-
tion

CI) y - o,

l^^' y — <j{.r —d ) — o,

C'])' *r ' r

m n

les paramètres ,/, et // étant seuls à déterminer. Si nous
cernons qu'une conique circonscrite à ce quadrilatère

/ ] J



( I I * )

c^t identique à la conique (i) , nous t rou\ons la condition

ft — m _ b(a-±- <xr)( a -4- id)
h — m a(ù — OLC)(Ù — ud) '

d'où Ton déduira pour m une \aleur indépendante de X. La
ligne CD' coupe donc Taxe OB en un point ii\e.

Question 1623.

Les milieux des six cordes d'intersection de deux co-
niques et le centre des deux coniques sont une même co-
nique. (BVIUSIEN.)

bOLl T1O\

Pai M. \Lmin nr

Une conique payant par les milieux des quatre côtés du
quadrilatère ABGD,

b a -hb\ / b b(e - - d)

c i J y c >c
>/ a a -J- b\ F (t a( c - d )

• A I \r , 7^ . • I I i ' - P

p a s s e r a p a r le mi l ieu des d i a g o n a l e s \ D et 1>(^, si l 'on f.ut

bd
A —

flC

Alors ^on équation devient

9 y - r> b x- a -r b b( c — d )
. v H- , — or - o.

a cd > " cd

et représente le lieu des centies des conique^ (i) .

REMARQLES DE M. B\RISIEN SLR L4 QUESTION 16%}.

On sait que le lieu des centres des coniques circonscrites à
un quadrilatère est une conique dite conique des neuf points
qui passe par les quatre milieux des côtes, les deu^ milieux
des diagonales, le point de rencontre des diagonales et les
deux points de rencontre des côtés opposés. Cette conique est
une hyperbole si le quadrilatère e«t con>e\e: la conique est
une ellipse si le quadrilatère est concave. Or. si l'on suppose



( i a * )

le q u a d n L i i e r e ( o n c a v e fo rmé p a r les t r o i s s o m m e t s A, B. <;

d u n t i i auu le et pa r le p o i n t de r e n c o n t r e H des h a u t e u r s de

«e iM.mulc : Li conique des neuf pniiits ili-Mciit a l o r s le cercle

des ncuf'points.
OM peut (lune é n o n c e r l<i p r o p o s i t i o n n u i s a n t e :

Le lieu des centres cA'v coniques circonscrites à un
'it'in^lc cl passant j>ar son point de rencontre des hau-
tt iffs est le cercle des neu j' jtoi/ifs relatifs ù ce tria ni; le.

\,\ <|M(>stinii pi 'opo^ée -ou» le n° l()2r> p e u t auss i s ' énonce i

de l.i Lu mi s u i v a n t e , plu^ c o m p l è t e , qui r é s u l t e des e o n ^ i d é r a -

I ions pi eeé<lent e^.

!.a conif/ue des neuf points relative au quadrilatère
Jut nw par li'.s points d intet section de deu.r coniques passe
< n ituti c par les centres de ces coniques.

QliESTIOAS PROPOSEES.

H>2t Ou considère, MIT une ^urlaee, le^ courbes e n \ e -
Inppc.-. par dev plans normaux parallèles à une direction
il.uinee. >i ee^ eouihes lonnent un réseau orthogonal avec
celles le lom; desquelles ] a normale fait un angle constant
'IXtH' l a «lnectiini d.Muiée, la Mirface a une série de lignes de
' " " î h u r e Mince* dans des plan- perpendiculaires à la susdite

H i - *- U u «l"»!»e une conique, deux de ses tangentes P . Q
<!«»« -¥ coupent MIT l 'a\r focal, et la droite _\ qui pa-se par le^



( '3* )
pieds des perpendiculaires abaissées de l'un des foyers sur P
et Q.

Une tangente T à la conique coupe ces droites en />, q, n;
on prend le point m conjugué harmonique de n par rapport à
pq : démontrer que lorsqu'on fait varier T, le lieu des points
tels que m est une circonférence de cercle. (MANNHEIM.)

1626. Soit une série

dans laquelle les coefficients a sont positifs. On suppose qu'on
ait

lim a„nt>= K,
// — se

K étant une constante différente de zéro et p un nombre posi-
tif moindre que l'unité. Démontrer que, lorsque x tend vers i,
le produit

))
a pour limite

K F ( [ — ƒ > ) . (ApPELL.)

1627. Soit une équation algébrique de degré m ayant pour
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées par
des points Ai, A2, . . . , Am. Pour qu'un point P soit racine de l'é-
quation dérivée, il faut et il suffit que les points A\, A'2,... A/,,
inverses des points racines par rapport au point P admettent
ce dernier comme centre des moyennes distances.

(On sait que l'inverse X\ d'un point Ai par rapport à P est
un point situé sur la droite PA! à une distance PAi inverse
de PA,.)

N. B.— Le théorème peut être déduit d'une remarque généra-
lement attribuée à Ghasles sur les positions d'équilibre d'un
point attiré par des centres fixes en raison inverse de la di-
stance, question qui a été étudiée en détail par M. Félix Luca»
(Comptes rendus, 2e semestre 1868). On en conclut l'im-
portante conséquence suivante due également à M. Félix
Lucas (Comptes rendus, Iersemestre 1888):

Les racines de la dérivée sont situées à l'intérieur de tou<
polygone convexe entourant les racines de la proposée.

t APPKLL )



1028. Le lieu des points d'où l'on peut mener à la développée
d'une parabole quatre normales formant un faisceau harmo-
nique IM une parabole. (E.-N. BARISIEN.)

1029. Soit B le centre de la sphère osculatrice, en A. à la
ligne (A ). Soit G le centre delà sphère osculatrice, en B, à la
ligne (B). Démontrer que AG engendre une surface dévelop-
pable, et chercher les lignes, pour lesquelles AG pivote autour
d'un point fixe. (E. GESVRO.)

1030. Dans tout triangle, dont les côtés sont en progression
géométrique, il y a égalité entre le cercle circonscrit et le
cercle oseulant la potentielle au centre de granité,

(E. CESARO.)

1031. Chercher lc« courbes telles que les plans polaires de
leurs points, par rapport à une sphère donnée, passent par les
centres des sphères osculatrices correspondantes.

(E. CESARO.)

1032. Démontrer qu'il n'est pas possible de trouver une ligne
plane dont les cercles osculateurs soient \us sous un angle
constant d'un point du plan. (E. CESVRO.)

QUESTIONS RÉSOLUES.

Question 1621.

La somme des carrés des axes d'une ellipse E, double-
ment tangente à une ellipse donnée et qui passe par les
foyers de cette courbe, est constante, quelle que soit cette
ellipse K. ( MANNHEÏM.)

SOLUTION

Par M BARISIEN.

Suent b-x-— a2 ) -— <72/>- = o l'équation de l'ellipse don-
nee: .n-osj -vs'mz—p — o relie de la corde de contact de
cette ellipse a\ee une ellipse K.



V .5* )

L'équation générale des ellipses E *era donc de la forme

( i) \(b2x2 -+- a~y-— a-1>2 )-+-(x cos a -f- y sin 2 —p)~ = o.

Faisons j / - = o dans cette équation, nous obtenons

x'2(Ab~ — cos2a) — zpxcosz

Pour que cette équation admette les deux racines -4- c et
— c, il faut les deux conditions

( '2) ƒ? CO^X = O,

( J )

La condition (a) montre que les ellipses K ont la corde de
contact avec l'ellipse donnée, ou bien passant par le centre de
l'ellipse donnée, ou parallèle au grand a\e de cette ellipse.

i° Examinons d'abord le cas où

p • = < > .

On tire alors de (3)
c2 cos~ y

et, par suite, l'équation (i) deuent

\ a2 b-x- cos2 a —(a2c2 cos- a -+- IA sin- a )y'
\ -\- 'ib'+. ry sin a cos a — a'2b2c2 cos2 a — o.

Or, on sait que pour une conique dont l'équation est de
forme

A x1 H- a B j ^ -r- GjK2 -i- F -= o.

Si 2-X et 2lib désignent les axes de cette conique, on a

Mais ici

A = a2b2 c o s - a ,

B — Z>v sin a cos a.

C = a2c- cos2a .+-

F — — a^-b-r2 cii^

Il en résulte que



( '6* )
Gomme conséquence, on voit que, dans l'ellipse E, le dia-

mètre conjugué à la direction FF' (F et F' étant les foyers de
l'ellipse donnée) est constant et égal à ib, en vertu du théo-
rème d'Apollonius sur la constance delà somme des carrés des
diamètres conjugués d'une même ellipse.

'j° Voyons maintenant ce qui se passe lorsque la relation (2)
s'annule pour

cos a = o ou a — 900.
(3) donne alors

>•=£•
et l'équation (1) devient

( G) p 1 I A x - - i - ( a 2 / ) - H- b'• ) y - — ? p b ' v — p 1 h - c 2 = o .

Or, le centre de cette ellipse est sur l'axe des y à la distance
pb'+

de l'origine égale à - 2 \-—^--« En transportant les axes de

coordonnées parallèlement à eux-mêmes au centre de cette

ellipse, il suffit de changer dans (6) y en l y-h — ~ ; )

pour avoir la nouvelle équation de l'ellipse. On obtient ainsi

Par conséquent les carrés des demi-axes de cette ellipse ont
pour expression

On voit que, dans ce second cas, la somme do2H- 1)L2 n'est
pas constante.

Pour a\oir la relation qui lie X et l!ï> à a et b, il faut éli-
miner pi entre les deux valeurs de cl>

2 et ilb2

A. B. — MM. K. Valdcs, Scaon et Varon nous ont envoyé des so-
lutions analogues.
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SOLUTION GÉOMÉTRIQUE DE IA MÊME QUESTION

Par M. Louis LOUCHEUR.

Démontrons d'abord le lemme suivant :

LEMME. — Considérons une conique, un diamètre FF' de
cette conique^ et les tangentes aux extrémités de ce dia-
mètre. Marquons un point Q sur cette conique, tel que la
tangente en Q fasse des angles égaux avec les cordes QF»
QF'. Je dis que cette tangente est perpendiculaire aux
tangentes en F et F'.

En effet, joignons le centre O de la conique aux points de
rencontre I, I' des tangentes en F et F' aAec la tangente en Q.
Ces droites 01, 01 ' coupent QF et QF'aux points G et D.

Le quadrilatère OGQD étant un parallélogramme, on en dé-
duit que le triangle GIQ est isoscèle, et comme GI est médiane
du triangle IFQ, ce triangle est rectangle en I.

On voit môme que

0I- f -01 ' = FQ-4-F'Q.

Donc la somme FQ -t- F'Q est égale à deux fois le rayon du
cercle, lieu des sommets des angles droits circonscrits à la
conique.

La réciproque est vraie.
Appliquons ce lemme dans le cas actuel, F et F' étant les

foyers de l'ellipse fixe, PQ la corde de contact (qui passe d'ail-
leurs par le centre 0 ) de l'ellipse E avec l'ellipse fixe.

Les tangentes en F et F' à l'ellipse E sont les perpendicu-
laires FI, F T à la tangente en R.

Soient x, y les longueurs des demi-axes de l'ellipse E. On
a, puisque les tangentes à l'ellipse E passant par I sont rectan-
gulaires

Mais, le point I étant la projection du foyer F sur la tangente
en Q à l'ellipse fixe, on a, en appelant a le demi-grand axe de
cette ellipse,

Ôî2 = a"-.
Donc, finalement,

Tl _j_ yl — a2. C. Q. F. ïf.

5*



Corollaire. — Le lieu des points de contact des tangentes
aux ellipses E parallèles au grand axe de l'ellipse fixe est le
cercle décrit sur le petit axe comme diamètre.

Extrait d'une lettre de M. Mannheim. — La bonne solu-
tion que M. Barisien a donnée de la question 1621 montre qu'il
ne faut pas oublier dans l'énoncé le mot concentrique et qu'on
doit dire :

La somme des carrés des axes d'une ellipse E, concen-
trique à une ellipse donnée, doublement tangente à cette
courbe et qui passe par les foyers de cette ellipse, est con-
stante quelle que soit E.

Les élèves aiment à savoir et, en cela, ils ont parfaitement
raison, l'origine des questions qu'on leur propose.

S'agit-il d'une propriété soupçonnée et vérifiée, ou d'un ré-
sultat de calculs, etc.? Les auteurs des questions peuvent tou-
jours le dire en un mot et devraient le dire (1).

La question 1621 résulte de l'étude de la perspective cava-
lière d'une sphère. Gomme, dans le cas actuel, cela n'apprend
rien aux élèves de Mathématiques spéciales, je vais ajouter une
solution géométrique de la question 1621.

Appelons ƒ et ƒ ' les foyers de l'ellipse donnée, m un des
points où cette courbe est touchée par une ellipse E. Abais-
sons de ƒ la perpendiculaire^/? sur la tangente en m à E.

On sait que la distance du centre o de l'ellipse donnée au
point/? est égale au demi grand axe de cette courbe. Mais op,
qui est parallèle à f'm, passe parle milieu de f m, donc jp est
tangente en ƒ à E. Le point p est, par suite, le sommet d'un
angle droit circonscrit à E; sa distance au point o est alors
égale à la racine carrée de la somme des carrés des demi-axes
de E et comme cette distance est égale au demi-grand axe de
l'ellipse donnée, la propriété est démontrée. J'ajoute cette re-
marque : la circonférence décrite sur le petit axe de Vel-

V) II serait, en effet, très désirable que les personnes qui nous pro-
posent des énoncés voulussent bien y joindre quelques indications
sommaires sur l'origine de la question et sur sa solution. E. R.
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lip se donnée est le lieu des extrémités des diamètres des
ellipses K, qui sont conjugués du diamètre //' de ces courbes.

N' B. — M. Raffaelli nous a envoyé une solution géométrique de
la question 1621.

MM. Lemaire, Droz-Farny et Varon nous ont adressé des solutions
géométriques de la question 1623 (p. 11*).

Dans la solution analytique publiée page n*, il faut écrire pour
l'équation finale

ab
x-
cet

a H- b c -T- d

Q u e s t i o n 1622 ( f ) .

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

Par M. E. VALDÈS.

BD et PC se coupent au point fixe L.
AC et QD se coupent au point fixe M.
Ainsi la droite LM est fixe ; soit N le point fixe où elle ren-

contre AB, je dis que C'D' passe par N.

Considérons l'hexagone BDD'C'CA inscrit dans la conique
du faisceau. Les côtés opposés BD, CC' et AG, DD' se coupent
aux points L et M; les côtés opposés AB, G'D' se coupent en
un point qui appartient à la droite LM, or ce point n'est autre
que N.

N. B. — MM. Lemaire et Droz-Farny nous ont envoyé des solu-
tions analogues.

(f) Voir l'énonce, p. i'.



Question 1618.

On donne trois points dans un plan divisant respective-

ment les trois côtés d'un triangle dans des rapports donnés

m , ' " ' , 'JL, construire le triangle. (F. FARJON.)
n ii n

SOLUTION

ParM. W.-J. GREENSTRLLT M. A.

Désignons , y —-r par OL. S, v, c n sorte qu'on a, en dé-
b n n n ' '

signant le triangle par ABC,

Supposons le problème résolu
Mené/. M) parallèle à BC. Prolongez ]\P jusqu'à ce qu'elle

rencontre AB prolongée en M'.
On a

M ' l > _ j^l^ _BG. ? AXj _? p

Doue on connaît le point JM' et en le joignant à M on aura la
direction du côté AB.

<)u aura de même la direction des autres côtés.

Question 1620.

En un point quelconque M d'une ellipse, on mène les
rayons vecteurs focaux MF et MF' qui ont leurs seconds
points de rencontre avec l'ellipse en P et P'. Montrer que :

i° Les cercles ayant pour diamètre FM, F'M, FP, F'P'
sont tangents au cercle décrit sur le grand axe de l'ellipse
comme diamètre.

>° Le lieu du point de rencontre des tangentes com-
mune* extérieures aux cercles de diamètre FM et FP est
une liçnc droite.

V Le lieu du point de rencontre des tangentes com-
munes extérieures aux cercles de diamètre FM et F'M est
une quartique. Montter que ta portion d'aire compris?



entre la courbe et ses asymptotes est égale aux trois quarts
de l'aire de Vellipse. (BAIUSIEN.)

SOLUTION

Par M. W.-J. GREENSTREET M. A.

i° L'équation du cercle de diamètre FM (M, a cosep, b sinep)
c^t

{x ~ a cosep) {x — ae)-\-y{y — b sinep ) = o;

celui-ci M?ra tangent au cercle xl-\-y~— «2, si l'on a

\ (a2 cosep -h e -f- b2 sin2ep) {a* i -+- e cosep —a2Z>2 sin2cp)
= 4«6(cosep -h e)2 (i-h e cosep)2,

ce qui est une identité facile à vérifier.
2° Les cercles de diamètre FM, FP sont respectivement

(P étant acosep', 6 sinep').

a y ( b . y a»
x — — cosep •+• e i -^ (y s i n e p l = — ( i — e cosep)2 ,

/ a ; Y l b - 'Y a\
(x — - cosep -f- e j -4-ljr smQJ = ~ ( i — e cosep )2,

t pour le centre de similitude externe nous avons

| te,

ce qui donne le lieu demandé.
3° Les cercles de diamètre FM, F'M sont respectivement

a\x cosep-+-e) -h (y— -s inep) = — (i — ecosep)2.

( a \ 2 / f) Y a2

x cosep — ej -t-ly sincpj = — (i -f- e cosep)2;

le centre de similitude externe est

x = - (i-H cos2ep)|cosep. y = - smcpr

et la quartique cherchée est

6*



Laiie comprise entre les asymptotes cl la courbe est

} lay'1—ab- T Sr.ab
C. Q. F , D.

A. /;. — M. \u hfoert a également résolu la question.

Question 1624.

On considère sur une surface les courbes (a) enveloppées
par des' plans normaur parallèles à une direction donnée.
Si ces courbes forment UN réseau orthogonal avec celles le
lonç desquelles la normale fait un anL;le constant avec la
direction donnée, la surface a une série de lignes de cour-
bure situées dans des plans perpendiculaires à la susdite
direction. (LÉw.)

son no>

Par M. <ii:.\fY.

[Venons pour courbes coordonnées les courbes (a) et leur*
trajectoires orthogonales ( b ).

Soient

z le \eeteur d'un point de la sur face;

v l 'or ienteur de la normale en ce p o i n t ;

a et £j le^ orienteurs des tangentes au\ courbes coordonnées
qui S'N croisent.

( >n aura

dz —- ï z da -T- m J3 db.
Si Ton pose

• m aura donc

et 1 i q u a t i o n des l ignes de c o u i b u r e sera



O r les c o n d i t i o n * du p r o b l è m e ( lonnent

(3) SvX=A.

À étant l'orienteur de la direction donnée et A une fonction
de a.

Si Ton differentie l'équation (3) par rapport à b, il vient

. ôv .
à -- A — O,

ôb
ih

ou, en remplaçant — par sa valeur et tenant compte de l'équa-
tion (2),

P\=-- o.
D o n c l ' équa t i on (1) es t sa t i s fa i te p o u r du — o, ce qui d é -

m o n t r e le t b é o r è m e . Les c o u r b e s (a) et (ù) ««ont les l ignes de

c o u r b u r e et les c o u r b e s (b) son t é v i d e m m e n t s i tuées d a n s d e s

p l a n s p e r p e n d i c u l a i r e s à X.

Question 1625.

SOLUTION

Par M. RAIUSIEN.

Soit F le foyer d'où l'on abaisse les perpendiculaires FI et
FI' sur P et Q. On sait que le rapport I e«t situé sur le cercle
principal de l'ellipse (ou de l'hyperbole), cercle décrit sur
l'axe focal comme diamètre. Si la conique donnée était une
parabole, le cercle principal deviendrait la tangente au sommet.
Nous allons d'abord traiter le cas de la conique à centre.

i° Cas de la conique à centre. — Prenons des axes rec-
tangulaires, l'origine étant au foyer F et l'a\e des x étant
l'axe focal. L'équation du cercle principal est

(1) (x — c)2H-jr2:= «2.

Désignons parke t /îles coordonnées du point I : elles satis-
font à l'équation (1) et donnent par conséquent la relation

(-2) r/2-r/ i2

E n e x p r i m a n t q u e l e s d r o i t e * ( P ) e t ( Q ) s o n t p e r p e n d i c u -



laires en I et I' à FI et FI', on a, poui le« équations de ces

droites et pour celle de (N),

( }> ) hy -+- dx — h- -t- d'.

({)) — hy -f- dx = A2-i- d2,

(\) x = d.

j\ous allons définir la tangente (T) de la même façon que
nous ;nons défini les tangentes ( P ) et (Q). Soient donc (a , (3)
les coordonnées d'un point K du cercle (j).

La perpendiculaire en K a la droite FK sera une tangente à
la conique.

L'équation de la tangente (T ) est par suite

(T) [ i / H - a j r r a ^ £2.

avec la relation

(3 ) a2-f- £2= &2-h a r a .

Si nous désignons par j ' , y les coordonnées de p, par x2y

y, les coordonnées de q, par #3 . ^ 3 celles de n et par X, Y
celles de />?. la condition pour que ces quatre points forment
une proportion harmonique est

( l ) (•n-4-^2)(^3-t- X ) = 1XiXî-\- 2X3X.

l/ahscihse .r, s'obtient en éliminant y entre (Q) et (T) :
de même .rj s'obhent en éliminant x entre (Q) et ( T ) .

Quant a .r,,, elle est égale «i c/, de sorte que

Kn portant ces \aleurs dans la relation (4), on trouve, toutes
réductions faites.

| r = r & 2 ( / , 2 u ^ 2 2 O 2 ) + ( rf a ) ( ««-f-

en r e t i a n c h a n t ( 2 ) e t ( 3 ) , o n aa



De sorte que, dans l'équation ( 5), apparaît le facteur étranger
(d — a), et il reste

(6) X(a2+ (**)= 2<?p*-t- a(a*-+- £2).

Pour avoir le lieu des points (X, Y), il faut éliminer a et 3
entre les équations (3) et (G) et la suivante

(7) £Y-h aX =«*-*-£«.

De (G) et (7), on déduit

(7)'

(6)' de\ient, en tenant compte de (3),

(8)
b2— ic(\ — ie)

On trouve de même par (7)'

(9) 2 — '2C'(X — 2C)

En substituant ces \aleurs (8) et (9) dans la relation (3),
on obtient pour l'équation du lieu

(10) (X — c)*H-Y*=a9-,

c'est le cercle principal de la conique.
On peut donc énoncer, comme conséquence, la propriété

remarquable suivante :

Si l'on considère dans le plan d'un cercle un point F
et une corde II' perpendiculaire au diamètre passant par
F, ainsi que les droites IH et I'H perpendiculaires à FI
et FI', et si d'un point quelconque K situé sur le cercle on
mène une droite perpendiculaire à FK, cette droite ren-
contre IH enp, I'H en q, II' en n et le cercle en un second
point m qui est le conjugué harmonique de n par rapport
à p et q.

i° Cas de la parabole. — Dans ce cas, le cercle principal
devient la tangente au sommet de la parabole, le point K e«t



sur la tangente au sommet, tandis que le point m est rejeté à
1 infini : il en résulte donc que le point n qui coïncide avec K
est le milieu de pq.

\\ en résulte encore la propriété suivante :

Si l'on considère une parabole et un angle circonscrit
à la parabole tel que le sommet de l'angle soit situé sur
l'axe de la parabole, toute tangente à la parabole inter-
cepte entre les cotés de l'angle un segment qui est divisé
en deux parties égales par la tangente au sommet.

Question 1627.

Soit une équation algébrique de degré m ayant pour
racines des quantités réelles ou imaginaires représentées
par des points Ai, A5, . . . , A/rt. Pour qu'un point P soit
racine de I équation dérivée, il faut et il suffit que les
points \ \ , A'2, . . . , X'n inverses des points racines par rap-
port au point P admettent ce dernier comme centre des
m o venn es dis tan ces.

On en conclura ce théorème de M. Félix Lucas :

« Les racines de la dérivée sont situées à l'intérieur de
tout polygone convexe entourant les racines de la pro-
posée. » (APPELL.)

SOLUTION

Par M. AUDIBEHT.

La distance de P à A, s'exprime algébriquement par P — Ai
i

f i Min nuci'si' par — — •

P — V]
< >n <iura d ' ap rès r e n o n c é

./il*) n'est pas nul puisque les points racines ^ont distinct?, il
M esi pas non phi> infini, donc

e m c n t . s i t / " ( P > = o . on a

V ' = f'(P
~à P - A. / ( P )
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Posons

il en résulte

x - xx—(y—yx)sl—
P-A, (x-

x-xx

et l'on aura

2-
d'où l'on conclut que les coordonnées x et y de P sont com-
prises entre la plus grande et la plus petite des coordonnées
correspondantes des points racines de f(z).

Faisons tourner l'axe des Y d'un angle a. Les points A],
A2, . . . , P ne se déplacent pas. Les formules de transformation

x = x' — y' sin a.

introduites dans (1), donnent

\^ x'— x\—( v'—v'.)«iina V X — x'

ou simplement

Les formules (i) et leurs conséquences subsistent donc
quel que soit a.

On en conclut le théorème de M. Félix Luca^.

Question 1619.

Si deux surfaces (S) et (S') se correspondent point par
point suivant une loi déterminée et si O. P, Q, [\ sont quatre
points in fini ment voisins de fa première surface et O'. P'.



Q', K', les quatre points correspondants de la seconde, on a
les analogies

o F <rV' öQ . (yQ' _ OR . Q7^7

sinOOK sinQ'O'R' sinROP sinIVO'F' sinPOQ sinP'O'Q'

(E. ROUCIIÉ.)

SOLUTION

Par M GEXTY.

Soient p et p' les vecteurs des points O et O', a et b les pa-
ramètres des courbes correspondantes sur les deux surfaces,
on aura

dp = IOL da -+- m $ dh,
dp' = /' OL' da -h m ' fi' ^ ,

a et p, a' et £T étant les orienteurs des tangentes aux courbes
coordonnées sur les surfaces (S) et (S') respectivement.

Si maintenant nous désignons par les indices ï, 2 et 3 les
accroissements de^ paramètres qui correspondent aux points P
et P', (v) et Q', R et R' respeeti\ement, on aura

7F-7—rp , •

1 di p r dà p
Or on a

Y <7_>p <̂ /3 p — V(/a( / 2 f l + /?i P d.2b)( lzdza -f- w $ d^
= lin ( </2 cid^b — <72 6 f / 3 a ) V a J .

Donc
ÔP _ T r/, p T rf2p Trf3p

///^( d-2 a d3 b — d, b dà a) TV a8 ?

On trouvera de même

,̂  7> l' /n\d2ad3b — dobdda) TV a'3'
sinQ O R

Donc

OP (î7!77 _ T^,pT^,pTrf3p rm'
\ : ^ \ ~~ tdiS'Tei.p'Tdao' lm TVa3

MIIQOR MMO'O'M'

ri la propi^iiioi) <lr M. Houclié e^t démontrée.
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Ql'ESTIOXS PROPOSÉES.

1033. On considère la quartiquc, podaire du centre O d'une
conique. Si d'un point quelconque P du plan on mène les
tangentes à cette quartiquc dont les points de contact sont
Tj, T2. T3, . . . et si Ton abaisse sur cette même quartiquc les
normales dont les pieds sont Ni, N->, N3, . . . , on a, quel que
soit le point M,

ÔNj 4-ON 2 -+-...-f-Oî\3 = comt.

Si la conique est une hyperbole équilatère, la quartiquc
devient la lemniscate de Bcrnoulli, cl l'on a, en plus, la rela-
tion

ON! x ON, x ON, . . . = OT, x OT2 x O T 3 . . .

(E . -N.BUIISIKN.)

IG34. On considère l'hyperbole équilatère (II) et le folium
CF) dont les équations sont

(H) **-.>'*= a',

i° Si d'un point quelconque de (II) on mène les tangentes
à la courbe (F), le produit et ia somme des rayons secteurs
unissant le centre de (II) au\ di\ers points de contact des
tangentes sont des quantités constantes.

Si du même point on abaisse les normales sur la courbe (F),
le produit et la somme des rayons vecteurs unissant le centre
de (II) aux pieds des normales sont aussi des quantités con-
stantes.

•2° Si d'un point quelconque du plan, on mène les tangentes
et les normales à la courbe (F), le produit des rayons vecteurs
des tangentes est égal à iG fois le produit des rayons vecteurs
des normales, et la somme des rayons vecteurs des tangentes
est égale à 4 fois la somme des rayons vecteurs des normales.

(Ces divers rnjons vecteurs sont déterminés comme dans
] c ^ j<\ (E.-N. BARIPIEN.)

8*



103"). D'un point quelconque M du plan d'une lemniscate de
Bernoulii, de centre G, on mène les tangentes MT1( MT2,
i\lT3, . . . à la courbe et l'on abaisse les normales MNj, MN2,
MiV}, Montrer que l'on a la relation

OTi.OT3.OT3. . . = OXi.OA2.ON3....
(E.-N. BARISIEN.)

\(')'M). Etant données deux cubiques C et G' dont les équa-
tions en coordonnées polaires sont

a cos20 -H b sin'2O
( C > ' • = ™ o

a' cos20 -L- b' nn2 '1

( (J ) r — ,
COsf)

vi dont le pôle est en 0 :

Montrer que si une droite quelconque rencontre la cubique
(C) en ABC, et la cubique (C) en A'B'G', on a la relation

OA.OB.OC a — b
OA'.OB'.OO' a'— b'

(E.-N. BVRIPIKN.)

\()'M. l ne droite quelconque rencontre un limaçon de Pascal,
donl le point de rebroussemont est 0 , en quatre points A,
B, C, I).

iu Quelle que soit la droite, ou a là relation

OA -h OH -t- OC + OD = const.

>" Si cette «Iroitc ê t de plus tangente à un cercle fixe G
a\ant M)ii centre en (), ou a aussi

OV.OB.OC.OD = const..

3" Cette tan-enU' au cercle C rencontre le cercle base de
l.i conchoide-limaçon en deux points V et Q.

On a la relation

(K.-\ . BvmsiEN.)

1<>;>8. o n mn?iflere un <cicle i\\r Ct et un faisceau de car-
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dioïdes ayant toutes même axe de symétrie et même point de
rebroussement 0 . La somme des inverses des rayons vecteurs
joignant le point O au point d'intersection du cercle avec une
des eardioïdes est constante.

1639. On considère une cardioïde et un point fixe P dans
son plan. Un cercle quelconque ayant son centre en P ren-
contre la cardioïde en 8 points. La somme des longueurs des
rayons vecteurs joignant ces 8 points au point de rebronsse-
ment de la cardioïde est constante. (E.-N. BVIUSIEN.)

164-0. Lieu géométrique des foyers des coniques qui touchent
deux droites fixes chacune en un point fixe.

Cas particuliers. — i° Les deux points de contact sont à
égale distance du point d'intersection des deux droites don-
nées.

•2° Les deux droites données sont parallèles. (JAMET.)

1641. Si un cercle a pour centre un point d'une hyperbole
équilalère et passe par le symétrique de ce point par rapport
au centre de l'hyperbole, il coupe cette courbe en trois autres
points qui sont les sommets d'un triangle équilatéral.

( L E M A I R E . )

16-42. boit une conique inscrite à un triangle ABC en A',
B', G'; a, b, c les milieux de BG, G A, AB ; a, p, y les polaires
de a, b, c par rapport à la conique. Démontrer que les trois
points (a, B'C), (|3, C'A'), (y, A'B') sont en ligne droite. Gé-
néralisation. (LEMVIRE.)

1643. Démontrer que la droite qui contient les milieux des
diagonales d'un quadrilatère normal circonscrit à une ellipse
passe par le centre de cette courbe et est perpendiculaire à la
droite qui joint ce centre au point de concours des normales à
l'ellipse aux points de contact des côtés du quadrilatère.

(LEMAIRE.)

1041. Si a est l'angle ^ous lequel une normale à une para-
bole coupe Taxe de cette courbe, £ l'angle sous lequel elle
coupe la courbe en son second point de rencontre avec celle-ci.



on a tan" a = 2lang 3. (On demande une solution géométrique.
(D 'OCVGXE. )

1()i") On considère une lemniseate de Bernoulli (L) dont le
point double est en 0 et l'un des sommets en A.

On considère aussi l 'h\perbole équilatère CH ) ayant un de
ses sommets au milieu de O V et pour asymptotes les tangentes
au point double de la lemniseate.

Monder que le cercle qui a son centie en un point quel-
conque C de Cil) et qui passe par O est tangent à la lem-
niseate (L) en un point K tel que OV est bissectrice des
«boites OC et OK. (BuusiEN.)

Itti'î. Kunt donnés trois triangles ABC, A i l ^ C i , A2B2C>,
homologiques par rapport à un a \ e , si l'on joint chacun des
points du tableau

A B C

Ai B, Ci

A2 B2 C2

à son associé mineur, on aura neuf droites concourantes [ l'as-
socie de \ est le point ( B j d , B>d) l - ( P . SoNl)\r.)

K)iT. l ne solution en nombres entiers de l'équation

- z = 11

est p u c e a u hasard, aucune racine n'étant zéio; chercher la
probabilité que le pioduit des \a leuis de .r. y, z soit multiple

de , k ('tant un diviseur de l'enlioi n.

KH8. Les cercles de courbure d'un ellipse en P , Q rencon-
tient l'ellipse en M, V Le cercle, qui touche l'ellipse en P
et qui passe par Q, et le cen le qui touche l'ellipse en Q et qui
passe pai P, renconiient respectivement l'ellipse en B et S.

htmontiei que BS est parallèle à M \ .

(W. - J . Oui i:\siRKKr. M. \ )
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Question 1513.

On donne un triangle ABC, une conique K et un point O
sur cette conique. Les droites OA, OB, OC coupent la co-
nique K respectivement aux points A', B\ C'. De plus, le
côté BC rencontre cette conique aux points X" et A'"; le côté
\C aux points B", B'": le côté AB aux points C" et G'". Dé-
montrer que les triangles A'A"A"', B'B"B'" et (YG"C" sont
circonscrits à une même conique. (D'OCAGNE.)

bOLUTlOX

Par M. A. DROZ FAUN Y

On connaît ce théorcme ( Nouvelles \nnalcs, année i86|,
p. 34 ; : L'cn>eloj)|)C des cordes communes à une conique fi\e K
et à un faisceau C de coniques e t̂ une couibr de troisième
classe. Si la conique K passe par l'un des sommets O du qua-
drilatère ABCO inseiit au\ coniques G, la courbe enveloppe
des cordes communes se décompose en deux parties, savoir :
le point O lui-même et une conique. Il suffit, dans le cas par-
ticulier, d'appliquer le théorème général aux trois paires de
droites O \ et BG, OB et \C, OC et AB, coniques dégénérées du
faisceau O\BC, pour obtenir le théorème de M. d'Ocagne.

Question 1561.
( / oir 3* s é r i e , t V, p . ?o<)

Dans une parabole, le foyer F, le point D où la tangente
rn un point M de la courbe coupe la directrice, le milieu B
du rayon de courbure M G issu du point M sont en ligne
droite. (J- MARCHAND.)

SOLUTION

Par M. H. BROCARD.

Démonstration géométrique. — On ^ajt que les projec-
tions A, V du centre de courbure C sur le rayon vecteur MF

9*
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et sur ld paiallèle MA' «à OX se troment Mir une droite AA'
remontrant OX au pied !\ de la normale.

Les triangle*» rectangles GAM, G A'Al sont égaux si l'on a

A\ = A'î\:

donc FN parallèle a A'M rencontre AM en son milieu F.
La lijjne FB est parallèle a VG et perpendiculaire à AM:

ruais, par une propriété connue, l'angle DFM est droit. Donc
les points I), F, B se trouvent Hir une même droite perpendi-
culaire a AM en son milieu F.

Question 1568.

Dans une cissoule de Diodes, l'aire comprise entre la
courbe et son asymptote est é irai e à trois fois l'aire du
cercle ijénérateui.

SOLL i'IO.N

P d l M. J . Li MA1KI .

H désioiiani le r,»\on du cercle générateur de la ci>soide C,
M nous prcnoi^ pour origine le point d<" rehroussement de la
roui l)e, cl pour a\c polaire la tangente en ce point, l'équation

COStu

L ' e q u a l i o n <lc l a s \ m p t o t e e s t

i
? ' = >A\-

COSCJÜ

.S des|on a n | | \ l l l t . comprise entre la courbe et l'asvmplote.
nous a\ons

S == i
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Question 1583.

On calcule une suite de fonctions cVapiès la loi

«n+i = '<><;

en supposant u{= r.
Démontrer la foi mule

el — i = ii[ —

SOLLTION

Par M. VuDim ni

la loi «le foimation (omino smi

on en tire successivement

Le dernier terme de te développement

est le rehte de la série de M. Ce*aro airétée au numc ferme.
Nous allons démontrer que ce re^te est nul pont n infini ou
plus simplement que

lim de un — o.

J. Supposons d'aboi d x positif. Toute- les fonctions u -ont
po-iti\es. cai «i l'on a



l'on aura

> l et un ni >

VA\ d«'-\eloppant la relation

C"n— \

Un
on peul écrire

Un
I . •> . ) I • 'X. 3 • 4

4 ,
I . 'Ji I . 'Jl. '̂  I • '2 • J • >

( hi en conclut

i . ') . '\ i . >. 3 . i

I . '2 !

S M !

. •> . ) 1 . 2 . 3 - 4

/ e"i> >— i

.7*

r"-'— I

en*— i
,1

« 3

' — i ^ '2'M i .
\ w-i / l « /MI /

ajoiiianl noub en déduirons

Le premier membre de eette dernière inégalité étant nul
our /? infini,

lini de u,l + i = o

II Panv le «fls de .r < o, remplaçons dan*, la loi de forma-



lion i/,! par — u'n et .r par — .r, elle devient

eu'n— i

Dans cette hypothèse, toutes les fonctions u' sont posithes
et, par suite, toutes les fonctions u négatives.

On a>ait dans le premier cas

t i ) e"* = ' ~~-~ ;

on a dans le second

.r ex

En multipliant ces deu\ relations dans lesquelles x u même
>aleur, il \ient

( 3 ) eu\+ui = ex ou u'* H- tu =- a\

Mais de (i) on conclut

donc, en \ertu de (3), iï^ est inférieur à — et à w2. Î es fonctions

positives u' décroissent plus rapidement que les fonctions u,
et la limite de u'n est zéro comme celle de un.

La formule de Gesaro est vraie pour toutes les valeurs
réelles de x.

Question 15S9.

Si p, </, s désignent respectivement les droites qui joi-
gnent les milieux des côtés opposés et des diagonales d'un
quadrilatère, OL l'angle de q avec s, {i l'angle de s avec p,
Y l'angle dep avec q; pour que le quadrilatère soit in-
scriptible, il faut et il suffit que l'on ait

Quelle est la signification de cette formule?
(¥. FARJOÏO
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SOLUTION

Par M. G. LEINEKUUEL.

Les six points milieux des cotés et des diagonales sont,
comme on le sait, les six sommets d'un hexagone inscrit dans
la conique X Heu des centres des coniques circonscrites au
quadrilatère.

Le centre de Z est au point de rencontre des droites joi-
gnant les milieux des côtés et diagonales. Cette conique admet
évidemment comme directions asymptotiques les directions
des diamètre* des deux paraboles circonscrites au quadrilatère
donné. Si le quadrilatère est inscriptible, 2 est une hyperbole
équilatère; inversement, si S est une h\perbole équilatère, le
quadrilatère est inscriptible.

Cela posé, considérons trois demi-droites op, oq, os faisant
entre elles les angles "((op, oq), cnÇoq, os), $(op, os), leurs
longueurs étant y?, q, s; nous allons exprimer qu'il existe une
hvperbole équilatère circonscrite au triangle/?*^ et de centre o;
nous obtiendrons de la sorte la relation à démontrer.

L'équation d'une hvperbole équilatère de centre o et pas-
sant par q est

.r*— y* — i - o -

en CApiimant qu'elle passe par y? et s qui ont pour coordon-
née*

( /; cos y. ( s cos a,

' — p siny, ( 5 sin a.
fin en déduit

<•<)*>. y . . T
= o.

<r
cos'jta . . i

l'élimination de A donne finalement

sin2a sin2.S sin2"'

L interprétation géométrique de cette relation consiste en
vv que la conique 2 lieu du centre des coniques circonscrite*
au quadrilatère est ici une hyperbole équilatère.
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De plus, comme le centre d'une hyperbole équilatère est sur

le cercle des neuf points du triangle auquel elle est circon-
scrite, on 'voit que cette relation exprime aussi que le point
de rencontre des droites p, q, s est l'un des points d'intersec-
tion des cercles des neuf points des deux triangles obtenus en
joignant les milieux des deux systèmes de trois droites qui
sont concourantes dans le quadrilatère.

Question 1644.

Si a est l'angle sous lequel une normale à une parabole
coupe l'axe de cette courbe, (3 Vangle sous lequel elle
coupe la courbe en son second point de rencontre avec
celle-ci, on a

tang a = i tangfl

(On demande uue solution géométrique.) ( D'OCAGXE.)

SOLUTION

Par M. LKVY.

Le diamètre TX' passe par le milieu de MM'.
L'angle M étant droit, on a

TM = RM tanga = 2RM tangp;
d'où

tanga = 2 tang 3.

Question 1645.

On considère une lemnlscate de Bernoulli (L) dont le
point double est en 0 et l'un des sommets en A.

On considère aussi l'hyperbole équilatère (H) ayant un
de ses sommets au milieu de OA et pour asymptotes les
tangentes au point de la lemniscate.

Montrer que le cercle qui a son centre en un point quel-
conque G de (H) et qui passe par 0 est tangent à la lem-
niscate (L) en un point K tel que OA est bissectrice de
l'angle des droites OC et OK. (BARISIEN.)



SOLUTION

Par M. H. BROCARD.

L'équation polaire de la lemniscate étanl

p2 — «2 C0S2Ü),

on ^ait, d'après une propriété des spirales sinusoïdes, que
l'angle de la tangente avec le rayon vecteur est double de celui
de ce dernier a\ec la tangente au pôle

TKO =2(45 — w ) = ()o— >to;

donc l'angle de la normale avec le rajon vecteur est égal à

90- - TKO = ->tû.

Le triangle OCK est donc isoscèle. Par conséquent, G est le
centre de la circonférence tangente en K à la lemniscate et
passant par le pôle O.

On a immédiatement l'équation polaire du lieu des points
<: ( / • , 0 ) .

En eilet, on a

(o = — 0 et p — > /• cos •> 0 :
par *uilr

a'2
•»2

i COS2O

Question 1648.

Les cercles de courbure d'une ellipse en P et Q rencon-
trent l'ellipse en M, \ . Le cercle, qui touche l'ellipse en V
et qui passe par Q. et le cercle qui touche l'ellipse en Q et
qui passe par P rencontrent respectivement l'ellipse en R
et S.

Démontrer que RS est parallèle à >L\.
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SOLUTION

Par M. NOËL DEWULF, élève au lycée de Marseille.

On sait que tous les cercles tangents à une conique en un
même point la coupent en deux autres points lels que la droite
qui le* joint est parallèle à une direction fixe. Donc QR est
parallèle à PM et PS à QN. Appliquant le théorème de Pascal
à l'hexagone inscrit MPSRQN, on \oit que MN est parallèle
à RS. Ce qu'il fallait démontrer.

TV. D, — M. Barisien nous a adressé la solution anatytique sui-
vante de la même question.

En rappelant cette propriété connue que les droites d'inter-
section d'un cercle et d'une conique sont également inclinée^
sur les axes de la conique, il en résulte que les droites PM
et QN sont respectivement également inclinées sur les tan-
gentes en P et Q à l'ellipse. D'autre part, QR et la tangente
en P doivent aussi être également inclinées sur les axes : pai
suite, QR est parallèle à PM, de même QN est parallèle à PS

Cette propriété va nous permettre de calculer facilement les
coordonnées des points M(a?i, y i )

Si nous désignons par cp et cp' les angles d'anomalie excen
trique en P et Q, on trouve pour l'équation de la corde PM

bx cosep— a y sincp = ah cos 20.

En résolvant cette équation et celle de l'ellipse

on trouve pour les coordonnées de M,

— acosep,{ xx —
) yx = — ib sincp cos'2O — b sincp.

On a de même, pour celles de N,

| x2= Ï ci cosep' cos '2 o ' — a cosep',
/ y2 =— y b sin rj>' cop-jç/— /; sincp'.
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L'équaüoii de QK est

bx cos o — ay sincp = ab eos(cp -r- cp').

Par conséquent, les coordonnées de R et S sont

i x-6— 'ia cos o cos ( o -f- cp')—aco<;cp',

( j / 3 = — ? b sin cp cos (o -4- cp')— 5 sin cp',

( ^ — 2r tcoso 'cos (o+o ' j—« coscp,

/ j 4 — — vb sin cp' cos( cp -f- cp') — b sin o.

Pour démontrer la proposition énoncée, il faut vérifier que

y\— y2 _ y* — r\#

Jl 4'% X3— a"v

Kn rcmj)laçant les coordonnées par leurs valeurs en fonc-
tion de cp et cp', on trou>e que cette relation est satisfaite et
que la >aleur commune du coefficient angulaire des droites
MN et RS est

b
a \ cos 3 o — cos 3 o'

Question 1559.

l'Uant données l'arête 9.a et la hauteur h d'une pyra-
mide régulière, trouver l'angle compris entre deux faces
latérales en supposant que la base soit un polygone régu-
lier de n côtés. (A. GENEIX MARTIN.)

SOLUTION

Par M. DE Ciù:s.

Soient : O le centre et AB un côté de la base; S le sommet
de la p\ramide. Le triédre (AS, AO, AB) étant rectangle sui-
\ant AO et axant pour dièdre suivant SA la moitié de l'angle
cherché ix, on a (par une formule relative aux triangles
>phériques rectangles)

tangOAB
t a n p T = l i , . O A S ;

i

MUOAS —.
P t



Donc

t a i l g r = AoosOAB

Cette formule résout la question*; il suffit d'y remplacer le

demi-angle à la base OAB par sa valeur évidente • - •
ni

X. B. — MM. Lez, Barisien, Pisani ont résolu la même question.

Question 1569.
( Voir 3' série, t. VI, p. 5o4 )

Étant données une conique et une tangente à cette
courbe, aux points A et B où cette tangente rencontre les
ajees de cette conique, on élève des perpendiculaires à ces
axes-; puis du point de rencontre M de ces perpendiculaires
on mène les tangentes M G et MD à la conique. Trouver,
lorsque la tangente AB varie, Venveloppe de la corde CD
et le lieu du point de rencontre P des normales aux extré-
mités G et D de cette corde. (CUVMBON.)

SOLUTION

Par M. IL BROCARD.

La conique donnée, supposée une ellipse rapportée à ses
a\es, a pour équation

L'équation générale des tangentes AB étant

y = mx dz /a2w2-+- b2,

le sommet M du rectangle OABM a pour coordonnées

\/a2 m2 -f- b~
oc — 7

m
fi = J

et l'on en déduit

(i) /i*?*-

équation de la courbe (M), composée de quatre branches
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hyperboliques asymptotes aux côtés du rectangle circonscrit à
l'ellipse parallèlement à ses axes.

Les coordonnées (x, y) du point P de rencontre des nor-
males aux extrémités de la corde CD de contact des tan-
gentes issues d'un point M (a, $) ont pour expressions

Tenant compte de l'équation (i), elle^ deviennent

ei l'élimination de a donne

2 1 2 2.

La courbe (P) lieu des points P est donc la développée de
l'ellipse.

La corde CD, polaire du point M (a, P). a pour équation

ou, d'après l'équation ( i ) ,

(2) a'*a\yî= ô*{a*— a jr)2(a2— a2 ).

Il resterait donc à éliminer a entre l'équation (2) et sa dé-
rivée, c'est-à-dire entre deux équations, dont une du qua-
trième degré en a, et l'autre du troisième.

Le résultat, vraisemblablement fort compliqué, paraît pomoir
être a\antageusement remplacé, ici comme dans la plupart des
études i\c courbes emeloppes, par la nolion de la podaire re-
latî\0 à l'origine.

La perpendiculaire à CD menée par l'origine a pour équa-
tion
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L'élimination de a entre les équations (2) et (3) donne

(4)
équation qui se prête à l'emploi des coordonnées polaires.

L'enveloppe cherchée est donc la podaire inverse de la
courbe (4).

Question 1643.

La droite qui joint les milieux des diagonales d'un qua-
drilatère normal circonscrit à une ellipse passe par le
centre de cette courbe et est perpendiculaire à la droite
qui joint ce centre au point de concours des normales à
l'ellipse aux points de contact des côtés du quadrilatère.

(LEMAIRE.)

SOLUTION

Par M. BARISIEN.

Rappelons les formules suivantes dues à M. Desbo*\es.
Si (a, P) et (a', (S') sont les coordonnées des sommets op-

posés d'un quadrilatère normal circonscrit à une ellipse, et si
(£, rt) sont celles du point de concours des normales aux points
de contact du quadrilatère, on a les relations

aa' = — a2, pp' = — 62,
_ C 2 a

Par suite

D'autre part, d'après un théorème dû à Newton, le lieu des
centres des coniques inscrites dans un quadrilatère est la droite
qui joint les milieux des diagonales.

Il résulte de là que, la droite qui joint (a$) et (a'p') et dont
le milieu a pour coordonnées

11'



étant une des diagonales, la droite qui réunit son milieu au
centre de l'ellipse a pour coefficient angulaire

y _ P + P'

x a-H z'

ou, en tenant compte des premières relations de M. Desboves,

Par suite

ce qui démontre la proposition.

Question 1641.

Si un cercle a pour centre un point d'une hyperbole
équilatère et passe par le symétrique de ce point par rap-
port au centre de Vhyperbole, il coupe cette courbe en trois
autres points qui sont les sommets d'un triangle équila-
téral. (LEMURE.)

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE.

Par M. BROCARD.

Obser\ons d'abord que si une hyperbole équilatère et une
circonférence données se rencontrent en quatre points A, B. G,
D, les points A', B', G', D', diamétralement opposés sur l'hy-
perbole, sont les orthocentres des triangles BGD, AGD, ABD,
ABC.

L'orthocentre D' du triangle ABC se trouve sur l'hyperbole.
Soit P l'extrémité du diamètre POD'. Je dis que ce point P se
trouve sur la circonférence ABC.

En effet, d'après les propriétés de l'hyperbole équilatère,
l'arc AG est vu des points P, D', sous le même angle (ou sous
des angles supplémentaires).

Dans le triangle ABC, dont l'orthocentre est D', les angles
G D'A, GBA sont supplémentaires; donc les angles GPA, GBA
sont égaux, ce qui montre que les points A, B, G, P sont con-
cycliques.



Mais les points A, B, C, D sont à la fois sur k s deux courbes
données; donc les points P, 1> coïncident.

Dans le cas oà la circonférence a D' p^ur Contre et DOD'
pour rayon, le point D' doit être l'orthocentre du triangle
inscrit ABC; par suite, ce triangle doit être équilatéral.

iV. B. M. Brocard nous fait observer qu'il a fait connaître,
dès 1874 {Mémoires d'Alger), ce théorème, qui s'est présenté depuis
a plusieurs géomètres et qui ne diffère pas de la questioo 1607, ré-
solue analytiquement à la page 382 du quatrième Volume de la
3e série des Nouvelles Annales. M. Barisien, qui a également traité
Ja question par l'Analyse, ajoute que les normales à l'hyperbole en
A, 13, C sont concourantes.

Question 1601

Inscrire dans une sphère donnée un polygone dont chaque
côté passe par un point donné. (TARRY.)

Cette question doit être considérée comme résolue; car
M. Tarry a indiqué d'une part (t. X, 3e série, p. 5*), la con-
struction à faire et, d'autre part (t. XI, p. 'i5y)f les considéra-
tions sur lesquelles la démonstration est fondée.

ERRATA.

Page 39*, ligne 16, au lieu de M. LEVY, lisez M. LERY.
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