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SOLUTION, PAR LA GEOMETRIE VECTORIELLE, DU PROBLEME
DE MATHEMATIQUES SPECIALES DONNE AU CONCOURS
D'AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES EN 1892;

Par M. E. GENTY (1)

Soient
Spep =1
I'équation de l'ellipsoide E, le centre O de cet ellip-
soide étant pris pour origine; o le vecteur du sommet S
du cone Q;
S(p—a)d(p—a)=0

I'équation de ce cone; «, B et y les vecteurs de trois
diamétres conjugués de I’ellipsoide E.

Le plan diamétral conjugué, dans le cone, du vecteur «
a pour équation

S(p —a)da=o,

et, si ka est le vecteur du point A, on déterminera k par

(') Voir, pour Vénoncé, Nouvelles Annales, page 314, année 1892.
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Péquation
S(ha—s)da =o,
d’ou
Soda
waz

Les points A, B et C ont donc respectivement pour

vecteurs
S cnpa SV ' S “‘l"Y
Sapz ™ SEeEY 7 Syiy T

en sorte que le plan ABC aura pour équation

« Saja SBYB .y STy — S8

(1) sp<smvpy+ Sois Ve gop Vag) = Saby.
Mais, 2, 3 et y étant trois diamétres conjugués de I'el-
lipsoide E, on a

V@y = koa

ou, en projetant avec 2,

2

=

Sa = k.

On aura donc
Viy = g2 Saby.
Voya = of Sady.
Vap = ¢y Saly.

D’aprés cela, I'équation (1) du plan P pourra se
mettre sous la forme

ou

(2) Swp

Je dis maintenant que la somme

Saba + SBYE + Sydy
est constante.

En effer, 2, 3 et v élant trois diamétres conjugués de
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I'ellipsoide, si T'on pose

1
’3‘37:1].
1

2l

228 = B,
1

2 ar — a
VT

d'ou

0

aura

71, 31, %y seront Lrois orienteurs reclangulaives, et 'on

19—

1+38ie 2he 28-Sy

m, étant une constante (1),

Ceci établi, on voit immédiatement que le plan re-
présenté par ]’équalion (2) passe par le point fixe I
ayvant pour vecteur

o=tls
My :

Si le cone Q se déplace en restant égal et paralléle au

cone fixe K ayant pour équation
Sebs = o.

h

la droite IS ne dépend que du vecteur 3, ¢’est-a-dire de
trois paramétres arbitraires, et, par suite, clle déerit
un complexe dont il est facile de trouver I'éguation.

Si, en effet, v et Vau sont les coordonnées de cette

(") La condition m,= o exprime que le cone ayant pour équation

1 1
Noz 24z 25 o= 0 est équilatére.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XII. ( Mars 18¢3.) b
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droite ('), on aura
(my—o-1y)e =0,
d’oul
3= (myg—o-tY)-lu:
on a d’ailleurs
Save = o
et, par suite,

(3) Sav(me— ¢~1¢)-1v = o,

équation d’un complexe du second ordre.
Soient OL, OM et ON les vecteurs racines de I'équa
tion vectoriclle

(4) (my— o 1) v =Sy,

on peut énoncer immédiatement les propriétés suivantes
du complexe représenté par I'équation (3).

Toute droite passant par origine, ou parall¢le a
I'uue des arétes du tricdre OLMN, fait partie du com-
plexe.

Toute droite située dans I'une des faces de ce triédre,
ou dans le plan de Pinfivi, fait aussi partie du com-
plexe.

La surface singuliére du complexe se compose donc
des trois faces de ce triédre et du plan de Pinfini.

L’équation (1) donne d’ailleurs

)= S(my— o 1)y

ou
ou = D(myo — U)o
ou
myS —1
’,./J = S t?'),

et 'on voit que les vecteurs OL, OM et ON ne sont

(') v est paralléle a la direction de la droite, ct a le vecteur de
I'un (uclconque de ses points [(voir Memoire sur les complexes du
second ordre (GiNry, Journal de Resal. p. 299 1882)].
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autres que les diamétres conjugués communs de V'ellip-
soide E et du cone K.

Nous obtiendrons P'équation du cone du complexe
ayant le poiut de vecteur w pour sommet, rapporté a
ce point pris pour origine, en remplacant dans I'équa-
tion (3) v par o et o par ©, ce qui donne

Swp(my—o=1d)~1o =0
ou
Swp(mye — ) log=o

ou encore
Seo(myo —d)w(mee —d)o=o

ou enfin
Sopdo(mee — Y)w = o,

¢quation d’un coéne du second ordre, qui, ainsi que cela
doit ¢tre, passe par le centre de I'cllipsoide E et con-
tient les paralléles menées par son sommet aux diamétres
conjugués communs de cet ellipsoide et du cone K.

Cherchons maintenant la courbe G, enveloppe des
droites du complexe situées dans un plan H, ayant pour
équation

S.’P =P’

ou v esl orienteur.

Si nous remplagons v par Vpv et Vau par p dans
Péquation (3), il vient

(5 So(my—o-14)-1Vps = o.

C'est 'équation d’un cone quadrique R, réciproque du
cone C ayant son sommet a l'origine ct pour base la
courbe G.

Cette courbe G est évidemment une parabole, puisque,
d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, I'une de ses
langentes est située tout enticre a 'intini. On le re.
connait d’ailleurs directcment, en remarquant que le
cone R contient la perpendiculaire v abaissée de son
sommet sur le plan H.
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Soient « le vecteur du foyer de cette parabole, X et
deux orienteurs rectangulaires situés dans son plan ; le
plan mené par le vecteur « et 'un des points isotropes
du plan H doit étre tangent au cone C; ou, ce qui est la
méme chose, la normale & ce plan, qui a pour vecteur

Va(h+ip),
doit étre située sur le cone R.
Or ’équation (5) de ce cone peut s’écrire

Spv(my—bop—1)-15 =0
ou

(6) Sgvdo = o,

en POSQ]’I[
(my— Yo~1)-1= &,

et si 'on remplace dans I'équation (6) p par

Va(k +ip),
on aura
S(A+ i) (PVah +iPVap) =0

ou, en développant ct égalant séparément a zéro la partie
imaginaire du premier membre de I'équation,

SAPVak — Spud Vau = o,

SudVah + ShdVap = o,
ou enfin, en remplagant 2 par o, et désignant selon

I'habitude par @' la fonction conjuguée de @,

( Sp(VAd')-— Vypd'p) =o,
(7) i PP
’ U S5(VAdu+ Vad'd) = o.

En joignant a ces deux équations la relation

AN
(8) Ve =P

on aura trois équations du premier degré pour déter-
miner o.
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Les équations (7) étant indépendantes de p, la droite
qu’elles représentent est le lieu des foyers des courbes
du complexe situées dans les plans paralléles au plan (8).

De ces deux équations on tire

0= AV(Vpd'k 4 VA 1) (VAP h — Vpd'y)
= k(@' ASApP'A — uSpd'Ad'p
— ASAP AP 1w+ P pShpd'pn),

ou, en désignant par m l'invariant bien connu de la
fonction @,
o= k[®"h SA®y + P'uSpdy — m(ASAP—1y 4 uSpd-1v)]

= k[P (Py—vSv®y) — m(P—1y —vSvd-1y)]

= L(O'VVidy.y —mVVud-1y. ).

Sil'on porte cette valeur de ¢ dans I’équation (8), il

vient
p=kT:Vvdy,
d’ou
T2Vydy’

on a donc, pour le vecteur du foyer,

_ mVyVyd—1y — @'VyVydy
p=r T2V Py :

Cherchons maintenant le licu des foyers lorsque le
plan H se déplace en restant paralléle a une droite
donnée.

On peut supposer que 4 est I'orienteur de cette droite,
ct 'on obtiendra le lieu cherché en éliminant p. entre
les équations (7) et les deux équations snivantes :

(9) S)\gJ.:O.

(10) T2u =1.

De la seconde des équations (7) et des équations (9)
¢t (10), on tire
Yy VI(PVeh —Vod'))
T TVI(Vor — Vod'd)
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Portant cette valeur de u dans la premiére des équa-
tions (7), il vient

SPRTIVA(B Vo) — Vo))
= SaVA(PVph — V@' 0)d V2 (dVok — Vpd'h),

équation d’un cone du troisiéme ordre.



