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SU! LA RÉSOLUTION ALGÉKKIQIE DES ÉQUATIONS;
I*\K M. KRXEST JAGGÏ, à Besançon.

FORME UNIQUE DES 7Z RACINES I) UNE EQUATION ALGÉBRIQUE

I)L DEGRÉ II A UNE ÎJVCOJNN UE.

Soit
x'1 -r- atx""1 -+- a2,r"-2 -t-. . .-J- a/f = o

umi óquation algébrique en .r dont les coefficients «M

r/j, . . . , alt soni des quantités données quelconques. Si
d\j a.2, • • - , ctn peuvent acquérir respectivement />*,,
m2, . . . , / ^ valeurs, l'équation précédente équivaut à
une équation unique de degré n X mK num^. . ,mn qui
se décompose en ni\m* . . . mn équations de degré /z,
dans chacune desquelles chaque coeilicient n'ac|iie l'une
des valeurs qui peuvent lui être attribuées.

JNous supposons donc que les coefficients de notre
équation sont des quantités quelconques, mais n'ayant
chacun qu'une valeur et nous cherchons une formule
unique pour les // racines de l'équation. Si j 0 , xK, . . .,
xn_\ sont ces n racines dans un certain ordre, la loi-
mule unique cherchée devra, par certains changements



( " 7 )
dans les quantités qui y entrent, donner successivement

.To, -ri* • • • i xn- Ces changements peuvent être de deux

sortes : soit des permutations des quantités qui entrent

dans ia formule, soit l'attribution à l'une des quantités

de n valeurs différentes, les autres restant les mêmes;

on ne peut attribuer à 2, 3, . . . quantités des valeurs

différentes en certains nombres que dans le cas où n se-

rait un nombre de permutations, c'est-à-dire de la forme

12 . . . ni, ou un produit de tels nombres. La pre-

mière méthode a conduit Vandermonde et Lagrange à

rechercher des fonctions des racines ,r0, JT{, . . . , xn_h

(jui, parla permutation de ces racines dans ces fonctions

donnent successivement ces racines elles-mêmes.

La seconde méthode conduit, il est vrai, aux mêmes

fonctions, mais est plus rapide et surtout plus directe.

Si, par l'attribution de n valeurs différentes à l'une

des quantités qui entrent dans la formule cherchée, on

obtient les n racines, nous pouvons considérer cette for-

mule comme étant l'expression d'une fonction d'une

variable \ à laquelle on attribue successivement n va-

leurs ),0, )M, A2, . • •, A//-<5 en sorte que nous pourrons

écrire

r*=AU) *«-i =ƒ(>>«-1).

Toute fonction/(),), qui n'a qu'une valeur pour une

valeur donnée quelconque de )v, est susceptible de re-

présenter successivement les n racines .r0, x^ . . . , jr/M

pour des valeurs Xo, )M, . . . , A/̂ -i tirées de ces équa-

tions mêmes, et l'on pourrait se proposer d'étudier

quelles sont les relations entre ),0, )vt, . . . , \n_\, ii\,

(i-i, . . . , nn pour une ('onction ƒ donnée, puis de recher-

cher quelle doit être ƒ pour que ces relations soient les

plus simples possibles. Mais comme ces relations dépen-



dent, en général, de ƒ et des coefficients a, on peut in-
versement se donner Xo, )H , ..., \n__\ e t chercher la fonc-
tion ƒ*, ce problème, qui n'est pas toujours soluble
puisque ƒ ne doit avoir qu'une valeur pour chacune des
valeurs Xo, )M, . . . , A,/-i^ est évidemment très difficile
et sort des limiles de l'Algèbre élémentaire dans laquelle
nous voulons rester, car l'étude des équations algébriques
en fait partie. Nous sommes doue conduits à choisir
des systèmes de valeurs de X et à essayer de trouver la
fonction ƒ. Or, on connaît la solution de certaines équa-
tions de degré //, par exemple celle de

et Ion sait aussi que dans toutes les autres équations
que l'on sail résoudre entrent des radicaux qui, pris
avec toutes leurs valeurs, donnent toutes les racines de
ces équations; on a là un exemple où toutes les racines
d'une même équation sont données par une fonction
/ ( A ) , où X a les n valeurs racines de A" — i, les coefficients
de X élanl des racines arithmétiques. Nous sommes donc
conduits, dans le cas le plus généra], à prendre pour A(),
A,, . . •, \n_\ les racines de l'équation \n ~ i et à cher-
cher la fonction ƒ correspondante.

Mais ce problème est encore compliqué. Nous essaye-
rons donc une fonction ƒ donnée; une fonction ration-
nelle étant la plus simple des fonctions qui n'ont qu'une
valeur pour X = Xo, Xl? . . . , X,,_,, nous essayons la
fonction

'j(X) et A (A) étant deux polynômes en A. Grâce à la
condition X" — i , ces polvnomes se réduisent h la forme

c(À )— a0 -r- «i A — a 2 À 2 -h . . .-h a,i-i À"- J,



pour les valeurs Xo, A,, • . . , X,, _j de A. Nous n'avons
donc (ju'à considérer la fonction

ou plutôt les n valeurs de celte fonction pour A == Xo,
A<7 Ao? • • • > ^ / I - I - Pour ces valeurs de A, cette fonction
peut encore être mise sous une forme plus simple.

En effet,

<\st une fonction symétrique des n racines de A" = i et,
par suite, est une constante indépendante de Ao, À,, . .,
Xrt_ \. Or si A est une racine primitive de A/; = i ,]es
n racines sont

X ° , À , X 2 A " - 1 .

11 s'ensuit quey'(A), sous la forme

se réduit à un polynôme de degré ( M — i ) , puisque le
dénominateur est une constante et que le numérateur,
produit de polynômes, est également un polynôme. Si
A n'est pas une racine primitive de A" —- i, elle est racine
primitive d'une équation Aw/;=i, n' étant un diviseur
de /? (n = nui'); A0, A, X2, . . . , X""1 sont les n' racines
de cette dernière équation, m lois répétées et 'i(X0),
•v(X,), . . . , 'i^X^.^) ne contient également pas X. Donc,
dans tous les cas, nous n'avons qu'à prendre pour y une
fonction de la forme

f{A)= £ „ + V À - t - ^ 2 À 2 + ^3 X3 -J- . . . -4- 6 , , - ! X«- «.

Reste à démontrer qu'on peut choisir les coefficients
de manière que les n racines x0 , xt. J-2? - • • • ocn <
soient

/(O* fO>\ /(À2) /(À""1),



A étant une racine primitive de A" = I . Soient

Les fonctions symétriques des racines on = fÇ/J) sont
alors des fonctions symétriques des racines i, A,)*2, . . . ,
A""1 de l'unité} ces fonctions sont donc indépendantes
de )v, c'est-à-dire qu'on aura

cp7(iüi1 . . . 6W_<) étant la somme des produits dey ra-
cines, c'est-à-dire une (onction rationnelle de&0, ^M •••?
/>„_ , (y = 1,2, . . , /z). L(»s égalités précédentes, au
nombre de /z, sont le? conditions nécessaires et suffisantes
auxquelles doivent satisfaire les quantités A0,&i, • • • •>
1>n-\ pour que les racines se présentent sous la (orme

x t = / ( A ' ) = • 6 U - r - 6 , X' -+- 6 2 X " -+- 6 3 X - ' - 4 - . . . — & „ _ , X ( « - i " ,

( t = o , 1 , 2 , . . . , / i — 1 ) .

Ces égalités sont donc les équations qui doivent dé-
terminer les valeurs des coefficients &0, £|, • •• , bn_t\
elles forment un système de /z équations, chacune à 11 in-
connues Z>o> ^7t} •••? i«_i 5 on sait qu'en général un
tel système d équations algébriques admet des solutions
et en admet un nombre limité; mais ou sait aussi que,
dans certains cas, des équations algébriques sont in-
compatibles ; la démonstration précédente ne deviendrait
suffisante qu'en démontrant que les équations précé-
dentes sont compatibles et, pour cela, il faudrait étudier
les fonctions 9 \u lieu de cette méthode directe», nous



( )
pouvons employer pour noiva démonstration un moyeu
détourné qui, sans donner actuellement d'indications
pour la résolution dus équations <p,— (— i )''*/, démontre
que cette résolution est possible, c'est-à-dire qu'on peut
trouver des valeurs des coefficients &, telles que Ton ait

xt = ƒ ( X' ) = b0 H- bi X' -f- 6 2 X
2/' -f- . .

( t = o , i , '2, . . . , n — i ) .

Dans les n égalités renfermées dans la précédente,
considérons les n racines Xi comme des quantités con-
nues, et voyons si, de ces égalités, on peut tirer les va-
leurs des quantités b'p. Ces égaillés forment un système
<\c n équations du premier degré à n inconnues é0, bKi

b2, . • • » bn_\ dont le déterminant est

i i i i . . i i

X o X 1 A 2 X 3 . . . \ P . . . X " - 1

( X 2 ) 0 ( X 2 ) 1 ( X * ) 2 ( X 2 ; 3 . . . ( X 2 ) / ' . . . ( l p ) » -

(À/')°

, ) « 1)0

ou

x ( X 9 — X 1 ) ( X 2 — X°
x ( X J — X « ) ( X J - X »

Or nous avons supposé que ~k était une racine pri-
mitive de l'équation ) / ' = i ; il s'ensuit qu'aucun des
facteurs du produit précédent n'est nul, puisque A0, A',
A2, . . . , X«-< sonl tous dilïérents; le déterminant des



équations n'étant pas nul, on en conclut que l'on peut
déterminer les quantités bp en fonction des xt de ma-
nière que

xt —

Supposer que les ^^ sont donnés est supposer simple-
ment que les a, sont donnée • donc les équations

sont compatibles et déterminent des quantités i 0 , b{, . . . ,
/>,/_, telles que les racines x, aient la (orme indiquée.
I a iésolulion des équations

a,— ( — ï )' o,( ^ 0 ^ ! . . . btl-x), {i — \,> . . n)

donne donc la résolution de l'équation, algébiique géné-
rale du nunu degré à une inconnue.

La îésolution des équations du deuxième, du troi-
sième et du quattième degi é se lait ainsi très simplement
et d'une manière uniforme.

R r s O L L T I O - N 1)1 L C Q L i i r i O \ D U D L I M E M I D I C . R T .

Soit
X1 -h p x -— IJ — O

l'é jualion proposée. Les racines de A- - ï étant 1 et
ï, on aui a

1 0 1

d'où
— p — Jo— r i = ?b0,

q - 0̂̂ 1 - K~ H
Donc



Prenant pont bt la valeur -I- 4/ -f q, on aura

En prenant pour Z>, la valeur — 4 / 'f q, on aurait

r - I' | A 2 a

(jui est le niôrne système de racines.
Remarque. — Connaissant bQ, on peut prendre pour

inconnue

létpialion se réduit alors à

(JUI a pour racines -h 4 / 7 </ et - 4 / \ q; on a

alors immédiatement les deux valeurs de x par l'é-
galité

I l L s O i r i l O N 1)1 1. l ' o i \ 1 I O V D l H I O I S I I MI 1)1 (. K l ' .

hoit lécjuation

/% -1- p r- -1- q r — /' = o.



( «34 )
et soit A Tune des racines primitives de l'équation

On aura

d'où

— p — x0 -h .rt —

x2 — b{) -+- bl X2 -h b2 À,

=- ( />o -+- bx -+- b2 ) \ * bo-^-i

-+-*o "+• b'\ -+" ^1 •+" ô o(
/• —

X [ / , 2 _̂_ £j _4_̂ 2 _h^0(^1_4_ô2)()%H_Xî)_^^1ft2()v_a_X«)].

On a \ ~\- ̂ 2 = — i ; par suite, les équations devien-

nent

<1 =-- ( b ^ b,-^ b,)\>ib^- (bx- b%)\

-'- 1)1 -+• />| -f- b\ — bo(bi -+- b2) — bi b2,

— r = ( fto+ bx + Ô2)[ ô j -h ftf -+- ôl — ^o(^i H- b2) - ^! 62 J,

ou enfin

La première de ces équations donne

f} P .

la seconde

la troisième

ou, en vertu de la seconde,

1 2 ° 3 ' ->-



b\ et b\ sont donc racines de ]'équation du second
(log ré

On prendia les racines cubiques des racines de cette
équation et on les associera deux à deux, de manière

que leur produit b{ b2 soit égal à | . On aura ainsi

trois systèmes de valeurs de bs et b2 donnant chacun
1rs racines x sous la forme indiquée.

Remarque. — Connaissant £0, on peut commencer
par mettre l'équalion sous la forme dite réduite

en posant

z — x — b() — x -t- -- ou x = z — (- ,
-y 5

On a alors
-30 = Xi) — />o = />i -+-

z-i —- xx — b0 = 6 ] X

z2 — tr2 — /̂ o = b\ A 2

Par suite.

b2)'
2—

ou enfin



( • • $ < > )

b\ el b\ sonl racines de l'équation du second degré

On associe les racines cubiques des deux valeurs de p
de manière que leurs produits deux à deux soient égaux

à — ' l> et l'on a les trois systèmes de valeurs de Z>,

el b.2 qui, chacun, donnent les trois racines

Si les valeurs prises pour b{ et b2 sont réelles, deux
racines en z ou en x sont imaginaires, à moins que
l>{ — b2 ; la troisième racine est réelle:, ce cas se présente
lorsque les racines de l'équation en [3 sont réelles, c'est-
à-dire lorsque

7Î + /;î °

Supposons, au contraire, qu'il n'\ ait aucun des trois
systèmes de valeurs de />,, b2 qui soit réel, c'est-à-dire
que

f , _h 4 fi . o

/>J cl /^ sont imaginaires conjuguées, et il en est de
même alors de A, et de b2 (dont le produit est réel); il
s'ensuit que, puisque A et A- sont imaginaires conju-
guées, />,A et />oA-, dune part, bx\

2 et b2^, d'autie
part, sonl aussi imaginaires cou juguées, ou eniin que J 0 ,
.*'i, ,r.2 sont toutes tiois réelles 11 y a une racine double
si A, -- /?j, c'esl-à-dire si

7i ~ /_ /'{ ~ °-

M — ' 1 - ^u a - «S < > - > 2 ) — ^o — l>\ •



RESOLUTION DE L ' É Q U A T I O J N DU QUATRIEME DEGRÉ.

Soit l'équation

x1* -h px2 -f- qx -|- r —- o,

dans laquelle on a annulé le terme en x3.
Les racines sont

2 t 2 X3 H- &3X2

J^3 — 6 j X3-r- 6 2 X 2 - 1 - 63 X
où

X*=I, Xr^—v/ITT, X2=— I,

On a donc

On peut remarquer sur ces expressions qu'on peut
associer les racines deux à deux pour en faire les racines
de deux équations du second degré

et ceci conduit à la méthode de résolution de Descartes.
Appliquons notre méthode; nous aurons

p = r ( l ,T.2 -+- j'i .r-i -i- ( .r0 -h .r2 j ( .ri H- .r3 )

— / 4 — ( bl -f- >̂3 )
2 -^- h'\ -h (/;>! — />3 )'

2 -f- •) b.2 (— -̂  /y2 )

— — 'ib\ — | b\ />3,

— <7 — ,r0 .r2 ( .rj -+- ors ) H- ^ t .r3 ( ̂ 0 -1- .^2 )

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XIII. (Avril 1894.)
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Des deux premières équations on tire bt fe3 et b* -f- b\,

que l'on porte dans la dernière, et Ton a l'équation
en io :

ou
/

— i

équation du troisième degré en &*. Ayant tiré é2 de
cette équation, on aura bib3 et b\ -\- b\ par les deux
premières équations, et par suite bt et &3 par une équa-
tion du seeond degré ou deux équations du premier
degré.


