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SUR UNE GENERATION DES COURBES PLANES UNICURSALES
DU TROISIEME ET DU QUATRIEME ORDRE;

Par M. Axpré BIENAYME,

Eléeve du lycée Saint-Louis (classe de M. Lacour).

I. — CouRrBES DU TROISIEME ORDRE.

On sait que la projection sur un plan de l'intersec-
tion de deux surfaces du second degré ayant une géné-
ratrice commune est unc courbe unicursale du troisiéme
ordre. Nous nous proposons, e¢n partant de la description
de la courbe de Vespace, d’arriver en Géométrie plane
a une description de sa projection.

Or, quand, autour de trois droites données dans
Lespace, on fait tourner trois plans formant trois
Jaisceauw homographiques, le point d’intersection de
ces trois plans décrit une courbe gauche du troisieme
ordre (Cuasres, Comptes rendus des séances de I” A ca-
démie des Sciences, 10 aolt 1857).

On pourrait déduire de la que la développable, ayant
I PP y ay
pour aréte de rebroussement une cubique gauche, est le
licu des droites interceptant sur trois faisceaux de plans
3 p
homographiques trois divisions dont les six points
graphiq p

doubles sont confondus en un seul point; ce point est
cclui ou la droite qui décrit la développable touche
I’aréte de rebroussement.

Revenons a la génération de Chasles, appelons D, D,
D, les trois droites fixes; les trois intersections des plans
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variables deux a deux engendrent trois surfaces du se-
cond ordre, admettant chacune comme génératrices d'un
méme systéme deux des trois droites fixes. Considérons
en particulier les deux surfaces qui admettent pour gé-
nératrice commune D. Soit p un point de leur intersec-
tion, c’est-a-dire de la cubique gauche; en p passe sur
chaque surface une génératrice de systéme différent
de D, rencontrant, 'une D et D, en L et ,, autre D et
D, en metmy;ona

(m .. )=(..)

(en désignant ainsi 'homographic des deux divisions
marquées par m et l), puisque m ct Lsont les points d'in-
tersection de plans homologues (D,, p) et (Dy, p) de
deux faisceaux homographiques.

On peut done dire :

Quand deux surfaces du second ordre ont une géné-
ratrice commune D, deux génératrices respectivement
de systéme différent de celui de D dans chaque surface,
¢l qui se coupent en un point variable de la cubique d’'in-
tersection, déerivent respectivement sur deux généra-
trices du premier systéme dans chaque surface deux di-
visions homographiques.

Les deux génératrices variables rencontrent respecti-
vement les deux génératrices fixes en deux points que
nous avons appelés /,, my, et la droite [, m, rencontre
Den un point f. On peut donc dire :

Etant données trois droites Sixes D, Dy, D, dans
Uespace, une droite wariable les rencontre en trois
points f, Ly, my, on sait que (f...)=(l, ..)=(mas...);
sur D on prend deux divisions de points homogra-
phiques entre elles et aux précédentes, [ et m, le point
de concours des droites correspondantes, U, mm,,

décrit une courbe gauche du troisiéme ordre.
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Il n’y aentre cette proposition et la description de
Chasles qu'une différence d’énoncé, mais sous cette
nouvelle forme la projection de la courbe de I’espace ou
plutét des éléments qui la déterminent est immédiate et
nous sommes conduit a la proposition suivante dans le

plan :

Prorosirion I. — Soient, dans le plan, trois droites
fixes D, Ay, A,, et une droite variable qui les rencontre
en des points f, hy, p., décrivant trois divisions ho-
mographiques ; sur D on prend deux divisions de points
L et m homographiques entre elles et aux précédentes,
le point de concowrs w de [\, et mp, décrit une courbe
unicursale du troisiéme ordre.

En cffet ( fig. 1), fA s enveloppe une conique T,

tangente 4 D, A; et A,; prenons un point de vue V et

Fig. 1.

<

D, arbitrairement dans le plan V A,, considérons A,
comme la projection de D, sur un plan passant par la
droite D, qui, considérée dans V'espace, sera a elle-
méme sa projection dans le plan; p, est la projection
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d’un point m, de D, fu, est la projection de fm, ;74 est
la projection d’un point /,, intersection du plan fixe
VA, avec fim,; toute la démonstration réside en ce que
les points /, décrivent, dans le plan VA,, une droite D,.
Or (f...)=(p2...) par hypothése, (g, ...)=(m. ...),
car le rapport anharmonique est projectif. Donc fm,
dans 'espace engendre une surface du deuxiéme ordre S,
admettant D et D, pour génératrices; mais le cone VT,
de sommet V, de directrice T', est évidemment circon-
scrita S, puisque toutes les génératrices fin, de S sont
dans des plans V flu, tangents au coéne VI'; le plan VA,
est tangent a ce cone : il coupe donc S suivant deux gé-
nératrices, dont I'une D, est le lieu des points /,. Dés
lors le point d’intersection de I, et de mm. décrit
ane cubique gauche : donc sa projection & décrit dans
le plan une courbe du troisi¢éme ordre unicursale.

Les droites /%, et mp, enveloppent chacune une co-
nique ; nous pouvons donc dire :

Etant données trois coniques T, T, T,, tangentes a
une méme droite D, sorent D, et D, deux tangentes
communes respectivement aT etT,, T et T'y; une tan-
gente variable @ T rencontre D, et D, en deux points
d’ott I'on méne.respectivement les secondes tangentes
aTyetT,: Uintersection p de ces secondes tangentes
décrit une courbe unicursale du troisiéme ordre.

Cas particuliers. — En faisant se réduire a un sys-
teme de deux points les coniques T, et T, ensemble ou
séparément, T étant elle-méme une conique véritable
ou un systéme de deux points, on obtient différents
¢noncés conduisant a des cubiques unicursales particu-
lieres.

Donnons quelques exemples :

Prorosition Il. — Par un point G d’une droite D
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on méne une transversale variable qui rencontre deux
droites fixes Dy, D, en deux points L, po; de chacun
de ces points respectivement on méne la seconde tan-
gente a deux coniques I'y, I's, tangentes respectivement
abD et Dy, D et Dy, Uintersection des tangentes va-
riables décrit une courbe unicursale du troisiéme
ordre.

Provostrion . — E'tant donnés une conique et un
Sfaisceau de droites, issues d’un point, qui correspon-
dent anharmoniquement aux points dans lesquels une
tangente variable rencontre une tangente fixe a cetle
conique, les rayons du faisceau rencontrent respecti-
vement les tangentes en des points d’une cubique uni-
cursale.

Comme application de ce cas particulier, on peut dé-
montrer la propriélé bien connue de la podaire d'une
parabole d’¢tre une cubique unicursale.

Analogie avee la description des coniques de
Chasles. — L’analogie est aussi compléte qu'on peut le
désirer, puisque dans le cas particulier de notre des-
cription ou 'on suppose les deux coniques T'y et T, dé-
composées en deux systémes de deux points on retrouve
la description des coniques de Chasles.

Remarquons que, lorsqu’une conique tangente a deux
droites se décompose en un systéme de deux points, si
I'un d’cux est le point d’intersection des deux droites,
'autre est arbitraire.

Faisons dégénérer en deux points les coniques Ty et
I's seulement, soient les points A et A’y B et B/, les
poiuts A’ et B' étant choisis ainsi qu’il vient d’éire dit;
les dvoites 4, my, de la figure (1) passent par deux
points fixes A, B, et forment deux faisceaux homogra-
phiques : done leur intersection déerit une conique.
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D ailleurs, si 'on essayait de mettre le lieu décrit par
leur intersection en perspective avec la courbe d’inter-
section de deux surfaces du second degré, on verrait
encore que ces deux surfaces ont une génératrice com-
mune; mais toutes les génératrices de la premiére s’ap-
puient sur VA (V étant le point de vue), et celles de la
seconde sur VB : VA et VB sontdonc deux génératrices
de ces surfaces respectivement et 'V oun point de leur
intersection qui est du troisicme degré; la perspective
de cette courbe quand on prenait le point de vue sur
clle devait bien étre une conique.

Autre description des coniques. — Si Von suppose
que les deux coniques formatrices I'y et T'y du cas géné-
1al soient confondues en une scule conique, on a la
propriété suivante :

Provosiriox IV.— Ztantdonnées deux coniques C et
. inscrites dans le triangle des trois droites D, D, D,,
st Uon fail tourner une tangente sur T, et que des
points L, m, o elle rencontre D, et Dy on méne les
secondes tangentes a C, leur intersection p décrit une
conigque.

Ceci se voit directement par la mise en perspective.
Soient /et m les points d’intersection de Iy p, myp avee D.
Les droites 2, et mm, peuvent étre regardées comme les
projections des génératrices de deux surfaces du second
<!vgré inscrites dans le cone avant pour sommel le p()int
de vue et pour base C; donc ces deux surfaces sont
bitangentes, donc elles se coupent suivant deux courbes
planes; or ) fait déja partie de leur intersection ; elles
admettent donc une deuxiéme génératrice commune
(qui se projette suivant la quatri¢me tangente commune
a G et al); et une conique véritable, reste de leur
intersection, se projette suivant le lieu de p.
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Application. — On fera se réduire la conique T a un
systéme de deux points. On retrouvera par la que le
sommet d’un angle de grandeur constante circonscrit a
la parabole décrit une conique.

II. — CourBEs DU QUATRIEME ORDRE.

Par induction nous énoncerons la description des
quartiques unicursales planes, en enlevant au mode de
génération donné pour les cubiques la particularité
que présentent les trois coniques T'y T'y, Ty, d’admettre
une tangente commune.

Prorosition V. — 8i deux tangentes variables
deuxconiques décrivent sur deux taugentes fixes deux
divisions /zomogrnp/zi(/ues, Uintersection des deux tan-
gentes variables engendre une courbe unicursale du
quatriéme ordre.

Pour le vérifier, projetons les coniques formatrices
suivant deux cercles,

(r —a)cosa+ (y

b)ysina— R =0
est P'équation d’unc tangente a l'un d’eux, o étant
Pangle du point du rayon de contact avec un rayon fixe, le

rayon allant au point de contact de la tangente fixe, par

. Q£ , ’
e\{cmple; S1 nous posons Lang 3= t,Re l'epl‘csentcl ab-

scisse du pied de la tangente variable sur la tangente
fixe, comptée a partir du point de contact de cette der-
niére.

Un point du lieu est done & Uintersection des droites
(1) (r—a)Ya—0r)+2t(y —0)—R(1+ ) =0

et

(2) (r—a)Ya—1"2)+ 20 (y —0)—R'(1+12) = o,
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t et ' étant liés par la relation homographique
At + pt +vi'+p =o;

tirant ¢’ en fonction de ¢ et portant dans (2), on obtient
une équation de la forme

Ar 4B+ C=o,
qui, jointe & I’équation (1) que ’on peut écrire
A2+ Bt+ C =o,

permet de coustruire le lieu, A, B, C, A’, B/, C’ étant
linéaires par rapport aux coordonnées d’un point de la
courbe.

On a donc bien une quartique unicursale. Les deux

coniques
AB — BA'= o,

BC'—CB'=o0

donnent par leur intersection les trois points doubles
de la quartique et la solution étrangere

Autre demonstration du degré de la courbe obtenue
d’aprés la construction précédente. — Considérons
(fig. 2) les deux coniques formatrices T', T'; deux tan-
gentes variables, pa et pa’, sont assujetties a décrire
sur une tangente commune D deux divisions de points
(a...)=(a'...).Soit une droite L, m et m’ ses points
d’intersection avec pa et pa', de m menons la seconde
tangente a I' et de m' a T’ soient mb et '’ ces deux
droites.

Quand m décrit L, a chaque point de L correspon-
dent simultanément et indistinctement deux points a
etb de D, mais a un point de D ne correspond qu'un
seul point m de L. Donc, en vertu du principe de cor-
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respondance de Chasles, les segments @b sont en invo-
lution et correspondent anharmoniquement aux points
m, de méme les segments a’?’ sont en involution et cor-
Fig. 2.

T

¥

respondent anharmoniquement aux points m'. Clest-
a-dire que, si nous prenons les points « ..., o' ..., qui
sont conjugués harmoniques, par rapport a a et b et par
rapport a @’ et &' respectivement, de deux points fixes
arbitraires de D, nous avons
(m..)=(xa...) et (m' o )=(o ...).

Prenons pour ces deux points fixes le point a Pinfini
de D, o est milicu de ab, et o de a’#'. Si donc nous dé-
signons par a, b, ... les abscisses des points a, b, ...
comptées a partir d’origines arbitraires sur I et sur L,

nous avons l(‘S ('ill(] (:(llla[iOIlS

) ad'+Ua+—~Va'+~W=o0
(2) a?—va'ad+ A'a'+ B'=o,
(3) at+2aa+Ax+B=o,
(4) LM kot 4 pm -5 = o,

N ’

(5) alm'—— Vo= wm' ' = o,
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pour qu'un point de L soit point du lieu (fig. 2),il
faut de plus la condition

m=m':
portant cette condition dans (4) et (5), nous obtenons

ha+p N+

a4 oy
ou
o Ma+=N
La—P

Or (1) et (2) nous font également connaitre 2/, car
tirant de (1)
, Ua=W

ol }

a —7
a—+\

et portant dans (2), il vient

(Ua+ W)+ oa'(a+V)+ (A2 +B)a+V)t=o,

d’on
, Qa4+ Ra—+ S |

09 = —-—
Qa2+ R'a—+S"’

égalant les deux valeurs de o tirées 'une de (4) et (5),
I'autre de (1) et (2), il vient

_ Xa2+Ya~+17
" Xart+Ya+17"

portant cetie valeur dans (3), on obtient une équation
du quatriéme degré en a

Ayat+ Azad+ Apa?~+ Aya + A = o,

dont les quatre racines font connaitre quatre points a,
donc quatre points m du lieu sur L.

Application. — Comme application, retrouvons que
le limacon de Pascal est une quartique unicursale. On
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIII. (Avril 1894.) 12
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sait engendrer le limacon par le sommet A d’un angle
de grandeur constante, droit par exemple, dont les co-
tés restent tangents a deux cercles Cy et C,. ‘

Considérons unc tangente commune a G, et Cy; mon-
trons que les deux cotés de 'angle droit décrivent sur
elle deux divisions homographiques. Or deux tangentes
paralléles aux deux cercles décrivent sur elle deux di-
visions semblables et, d’autre part, deux tangentes rec-
tangulaires 4 un méme cercle décrivent évidemment
aussi sur une tangente fixe deux divisions homogra-
phiques; donc le limagon est retrouvé comme cas parti-
culier de notre génération.

Intersection de la quartique avec les sécantes com-
munes aux coniques fomatrices T'y, T's. — Projetons
les deux coniques T’y et Iy suivant deux cercles C, et Cy;
on a facilement les directions asymptotiques dans ce cas
particulier. En effet, considérons deux tangentes fixes a
C, et Coy Dy et Dy les deux tangentes variables A, et
A,, dont 'intersection décrit la courbe, donnent sur D,
ct D, deux divisions (m, ...)=(my...); mym, en-
veloppe une conique C tangente a D, et D, ; autour de
C, et G, faisons tourner deux tangentes paralléles qui
marquent sur D, et D, les divisions (n, ...)=(n,...);
nyn, enveloppe une conique N tangente a D, et Dy;
C et N admettent deux tangentes communes différentes
de D, et D, ; 'une quelconque de ces deux tangentes
dounne sur D, et D, deux points homologues des divisions
m, ... ebmy .., par ou passent deux droites A, et 4,
correspondantes et parall¢les.

La conique N fait donc connaitre deux directions
asymptotiques de la quartique. Mais on peut s’assurer
qu’il existe deux coniques N distinctes et deux seule-
ment; donc on détermine les quatre directions asym-
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ptotiques dans le cas ou les deux coniques formatrices
sont deux cercles, et généralement on peut au moyen
de six couples de deux coniques déterminer les vingt-
quatre points d’intersection de la quartique et des six
sécantes communes aux deux coniques formatrices.

Dans le cas de la cubique, C, C,, C, ont une tangente
commune, tangente al'une des coniques N qui n’admet
plus avec C qu'une tangente commune intéressante ici.



