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SUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES DES FONCTIONS
IMPLICITES;

PAR M. WORONTZOFF.

1. Soient

My), My\ Myu .... f»dy)



des fonctions algébriques ou transcendantes bien déter-
minées, /* une racine simple de l'équation / ô ( j ) = o et

= a -«- a i x -n — x2 -*-
1.9 1 . 2 .3 ' * "

_ *» + R = a -t- X

une racine commune des équations

lfo(y)-^Tfi(r)-i-x^f2(y)

et

(3)

où

F , 0 , ) - fi(r\ F*(y)- f~(r\

Nous nous proposons ici de déterminer les coeffi-
cients

2l a-

dans la série (i).

2. S iF( /O, F ( " ) , ...,Fl"+"(u). pour les valeurs
de // comprises entre u0 = ƒ (? ) et w = y ( ç - f - c ) , et
ƒ («), ƒ ' ( / ) , . • ., / ( " + 0 ( ' ) , POUI' It's valeurs de ̂  com-
prises entie /0 = ? et £ = £ - r z, sont des fonctions finies
et continues, on a

(4)



( «69

(5)

C =ƒ(?), C„ =ƒ"»(&).

En remplaçant, dans le second membre de l'éga-
lité (4), ƒ(£ H-s) par la série (5), on obtient

et

le signe soniinatoire s'étendant à toutes les solutions
entières positives des équations

1 a! -f- 2 a2 -^ 3 a3 -T-. . . -+- n a,i = n,

aj -h a 2 — « 3 - h . . .-r- a^ — f = 1, ?, 3 , . . . , w.

Mais

par conséquent

! a2 ! a3 ! . . . an !

(C) x r r r J [-ir\ L"TT-J l î J
. ^ F(''(c)

= « ! 7, ^ | „ . | —-7
J M 3C J . Cl 2 . OC . . . . tl n .



( i - u )

où
i at 4- 2 a2 4- 3 a3 4- . . . 4- nan = /z,

«! 4- a24- «3 4 - . . . 4 - zn = i = i, 2, 3, . . ., n

(J. BERTRAND, Calcul différentiel, p. 3o8).

3. Maintenant substituons a -f- X au lieu de y, dans
les équations (2) et (3), et supposons que les fonctions
/o(« + X), f{ (a + X) , / 2 (« + X), . . . . .ƒ„(«-*-X),
F4 (a + X), F2(« + X), . . . , Fffl(rt4- X) soient déve-
loppables suivant les puissances croissantes de X; on
obtient alors, au moyen de la formule de Tav lor,

X/0'(a)+ ^

+ a?m"' /

[ X2

ƒ,„_, (a)4- X//„_! (a)4 .- fm-i(a) •

a)4- ~

m)



et
\2

Fi(flf)+XFi(fl)+lT FJ(a)-+-.
T

'

3 !

(«) +XFJ (a)-.- ^F", («) + . . .

(n—/?l-f-2)! ' "~ 2 fn-2j

De l'identité (7)1 en y égalant à zéro les coefficients
des diverses puissances de j , on déduit

fo(a) = o.



( ' 7* )
en considérant a comme fonction d'une variable fictive £,
dont les dérivées successives seraient a^ a2, «3, . . . ,
<7/M . . . et en ayant égard à la formule (6), on a géné-
ralement

np/o(«) n

D « / o ^ ) t D

n-m + l
* {

P-I /l(«)

•2!

p_2 /2(a)
\ - U>; ,• ! • . . .

f- DifP-\(a)-+- fp{a) - 0,

i

h D ? "m ^'" - — 0 ,
( n — / n ) !

où

le signe sotnmatoire s'étendant à toutes les solutions
entières positives des équations

1 <xt -h 'i a2 -
1- . . . -f- koLf^ = X",

aj -h a2 -
1 - . . . ^- «A — i — 1, 2, 3 , . . . , A\

I/identité (8) donne
<7 — r = o,

al-~-Fi(a) = o,
-4- Ct\ r , ( 7̂ ) -f- r 2 ( Ci ) — O,

I . 2

— '2)ï

r -+- U? -: = o,
( n — m -J- 1 ) ! * ( n — /» ) !



( - 7 3 )
OÙ

o < p % m, ri 2 m
et

I OCj - f - 2 OC2 ~f~ • • • "~T~ rC OLfc == A ,

Des égalités précédentes on tire

+ «,ƒ',(«)-!-ƒ,(«)] |

„_, f,(a) p_2 f,Jo)

F„(a)l

L^r = 1 Ja=r



e.)

OU

( ' 74 )

X - 7 * „ - ,

)

p*""* ^'m^a^ 1 '

i ) !

L A = i Ja=r

/i > m ^ /? > o

. . . - r - 3 / , _ 1 = y = '2. 3 , . . . , y > ,

. - T - ? » - i = y = -?, 5 ,

Par conséquent on a

[S J - V n2-'1 /'•(-")

A = l Jrt=r

-+- x» S„



( ' 7 5 )

•X*

( 1 2 ) (

OU

( i H ) <

( 3 - * ) !

y Dr* FA(a)

L^^l Ja=r
— tn ~i

V T\'n-k F ^^)

ZdD^ (/n-/t)! ""
— l Ja=/-

y Dn-k FA(a) 1

m ^.p > i,

i /

- 1 = y ' = a, 3 , . . .

Df,tFh(a)

i a! -h 2 a2 -f-... -+- kxfr = /e,

X i - t - a 2 H - . . . 4 - 3 C £ = t = i , 2 , . . . , / : .

En généralisant la première f'ormnle (i1?), on oh-



( ' 7 6 )
lient

4. Considérons quelques cas particuliers
i° Si l'on pose

My) = /--r»

on a
7 = r-*-xf(y)

ou

et

y = L H- xf{a j-i- y Df/(a)

La formule de Lagrange, démontrée rigoureusement,
dans ces derniers temps, par M. Rouelle (Journal de
l'Ecole Polytechnique, Cahier XXXIX, elCoursd7Al-
gèbre supérieure par J.-A. Serret, 1885, t, I, p.

( ! ) Les relat ions (9 ) et (10) peuvent ê t re déduites des équa-
tions ( 2 ) et ( 3 ) aussi à l'aide de cette formule, en prenant

y — a -+- at x -t- a, — —



( ' 7 7 )
donne

y =la -+- ,rf( a ) -h —- I )a [ j \ a )]»
( î . '2

On a aussi (Nouvelles yjnnales, p. 36*9. ; i 888)

/ L ? ^ ' » J i - >

-h -,, i>a ^ - 1 - . . .

l>ait ronséqurnt

-2 - f o r 1 / / a ) I

— y (n — i !
— «;! a,!

L »! J L •>! J • • • | Ô 7 ^ T 7 ! J/# ,

a2 H- . . . -A- a „ - i — i = i , >>., n —

2° Prenons

. c/e Mathémat., 3e série, t. XIII (Mai ISQ'J).



alors

^ '•) = o,

l't

y - -f- —Dg
1 . 2 s

! . - > . . . ( / l — l )

La formule de Lagrangr donne

On a aussi

_r_!_nr«+ •
» L/V) "J "'Par suite

__̂ _l -y /;̂ _

n! a,! a,!...«„_,!



( '79 )

i a! H- 2a2 + . . . -h ( / i — i)a, i- i = n — \,

t -h a2 -f-... -f- y.,1-1 = i = i . 2 , 3 , . . . , n — i,

. + p « - i = y = 2,3, . . . ,w .

3° Soit

OÙ

L t,

B/w_„ P w l ( ^ ) = AOT.

Alors, en faisant — = u et — = ^, on a aussi

où
AOM'«H- At H'«-I -f- A,tt '»->+. . . + Am.,M + Am,

Q / M _ I ( M ) = LJK + Li, Q , » ( M ) = MO.

Par suite, nous pouvons obtenir, dans ce cas, les séries
suivantes

(l<2 a CL-\ CLn

^ 1 . 2 1 . 2 . 3 1 . 2 . . . W. '

1.2 1.2.^

et

y =z XU



où les coefficients a, aK, . . . , —y et Z>, bi, . . . , ~ se dé-

termineront au moyen dos formules (i i), en y rempla-

çant respectivement

P'o(r), Pî(r), . . . , I V ) , P*(r), PJ(r), . . . ,

et par

Qi('-i), Qî(r,), . . . . Q*(r,), Qi(r,). QJ(r,), . . . .

et en supposant que /', /'< soient des racines simples
des équations P 0(y)r=o, Q0(u)z= o respectivement
(J.-A. SEMIET, Cours d'Algèbre supérieure, i 885,1.1,
p. Gio).

4° Enfin, posons, dans l'équation (2), fo(y) — r—j ;
on a alors

= r +• x

et

à
•«=••1 , . : ! - / ; •

vb i_

A - ^ l Ja=r
ïï~ À =z/n >!_/• ~|

L A--=l Ja-r



ou, généralement,

ou
DfF(a

X

L*=i

D?-*fk(a)

2i (q-k)\

a-r
a.,

a-r

o. Soit

Y = a -f- «1^7-+- •

(p^m).

une racine de l'équation générale (algébrique ou trans-
cendante)

f {y-,x)— °-

Prenons la fonction de t

où z = xt et les variables y , .r ne dépendent pas de t!,
de sorte que

^ c)v o>/ o>v ^A7 , ^ ' /

et supposons que cette fonction, pour les valeurs de



comprises entre o et i, soit développable, par la formule
de Maclaurin, suivant les puissances croissantes de f; on
a alors

/2 ' t m
— » " ( < > ) + • • • + , . 2 , . ,

ƒ2 rri

[Df/(.r,.«)Js=.H-.
t m <y>m

en posant

on obtient, pour / = i, (s = x),

Par conséquent, en désignant par r une racine simple
de l'équation ƒ(ƒ , o ) = o et en considérant a comme
fonction d'une variable fictive £, dont les dérivées suc-
cessives seraient a^ a2, . . ., ann . . ., on trouve à l'aide
des formules (i 1), (12)

a

I . 2

= —



1 . 2 . . .m

et

g m _ l

d [m — k)\ k\ I
= 1 > / a~i\ .x o

-f-

= -L [O? f(a,r) — i

*2 a2 - 1 - . . . -4- k OLfv = A",

a2 H- . . . \- a/, = i — i , 2, . . . , k.



( '84 )
Aussi, on ayant égard A l'égalité

_ c

nous pouvons exprimer une racine de l'équation
JXy, oc) = o, et, par suite, celle de l'équation (2), de
la manière suivante

y =

L * = 0 ' * ° Jar

Ar=0

L X = 0 Ja--r


