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SUR l \ PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE PLANE;

PAR M. ROMUALD BLAZEIEVSKI.

RELATIONS ENTRE LES DISTANCES D UN POINT DU PLAN

AUX SOMMETS D ' U N TRIANGLE.

Supposons qu 'un point C (Jig* i) est joint aux som-

mets A1 ,A2 ,A : { [>ar les droites A< C, A 2 C , A 3 C : dési-

gnons par vv», (r2, <v3 les segments A, A ' n A 2 A 2 , A;{ A!o

par c, , : 2 , z:] les distances A< C, . . . , nous avons le

théorème (Euler) exprimé par l 'équation

IV, (Po

En e-flet, soient //2, H2 les hauteurs des triangles
A,C A-,, A, \ 2 A a ayant A, A3 pour base, nous avons

suri*. \iG.V,, : surf. A J A J A . ,
— h2 : H-2 = CAO : A2 A!2 = <*>2 — ̂ 2 •' «'2.

De la même façon, eu égard aux triangles A4CA2 ,
A2CY:;.

rf. \ 2 C V; : vurf. V2 \ 3 •= nfj —^?, ; wlt



La somme des premiers termes est égale à Af A2A3 ;
ainsi

Wt— Zt Wi~Z* «'3— «3

wt w2 wz

et après quelques réductions nous avons l'équation (i) .
Si le triangle doit être réel, les z doivent satisfaire à une

seconde condition. Nommons 9< = A2C A3, 92 = Â3 C Aj,

93 = Â iCA2 , Aie double de la surface du triangle, nous
avons

(^^2 sinO3H- wxzz sinO2 = A,

1^2-̂ 1 sinO3 H- WP'2^3 sinÔj = A,

(^3-3! s i ri 0 2 H— w.3^2 sin Oj = A ,

ou bien, en résolvant par rapport à sinO \ •)

o

tt>2-53

W* 2 2

DsinOj = k(—z\w±w^zxz

o u , d ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( i ) ,

D«inO t = A ( - - l + Ü
\ «'t W«

Pour la réalité de 6 h on doit avoir

vt deux autres inégalités doivent avoir lieu :

7.Awiwiwzz1 (i - — ) | < | D | .

Les z choisis d'après les conditions exprimées parles



3o

inégalités et par l'équation (i) permettent de construire
le triangle A, A2A8. Faisons (Jïg. 2) A|C==Z!,

A.CA, = (>.„ 3 = ^;f : p r e -

Fig. 3.

nous Af Â  pour l'axe des ,r, la perpendiculaire en C à
A4 A, pour l'axe des >. Nous avons, pour les coordon-
nées de A',, \ 2 , A.,,

V', «'1 — zu

A3

La surface du triangle A,A2A:{ sera la moitié de
l'expression

1 H ' ! — Zi O

— -32^;î(?in0.2cos03-f- c o s 0 2 s inO3 )

— (« ' ! — - i ) ( - 2 s«n^3 -1- -3 ? inO 2 ) ,
ou bien

^ 2 - 3 ^ in (2T — 0 , ) -h O ' i — - i ) ( - 2 s in63-+- x ; 3 s in0 2 ) .

D'après les valeurs des sinus des angles 01? 02, 03 don-
nées tout à l'heure, cet le expression est proportion-
nelle à



Selon le théorème d'Euler cette quantité s'annule. Ainsi
les points A2, A3, A, sonl situés sur une ligne droite. De
même A', est sur la droite A2A3, A!, sur A<A2. Parmi
les triangles construits d'après cette méthode, il peut s'en
rencontrer de tels que z^ z2, z3 soient les bissectrices
des angles A<, A2, A3. En donnant cette condition, nous
avons un problème déterminé : soient iv (, (v2, w3 les
bissectrices du triangle données en longueur, mais non
en position, trouver le triangle.

THÉORÈMES SUR LES BISSECTRICES.

THXOHLME I. — Décrivons le cercle circonscrit à
A, AoAj, soit A"2 le milieu rie Varc AK A3, pn a la re-
lation

Aj A2 : A\ O = A2O \ A2A2.

En elïet (fig- 3), d'après la construction,

A]A2A'2' = A2A1A3, A 2AiAj = A3A1AÏ,

J A " \ I i " \ 1 \ A" i i ' ' A

Kis>. 3 .

A ,

i n d é s i g n a n t A'2 A M . . . les a r c s A".2 A

| ( \ j V! -h \ 2 \r[ ) = | ( \J A3-f-

c'ijst-à-dire les angles A,OA'2, A!,.

A, A'2 = VgU.

. . . ^ en ajoutant

3A;),

i O sont égaux,
et, par suite,



( 3a )

Les triangles A,A2A'!,, A, A!, A!, sont semblables,
ayant

A g A i A 2 = A i A 2 A J ,

et l 'angle Ai À'! A', commun. Nous pouvons conclure la

relation
Ai Aï : ASAÏ = A; Aï : A, Aï;

mais comme A* A'!, = A"O,

Aï O : Aa Aï = A; Aï : A ï O ;

en désignant A1 A'!, par Ç2, OA2 par £2, A2A!, par vv2,
nous avons

(*) Ç2 : -J-+-Î2 = -5ï-r-Ï2 —Wj ! Ç2, ( ^ 2 — « ^ £s = *î (<*« —~ï).

THÉORÈME If. — *S'oi7 D /<? diamètre aOK c/« cercle
inscrit, nous avons

OA; : -j A ^ ) ^ o \ 3 ; I D .

En effet, A, A4 O = A4 A3A2, car ces angles, inscrits
dans le cercle, s'appuient sur le même arc K{ A2 ; A'!, H
est la hauteur du triangle équilatéral h\kK0\ les
triangles rectangles A', HO, ROA3, ayant égaux les
angles aigus, sont semblables et nous avons la relation
ci-dessus, qu'on peut écrire

I IVE MiVmoDE poru S'ASSI RKR QUE LE PROBLÈME A DES

SOLUTIONS RÉELLES, QUELLES QUE SOIENT LES VÀLEl US

ARBITRAIRES (V, , (T'2, (V:,.

Faisant une substitution circulaire des indices dans
(a) et (3), nous avons

( Î ) £*(•>.-!— " ' l ) — - l f w , - - ! ), n Ç l = 3 2 5 3 ,

( 5 ) ï 3 c > . ^ — « " 0 = - . O - i — 5 , ) . D r , = j l 5 2 .



Ces six équations et l'équation (i) déterminent les
inconnues z, mais l'élimination est très laborieuse,
comme nous verrons plus loin. Ainsi nous choisirons la
méthode géométrique suivante. Supposons

i î = .r3,

alors les équations données par le théorème T prennent
la forme

y{-xx — i) = jr(i — x),

c'est-à-dire les points jrj,yi(i= i, 2, 3) sont sur une
conicjue. En outre, nous avons

Dm, yi — ,T.2 .r.j, D m2y2 = r-j .r:i,

I) Wl3^3 = ,n .r2, .r, -h .7-2 -+- .r3 = •>.

Introduisons une variable a déterminée par

Le point «r1, ^ esl sur l'iiiterscction de deux courbes
du second degré,

y('>x — i) — or(r — .r) = o. m^ xy = u.

Laissant pour une autre occasion la discussion du cas où
.r ^> i, remarquons cette propriété intéressante de ces
courbes qu'elles ont un seul point d'intersection. En
eflfct, la première est une hjperbole passant par l'ori-
gine et le point x = i dont les asymptotes sont les
droites

x — l = o, .\y -h 9.x — i = o ;

la seconde courbe est une hyperbole ayant pour asym-

Ann. de Mathémat., 3e >érie, t. XIII. (Janvier 1891. ) 3



( 34 )
ptotes les axes des coordonnées {fig< 4)- L'intersection
de ces deux courbes peut être située seulement sur la

y

B

0

c

A
\

branche FiME. Remarquons que pour x ^> i ou x <ĉ  {
la première hyperbole a la forme de la Jlg. 5. Faisons
varier u depuis o jusqu'à l'infini : pour u — o on a
y — o, x = i ; pour u — ce, x =1. La somme des va-

0

M /

ivr/

/
A

leurs des x varie depuis le maximum 3 jusqu'à | . La con-
dition xK -h .r2 -h .r3 ~ 2 sera remplie pour de certaines
valeurs des x renfermées entre les limites î et £, car la

dérivée — reste négative pour toutes les valeurs réelles

x-{\ — x)
m = z u •

IX 1

—

de u. Nous avons

prenant la dérivée, on trouve

dx
7777 i — •> -t- :>x — j x1 ) '



( 35 )
le dénominateur n'a pas d'autres racines réelles, excepté
x = o, mais cette valeur n'est pas renfermée dans
les limites données pour la variation de .r. Ainsi
.r, + ^ o - f - . r 3 , passant de la valeur 3 à la valeur | ,
prendra, pour une certaine valeur de uf la valeur 2, ce
qui est la condition du problème.

SOLUTION ANALYTIQUE DU PROBLEME.

Éliminant lesj , nous avons

(lOTi— l)X2X:] ('2X.,— \)X\T'A

/??! D — — , m21) = — •
( ) ( )

.. (9.X3 l)XiX2
m-i D = — , xx -\- x-2 -I- x3 — 2.

.7*3 ( I — X<6)

Supposons que x h x2-> x<* soient les racines d'une
équation du troisième degré

f i _ ? ( * - • + - y t — l ( y — i ) = O :

z
y et z sont les nouvelles inconnues, q est une con-
stante ; posons

h =z nii -h 7?i2-\- A?i3,

/- = ml m, -h

I —

D'après la théorie des fonctions symétriques, on trouve

1 A \ 1 — ) —\— • - j

x z — q q(y—\)

(B) q-Z= \Xî(y-\)(z- iq)+qx\

( G ) {q — z)z — (8<7 __ 3 ^ ) ^ 3 + \(z

on substi tuant au lieu de D la quanti(é

1



et posant

//D = i-,
.r

Retranchant l'équation ( B) de (C) après avoir multi-
plié par .r, nous avons x'1 — x + z = o. II est intéres-
sant que x , , x2, xti peuvent être exprimés comme
fonctions elliptiques de la même variable. Nous avons

( i — xt ) = ^ 2 ^ 3 ( 2 ^ 1 — i ) ,

2 — 1 ) .

Par une simple transformation, nous trouvons

= xxz(x{ — x2) = 1 xxi — xx'l — (ixx2— xx\).

Ainsi le polynôme

x F = miqoXi ( 1 — 2^ ) — -x xxL -1- ara",2

n'éprouve aucun change ment quand on permute les in-
dices /: c'est une fonction symétrique de xt. Répétant
la méthode par laquelle nous avons trouvé l'équation
(A), noiKs avons

en comparant avec \ , nous avons

Fz(yz~ g) = ^ — iq

mais la seconde partie de l'équation est divisible par
ÏZ — q, comme on peut le vérilier facilement. Ainsi



( 37 )
A l'aide des équations (A), (B) , (G), on a

e 9 — x

j 3

et nous avons l'équation

(x — /??i qQ )x\ -f- (ni\ q0—
 kix)Xi = x -+- ~—~>

avee deux autres analogues. En résolvant par rapport à

j ' , , on trouve sous le radical un polynôme du quatrième

degré.

NOTE A L ARTICLE PRECEDENT.

Four être bref, nous a\ons donné les résultats de la trans-
formation des équations par les fonctions symétriques sans
aucune preu\e; pour remplir cette lacune reprenons les équa-
tions

D =

m:i D — . . . , a'i -+- x2 -h x-6 = 1.

Les quantités x*,x-à sont racines de l'équation

t--^(Xi i)l -h ^ | '2^i+/ = O,

c'est-à-dire
,r2 ocà — x\ — '2 J i+ y s

La fonction de J^ entrant dans mjD peut être représentée par

2X] I __ I ]

Ainsi

, . x\—ixx-\-y x\ — iXx-h y y — 1 y

1 — ^ ! 0"! 1 — ^ ! X{

Multipliant les numérateurs et les dénominateurs des fraction^



I — , — par (\ — x2)(i — x à ), x.2x:i et r e m a r q u a n t que
- X\ X\

nous a\ons
.rf — Xi -hy —i y(x\ —

/w, I) = î — ixx -+-

mai^, d'aprè< la théorie des équations,

X x\ — ( I Xi )'2 — 7. X .r, .r2 — 4 — pj ' ;

ain*«i nous avoir* la formule (A )

(A, /ll,r-_5+r=l_.-ZL..
q q

i — f- M JK —« )

ÏJC produit /??3/?i2D
2 es! exprimé par

multipliant la fraction par 1—.7*1 et dhisanl par la môme
quantité, nous aurons au dénominateur

ainsi

W l «., 1 )« = 4x? - r , .r, -M , + ü = ^ ± L

l'équation (B) de l'article précédent est

- ' - 0 -



( 3g )

L'équation (C) est le résultat de la substitution de t — -»

t — i dan*; le premier membre de l'équation

* * ^(y — i ) = o = ƒ*,

l 2 z ( i l)(')X.2 — l)('2Ts— I) 8 / ( o ) ƒ ( * )
M\ /??•> //î;i D' J = =

— Xx)(i— X2){1 — X*)

— 2 2 ) 7 + 8 - ? - 3 ,z J z

<>) = - f ( r -0 ,

Cliassant les dénominateurs, on trom e l'équation (G).
Nous a^ns posé l'équation

ï — xt)—

désignant par F une fonction symétrique des racines de l'équa-
tion f(()= o. Divisant par xx\ (ï — Xy ), on trouve

X

- = I H "

i D = 3 -

i -

i —~Xi

[ F ) 2 •

2*1(1

^ '

i

[ — Xi

X

l

Par la théorie des fonctions symétriques, nous avons

v m D - 3 -+- ( r H - F ) *

mais nous avons pour S / ^ D l'équation (A). Ainsi

3

F

Ci -+- F)z

' f Z

q(z — c

y

•I-
ï)(y

Fyz

Z I

- ) J
• — i)

0

z

_ 5 ̂  (y

'Z — 'i q

— 9

— 0 y2z

7)1 % ~ °
ry

 yt̂ ~I)

^ ( y _ , j



11 est facile de constater que yz — q entre comme facteur dans
le second membre de l'équation: chassant les dénominateurs
et divisant par yz— q, on trouve

Yz = — '2q(i—y)— zy.

Les é q u a t i o n s ( B ) , ( C ) d o n n e n t

i ( •>. q — z )x'\y — (9 q — \z ).r2 -+- z — q, z — x — .r3,

\ F C i — r2).r* = H q x2 — ( 9 q — kkz)x<l — z -f- ^

-̂= — ̂ .r2-f~4^2^ — ̂  -i- y.

l 'ours— 1, z s'annule; ain^i la seconde partie de l'équation
e t̂ divisible par 1 — .r, ainsi que par 1 -+- x. On a, après avoir
divisé les deu\ membres de l'équation par 1 — .r2.

L'inconnue rj est déterminée par l'équation

( . r - - / « i y o ) ^ î - + - ( mxq{)— •?.x)xl — x -±- ^-,~~ >

dont le discriminant est

^ J ;
par

\\(j') étant un polynôme du quatrième degré, on a

:>.{mxq0— >>.T)x1-h in^q^— ->x — — \/R(

Si Ton introduit une variable //

r dx

J v/R(.r)

on aura .r, l'onction doublement périodique de u.


