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RECHERCHES SUR LES COURRES PLANES M QUATRIÈME
ORDRE;

PAR M. MODESTE POSTJNIGOFF,

Professeur de Mathématiques au Gymnase d'Astrakan.

1. Démontrons d'abord le théorème algébrique sui-
vant :

Si quatre équations du premier degré

aux-i-al2y -h aiZ= o,

(t^T-ir Cl,2y -h « 2 3 = O,

a-n x -+- a-ó2y -+- ars = o,

sont satisfaites par le même sy stème de quantités jr, y ̂
finies, déterminées et différentes de zéro, les coeffi-
cients de ces équations satisfont aux relations suivantes

/ = i , 2 , 3 \
A-= i , 2 , 3 / '

i — i , 2 , 4
A — I , 2 ,

lrt'/'i = ° U = >,'«'3
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Supposons, en effet, que x et y soient les racines du

système des équations données; alors il est évident que
le déterminant

CL\\X -\- Cl\<ty -\- Cl 1% di'2 Cty

«33

se réduit à zéro, puisque tous les éléments de la première
colonne s'annulent. En ajoutant aux éléments de la pre-
mière colonne les élémen ts correspondants de la deuxième,
multipliés par — y, et ceux de la troisième, multipliés
par — i , et en supprimant le facteur durèrent de zéro,
nous obtenons

«12 «13

«22 «23

On déduit de la même manière les trois autres rela-
tions entre les coefficients.

Admettons, maintenant, réciproquement, que les

quantités aihi ! ~~ *'2 ' ' j satisfassent aux relations
1 l f f \ * = i , 2 , 3 /

I = I, 2 , 3N

I aik | = o

I a ik I - o
A - = i , a , 3 / '

I aik | = o

\ A = 1 , 2 , • > /

et que deux é([uations quelconques du système

- h <7 i3 = O,
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puissent être satisfaites par un système de quantités x{,
yt, finies, déterminées et différentes de zéro. Alors je
dis que les quantités x^ y{ doivent satisfaire aussi à
deux autres équations du système donné. Posons, en
efï'et, que les équations

• a n = o,

«2i x H- «22.7 -+• «23 = o

soient satisfaites par un système de quantités

x =. xi =

v z^z y * =
«11 «22— «21 «12

En prenant dans ce cas le déterminant

«12 «U

«22 «23

«32 «33

ajoutons aux éléments de la première colonne les élé-
ments correspondants de la deuxième, multipliés par j h ,
et ceux de la troisième; nous obtenons alors

13 «12 «13

«227l + «23 «22 «23

«31^1-+- «32fi -+- «33 «32 «33

«12 «13
= («31^1+ «32^1 -+• «33

«22 «23

Mais comme, par hypothèse, le déterminant
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ne se réduit pas à zéro, on aura

«31 #1 "H «32 J l H" «33 = O.

On trouvera, d'une manière toute semblable, que

2. L'équation générale des courbes du quatrième
ordre contient quinze paramètres arbitraires et peut être
mise sous la forme suivante

< H- p
( H- R, #"*-+- R2x"/'-t- R3y2-h S!#"-+- S2y-t- T = o.

Eu admettant les axes rectangulaires, considérons à
quelle forme se réduit cette équation, supposé que la
courbe ait un centre et que l'on transporte l'origine des
coordonnées au centre de la courbe. Représentons le
premier membre de l'équation (J) par f(x", yfl)\ en
transportant l'origine des coordonnées au point M(fl, b)
du plan et en nommant x', y' les coordonnées d'un point
quelconque de la courbe par rapport aux nouveaux axes
rectangulaires, parallèles aux premiers et ayant pour
origine le point M, nous trouvons

x" — a -+- x',

) = ƒ(« -+-*•',&+• y ) = o.

T ^ > • • d fia. b) , T , . ,

Designons maintenant par J \. „—- la dérivée par-

tielle -~, où Ton remplace après la différendation les

variables xu', y" par a, è ; par > ̂—ff— la dérivée

d „ J „ dans laquelle on a aussi mis a et £ à la place de
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x11 et j " et ainsi de suite. Alors, d'après le théorème de
Taylor, nous obtiendrons

f^) i d\f{a,b) ,
>[x dx"^ 6 dx"* dy" J

^à>f(a,b) M id>f(a,b)
y"* J 6 da?" <//'3 ^4 dx9* dy"* J 6

± <ft ƒ(«,&) r d'f(a,b)
->4 öfjK"4 r 6 cte"8

, i d*f(a,b) , „
Y -\—J » y»» xy
' 2 ö?a7 dy l J

dx 2 dy" ' 2 ö?a7 dy

ja, b) fj

6 dy"3
 -À dx"2

d*f(a<b)x, i_ d*f(a,b)
dx" dy" J ' T. dy"2 J

df(a,b) , df(a.b) , r/ . ,
-f. —: xr -\ T.—- y -+- f (a. b) = o.

\ aa?" ay

Représentons-nous que l'origine M des coordonnées
se confonde avec le centre de la courbe; menons par le
point M une droite dont la direction est arbitraire et
supposons que p et q en soient les deux points d'inter-
section avec la courbe exprimée par l'équation (II). En
général, la droite passant par l'origine des coordonnées
peut couper la courbe du quatrième ordre en quatre
points; mais, en supposant que l'origine des coordon-
nées se confonde avec le centre de la courbe, nous en
concluons qu'à chaque point p de la courbe, pris arbi-
trairement, correspond un autre point q de manière que
Mp — Mq. Mais dans ce cas les abscisses et les ordon-
nées des points d intersection p et q doivent être aussi
égales avec les signes contraires.

Etl'ectivement, en abaissant les perpendiculaires pr et
sq (fig- i) sur les axes des coordonnées, nous obtenons
les triangles rectangles prM et ̂ $j\l, qui sont évidem-
ment égaux; el, par conséquent, m désignant pr par 7'
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et Mr par ;r', on trouve que les coordonnées du pointq
sont — x', — y , D'où l'on conclut que, si la courbe du
quatrième ordre a le centre M, qui se confond avec l'ori-
gine des coordonnées, et que si x'jj/ sont les coordonnées

Fi g. i .

d'un point quelconque de la courbe, les quantités — x\
—y' déterminent aussi un point de la courbe et satis-
font à son équation. Supposons maintenant, réciproque-
ment, que, quelle que soit la droite pq passant 'par
l'origine M des coordonnées, les abscisses et les ordon-
nées de chaque couple des points de son intersection
avec la courbe soient des quantités successivement égales
avec les signes contraires et que, par exemple, le point
p soit déterminé par les coordonnées x', j ' , étant — x\
—y' celles du point q. Dans ce cas il est évident que la
courbe a un cenlre, qui se confond avec l'origine des
coordonnées. En abaissant, en effet, les perpendiculaires
pr et qs {fig- i) sur les axes, nous obtiendrons deux
triangles prM et ^ M ; puisque les cathètes de l'un
d'eux sont égales à celles de l'autre, les triangles mêmes
sont égaux; d'où il suit que la droite pq, menée par
l'origine des coordonnées, se coupe par ce point en deux
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parties égales. Donc les points d'intersection d'une

droite quelconque, menée par l'origine des coordon-

nées, avec la courbe du quatrième ordre, sont symé-

triques deux à deux par rapport au point M; par consé-

quent, l'origine des coordonnées se confond avec le

centre delà courbe.

3. Supposons, maintenant, qu'on ait

df(a,b) _ df(a,b)_ d* f(a,b) __
~cl¥~ ~ °' ' dy" "' °' 'dv* - °'

r/3 f(a,b) _ d* f(a.b) _ d*f{ a.b) _
dx"dy"T ~ ° ' dx"'1 dy" ~ ° ' dy'"*

Alors je dis que la courbe du quatrième ordre a un

centre, qui se confond avec l'origine des coordonnées et

dont les coordonnées par rapport aux anciens axes sont

a et b. En effet, quel que soit le système de quantités x',

y \ satisfaisant à l'équation (JI), celle-ci sera satisfaite

en remplaçant x' par —x' et j! par — 7', de sorte que

le point (—.r', —y') appartient aussi à la courbe. Ré-

ciproquement, pour qu'un point (a, b) du plan soit le

centre de la courbe du quatrième ordre, il faut et il suffit

qu'après a\oir transporté les axes parallèlement à eux-

mêmes et de sorte que l'origine des coordonnées se dé-

place au point (a, h)* chaque système de quantités—x'',

—y' satisfasse à l'équation (II), si celui des quantités 2?',

}'lui satisfait, car, s'il en était autrement, les points de

la courbe ne seraient pas symétriques par rapport au point

M} et dans ce cas il est nécessaire que les quantités a et

b satisfassent à toutes les conditions du système (III).

Par consequenties équations (III) expriment les condi-

tions nécessaires et suffisantes pour que le point M, au-

quel on transporte l'origine des coordonnées, soit le centre
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de la courbe. Ces conditions peuvent être écrites de la
manière suivante :

^ '

(VI)

( 2P4aH-4Ps^-+-Qv=o.

En déterminant Qi, Q2, Q3, Q4 des quatre équations
dernières et en mettant les valeurs obtenues dans les
deux premières, on trouve

Ainsi les équations (IV) et (V), prises à considération
les conditions (VI), prennent la forme suivante :

(1) 6Q1a2-h4Q2a6-f-2Q3&2-h()Ria-4- 3R2&-+- 3S t = o,

3S2 = o.

Or, pour que les valeurs a et £>, tirées de deux équa-
tions quelconques du système (VI), satisfassent aux autres
équations de ce système, c'est-à-dire que quatre équa-
tions simultanées du système (VI) puissent être satis-
faites d'un même système de quantités a et Z>, il faut et
il suffit, comme nous l'avons déjà vu, que les coefficients
P,, P2, . . ., Qi, Q2, . • • remplissent ces quatre rela-
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lions

( i )

I ,.P

2 P.

3P,

P..

* P 3

3P 4

2 P

Q'.

= O,

Qi

«Pi P. Qi
>W 3P, Q,

P4

3 Po

aP 3

> Ps Q4

îP. , Q>

3 P . Q3

En résumé, si les coefficients de l'écjuation de la
courbe satisfont aux relations (3), (4), (5) et (6) , et
si, en outre, les valeurs de a et h tirées de deux équa-
tions quelconques du système (VI) rendent les égalités
(i) et (a) identiques, le point (a,b) sera le centre delà
courbe du quatrième ordre. Maintenant se présente une
question : les conditions dont nous nous sommes occu-
pés, nécessaires et suffisantes pour que la courbe ait
un centre, confondant avec l'origine des coordonnées,
sont-elles de même suffisantes pour que le lieu géomé-
trique, exprimé par l'équation du quatrième degré, ait
deux axes de symétrie perpendiculaires l'un à l'autre?
Il est aisé de voir qu'elles ne le sont pas.

Représentons-nous, en eiïet, que l'équation du qua-
trième degré exprime un système de deux ellipses ou,
en général, un système de deux coniques ayant le centre
commun, mais choisies arbitrairement et situées d'une
manière arbitraire. Il est clair que les conditions de
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l'existence du centre peuvent être satisfaites dans ce
cas, mais néanmoins le lieu géométrique exprimé par
l'équation du quatrième degré, en général, dans le cas
considéré n'a pas deux axes de symétrie. Par consé-
quent il faut déduire quelques conditions supplémen-
taires, nécessaires et suffisantes pour que la courbe du
quatrième ordre ait les axes énoncés de symétrie.

Trouvons ces conditions supplémentaires.

4. L'équation de la courbe du quati ième ordre, dont
le centre se confond avec l'origine des coordonnées,
devient

v T

t V1IM _,_ p5y*-h M ia-'*-*- M 2 / /+M 3 7 ' 2 +/ (a , ù) = o

ou
d*f(a,b)

>
i

M t = —
1 Tir.dx »

_ i d\f(a, b)
n*-l dy» '

Tournons maintenant les axes des coordonnées au-
tour du point M à angle a; alors les coordonnées an-
ciennes du point quelconque s'exprimeront au moyen
des nouvelles coordonnées x*y du même point de la
manière suivante :

x' = x cosa —y sin a,

y' = x sina

Par conséquent l'équation de la courbe par rapport
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XIII. (Septembre 1894.) 26
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aux nouveaux axes sera

[Pi cos4a-h 2P2 sina cos3a -4- 2P3 sin2a cos2a
-4- 2P4 sin3acosa -4- P5 sin4a]a?v

- [ î P 2 cos4a -h 4(P3— Pi) sina cos3a

(VIII)

(IX)

-4- 4(P» — P3) sin3 cosa — 2P4
- [2P3 cos4a H- 6(P4— P2) sina cos3a

4- 2(3P3— 4P3-I- 3Pi) sin2a cos2
-4- 6(P2— P4 ) sin3a cosa -4- 2P3

- [2 P4 cos4a -4- 4(Ps— P3) sina cos3a
-4-6(P2 — P4)sin2acos2a
-f- 4(^3— Pi ) sin3a cosa — 2P2 sin4a].rj3

- [P5 cos4a — 1P4 sin a cos3a
H- 2P3 sin2a cos2a — aP2 sin3a cosa -h Pi

• [Mi cos2a-+- M 2 sina cos a-h M,} sin2a]a72

[M2 cos2a — 2(Mi — M3) sina cosa — M2 si
-4- [M3 cos2a — M2 sina cosa -1- Mt s in 2aj j 2- i -ƒ (a, b) — o.

Cette équation peut s'écrire encore de la façon sui-

vante

/ cos4a[P!-+- 2P2 tanga
H- 2P3 tang2a -+- 2P4. tang3a -h P5 tang4a]^74

-+-cos*a[2P2H-4(P3— Pi) tanga-H 6(P4— P2) tang2a
-+- | (P 5 —P 3 ) tang3a — 2P4

-h cos4a[-2P3-h 6(P4— P2) tanga
-4- 2(3Pi— 4P3+ 3Pi) tang2a
— 6( Vk — P2) tang3a -h 2P 3 tang4a]

-^cos4a[2P4-4-4(P5— P3) tanga— 6(P 4 —P 2 ) tang2a
+ 4(P3—Pi) tang3a —2P2 tang4a].r/3

-4- cos4a[P5— 2P4 tanga
-4- 2P3 tang2a — 2 P2 tang3a -4- P! tang4a]jK4

-h cos2a[Mj-+- M2 tanga -4- M3 tang2a]572

-+- cos2a[M2— 2(Mi— M3) tanga — M2tang2a]^rK
-4- cos2a[M3— M2 tanga -4- Mj tang2 a ]y* -H ƒ (a, b) ~ o.

Proposons-nous de déterminer l'angle a de sorte que

les coefficients des termes, contenant x*y, xj 3 et xy^

s'annulent simultanément au changement des axes con-

sidéré. En égalant à zéro le coefficient de xy dans l'é-



quation (VIII), il vient

M2(cos2a — sin2a) — 2(Mi— M3) sina cosa = o,

d'où

M,

II est aisé de voir que l'angle a, auquel il faut tourner
les axes pour que le coefficient de xy dans l'équation
transformée s'annule, on peut loujours le supposer aigu.
Effectivement, cosa étant différent de zéro, pour que le
coefficient de xy dans l'équation (IX) s'annule, il faut
poser

/M,— M,\
tan£2a — 'i ( —'— ) tan^a — i = o,

\ M 2 /
d'où

t a n g a =

Si M 2 < o , quel que soit le signe de la quantité
(M3 — M|), en prenant le radical avec le signe —,
c'est-à-dire en posant

( M , - M , ) - / ( T Î 7 ^
X ai) il OL — M

nous obtiendrons tanga ^> o, car la valeur absolue du
radical surpasse celle de la quantité (M3 — Mj).

Si, au contraire, M2^>o, quel que soit le signe de la
différence (M3 — M*)? en prenant le radical avec le
signe -}-, c'est-à-dire en posant

( M, — M,) -h / ( Mi — JVl-i )2-+- IV! l
tanga = — ^ ,

nous aurons ainsi tanga ;> o.

5. En désignant maintenant par a cet angle aigu,
auquelil faut tourner les* axes pour que le terme cou-
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tenant xy s'annule, considérons à quelles relations
doivent satisfaire les coefficients P M 2P2 , . . . , Mu M2,
M3 pour que les termes de l'équation transformée, con-
tenant x9y et xy*, s'annulent aussi. Posons

t — P2)tang2a
_l_ 4(P3— P3) tang3a — 2P4 tang*a,

K2 = 2P4 H- 4 (P;— P3) tanga - 6(P4— P2) tang2a
-+- 4(P3— Pi) tang3a — 2 p 2 tangua);

pour qu'à la valeur considérée de a les quantités Kj et
K2 s'annulent, il faut et il suffit que leur somme et leur
différence soient égales à zéro. En retranchant K2

de K<, égalant à zéro la différence ainsi obtenue, après
l'avoir multipliée par cos4 a, nous trouvons

—6 sin2a cos2a H- cos4a)(P2— P4)

-+- (4 ^inSa rosa — 4 si na cos3a)(P!— 2P3+ Pd) = o

ou
2 c o s 4 a ( P Ï ~ ï \ ) — sin4a(P!— 2P3+ Pi) = o,

d'où

(8)

Or, en ajoutant K4 h K2 et égalant leur somme à
zéro, nous trouvons

(Pj-+-P*)-f-2(Ps—Pi) tanga
-h2(Ps — P t) tang3a-(P24-P4) tang*a = 0

OU

P*)(i — tang*a) — 9.{Vl— P5) tanga(i -t- tangua) = o,

d'où, en observant que

(1 — tan g* a) = (1 -+- tang2a)(i — tang2 a)

et en supprimant le facteur (1 + tang*a), il vient

(P.2-h P 4 ) ( i — tang**) — 2 t P i — P 3 ) t a n g a = o;
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par conséquent,

P2-f-P4 2tanga _
Pi—P5 ~~ i + tangua =

c'est-à-dire

/ x P2-f-P4

(9)

mais
M2t a n ^ a = M ^ M V

donc

De l'égalité (9) nous obtiendrons

mais, d'après l'équation (8),

tang4a = ^—

donc
P2-P4

ou

}
 2P3_(P1-hP.) (P,_P.)2-

De cette équation on trouve ,

^p p , _ ^ _ p p . . \ p 2 p2

Les égalités (10) et (11) expriment les conditions
cherchées, nécessaires et suffisantes pour que les coeffi-
cients des termes contenant x* y et ocy* s'annulent
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simultanément, à la condition que

M2

Si ces conditions sont satisfaites, l'équation de la
courbe se réduit à la forme

- Gjr4-h Drr2 H-EJK2-H F = o,

o ù F = /(/7, b). Remarquons que, si les coordonnées a
et b du centre satisfont à l'équation ƒ \ a , b) = o, c'est-
à-dire si le centre de la courbe est situé sur la courbe
même ou s'il en représente un point isolé, dans l'équa-
tion de la courbe, rapportée à ses axes de symétrie, le
terme constant s'annule; nous appellerons ces courbes
conjuguées par rapport au centre.

6. Pour déterminer les coefficients A, B, C, D et E,
remarquons que

M2

M8

Puisque ?.a<[7:, siii2a > o*, donc, dans les deux der-
nières formules, le signe du radical est le même que ce-
lui de la quantité M2.

On a
D = M] cos2 a -+- M2sin a cos a -h M3 sin2a,

E = Misin22 -h M2sina cos a -h M3cos2a;

en ajoutant ces équations, on obtient

03) D + E^M^Mj.

Or, en retranchant la seconde équation de la première,
il vient

D _ E = ± ^
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où, comme nous l'avons vu, le signe du radical doitétre
le même que celui delà quantité M2. D'ailleurs delà for-

p . p
mule tang 2 a = - — ^ , il vient

"1 — *5

Puisque 2 a < -rc, on a sin2a;>o; d'où il suit que
le signe du radical dans ces deux formules doit être le
même que celui de la quantité (P2 + P4). On a

A — G = [(Pi— P5)cos2a-+-(P2-f-P4)sin2a],
OU

A — G = (P i — P5) (cos'»a + s in2a tang 1 a ) ,

d'où
A-G = P i - P

C0S23

mais
Pi—P5

donc

(i5) A-C=±/(P1-P8)«-h(P i-+-P*)*,

où le signe du radical, comme nous l'avons déjà dit, est
le même que celui de la quantité (P2H- P4).

En additionnant les coefficients de x4 ety4 dans l'équa-
tion (VIII), on obtient

A + G = P1 + P5-KP2— P
H- 2 [ a P , - ( P i + P B ) ] sin»a

OÙ

A -+- G = Pi + P 3 + ( P 2 - P4)sin2acos^a
P1+P0— 2P3 • ,

— — sin22a,

d'où, en divisant les deux membres de l'équation par
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(P2— P,) et en remarquant que

2(P2—P4) tang 4a
on trouve

A -4- G PiH-Ps . sin22a
— ' sin^a cos^a —P 2 —P 4 Pi— P4

celte équation peut s'écrire ainsi

(A -hC) — (Pi-*-PB) . F (i—tang*2a)«in2a
v { V ^ ^ = sin2a cos2a — ^ }-{ V^ ^ = sin2a cos2a — ^ -

P2— l\ L 2 tang 2 a
OU

(A H- G) — (Pi-t- P5) __ siii2«cos2a[2 — (i — tan g2 2 a)]p—-p- _ j - ,

d'où
(A -h G) — (P! -+- P5) sin2acos2a(n-tang22a)

P 2 - P 4
 = 2 '

ou, finalement,

Puisque
tang2a P2-h P4

on obtient cette relation pour la détermination de
(A+C)

( A G ) ( P P ) P P
P.2-P4 ~ 2(P1-P5)*

En résolvant cette équation par rapport à (A-f-C),
on obtient

mais de l 'équation (12) on a

P1-P? p _ P,Pt-f-P,P8.
2 ( P , — P5> 3 P j H - P * '
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donc

A-f-O = P t + P3-4- F 5 ,
r 2 -h 1 4

ou, en définitive,

(17)
P2+P4

A l'aide des équations ( i5) et (17) on détermine les

coefficients A et G.

Il reste maintenant à calculer le coefficient B. On a

B = [2P3cos^a -+- 6(P4— P2) sina cos3 a
-+-1 ( 3 P5 — 4 P3 -4- 3 P t ) sin2a cos2a
— 6(P4— P2) sin3 a cosa -+- 2P3sin*a].

Ajoutant et retranchant 4Pasin2a cos2 a et en remar-

quant que
cos*a -h 2sin2a cos2a -4- sin^a = 1,

on obtient

B = 2P3— 6(P2— P4) sina cosa(cos2a—sin2a)
-+- 6(Pi— 2P3+ P6) sin2a cossa.

Puisque

tang4a tang 2 a

on a
B = 2P3— 3(P2— P4) sin 1 a cos2a

3 si n2 2 a (P2 — P4) ( 1 — tang2 2 g)

d'où Ton obtient successivement

2tangao
o / p p \

= 2P3— —— — rsin22a-f-sin22atanff22al
2tang 2 a L ö J

3(P 2 -P 4 ) tang2a 3 ( P 2 - P4
2 P 3

en remplaçant P2 par sa valeur, tirée de la formule (12),
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on obtient

a ( P , P . + P2P5) P I - P I .
P " P ( P P ) '

p2 p2

en substituant, enGn, au lieu de —^ ~- > la valeur
de cette fraction, tirée de la même formule (12), on ob-
tient

ou, finalement,

D P 2 ( 3 P 5 - P 3 ) - ( P 3 -
(18)

7. L'équation de la courbe du quatrième ordre, ayant
le centre et les axes de symétrie, nous avons réduit à la
forme suivante :

en résolvant cette équation par rapport à y, on obtient

En posant

4 , N, E2—

nous trouvons

y = ^ ± -V,
2 G '2 G

ou

^àz ~ v/Mar*H- 2iN^-4- P,



Les courbes du quatrième ordre, ayant le centre,
nous diviserons en quatre espèces.

La courbe sera de première espèce, si V^>° pour
toutes valeurs de x, pour lesquelles le trinôme

P

reste positif et la quantité

Y = ± -L / i \ l^

est réelle; dans ce cas l'équation (19) exprime une
courbe du second ordre ou un système de deux droites.

La courbe du quatrième ordre appartiendra à la se-
conde espèce, si r4

2 <^ o pour toutes valeurs de x pour
lesquelles Y reste une quantité réelle. Nous rappor-
terons la courbe à la troisième espèce, si la quantité r\
est nulle, c'est-à-dire si B = E = o. Enfin la courbe du
quatrième ordre sera de quatrième espèce, si Y|2 change
de signe entre les limites de .r, pour lesquelles le tri-
nome

P
reste positif. Considérons, par exemple, la courbe dé-
finie par l'équation

En résolvant cette équation par rapport à y, on ob-
tienl

y —± y/*2 — x2 zb y/' r'+ -h 1 r'2 x*,
ou

y = zfc y/ 2— x-zh \Zr2{r2-i~ ix~).

Dans le cas considéré, la quantité

se réduit au binôme
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qui demeure positif pour toutes les valeurs de jr, com-
prises entre o et ± oc, tandis que la quantité Y}2, définie
par l'équation

restant positive au changement de x entre o et db r,
devient négative au changement de x entre ± r et ± oo.
Donc la courbe considérée appartient à la quatrième
espèce.

8. Discussion. — La quantité M peut être positive,
négative, ou égale à zéro.

Dans les deux cas premiers le trinôme

peut être mis sous la forme

en résolvant l'équation

on trouve

Posons
—v

— -4-4 1

N ±

N +

N —

JV1

v/N
M

v/N

*—MP

*— MP

*—MP

alors

(20) M a?* 4- 2 N # 2 + P =

Supposons d'abord que M<^o; si Xi = x2y c'est-
à-dire si JN2—MP = o, l'équation de la courbe se ré-
duit «à celle du second degré.



( 36 9 )

En supposant N 2 — M P < o , les quantités xu x2

deviennent imaginaires conjuguées; en posant dans ce
cas

de l'équation (20) nous obtiendrons

et il est évident que le trinôme considéré reste négatif
pour toutes les valeurs de x; par conséquent le lieu
géométrique, exprimé par l'équation du quatrième
degré, sera imaginaire. Ainsi, il ne nous reste qu'à sup-
poser que, si M <^ o, on a

N2_MP> o.

A ces conditions, nous avons à distinguer quelques
cas.

Admettons d'abord que N = o; alors, de l'inégalité
précédente, il vient que P ^> o. En posant M = — M,,
où Mt ^> o, on obtient xK = CLÎ et le trinôme

se ramène au produit

O U

de sorte que cette quantité sera positive au changement
de x entre o et ± x2, où

Posons, en second lieu, que N < o ; alors N = — N4,



où Ni > o. Si en outre P = o, ou a

#2 = O,

el Ie trinôme

étant ramene, dans ce cas, au produit

M (a?2--h a2).r2,

sera négatif pour toutes les valeurs de x.

Si N < o et P < o, de sorte que P = — P,, où P, > o,

on trouve

. - * / ' — M,

puisque la quantité (JNJ — M| P1 ) par hypothèse est
positive et, par suite, JN̂  >> M, PM on a x, = ± a / ?

o.'2 = i t p*el le lieu géométrique devient de nouveau
imaginaire.

Si N < o et P ^> o, on trouve

To est une quantité réelle, puisque la valeur absolue du

radical y/].\^-h i\l4 P surpasse celle de N4. Le trinôme

M^H-aNays+P,

étant ramené dans ce cas au produit

restera positif, x variant de zéro à zb yz.
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Posons, enfin, N > o. Si P = o, il vient

X2 = ±

où Ton suppose M = — M4, M4 ;> o.
Le trinôme se ramène au produit

qui est positif pour toutes les valeurs de x, comprises

/2~N
en tre zéro et ± i / _ - •

En supposant N > o, P < o , on trouve

— ?

-N-y/X

s-M.P,

^="M7P7

où P< = — P . Puisque la valeur absolue du radical
y/l\2— M^ LJ

4 est moindre que celle de N, il est évident
que toutes les racines de l'équation

sont réelles et que ,rj<C«r>j. Le trinôme se ramène au
produit

et, par suite, reste positif pour toutes les valeurs de x
comprises entie ± xK et ±x2.

Si, enfin, N >> o, P > o, on obtient

/ - N

i = ±y
c'est-à-dire r ( est une quantité imaginaire puisque la

valeur absolue du radical \ / i \ 2 -} - JVI4 P surpasse celle de



la quantité N. D'autre part,

-MtP

donc x2 est une quantité réelle et le trinôme considéré
s'exprime dans ce cas par le produit

restant positif quand x varie de zéro à ± x2.
On voit ainsi que, dans le cas

M<o,
N*—MP>o,

on obtient cinq groupes des courbes, correspondant
à ces hypothèses :

(I)
(II)
(III)
(IV)
(V)

N =o,
N<o,
N > o ,
N>o,
N > o,

P>o,
P>o,
P = o,
P<o,
P>o.

9. Discussion (suite). — Passons maintenant au cas
M > o. Posons, comme plus haut,

MP
Tï

_ N — y/JN2 — MP
M '}

alors

Si IN2 — MP < o, il y a trois cas à distinguer : N peut
être une quantité positive, ou négative, ou, enfin, égale
à zéro; il est évident que dans tous ces cas P > o. Si N
est différent de zéro, les quantités xK et x2 deviennent
imaginaires conjuguées, quel que soit le signe deJN; en
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posant donc
^1 = ±(a-+-

il vient

M ^ + 2 N ^ 2 + P = M [( a?»—

c'est-à-dire le trinôme considéré demeure positif, x va-
riant de zéro à ± oo. Si, au contraire, N = o, le trinôme

se ramène au binôme

et, puisque P > o, celte quantité sera positive pour toutes
les valeurs de x7 comprises entre —oo et -\- oo.

Posons ensuite
]\2_MP >o,

alors nous avons à distinguer les cas suivants : i ° N > o ;
2 ° N < o ; 3 ° N = o.

Admettons d'abord que N >> o; si en outre P > o, la
valeur numérique du radical y/N2— MP est inférieure à
la valeur absolue de N ; par suite, on obtient

art = ± a t,

c'est-à-dire le trinôme en question est positif pour toutes
les valeurs de x , comprises entre — 00 et 4- 00.

Si N > o et P = o, on a

#1= o,

\
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c'est-à-dire le trinôme reste positif au changement de x
entre — oo et + oc. Si, enfin, N >> o et P < o , nous
obtenons, en posant P = — P^,

x =-^ M

puisque la valeur absolue du radical y/JN 2 + MP, surpasse
celle de la quantité N", x< est une quantité réelle, maisx2

est une imaginaiie de la forme a i ; par conséquent

M#*-+- iNx^-i- P = M(rr*—rrî)(a?*-f- a»)

et le trinôme sera positif, .r variant de riz x a zb oo.
Posons, maintenant, que N < o et que IN = — N , .

Alors il y a de nouveau trois cas à distinguer. Admettons
d'abord que P >> o. Alois

-y*

puisque JN^— MP > o et que la valeur absolue duiadical
est iiiféiicure a celle de la quantité N, nous en con-
cluons quex^ et x2 sont des quantités réelles; en outie,
oc*>x\. On a

il est évident que le trinôme considéré, étant positif
au changement de xy de zéro à dz x2 , devient négatif,
x variant de z b x 2 à ztzx i5 et, enfin, devient de nou-
veau positif, lorsque x varie de dz xK à zzz oc.
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Admettons en second lieu que P = o, alors

x% = o,

Ma7*-H2Na7*-h P = M (x*— — ' \ x* :

donc le trinôme demeure positif, x variant de ± {

à ± 0 0 . Admettons que N << o et P < o . En posant
N = —N, , P = — Pi, on trouve

M

par conséquent ^i est une quantité réelle, mais ̂  = ± ^ ' 5
on a

Mar̂ H- 2Na?2+ P = M (a?2 — x\ )(^2-h J32),

donc le trinôme demeure négatif, quand x varie de zéro
à ±xi9 mais il devient positif, x variant de ± . r 1 h
±œ.

Supposons enfin qu'à la condition N 2—MP^> o, on
a N = o ; dans ce cas, de l'inégalité précédente, on trouve

— MP>o,

donc P < o. En posant P = — Pt, on obtient

donc

Mrr*-f-2N*•*-+- P = ( ) ( ) (

et le trinôme sera positif, lorsque x varie de ± a à ± oc



Ainsi Ton conclut que les courbes, correspondant à

l'hypothèse M > o, forment deux classes.

Première classe, INI > o, N2 — MP < o. — Cette

classe contient trois groupes de courbes, conformément

à trois systèmes des hypothèses

(I) N>o, P > o ,
(II) N<o, P > o ,

(III) IN = o, P > o .

Seconde classe, M >> o, N2 — MP>> o. — Cette classe

renferme sept groupes de courbes, correspondant à

sept systèmes des hypothèses

(1)

(II)

(III)

(IV)

(V)

(VI)
(Vil)

10. Supposons, en (in, que M —o. Alors le trinôme

se réduit au binôme

2N.r2-+- P.

JNOUS distinguerons plusieurs cas.

Remarquons d'abord que N et P ne peuvent pas être

nulles simultanément, car dans ces deux cas l'équation

de la courbe se réduit à celle du second degré.

Supposons que JN<<o. En admettant, d'ailleurs,

P > o et en posant N = — N,, on obtient

- P

N
IN
N

N

N

I\
N

>
>

<

<c
-<

o,

o,
o,

o,

0 ,

o,
o,

p

p

p

p

p

p

p

=

<

>

<

o,

o,

o,

o,

o,

o,
o.



c'est-à-dire le binome

demeure positif, lorsque x varie de o à ± 4 /-»r ; le bi-

nôme devient négatif en dehors de l'intervalle indiqué.

Admettons, en second lieu, que N << o et P < O} en

posant N =— NM P = — P i , on trouve

puisque cette dernière quantité demeure négative, x

variant de — ce à -j- oc 5 on en conclut que le lieu géo-

métrique, dans le cas considéré, est imaginaire.

Soit, ensuite, N ̂ > o, P ^> o. Alors

P = 2l>

c'est-à-dire le binôme reste positif pour toutes les va-

leurs de x.

Or, si N > o, P < o, on obtient,

/ pi

où P = — P ( . Donc le binôme demeure positif, quand x

varie de dz 4 / ~r à dz oo et les points du lieu géomé-

trique sont réels, x variant de ± l / - ^ à dzoo.

Dans ce dernier cas, la courbe ne peut pas être con-

juguée par rapport au centre, parce que, si E2 — 4 C F < o,

la quantité F ne peut pas être nulle.

Ainsi Ton conclut que, si M = o, on ne doit examiner

que les cas suivants

(I) N<o, P>o ,

(II) N>o, P>o ,
(III) N>o, P<o .


