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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

CONFERENCE FAITE AUX ELEVES DE L’ECOLE POLYTECH-

NIQUE (COURS DE M. JORDAN), SUR LES « CHANGE-
MENTS DE VARIABLES »;

Par M. Lucien LEVY.

Le théoréme dont je ferai surtout des applications
est le suivant, démontré dans le Cours :

Si, par un procédé quelconque, on a trouvé une iden-
tité de la forme

(1) df(x, y)=Adzr+ Bdy,

df, dx, dy étant des différentielles, on aidentique-
ment
i) )
A = '—fa B = —[ .
ox dy
Ty ajouterai le théoréme suivant qui se démontre de

meéme :

Si, par un procédé quclconque, on a lrouve entre
des différentielles premiéres et secondes une identité
de la forme

(») d*u=ANdr+-2Bdrd) - Cdy>+~Dd>z - Ed,



(6)

on pewl assurer que

02 w B - d2u . d?_u

‘ orz’ T dxdy ’ T oy? ’
D= (_)_u, E — iu .
Jx gy

Pour démontrer ce dernier théoréme, je remarque
(u’on a toujours

a2 u 9?1
y \ d?u = dnt dr?— o Z)x_y dr dy — dy
| «

f)u ()ll
/ drz + 2 a2y,
0_}’ v
et je donne d’abord aux variables des accroissements
tels qu’on ait
dr—dy, d?y = o, d’ou drx — o,
I’identité des deux valeurs de d2u exige alors qu’on ait,
8 1

quel que soit le parameétre %,

a2\ . DENTAR Jru
\ — e g (B — —= ) A — — } =
( uﬂ) > < Jr dy) b <C tiy'l) 0

ce qui entraine

diu J2u 2 u

T oor?’ T ordy’ %
Choisissons maintenant des accroissements tels que
do =\ dy
sans quon ait d?) ==
Laméme identité entre les deux formes du d2u don-
nera
ou\ . . du
D— ~)/\—,-l — - =0,
ox oy
dou, puisque % est abitraire,

T ou
np— 2. g — 2.
e oy C.Q. F.D.
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ExempLe (). — Intégrer l'équation aux dérivées
partielles des fonctions homogénes
i — Ju Ju N du
=2 -— 4+ y— =
oz Y Jdy S0z
Si l'intégrale est toujours une fonction homogéne, on
le reconnaitra plus facilement en prenant comme nou-

velles variables o, Y=", Z=°.
r €

Proposons-nous d’obtenir une relation de la forme
du = A dr+ Bdy+ Cds,

en partant d’une égalité de méme nature ou figurent les
dérivées de u par rapport aux nouvelles variables.
Cette derniére égalité est évidemment

Ju

du = ("“)d + YdY—f-d—,LdZ,

u
en désignant par < > la dérivée partielle de u par rap-
ox
port a x dans ce nouveau systéme pour la distinguer de
Ju . y . . .
celle, o5 qui figure dans I’équation donnée.
Or

dY:aj_)i_—_—ydr, dZ:.r_di—;:r/.r
x? x?

>

done

_[/ou ¥y ou z Jdu| , 1 Ju 1 Ju ,,
du = [(Z)}>-;§5Y—Zv—l ‘)LJ(I.I/'—F;@—Y'ClY—F; (—)Z—d[,.

(') Cetexemple et le suivant sont empruntés au Cours d’Analyse
de M. Bertrand, fait aux ¢éléves de 'Ecole Polytechnique.
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On déduit de la, en appliquant le théoréme du début,

oun <du> ¥y Jdu z Jdu

o 9z x2 oY z2 JL
du 1 Ju
o x oY’
Ju Ju

i
03 :—.’r- (—)_Z’

et I'équation différentielle devient

> 0u>
mu = Y

dlogu _ m

Tor | w

ou

On peut U'intégrer immédiatement

logu =mlogx +log f(Y,Z)

u=zxmnf <£, ;)

L’intégrale est donc bien la fonction homogéne la
plus générale du degré m d’homogénéité.

ou

Remarque. — Insistons de nouveau sur ce fait que la
dérivée partielle d’'une méme fonction par rapport a
une méme variable a des valeurs différentes lorsqu’on
prend pour les autres variables des systémes diftérents
de variables. La chose est évidente; il suffit de 'avoir
signalée.

Avrre kxewrLe (portant sur des diflérenticlles du
sccond ordre). — On voit facilement que I'équation
aux dérivées particlles des surfaces réglées a plan di-
recteur est

te pPr—opqs +qir =o,
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lorsqu’on prend pour plan directeur le plan xOy. p, g,

. ¢ tsentent tive tdz 03 d?z 023
r, $, t représentent respectivement 7, 575 550 55
0%z

el - Pour obtenir cette équation, il suffirait d’éliminer

les fonctions arbitraires dans I’équation de ces surfaces,

() 2§(3)+ y () =1.

Nous nous proposons de retrouver I'équation (2) en
partant de I'équation (1). La forme de 1'équation (2),
linéaire en x et y, montre que les dérivées seraient plus
simples si I'on prenait 'une de ces deux quantités
comme fonction. Prenons ¥, et soient x et z les nou-
velles variables; d’aprés la méthode indiquée au début
de la Conférence, nous devons, pour calculer p, ¢, r,
s, t en fonction des nouvelles dérivées, nous eflorcer de
trouver une relation de la forme

23 =Adr?*+2Bdrdy +~ Cdy? +~Dd?x +~Edy

en partant d’une identité qui contient ces nouvelles dé-
rivées. L’identité en question est évidemment

v

2
ry davd~+———d 2 4 ydhv—i——d’z

ox dy

02
Ay = d;}; dz?+»

On en tire immédiatement

2y, .9y
2y — - . 5 2
@z = <0x2 dz)d = <dzz' dz)dz

2y oy
<dxdy oz)d @ ds

Gy .\ o1
<dx 0z> a*z <ﬂ) dy.
Remplacons-y dz par sa valeur p dx + ¢ dy et ordon-

nons par rapport a dx, dy, d*x, d*y, nous aurons une
égalité de la forme demandée et, par suite, nous obte-




nons les valeurs

p=———-+

q = o

, 0%y 02y 0?
re 032 2P ords | 0

]
! R

ct il faut encore remplacer p et g par leurs valeurs dans
ry s, £ 'y a plus qu’a substituer dans Péquation (1)
qui devient ainsi

9y
=5 =0
ox?
d’on
)y =Axr+B,

\ ¢t B étant des fonctions de z. C’est bien la forme (2).

Remarque. -- Jai tenu a donner un calcul complet
comme application du théoréme général, mais il est
. e e . .. . . 02y
claiv qu'ici il vaiait micux calculer simplement =,
o0x?
puisqu’on avait prévu que cette dérivée serait nulle.
Voici comment on peut y parvenir,
Dans I'équation de la surface

3= fix.y).
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concevons qu'on ait remplacé ) par sa valeur tirée de
cette méme équation; nous obtenons alors une identité
et les dérivées des deux membres, par rapport a z, doi-

vent étre égales

s
Jx  Jdy ox
ou
w __P.
oxr q
On a alors
dy oq op
wy Ao p(E)-a(3)
ort T dr q? )

0 . . .
<£> contient x de deux maniéres, explicitement et par

Iintermédiaire de y : donc

GEE T,
De méme,
(91?): o Yy _, P,
dx o dy ox
On a donc finalement
Py _ =Pt opps—qir

Jxt g3

et cette expression est nulle en vertu de I'équation (1).

Dans les exemples suivants, les changements de va-
riables seront plus compliqués : les nouvelles variables
dépendront non seulement des anciennes, mais encore
des dérivées de la fonction par rapport a ces variables.

TransrormiTiON DE LEGEnDRE. — Cette transforma-
- lion consiste a remplacer les variables x, y et la fone-
tion z par les nouvelles variables X, Y, Z, dont voici la
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définition
. 03 _ 03 _ _ .
() X=—=p, Y= o =7 L=pr+qy—-s

Je me propose de calculer les dérivées premiéres et
secondes de la nouvelle fonction Z par rapport aux
nouvelles variables.

1° Dérivées premicres de L. — D’aprés la méthode
indiquée, il faut chercher une relation de la forme

dZ =P dX + Q dY,
et I'on aura alors
07 Z

i)
P=2x" Q=

Or la troisiéme équation (1) différentiée donne immé-
dialtement

dL =pdr +qdy — ds+ xdp + y dq,

ou, cn tenant compte des autres équations (1) et de ce
que les trois premiers termes de la derniére égalité dis-
paraissent en vertu de Végalité qui définiv p et g
(dz=pdr+ ¢dy),

dL =z dX + y dY.
Done

{(2) P::.Z‘, Q:y.
2" Dérivées secondes de 7.
R MI_0b _or o en _op_0Q_or_ oy
To\2T o\ o\’ T oX0Y oY dX 9y o\’
_PL_0Q _dy
TooY: T oY T oY’
Nous avons donc & calculer les dérivées de x et ) par
rapport arx nowvelles variables, ¢’est-a-dire 4 trouver
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des équations de la forme
dr = A dX + B dY,
dy = A'dX + B' dY.
Or 7, s, t sont définies par les identités suivantes
dp = rdxr + sdy,
dg = sdx + tdy,
qui peuvent s’écrire

dX = rdz +sdy,

dY = sdxr +tdy.
On en Lire
§

dr = X — dy,
rt--s- t 2
dy = — > ax + —"_ ay.
i rt —s? rt —s*
Done
Jxr t
x ~R=mg—=
— S
. S -
3) rt — s’
T——" .
rt —s?

Remarque. — Les anciennes variables s’obtiennent
en fonction des nouvelles par des formules analogues

r="P, y=Q, s=PX+QY-—-1Z,
P:Xv q:Y,
T —S R

= . 1=
RT—s  °

r T Rr—s?’ ~ RT—s

INTERPRETATION GEOMETRIQUE. — La transformation
de Legendre revient & remplacer une surface par sa
polaire réciproque par rapport a un certain parabo-
loide.

Soit, en effet,
z=f(xr.y)
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N . , 03 03 .
I'équation d’unc surface, p = P et soit

r’4yr=123
celle d’un paraboloide. Cherchons la polaire réciproque
de la surface par rapport au paraboloide : un point de
cette polaire réciproque ayant pour coordonnées X, Y,
7, son plan polaire par rapport au paraboloide,

Xr+Yy—sz—1ZL=o,

doit sc confondre avee le plan tangent a la surface au
point xo. 9 a5 %,
= ge= polr — 1)) go( ) == )0)-
On a donc

X Y Y/

- = -1
o Yo Dot ™ YoV <o
ou

\ = Do, Y — Go- YA =PoTo— u¥v— Zu:

ce sont les formules de Legendre.

Transrormirions pE contact. - — Les formules gue
nous venons de donner ont un caractére remarquable :
clles permettent d’exprimer non seulement X, Y, Z,

. .., 07 J7
mais encore les dérivées P — o Q =y
de sy, =, p, g. De parcilles transformations s’appel-
lent des transformations de contact. 1l est facile de voir
que celan’est pas possible, en général.

Soient, en effet, les trois formules dont la derniére
résulte des deux autres,

en fonction

\ _—*f oY Py g ).
" \ = fi(r,y, RYZNAD
L =fwy.spoyn
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Pour avoir P ¢t Q, cherchons une relation de la forme

0L = A dX + B dY,

et pour cela différentions les équations (=) :

M:%a+£ .%d %@+”@
(B) 'd\':g/l(lr—*— f1(l)/+£(l;~{'l(5+—(-({£dp ’lf' q,
dl = ()f’ dr + (i[ dy + of2 ds — ‘—1[1 Ip ~+ 0‘/ dq
Jr Jy Js ap Jdy

comme
dz = pdr— q dy,

dp = rdr — s dy.
dg — sdr — t dy,

en portant ces valeurs dans les équations (3), on pourra
éliminer dx, dy et le résultat de I'élimination sera évi-
demment de la forme

dl. = A dX + B dY.

Mais A ¢t B, et par suite P et Q, contiendront 7, s, ¢, ce
qui démontre le théoreme.

La transformation de Legendre jouit done d’une pro-
priété spéciale. Géoméiriquement voici ce que cela veul
dire : p, ¢ et —1 sont, comme on I'a vu, proportion-
nels aux cosinus directeurs de la normale au point a,
¥, z; de méme P, Q, — 1 sont proportionnels aux cosi-
nus directeurs de la normale au point X, Y, Z. Les
transformations de contact sont done celles qui font
dépendre les points et plans tangents de la nouvelle
surface exclusivement de la connaissance des points et
plans tangents de la premiére surface.

Cest bien une propriété de la transformation par po-
laires réciproques; c’est aussi, évidemment, une pro-
priété de toutes les transformations qui font correspondre
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les deux surfaces points par points (inversion, homo-
graphie); car, 4 trois points infiniment voisins qui dé-
terminent le plan tangent & la premiére surface corres-
pondent trois points infiniment voisins déterminant le
plan tangent & la deuxiéme surface.

La correspondance entre une surface et sa podaire
est encore une transformation de contact.

Soit, en effet,
z=f(x,5)

I'équation d'une surface,
s —z0= po(r —x0)+ qu( Y —— o)

I'équation de son plan tangent au point M(xy, ¥, 70),
ct cherchons la podaire par rapport a origine O. La
perpendiculaire abaissée de origine sur le plan aunra
pour équations

x ¥ z

P

go 1

Les coordonnées du point u(X,Y,Z) de la podaire
seront, en effacant les indices zéro, données par les
équations

‘ X—pZ=o,
() Y+ yZ=o,
7—:=p(X—x)+¢g(Y—))

Calculons maintenant P et Q, et, pour cela, différen-
utons les trois équations précédentes,

d\+pdL +7dp = o,

dY g dZL + 7 dg = o.
dZ--ds = pd\— pdr —qdY— gdy +~(X—x)dp-+(Y—))dq.
Les trois termes surmontés d’un trait se détruisent

parce que ., y, = est un point de la surface donnée, et
Uon peut alors éliminer dp et dg entre les trois derniéres
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équations, ce qui donne
dX — p dL Y/ 0 l
dY —+ g dZ o Z
pdX —qdY—dL X—or Y—y

Il
)

ou
|pZ —(X—2)]dX —|gZ —(Y —y)] dY
=[pX—x)+qg(Y —y)+~1]|dZ,

ou encore
(8) (r—2X)dX —(y —2Y)dY +(5—22)dZ = o.

Si 'on résoul cette derniére équation par rapport
a dZ, les coeflicients de dX, dY seront P et Q et ne dé-
pendent que de x, ¥, 3, p, ¢, c¢ que nous voulions dé-
montrer.

Remarque. — L’équation (¢) exprimc la propriété
suivante : La droite qui joint le point p au milieu de
OM est perpendiculaire & tous les déplacements dX,
dY, dZ, en d’autres termes est la normale & la seconde
surface aw point . Cest la construction connue du plan
tangent au point (.

Réciprocité des transformations de contact. — Nous
allons établir pour toutes ces transformations une cer-
taine réciprocité. Entre les équations () éliminons p
et ¢, considérées comme variables indépendantes. Nous
obtiendrons une équation

e(r. ), 3. X, Y, Z)= o,
qui représentera deux surfaces T ou T’ suivant que 1'on
y considérera x, y, s ou X, Y, Z comme les coordon-
nées courantes. La surface T enveloppe le lieu S' du
point X, Y, Z et la surface ' le liew S du point x, y, =.

Pour le démontrer, soient M, M,, M, trois points
infiniment voisins de S auxquels correspondent trois

Ann. de Vathemat., 3¢ série, t. XIIL. (Janvier 1894.) 2
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surfaces £, ¥y, £, se coupant deux a deux suivant des
courbes distinctes : soit par exemple v, la courbe com-
mune a ¥ et I, et ¥, celle commune & T et a By le
point p. de I'enveloppe § est la limite du point d’in-
tersection de vy et y,. Cela posé, je considére encore la
courbe C, d’intersection de S’ et de 3, et la courbe C,
d’intersection de §' et de E,; ces deux courbes se cou-
pent en un point u, in{finiment voisin de i, parce que
les deux surfaces ' et £ sont tangentes en . De plus,
¢t pour la méme raison, un point p' pris sur y, et un
point w pris sur Gy, dans le voisinage immédiat de .,
sont & une distance u/u infiniment petite du deuxiéme
ordre I'un de Pautre; de méme u”u) est infiniment
petit du deuxiéme ordre, p” et p) étant pris dans les
mémes conditions sur y, et C,. Donc enfin le plan tan-
genten pa T,0ua S, est la limite, soit du plan pp'p”,
soit du plan uw ;. Cherchons maintenant 'enveloppe
de la surface X' : nous devons considérer trois surfaces
Y, X, ¥} corvespondant a trois points de 8" infiniment
voisine p,ul, ) on, ce qui revient au méme, a trois
points 1, w', w’, puisque p'u) et p”w| sont du second
U!‘dl'(’.

Mais alors X passc au point M, ¢t I, au point M,;
Y, et X coupent done ¥ infiniment prés du point M
(qui est un point de l’vn\/cloppe de ¥'; comme MM M,
a pour limite le plantangent soit a S, soit a ¥/, le théo-
réme est enticrement démontré.

Laemple. Revenons aux (quations (v) du pro-
bléme des podairves. Le vésultat de I'élimination de p
ctde g entee ces équations est

N2o Y2 L:—Xr—Yy —Zsz:=o.

St r.. z sonl considérés comme des paramétres,
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I'équation précédente représente une sphére décrite
sur OM comme diamétre : la podaire est 'enveloppe de
cette sphére.

Si X, Y, Z sont des paramétres, la méme équation
représente un plan passant au point p et perpendicu-
laire sur O u : c’est le plan tangent a la surface donnée,
il enveloppe cette surface.

RECHERCHE DES TRANSFORMATIONS LE CONTACT.

TrtoriME cENErRAL. — ST lon appelle X, Y, Z les
nouvelles wariables, et P, Q les dérivées de 7 par
rapport & X et & Y, le probléme qui consiste a recher-
cher dans quels cas ces cing quantités s’expriment en
fonction de x, y, z, p, q est le méme que celui oi
l'on cherche cing fonctions X, Y, Z, P, Q de cing va
riables indépendantes x, y, z, p, q satisfaisant & 1’é-
quation différentielle

dL—P dX —QdY =2(dz —pdr—qdy),
oit o est une fonction dex,y, z, p, q.

1° Je suppose trouvées cinq fonctions X, Y, Z, P, Q

de x z, p, g vérifiant I'équation précédente. Si en
M 9 9

plus p et ¢ désignent les dérivées de z par rapport a x

¢l y, on aura

dzs —pdr—qdy=o0
et, par suite,

dlL —P dX —QdY = o,

ce qui veut dire que

oZ oZ
D . S
P=3x Q oY

2° Réciproquement, si I'on a obtenu une transfor-
mation de contact, et si I'on suppose ensuite x, y, z,



(20)
p, ¢ indépendantes, il existera une relation de la
forme
dl — VP dX —QdY = ¢(dz —pdx—q dy).

Par hypothése ’élimination de dx et dy indiquée
(p. 15) entre les relations ({3) a réussi, c’est-a-dire qu’on
a pu trouver des multiplicateurs P, Q ne contenant
pas 7, 5, 7 et tels qu’on ait identiquement

dl. — P dX —QdY =o,

. ’ s . Js 05 e oo R )
ps q élant jusqu’a présent - et 3 Mais r, s, t ne figu

rent que dans dp et dg; il faut donc qu’en formant
dZ —PdX — Qdy

le coeflicient de dp disparaisse ainsi que celui de dq.

Done .
‘d_j?_p')_f_( W,
op ap op ’
[ v o,
Jq Jdq dg

De plus, les coeflicients de dix, dy doivent étre aussi

nuls :

0/ I y ([ of 9 "dfi JIfr\ _
“Tl‘-I'—?_l<I)_I‘T1)()_:)—Q(W_Pd;>_o,
| o ofs W (Of O oy ofi\ _
'({r “'"?E"I<oy+(’u—3)—Q<@+q'¢E>‘°’

et ces conditions sont évidemment suffisantes.

Si 'on peut trcuver des fonctions P et Q vérifiant
ces quatre équations, le probléme sera résolu. Les
équations (2) feront connaitre dX, dY, dZ, d’ou
X, Y. Z

Cela posé, multiplions les quatre équations ci-dessus
par dp, dg, dx. dy, et ajoutons : il vient, en consi-
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dérant x, y, 2, p, ¢ comme des variables indépen-
dantes,

of
dfs— % (ds—pdr—qdy)

:P[df—ng(dz—pdx-qdy)]
) )
+Q[df,—— —5}; (dz—pd,r—qdy)],
¢’est-a-dire
dL—PdX —QdY =p(dza—pdr—qdy),

en posant

SN S
YT 95T ds 9z

Le théoréme cst donc démontré.

Averication. — Zransformation d’ Ampére. —
L’expression dz — p dx — ¢ dy peut s’écrire

dzs—qy)—pdr--ydg.
Posons

Z:S—g.)/v ‘(:r, Y:(];
) P=p, Q=—y
On voil que

dl —pdX —QdY =ds—pdr — q dy,

par suite p =1 et ['on a une transformation de contact,

due a Ampére, et qui pourra-étre utilisée quand celle

de Legendre sera illusoire, c’est-a-dire quand on aura
g ) q

rt — sz — o.

Il est facile de se rendre compte pourquoi, dans cette
hypothése, on ne peut prendre p et ¢ comme variables
indépendauntes.

Choisissons cn effet x et ¢ comme variables (wvoir
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: P .
ci-dessus) et calculons e

dp =rdr+sdy.
dq =sdr + tdy;
d'on
p=(r—%)de—~a
ap =\r 7 .z‘—:—t T
et, par suite,
rt — s?
oz t

Donc, si rt — s* = o, p ne dépend pasde x; il y adonc
une relation entre p et ¢, ce qui empéche de les prendre
comme variables indépendantes.

Remarque. — La transformation de Legendre résulte

de méme de Videntité
d(s—pr—qyy)—adp—ydg=ds—pdr—qdy.
ou 'on peut poser

X =p. =gq, Z=s—pr—gqy,

P - Ly (\) == 9.



