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SUR UN PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE;
PAR M. ROMU4LD BÏAZEÏEVSKI.

L'équation

(i - ny D)y* -î- mxyï — \(k — /D) = o

et les deux autres qu'on obtient en changeant mKyK en
Ann. de Mathémot., 3P série, t, XIV. (Septembre i8g5.) 27



( 386 )
m'i)r2') mz Jz donnent pour y/ les expressions contenant
les radicaux y/D — a, y/D — b, y/D — c. Posons, pour
abréger,

— a) — OL, m-2(D — b) = $, « i 3 (D — c) = 7,

désignons par F' , Gr les F et les G où le signe moins est
remplacé par le signe plus.

Nous aurons

F O F ; =• m,(D— b)- m3{B — c),

^o^o =
/ / / 2 //Z3

ou bien

I - / / Î 1 D = G„Gi, D/-Â*= FoF',.

L'équation déterminant j ^ sera

Soit A une constante numérique, faisons

G(,ri = AF0,

substituons dans l'équation et divisons le premier
membre par F 0 G 0 , on trouve

A 2 / F 0 G Q -h /?ii(m2— mz)A -+--!• /GoFJ, = o;
mais



( 3 8 7 )
Pour satisfaire à cette équation, supposons A = dz 4,

ainsi

m 2 m-a

de même on pourrait constater que

/?Z3 //l2 »?I m 2

Lesj) sont liés par la relation

équation rationnelle et homogène par rapport à y/a,

F o Gi G2 H- F Î Go G2 -T- F 2 G o G! — ^ Go G, G2

Mais

I y */ —-p- I I j
/ ? l l m2 / \W3 ^ 2 / /wl

_ è D —c
m 2 Mi

/D — r _̂ D — &\ / p
\ //?3 /»2 / m<>

D — g __ D — b \ \/~(



( 388 )
L'équation sera

(E)

tD
2— D -\

m

H- ( m2 — mx ) ( m 3 D
2 — D M ) \J-[ —

Comme il est facile de se convaincre, le facteur

de y/a est

c — b D — b D — c

D — b D —c 2 /D — b D —c

ou bien
2(c — b) , / a \ /D —6 D —

mi \

mais

TTiâ /?i-2 \ / n 3 nii ) \//?2 ' / n i /

i i \ c — fr 6 — c

le facteur de y/a est

c—b

qu'on peut écrire

m 3 — m 2

On a pris dans l'expression

le signe supérieur.
Toutes les combinaisons de signes sont au nombre



de quatre, car G'oj^ = ~F'O est aussi une solution, niais
peut-être y a-t-il quelques conditions limitant le nombre
de solutions.

L'analyse précédente nous enseigne que le problème

dépend seulement de ̂ -— ? -~ • Si l'on suppose, M, N étant

des constantes,

*-ï = Mcos6. *-i =NsinO,
Vï /ï

on peut exprimer les quantités j ' ; par les fonctions tri-
gonométriques et l'argument 9 sera déterminé par l'é-
quation (E) : il se peut que 9 soit complexe, de la forme
9'-+- 9"i; cela introduira les fonctions hyperboliques.

JNous avons

/?ii(D — a) — M 2 / n 3 ( D — c )cos 2 6 ,

m2(D — b) = N » m 3 ( D — c ) s i n * 6 :

on doit avoir l'identité, quel que soit D,

D - t ) = M*N»m8(D--c),
M2 = m3M

2N2,

/?i3 (b — c ) m6 (c — a )

Pour que la substitution soit réelle, il faut qu'on ait

b > c > a,
i i i i ^ î i

nii in-i nii nu ^ nu m^

ou bien

ou bien
W\ < ^2 < «'3-

En disposant les données du problème dans un tel
ordre, on est assuré que M, N sont réels.



Je vais ajouter quelques remarques au sujet de l'élimi-
nation. Soit C le cercle circonscrit au triangle cherché;
nous avons posé

on a

les xi satisfont à l'équation

1$— 2t
2-hyt — - {y — i) = o.

Supposons que wi varient de façon que les cercles
inscrit et circonscrit au triangle A< A2A3 restent inva-
riables. On a

WWW n
^1 Ci = - s 2 s 2 = -33Ç3 =

en désignant par C une constante indépendante de
wx (V2

 W3 -, comme

/ = mt m.2m3 =
(V>2 W j . W\ Ŵ 3 . W j W2

ou a
»Tj 572*̂ *3 -^ ' CiD.

Ainsi
i ( r __1} = /CD,

mais

C est une fonction rationnelle de D; je ne cile pas ici
la démonstration de la formule

c =



( 9 )
qui ne présente aucune difficulté, mais est seulement
assez longue, comme toutes celles fondées sur la théorie
des fonctions symétriques.


