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SOLUTION DU PROBLÈME DE MÉCANIQUE PROPOSÉ
AU CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1 8 9 4 ;

PAU M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Je vais indiquer pour quelques lecteurs des Nouvelles
Annales, comme je l'ai fait depuis plusieurs années,
une solution du problème de Mécanique proposé au
dernier* concours d'Agrégation des Sciences mathéma-
tiques. J'en résume l'énoncé.
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Une plaque très mince, homogène et pesante, ayant

la forme d'un triangle équilatéral A{ A2 A3, se meut de
telle sorte que le sommet A< glisse avec frottement sur
un plan horizontal P7 tandis que les sommets A2, A3

glissent sans frottement sur un plan parallèle Q et
qu'une tige verticale 0 0 ' , fixe et parfaitement polie, est
engagée dans une très petite ouverture pratiquée au
centre de gravité G de la plaque; le plan Q est mené
au-dessus de P à une distance telle que la plaque fasse
un angle de 45° avec l'horizon. Cela posé, on imprime
à la plaque une rotation co0 autour de 0 0 ' et l'on de-
mande son mouvement ultérieur ainsi que les réactions
verticales N f , N2, N3 exercées sur les points A<, A2,
A3. Montrer que, pour une certaine valeur p. de o)0? N<
est toujours nul} distinguer le cas où <JL>0<̂  ui et le cas
de co0^> [JL*, chercher ce qui arriverait si le sommet Af

était simplement posé sur le plan P.

Les forces extérieures qui sollicitent la plaque sont :
i° le poids mg ; 2° les réactions verticales N4, N2, N3

que je compte positivement dans le sens contraire de la
pesanteur ; 3° la réaction R de la tige 0 0 ' , réaction ho-
rizontale comme la force de frottement exercée sur le
sommet A{. La vitesse de ce point est parallèle au côté
opposé du triangle; je la supposerai toujours dirigée
dans le sens A3A2} la force de frottement est de sens
contraire et égale à f N, si, comme je le suppose d'abord,
N< est positive.

Quand le point A, ne quitte pas le plan P, le centre
de gravité G est fixe; la réaction R est équipollente à
— f Ni et l'on a

(i) N1-hN2-h N3 — mg = o.

Nous définirons l'orientation de la plaque au moyen
des angles <J/, 0 et <p d'Euler. Je considère trois axes rec-
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tangulaires de directions constantes G J , , Gy\, Gz{, ce

dernier en sens contraire de la pesanteur, et trois axes

liés invariablement à la plaque, Gx suivant la ligne de

plus grande pente GA1? Gy dans la direction de A3A2,

Gz normal à la plaque et faisant avec GzK un angle

aigu. L'angle à est l'angle x<Gy\ l'angle Q, égal à /\D°

quand le point A4 reste dans le plan P, serait variable

dans le cas contraire; o est, dans tous les cas, égala

2700. Gx, G j , Gz sont axes principaux en G, les mo-

ments d'inertie correspondants sont A, A, 2A;

A — — ma-,

a étant le côté du triangle A<A2A3. Les coordonnées

des trois sommets dans le plan du triangle sont respecti-

vement

a a n a a
— ? o ; — — - y - ; — 7

v/3 V^ '2 ?V3 ?

Si l'on remarque enfin que les composantes d'une ré-

action verticale N/ suivantG.r, Gy, Gz sont —]N/sin9,

o, N/cos9, et si l'on désigne par p, q, r les composantes

de la rotation instantanée, on aura, pour déterminer le

mouvement de la plaque autour du centre de gravité,

trois équations de la forme

A ^ -1- \ q r = -(N2_N3)cos0,

A^7- — Arp ^ JL•- (N2-f- N3— aN,) cosO,

Lorsque 6 doit rester égal à 45°, le mouvement élé-

mentaire de la plaque se réduira toujours à une rota-

tion co autour de 0 0 ' ou de G-, ; on aura visible-
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nient

et les équations d'Euler deviendront, après de légères
réductions,

(3) A c o - _ ^ _ ( N , + ] \ , alN,),

<:/* ^/g 4

Des équations ( i ) et (3) je tire

v i / A v/6 \ v AT i / A v/6
T; ( m g ' ^ h ] \ 2 N 3 = ^ \img
•J \ (Js J 3 Y CL

de même, des équations (2) et (4 ) ,

9

(5)

«^ 3 A y/6 9

On est conduit à poser

..o _ rnga _ 4,i
A v/6 a '

Les équations précédentes deviennent
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L'équation (8) montre que, si co0 était égal à jx, to ne
pourrait prendre une valeur différente au bout d'un
temps fini quelconque : la plaque tournerait uniformé-
ment autour de 00'*, les équations (6) et (7) prouvent
que N< serait égal à zéro, N2 et N3 à ^ mg.

11 faut se rappeler que, si les équations (1), (2), (3)
sont légitimes quel que soit le signe de N4,l'équation (4),
où entre la force de frottement, ne le sera que si N< est
positif : l'équation (6), qui résulte de (1) et de (3),
montre que, pour cela, il faut et il suflit que co soit << fx.
11 en sera ainsi quand co0 < u, w ne pouvant que dimi-
nuer par suite du frottement} donc, en ' supposant
to0 << tji, les équations (6), (7), (8) sont exactes et je
puis intégrer la dernière, ce qui donne

ou, résolvant par rapport à

(9) w = iAr7 :

La vitesse angulaire diminue quand t augmente,
ainsi que l'indiquait l'équation (8) : elle s'annule
quand on a

à partir de cet instant, il est évident que la plaque va
rester immobile, w étant nulle : on ne devra plus
prendre l'équation (9)5 l'équation (8) elle-même ne
sera plus vraie, puisque la force de frottement s'annule,

et devra être remplacée pai'-jr ~ °-

L'angle dont la plaque aura tourné s'obtiendra en

remplaçant co par -~- dans l'équation (9) et intégrant ; si



Ton suppose que à s'annule avec £, on a

: _ iQcr -

p o u r t = tiy

=- log

On peut exprimer w e t A à l'aide de fonctions hyper-
boliques : si l'on pose

-- = langhyp (ia-:,

ce qui donnera T = t{. on trouve

i / , \ . i , ros h \ p a a -
CL> = a tang h \ p w a ( x — t ) , ù — - log : - î

' ft J 1 r 7 ' ' a ° c o s h \ p [ia(T — f )

Les équations (6) et (7) donnent, en fonction de co et
par suite de £, les valeurs de N<, N_,, N3 ; la discussion
en est bien facile. Je remarque seulement que, lorsque t

/ et \

tend vers£{, Ni tend verb-j/wg1, N2 el N3 vers / | dz - )/^g";

quand la plaque sera devenue immobile, JNn N2 et N3

seront évidemment toutes égales à -| nig) JN2 et N3 chan-
gent brusquement de valeurs quand la plaque s'arrête,

aussi bien, d'ailleurs, que-7-•

N< restant positive daus le cas considéré, le sommet A<
appuie toujours sur le plan P et, quand môme il pour-
rait le quitter, il ne le ferait pas et les résultais précé-
dents subsisteraient.

Supposons maintenant to0 ^> \k : l'équation (6), tou-
jours vraie, prouve que N^ sera négative tant que to
sera >[Ji; dans les équations (4 ) et (8) , il faudra
changer f en — j \ et, par suite, a en — aM pour que
la force de frottement figure comme dirigée en sens



contraire de la vitesse du point A<. En mettant en évi-
dence des quantités positives, on remplacera les équa-
tions (6), (7), (8) par les suivantes :

La dernière montre que w diminue constamment
jusqu'à la valeur JJ., qu'il atteint au bout d'un temps
infini. On en tire d'ailleurs, en intégrant comme dans
le premier cas,

W r r : JJL • '- — ,

i ((JL>O-+- u.)e\)-'y-t— ( W Q — p . )e~\ l ' x i

a b 'X u.

Pour introduire des fonctions hyperboliques, il fau-

ra représenti

hyperbolique
dra représenter — » qui est ^>i, par une cotangente

— r= cot hyp jjiap ;

on trouvera
, i , sin hyp txa(<-f-p)

r ' ' a ° sin hyp jxap

Lorsque t augmentera indéfiniment, on voit que N<
tendra vers zéfo, N2 et JN3 vers ~ mg.

Dans ce second cas, wo^> JJI, nous avons trouvé que
N4 est toujours négative, c'est-à-dire que le sommet A<
tend à s?élever au-dessus du plan P ; s'il est simplement
posé sur ce plan, il s'en séparera et le mouvement de
la plaque sera bien différent de celui que nous avons
étudié ci-dessus. On pourrait le déterminer au moyen
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du théorème des forces vives et de celui des aires; mais
pour plus d'uniformité, et afin de pouvoir calculer les
réactions exercées par le plan Q, je suivrai une marche
correspondante à celle qui précède.

Les forces extérieures sont les réactions N2 , N3 du
plan Q, la réaction R de 0 0 ' et le poids nig. Le centre
de gravité restant sur 0 0 ' , on voit que R est nulle}
l'ordonnée Ç de ce centre, par rapport au plan fixe Q,

a sin 0 .,
est — et I on a

Le mouvement de la plaque autour de son centre de
gravité est encore déterminé parles équations d'Euler
que nous avons écrites : il faut toutefois y faire N< = o ;
quant à p7 q, r, on les exprime aisément en fonction
de 8' et <!/, soit par des considérations géométriques
directes, soit à l'aide des formules de Cinématique bien
connues, dans lesquelles on fera cp •= ayo°; on trouve

ƒ>= — <!/«inQ, y = 0', r = d/cos6.

Substituant dans les équations d'Euler et réduisant,
on a

k . , eblt' (t ,m , _T v .
(u) — A s i n ô - — — -(?<o—Ps 3 )cos0,

ctt i\

dt ' -2v/3

(i3) a A ( c o s e - ^ r —V® s i n ö ) = - ( ^2—^3)s inö .

Je remplacerai maintenant A par sa valeur —— et g

p a r Ji_? ( 5 ) ; alors, les équations (i i) et ( i 3 ) nous



donneront

(i4) ( n - cos2ö)-y 2<]/0'sin6cosO = o,

os«0)(N2—N3) = — ^ 9'^'sin20.

De même, on tire des équations (10) et (12),

( i -+-2cos20)-- — 2 6'2sinO cosO

(IH-2COS*0)(N2-HN3)
(i7Ï ma f ix2

v J ' — f -i h <V2 s i n O c o s 2 0 -•- 0 ' 2 s i n 0
2y3 \2V'2

L'équation (14) s'intègre immédiatement : l'iiilégrale

(1 -1- cos2ö)^' = |w 0

montre que à varie toujours dans le même sens; elle
exprime que la somme des moments des quantités de
mouvement, par rapport à OCV, est constante. Si, dans
l'équation (16), on remplace <]/ par sa valeur et si l'on
multiplie tous les termes par 26'. on peut intégrer, 6'

s'annulant pour sinQ = — ; après de simples transfor-
y/'2

mations, l'intégrale peut être mise sous la forme

O« (1 - Jl ; i n 0 )
u -\i V^sinu; 4 ( l _i- 2 C os*6)(n-cos«0)

t peut s'exprimer en fonction de 0 par une quadrature.
Le numérateur de la fraction, qui figure dans la valeur
de Q'2, est positif pour 6 égal à 4^% négatif pour
0 = — 4 J°; on en conclut aisément que 9 oscille entre
45° et une limite comprise entre 4^° et —4^>°? cette



limite sera négative, et la plaque pourra devenir hori-
zontale, si o>3 est > |UL2. Dans tous les cas, la plaque a
un mouvement périodique, venant toucher le plan P à
intervalles fixes.

Les valeurs de N2,N3 se détermineront en fonction
de 6, au moyen des équations (i 5) et (17), dans lesquelles
011 remplacera à' et 8' par les valeurs obtenues, il n'y a
qu'un instant; les résultats ont une forme compliquée
et leur discussion semble offrir peu d'intérêt.


