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SUR LE PROBLEVE DE L'INTERPOLATION DANS LES SUITES
RECURRENTES ;
Par M. Ep. MAILLET,

Ingenieur des Ponts et Chaussees.

Ce probléme a été défini ainsi qu’il suit par M. M.
d’Ocagne ('):

Dans chacun des intervalles laissés entre les termes

(*) Jow nal de I’Ecole Polytechnique, p 193;1894 A Pendroit cite,
M d’Ocagne indique pour la solution de ce probleme une methode
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consécutifs d’une suite récurrente du pémordre,'inter-
caler k —1 termes de facon que la nouvelle suite
ainsi obtenue soit elle-méme récurrente du p*™ ordre.

Une telle interpolation est dite une interpolation
d’indice k — 1.

Nous cherchons ici a résoudre ce probléeme en trai-
tant le probléme inverse : 4 quelles lois sont soumises
les suites obtenues I en prenant dans une suite récur-
rente S les termes de k en & & partir d’'un terme arbi-
trairement choisi.

Nous supposerons toujours la loi d’ordre p de la
suite S irréductible.

I. — L'équation genératrice irréductible de la suite S
a ses racines distinctes.
Soient x, le terme général de la suite S,
(1) Znvp= A1 Tnip—1~+...+Apxp,
la loi réductible de cette suite,
(2) Ep = A Bt L+ Ay

son équation génératrice correspondante, de racines
distinctes Ay, Ay, « ..y hp, €t Z 0.
Soit

(3) .709 .yh ooy yu Ys+1 oo

la suite obtenue en prenant dans la suite (1) les termes
de k en k& a partir d’'un terme quelconque arbitraire-

générale fondée sur Pemploi des suites fondamentales et développe
complétément cette solution dans le cas des suites du second ordre.
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ment choisi ; on aura (*)

3
I
3
I

ay )y +asdi +...taphd,
Vsl = Tpag = At NIHE @ \PYR apAi+k,
e e e e,

Vs+p= Tnapk= ay NPk 4 a’l’;“""" .o aphGTPE

Ceci posé, nous remarquerons que, puisque X,
hgy -y Ap sont distincts, I'équation (2) pourra
s’écrire

5) —o,

d’apres les propriétés connues des déterminants de Van-
dermonde, en sorte que (1) s’écrira

1

Zn )
Tpr1 Mool Ay —o
Zn+p )\’{ cen )‘;))

Or, on arrive immédialement a ces formules en con-
sidérant les formules analogues a (4) qui donnent x,,
Lnyrs + oy Tnyp. Dés lors, un procédé analogue nous
donnera la loi a laquelle satisfait la suite (3).

Supposons que parmi les puissances M, A%, .. ., Ay il
y en ait

iy égales a A%, que 'on peut désigner par A%, N, ...,

i, égales a A%, » PN VR
(7)

............. PN

. , S YNk k 'k

ip, égales a )‘Pn’ » Moo A

YR 7\’_‘,, . ,7\;‘,‘ étant distinctes et iy + i+ . . . + 7, =p.

(') D’aprés les formules connues de Lagrange.
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Ceci revient a dire que le rapport de deux racines
de (2) est ou non une racine k**=¢ de I'unité suivant que
toutes deux sont ou ne sont pas contenues dans une
méme ligne de (7).

Les relations (4) donneront

Ys=(a M +ai AP +.. )+(ari+a) P +..)+...
+(ap p+a, AN+...),

s = (@M +al P+ )M+ (a?h2+a NP+ )M+, ..

n ’ ’ k
(8) +(ap,1p‘l+am)\l)'l‘+...))\,,.,

d’ou
Vs I 1 I
. ye |

k ok k
Forpe Mk Mgk O

quel que soit s; la loi de récurrence (g) est donc une
loi & laquelle satisfait la suite (3); elle est la méme
pour les k suites distinctes analogues a (3) que l'on
obtient a I'aide de (1). Je dis que c’est la plus petite loi
commune a ces k suites.

Indiquons d’abord comment on pourra trouver la plus
petite loi commune a k suites récurrentes quelconques:
soient 0, (§) =o, 60;(E) =0, ..., 8 (£) = o les équa-
tions génératrices irréductibles de ces k& suites, 0 (£) le
plus petit commun multiple des polynomes 6, (§),
B, (§), ..., 0k (§). Les k suites satisfont (*) a la loi
d’équation génératrice O (§) = o. Réciproquement, si
les k suites satisfont a une loi d’équation génératrice

(*) Voir d'Ocagne, loc. cit., p. 181, et une Note parue dans les
Nouvelles Annales; 18g5.
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H (E) = o, H (&) est divisible par 8, (£),0,(£),...,0x(£),
et en conséquence par 6 (£). On peut donc dire que la
loi d’équation génératrice © (£) = o est la plus petite
lol commune aux k suites.
Or, les /& suites (3) satisfont a la loi (9) d'équation
génératrice

1 I e 1
E A L0 Ak
(10) ' Prl=o,
-
Epe kL, An:

dont les racines sont A¥, ML )\;'. Si laloi (9) n'est
pas la plus petite loi commune aux k suites, ces dec-
niéres satisferont a une loi d’ordre plus petit dont le
polynome générateur aura au moins un facteur de
moins, (§ —1¥) par exemple, que le polynome généra-
teur (10). On en conclut facilement en exprimant
d’aprés les formules de Lagrange y;, vy, - . ., en fonc-
tion des racines de ’équation génératrice irréductible
de la suite (3) et égalant aux expressions (8), que le
coefficient de A, ..., 2" dans ces derniéres expres-
sions est nul, et cela quelle que soit celle des & suites (3)
considérée. En les prenant successivement, on en
déduira

ay+aj+...=o,
s ajh+ajkj+...=o,

(1)

.................... )

Ces relations ont lieu entre les 7, racines dont les
puissances k™ appartiennent & la premiére ligne
de (7). On a d’ailleurs i, <k, puisque ces i, racines sont
distinctes et que leur rapport a I'une d’entre elles arbi-
trairement choisie doit étre une racine k™ de I'unité

distincte pour chacune d’elles. Les relations (11) donne-
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raient alors ou a, = a)=...=o, et la suite (1) serait
d’ordre p réductible contrairement a I’hypothése, ou

I I
Ay M oo l=o,

PR Wi

ce qui n’a pas lieu, puisque A,, X, ... sont distinctes.

On voit donc qu’en supposant l'existence d’une loi

commune aux k suites (3) plus petite quela loi (9), on

est conduit a un résultat absurde. Dés lors :

Laloi (9), d’équation génératrice (10) est la plus
petite lot commune aux k suites (3).

Les relations (8) montrent que la condition nécessaire
ct suffisante pour que la loi (9) soit irréductible pour
une des suites I est que les coeflicients de 3%, W ) )\]],"
dans y,,, soient tous différents de zéro. Or la loi (1)
étant irréductible, et a,, a., ..., a, dillérents de zéro,
cette condition aura toujours licu en particulier pour
chacune des k suites si 2, 0% ... )\;, c’est-a-dire les
puissances A*™® des racines de ( 2), sont toutes distinctes,
ou si le rapport de deux des racines de (2) ne peut ére
une racine k"¢ de 'unité; donc :

Si lon ne peut trouver deux racines de l'équation
génératrice irréductible (2) dela suite (1) dont le rap-
port soit une racine k™ de l'unité, les k suites (3) sa-
tisferont simultanément & la loi irréductible (g).

Remarque I: — On doit noter 'intervention dans ce
qui précéde de I'équation aux puissances kitmes des ra-
cines d’une équation.

D’abord I'équation (10) n’est autre que 1'équation
ayant pour racines les puissances k™ distinctes des
racines de (2) ou (5); mais on obtient de la maniére
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suivante I’équation ayant pour racines les k puissances
ki¢mes distinctes ou non, des racines de (2)ou(5); con-
sidérant les relations

‘ Zprp=AZpipa+...+ Apzy,
), xn+p+i:A11‘n+p‘*‘---+ A_uxn—H,v

(12)

R tes e eecres ey

Tpaph= M1 Znrpri—t—+. ..+ ApZprp—1yp,

remplacant X, Znyky « .oy Tnypk PAT Y5y Vsgts -0y Vorp
et éliminant les autres quantités x;, nous obtiendrons,
sous forme d'un déterminant égalé a zéro, une relation
de récurrence entre ¥, ¥4 - - -5 ) s4p, dont I'équation
génératrice est précisément l’équation cherchée. La
chose est évidente dans le cas ou WoNE L 7\’1‘, sont
distincts; on en conclut facilement qu’elle a licu encore,
par raison de¢ contlinuité, quand certaines de ses quan-
tités sont égales.

Remarque I1. — Ce qui précéde donne un moyen de
simplifier I’étude de certaines suites récurrentes : sup-
posons que I'équation génératrice irréductible d’une
suite, de racines distinctes, en posséde deux Ay, kg, par
exemple, telles que &y = hy7, 7 étant une racine ki*me de
Punité. On a ¥ = 2% et dés lorsles £ suites récurrentes
formées en partant de chacun des termes xy, x4, ...,
xx_y et prenant les termes de la suite proposée de k
en k, satisfont a une loi commune d’ordre plus petit
que celui de la proposée.

En particulier, si les rapports de toutes les racines
a A, sont des racines de |'unité, ces derniéres satisferont
a4 une méme relation 7”*— 1= o0, k étant convenable-
ment choisi, et la suite proposée se décomposera en k
suites d’équation génératrice E—1 =0, Cest-a-dire
en k progressions géométriques.
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II. — L’équation génératrice irréductible de la suite S
a des racines égales.

Les raisonnements étant semblables 4 ceux du para-
graphe précédent, nous pourrons abréger.

Conservons les notations des formules (1), (2), (3),
et soient Ay day ..., Ay les racines distinctes de (2),
01y P2y » -y pp leurs degrés de multiplicité respectifs.

On aura ()

Ys=Tp= )\;lf‘(ﬂ)+. e )\z'fp'(n)7
(13) Vs = Tpap= Nk f(n4+ k). o+ 25 for(n+ k),

ou fi(n), ..., fpr(n) sont des polynomes entiers en n
de degtés respectifs o7, p3', ..., p,'. Dans ces poly-
nomes les coeflicients des puissances les plus élevées
de n sont £ o, puisque la loi d’équation génératrice (2)
est irréductible (d’ordre p=p, 4+ p2+. ..+ 2,).

Supposons que, parmi les puissances 3§, 24, ..., A},
il y en ait

i égales a \¥, que l'on peut désigner par A, L/, ...

4 . N :
(14) iy » LR » » A5 N, s
. k A 'k
ip, Aoy » » Aoy At ,

WO ‘A";,‘ étant distinctes et J; + iy +...+ip,=p'.
Parmi les quantités Az, ), ... dont les puissances ki¢mes
appartiennent ‘@ une méme ligne de (14), considérons
celle dont 'ordre de multiplicité dans (2) est le plus
grand, et supposons par exemple que ce soit A;.

Je dis que les k suites X analogues a (13) satisferont a

(') D’aprés les formules connues de Lagrange.
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la loi d’équation génératrice
(15) E—2p(E—2e .. (E—=2p )ri=o0

et que cette loi sera la plus petite 101 commune a ces k
suites.

" Vérifions d’abord le premier point.
Les équations (13) pourront s’écrire

| Ys=xa=[R fi(n)+ XY fr(n)+...]+...
S ()25 )+,
V1= Tper =[MNF fi(n 4+ k)= NP £ (n 4+ k). . ]+
) [)\"”‘f,,,(n+lx)+k"+"fp,(n+m+ -1

Vs+j= Zn+jh =[)\"”/‘f1(n A JR)+ NPHE (4 jRY 4+
+[ "+’ C o (o R+ )\,"”"f,',,l(n 4+ jh)+...],

n étant un nombre entier arbitrairement choisi, mais
donné, et j un entier quelconque.

En désignant par 9,(j), 92(j), «« -, ¢p, () des poly-
nomes entiers en j de degrés respectifs au plus égaux a

: b \
21—, 92— 1T,y euuy opp— 1, (13) devient, d’aprés (16),

C o ys= o01(0) +...+9¢p(0),
s Ii‘.?](l) +...+)\£;C?,,ll(j),

ce qui montre immédiatement que la suite y5, yoyy, ...
satisfait (') a la loi d’équation génératrice (15); il en

(*) On verrait de la méme maniére que la suite A} £, (n), ...,
MR E (np k), ooy MR £(n 4 k), ... satisfait a la loi d’équa-
Ann. de Mathémat., 3¢série, t. XIV. (Novembre 1895.) 33
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est donc de méme des A, suites X, puisque (15) ne dépend
pas de n.

Vérifions le second point :

Si une des suites (17) satisfait a une loi d’équation
génératrice ayant son degré inférieur a celui de (15),
clle satisfera & une loi dont I'équation génératrice sera,
par exemple, de la forme

(& = M)r1@(2) = o.

®(£) n'admettant pas le facteur (& — 5, le coef-
ficient de la puissance gy —1 de j dans o, (j) devra étre
nul. Si ay, a\, ... désignent les 7, cocllicients de np.—?
dans les i, polynomes f,(n), f/(n), ... faisant partie
de la premicre parenthése du dernier membre des ex-
pressions (16), un au moins, a,, de ces coefficients est
# o0, puisque la loi (1) est irréductible pour la suite S,
ct il faudra

ay Wik @ sk =0

ct si la loi d’équation génératrice (15) n’est pas la plus
petite loi commune aux k suites ¥, on en conclura en-
core A relations de la forme (11) que 'on reconnaitra
¢étre impossibles. Donc

La loi d’équation génératrice (15) est la plus petite
loi commune aux h suites (3).

De méme, la condition nécessaire et suflisante pour
que la loi d’équation génératrice (13) soit irréductible
pour une des suites I est que les coefficients des puis-

tion génératrice (¢ - );1' )?1, ce qui donne I''dentité
Sn+gh)— 4 (-1 )“Cg‘ fion—=[j—alh]+...
+(=0af(n+[] —plh)=o0,

f, étagt un polvnome quelconque de degré <g - 1.
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Sances py—1, pa—1, ..., pp,—1 de j dans les poly-
nomes 9,(j), 92(j), -+ ., 9, (j) respectivement soient
#Z o.
Cela aura lieu en particulier si, parmi les racines ),
7y - -+ dortt les puissances ki font partie d’une méme
ligne de (14), il n’y en a qu’une dont le degré de mul-
tiplicité dans (2) soit p;, quel que soit .

Si, parmi les racines de I'équation génératrice irréduc-
tible (2) dela suite (1), dont le rapport a 'une d’elles
est une racine A¢ de 'unité, il n’y en a pas deux qui
possedent un ordre de multiplicité égal et maximum
parmi ceux de ces mémes racines, les k suites (3) satis-
font simultanément a la loi irréductible d’équation géné-
ratrice (15).

Ceci est applicable en particulier aux suites S d’équa-
tion génératrice irréductible (E — N )P = o.

Remarque I. — On doit noter encore Vintervention
de I'équation aux puissances A*" des racines de (2).

Remarque II. — Ce qui précéde permet encore de
simplifier I’étude de certaines suites récurrentes : il suf-
fit que I'équation génératrice irréductible d’une suite S
posséde deux racines hy, A, dont le rapport soit une ra-
cine Ai*™ dc 'unité pour que les termes de & pris de &
en k forment k suites satisfaisant a une loi commune
d’ordre plus petit que celui de S.

En particulier, si les rapports de toutes les racines a
A, sont des racines de I'unité, on peut trouver k de fagon
a décomposer S en k suites ¥ satisfaisant 4 une méme
équation génératrice

(18) (Ea}i“)r’ﬁ:(),

7., étant la racine d’ordre de multiplicité maximum dans
I’équation génératrice irréductible de S. Si cetie der-
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nicre ne posséde pas une racine 3£ ), et d’ordre de mul-
tiplicité égal a g,, Péquation génératrice (18) est irré-
ductible pour les & suites .

Quand g, = 2 et quand toutes les racines de (2) sont
des racines de 'unité, on voit qu’on peut trouver £ tel
que les k suites (3) ou (13) soient des progressions
arithmétiques ou géométriques: on obtliendra exclusive-
ment ainsi des progressions arithmétiques si en méme
temps 'équation (2) n’a u’une racine double.

Si en particulicr la suite (1) est du deuxiéme ordre,
son équation génératrice sera d'une des deux formes
(E—2)(E — %) =0 avec k3 hy, ou (E—%)2=o0.
Danis le premier cas, (10) devient (§ —25)(E -2 ) =o
sinf AWM ou (5 —W) =0 si ) — 2% dans ledeuxieme,
(15) devient (§ —)\f)2 = o et est irréductible pour les k
suites (3). Pour =1, on retrouve alors un théoréme

de M. d’'Ocagne (') :

Si, dans une suite récurrente du deuxiéme ordre,
les termes pris de k en k a partir d’un certain terme
forment une progression arithmétique, il en est de
méme & partir d’un terme guelconque.

Actitre de vérification de ce qui précéde, nous citerons
non seulement le Mémoire de M. d’Ocagne, mais encore
une Note de M. Appell (2) sur les fractions continues
périodiques : si k est le nombre des quotients de la pé-
riode, les numérateurs et les dénominateurs des réduites
forment respectivement une suite récurrente dont
Péquation génératrice irréductible a 2& racines qui sont
le produit de deux d’entre elles convenablement choisies

(') Mémoire déja cité, p. 199.
(*) Archiv der Math. und Phys., 1878, t. LXII, p. 183. Voir
aussi le, Mémoire préeité, p. 217,
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par les k racines de 'équation &¥-—1=0. Chacune de
ces deux suites pourra donc se décomposer en k suites
récurrentes du deuxiéme ordre, ce qui résulte d’ailleurs
immédiatement de la forme spéciale de I'équation géné-
ratrice.

IIl. — Le probléme de linterpolation

dans les suites récurrentes.

C’est le probléme inverse de celui que nous venons
de résoudre : il s’agit de trouver toutes les suites (1)
qui peuvent conduire a ur.e méme suite (3).

Soit g 'ordre de la loi irréductible de (3); I'ordre p
de la loi irréductible de (1) sera 2 4.

Si l'on veut que p = g, il suffira d’identifier I'équa-
tion irréductible E, de (3), suivant qu’elle aura ou non
des racines égales, avec (15) ou (10) : I'équation irré-
ductible E de (1) aura pour racines les racines k'™ des
racines de I’équation irréductible de (3) avec les mémes
ordres de multiplicité respectifs.

Si I’'on veut que E, soit la plus petite équation géné-
ratrice commune aux % suites analogues a (3) que I'on
pourra déduire de (1), E aura encore toutes ses racines
distinctes ou non en méme temps que Ey, et ces racines
seront encore des racines k*™ de celles de E,. En
mettant E, sous la forme (15) ou (10) et tenant compte
des conditions (14) ou (7), on déterminera facilement
les équations génératrices (2) d’ordre p admissibles :
d’aprés (14) ou (7) il faudra évidemment p < gk.

Dans le cas général, on remarquera que le polynome
générateur irréductible de (3) est un diviseur du pre-
mier membre de (15) ou (10). Il suffira donc de multi-
plier ce polynome par un polynome quelconque et de
considérer le produit Ej comme le plus petit polynome
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générateur commun aux k suites analogues a (3) que
I'on pourra déduire de (1), de I'identifier avec (15) ou
(10), puis d’en déduire (1) et (2) comme précédem-
ment, en tenant compte de ce que E, et E sont irréduc-
tibles.

Nous nous contenterons simplement d’indiquer la
solution dans le cas on E doit n’avoir que des racines
distinctes, ce qui exige que Eg n’ait que des racines
distinctes.

Soient py, pray « .o, g les racines de Eq, pgyry o« o,
g les autres racines de E/. D’aprés (7) et (8) on devra
avoir, a cause de la relation

Fsre=bypl by . = bgpho.ph .+ 0.pf,
quel que soit ¢, s étant donné,

/ b] = a,)\’{—i—a’i )\’1"—%—...,
by= as i+ agXP+. ..,

(1 8)

Cee e C e ee e teesea ey

o=aphp+aphf+....

Dans ces formules on aura ¢'=p,, b, o0, ...,

by#0,a,70,d,=0,...5...;a;, 7 0, d,F0,...,
et de plus

. g . . 73
ylz)\’{z)\{‘Z..., cees p.,,f:')\!',r:)\,/z.,..

My Ny eensann; Agy hgy «+ -, étant distinctes.

On pourra toujours satisfaire a toutes ces conditions
pourvu toutefois que dans chacune des ¢'— g derniéres
équations (18) on ait au moins deux racines As.
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IV. — Des suites autointerpolables.

Nous ne considérerons comme suites autointerpola-
bles que les suites analogues a (3) d’équation généra-
trice irréductible E, telles qu’aprés interpolation la
suite (1) obtenue ait aussi pour équation génératrice,
¢videmment irréductible d’aprés ce qui précede, E,.

1° Ey n’a que des racines distinctes. — On identi-
ficra Eo avec (5) et (10) a la fois. Les puissances k"
des racines de E, scront les racines de E, prises dans
un ordre différent ou non

A e
)\“ = )\,” )\/2 = }\,” ey )\;‘J = gy

On en conclut que toutes les racines de E, satisfont

4 une méme relation
ghm—1 —

et que Ay, hay . oo, hp sont des racines de 'unité. 1l en
résulte facilement, d’aprés les formules de Lagrange,

Ty = Tpfm— 1,

quel (ue soit n. La suite récurrente proposée ne renfer-
mera, a proprement parler, que A” — 1 termes distincts
au plus.

2° Ey a des racines multiples. — On identifiera
encore Ej avec (2) et (15). Les puissances k' des
racines de F, qui sont d’ordre de multiplicité ¢ seront
ces mémes racines prises dans un ordre diflérent ounon.
On en conclut encore que les racines de E, sont des
racines de 'unité.

Mais ici les formules (13) montrent immédiatement,
puisque E, est irréductible pour les suites considérées
et que par suite fy(n), ..., fpr(n) prennent une infi-
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nité de valeurs avec », que la suite considérée contien-
dra une infinité de termes distincts.

Exemples. — Comme exemple du premier cas, on

peut citer les suites d’équation génératrice irréduc-
tible

E[’_': 0,

qui sont autointerpolables d’indice k— 1, pour k pre-
mier a p, ct les suites telles que
VDN
quel que soit /.
Comme exemple du deuxiéme cas, nous citerons : les
suites pour lesquelles E, est de la forme

(S’“")P:Oa

qui sont autointerpolables d’indice k¥ — 1 quelconque;
les suites pour lesquelles E, est de la forme

(E—p(E+np=o0
ou
(E—1)pr (8 4+ 1)p: (24 1)Pr = 0,

autointerpolables d’indice (k — 1) pair quelconque; les
suites pour lesquelles E, est de la forme

E—1)p(E+ 0 (E— ) (E+i)Pc=o,
= \/:-_l,

autointerpolaires d’indice k — 1 = 4&; les suites pour
lesquelles E, n’admet comme racines que des racines
de §—1=o0, qui sont autointerpolables d’indice
k — 1 = mgq (m quelconque entier).

On voit cn particulier qu’une progression arithmé-
tique, d’équation génératrice irréductible (§ —1)? = o,
est autointerpolable d'indice & — 1 quelconque.

D’apeés ce qui précéde, les valears de T'indice pour
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lesquelles une suite d’équation génératrice irréductible
E, est autointerpolable forment une ou plusieurs pro-
gressions arithmétiques.
A titre de vérification, nous renvoyons a ce qu’a fait
M. &’Ocagne pour les suites du deuxiéme ordre (*).



