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CERTIFICATS D’ETUDES SUPERIEURES
DES FACULTES DES SCIENCES.

SESSION DE JUILLET 1897. — COMPOSITIONS.

Lille.

CERTIFICAT DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.
1. Enoncer et démontrer les propriétés principales

des fonctions définies par les égalités suivantes

=2

s(z):;ll(l —;;)e;—'_z_“’;,

> pla)y=—"(z).

On suppose que U'on donne & w toutes les valeurs
comprises dans la formule

w=ou9ko+ 2k

w, w' étant deux constantes données dont le rapport
est imaginaire, k et k' deux entiers susceptibles de
prendre toutes les valeurs entieres positives ou négatives
ou nulles sans pouvoir toutefois s'annuler en méme
temps.

Montrer comment toute Sfonction doublement perio-
dique et méromorphe peut s'exprimer ¢ l'aide d’une
Jonction L (z) et de ses dérivées.

2. Intégrer I’équation linéaire

3 2
:1‘361‘—}—/—121'2‘1‘}, —1—60.2“—1"Z —120) = 22¢.

dr dx? dx
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N. B. — L’équation algébrigue qu’on est conduit
résoudre a ses racines commensurables.

CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

1. Donner les différentes définitions des lignes de
courbure d’une surface; montrer gi’elles sont équiva-
lentes; établir Iéquation différentielle des lignes de
courbure : application aux surfaces du second ordre.

Démontrer les propriétés fondamentales des lignes
de courbure en général, leur conservation dans la
transformation par inversion, leur réle dans la théorie
des systémes triples orthogonaur.

2. Lignes asymptotiques d’une surface de révolu-
tion; déterminer le méridien de telle sorte que les
lignes asymptotiques se projettent sur le plan des pa-
ralléles suivant des spirales logarithmiques ayant le
pied de l'axe pour pole.

CERTIFICAT DE MECANIQUE RATIONNELLE.

1. 1* Etablir les équations de Lagrange pour un
point matériel mobile, sans frottement, sur une surface
fixe ou mobile.

2° En supposant que celte surface soit fire, et que
la force appliquée au mobile derive d’un potentiel, ra-
mener les équations du mouvement & la forme cano-
nique; puis montrer que, si I’'on en connait une inté-
grale premicre, distincte de celle des forcesvives, leur
intégration s'achéve a l'aide de quadratures.

2. Un tube homogéne pesant AB, de section négli-
geable, et ayant la forme d’une demi-circonférence,
est suspendu o une tige rectiligne horizontale fire xx’,
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a l'aide de deux tringles CD, C'1Y 1erminées par des
anncaux trées petits D et 1. Ces tringles, invariable-
ment fixces au tube en C et C, sont égales et symé-

x__ o D

c’ c

AN

triquement placées, de maniére que, dans toutes les po-
sitions du tube, le diamétre AB reste parallole & xx'.

Quand le tube AB est immobile dans sa position d’é-
quilibre stable, on abandonne & elle-méme en A, sans
vitesse initiale, une petite sphére pesante S, ayant un
diamétre un peu inférieur & celui du tube, de maniére
qu’elle puisse y pénctrer.

On demande d’étudier dans ces conditions, et sans
tenir compte du frottement, les mouvements de la
sphere S et du tube AB. On désignera par m la masse
de cette sphére et par m' la masse du solide formé par
le tube et les deux tringles.

CERTIFICAT D'ASTRONOMIE.

1. Détermination de la parallaxe du Soleil par les
passages de Vénus.

N. B. — On suppose connues les formules de la pa-
rallaxe en longitude et en latitude, savoir

1= TP gy =

roPsinl}, .
COSA

. sin(A —o
sing ( P)

roy lyy hy étant les coordonnées écliptiques du lieu
d’observation, 1, ), P la longitude, la latitude et la
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parallaxe horizontale de lastre observé, o un angle

défini par la formule \ang s = tangdo
Sini S welans? = Cos(i—1o)

CERTIFICAT DE MECANIQUE APPLIQUEE.

1. Théorie du volant. On traitera seulement les
questions sutvantes !

1° Réles distincts du volant et du régulateur;

2° Formule permectiant de déterminer le moment
d’inertie, le poids et les dimensions du volant, con-
naissant la puissance ® de la machine en chevaux, le
nombre de tours N par minute, le coefficient de régu-
larieé m, le rapport )

K = —([)-‘)

ot T désigne le travail moteur pour un tour et § la
plus grande valeur de la différence entre le travail
moteur et le travail résistant, et enfin la valeur v
adoptée pour la vitesse moyenne & la jante;

30 Méthode employ ée pour déterminer le rapport K
dans la pratique.

2. Une machine & vapeur pour laquelle on a ®=3o0,
N = 60, m = 80, K =10, v =12, fonctionne en régime
normal, quand, par suite d’un accident, les résistances
sont brusquement réduites aux résistances passives,
propres & la machine, qui représentent un travail égal
au dixieme seulement du travail moteur. On suppose
en outre que le régulateur soit, par suite du méme
accident, empéché de fonctionner, de maniére que le
travail moteur par tour garde sa valeur normale.

Dans ces conditions on demande de déterminer ap-
proximativement les nouvelles valeurs de la vitesse v
aprés 1, 2, ..., n tours, de maniére a voir a peu pres



(1354 )
le temps dont dispose le mécanicien, pour arréter
Uarrivée de la vapeur avant que la machine ait pris
une vitesse dangereuse.

Marseille.
CerTIFICAT DE MECANIQUE.

Sur une droite horizontale Ox sont mobiles, sans
Sfrotiement, trois points de méme masse A, B, C.

Le point A est relié au point B par un fil élastique,
et le point B est relié au point C par un fil élastique

0 C B A @

identique au premier ; ces fils sallongent proportion-
nellement & leur tension.

A lorigine du temps, les points A, B, C sont sans
vilesse et les fils sont a Uétat naturel.

On fait alors agir sur le point A une force I con-
stante et dirigée suivant Ox, et l’on demande de
trouver le mouvement du systéme sachant gu’on né-
glige la masse des fils, que la longueur primitive de
chacun d’euwx est a, et gu’une tension égale a F dou-
blerait la longueur de chacun de ces fils.

On développera les valeurs des abscisses des mobiles
en séries ordonnées suivant les puissances du temps, et
Uon poussera ce developpement jusqu’a la sixiéme
puissance inclusivement.

SoLUTION.

Oun est conduit au type d’équation

d*zx
Tp TR = heosht — 22—+ 8.
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En négligeant ¢°, le point A est seul déplacé.

En négligeant ¢, les points A et B sont seuls dé-
placés.

CERTIFICAT D’ANALYSE INFINITESIMALE ( CALCUL DIFFERENTIEL
ET INTEGRAL).

1° Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires,
et soit z = f(x, y) l'équation d’une surface rapportée
a ces axes.

Définir en un point le paraboloide osculateur dont
Uaxe est la normale a la surface.

En considérant l'indicatrice comme la section du
paraboloide osculateur par un plan paralléle au plan
tangent au sommet et situé ¢ une distance de ce plan
égale a U'unité, trouver Uéquation de la projection de
Uindicatrice sur le plan xOy.

Rappeler, sans démonstration, ['équation aux
rayons de courbure principaucx.

On appellera p, g, r, s, t les dérivées partielles des
deux premiers ordres de z par rapport & x et a y.

2° Soit posé t = x +y y/:, =X 4+ YV/:T, on
suppose que X et Y soient des _fonctions réelles des deux
variables réelles et indépendantes x et y, et tellement
choisies que u puisse étre considéré comme une fonc-
tion analytique de t. On peut représenter la variablet
dans le plan xOy, et au point t élever une perpendi-
culaire au plan 2Oy, sur laquelle on prendra des lon-
gueurs respectivement égales @ X et @Y. On aura ainsi
deux surfaces, dont les équations peuvent étre écrites

5= X(x, y) et 2= Y(x, y).

Démontrer :
1" Que Uon a entre les deérivées partielles de z, et



de z, les relations
Pr=—4q1 q:=—p1
=t =8, ry=—1ly=—35;

2° Que les projections sur le plan xOy des indica-
trices des surfaces X et Y aux points homologues sont
dewr hyperboles équilatéres égales, et que les asym-
ptotes de U’une coincident avec les axes de U autre ;

3% Que le produit des rayons de courbure princi-
paux est le méme dans les deux surfaces aux points
homologues.

SoLUTION.

Pour la premiére partie, on développe en série. Soit,

en prenant le point sur Paxe des z,
3= By=pr4+qy-rriosayy+ty?+....

Un point étant a une distance égale i I'unité du plan

tangent au point (o, 0, z,), on aura
5 —zg—pax—qy _

\/l-—i—p3+q2

et, 8’il est sur la surface, on aura
\/m =rx't+ 252’y —ty'2+.. ..
On tire de la facilement la projection de Vindicatrice
sur le plan des xy.
Pour la seconde partie, voir le Zraité des Fonctions
elliptiques (2° édit., p. 8) de Briot et Bouquet.

CERTIFICAT D' ASTRONOMIE.

Errevve gcrite. — 1° Définir la parallaxe d’un
astre ;

2° Indiguer la relation simple qui existe entre la
parallaxe horisontale et la parallaxe de hauteur, dans
Uhypothése de la sphéricité de la Terre ;
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30 Admetiant que la surface terrestre est un ellip-
soide de révolution autour de U'axe des poles, établir
les formules rigoureuses qui permettent de passer de
Uascension droite (2) et de la déclinaison (8) géocen-
trigues @ Uascension droite (') et la déclinaison (2')
pour un point de la surface terrestre ;

4" Développer en séries les différences o'— 2 et 6'—8;

5 Formules pratiques pour les astres auwlires que la
Lune.

Nancy.

CERTIFICAT DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Evrevve terire. — Premiére (question. — Inlégl'm'
le systeme d’ équations différenticlles linéaires simul-
tanées du premier ordre ~

dy

$—-—y + 5 =—8e- 7,
dz i ’ ] e o
dr Ay Trs=—fert;

on exposera sur cet exemple une méthode d’intégra-
tion d’un tel systeme.

Deuxiéme question. — Ltant donnés trois axes rec-
tangulaires Ox, Oy, Oz, on considére les sphéres (X)
ayant leur centre sur Oz et dont le rayon a une lon-
gueur donnée R.

1° Démontrer que les trajectoires orthogonales de
ces sphéres sont des courbes (C) situées dans des plans
passant par O z, et que chacune d’elles est une trajec-
toire orthogonale d’une famille de cercles de rayonR.
Les coordonnées des points de l'une quelconque de ces
courbes, située dans le plan

¥y = x tangy,
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peuvent étre représentées par les équations

‘ x = Rsinu cosv,

(1) ) » = Rsinusino,
u
Rcosu — R Log(tﬂl g ;)—F c,

\

‘_
w
i

c désignant une constante et u l'angle de la tangente
a la courbe avec O z.

2" Lorsqu’on remplace ¢ par une fonction de v et
qu'on regarde u et v comme variables, les équations
précédentes définissent une surface (S) engendrée par
des courbes (C) 5 démontrer qu’elle coupe orthogona-
lement chacune des sphéres (3), et que ses lignes de
courbure sont d’une part ses courbes d’intersection
avec les sphéres (3), d’autre part les positions succes-
sives de la générair'ce (C).

3° Lorsquw’ on suppose ¢ = o, les formules (1) défi-
nissent une swrfuce (Sy) qui est de révolution autour
de Oz 5 déterminer le produit de ses rayons de cour-
bure principaux.

Errevve vrarioue. — On considére la portion de la
courbe représentée en coordonnées rectangulaires par
¥y =sinx et comprise entre les points d’abscisse x = o
et x =73 ondemande de déterminer :

1° L'aire comprise entre la courbe et Uaxe des x ;

2* Le volume engendré par cette aire en tournant
awtour de Ox

3 L'aire de la surface de révolution limitant ce
volume.

SOLUTIONS.

1™ question.

Y= rpetr— cyeTd4ne L,

S =—c1e 4 joyed - fe 4,
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2¢ question. — Les trajectoires orthogonales des
sphéres de rayon R dont le centre se déplace sur Oz
sont des courbes dont la tangente en chaque point ren-
contre Oz et a unc longucur constante égale a R; ce
sont des tractrices dans des plans passant par Oz 5 ces
courbes C sont toutes égales enure elles et se déduisent
de Vune d’clles par wanslation parallele 4 Oz et par
rotation autour de cet axe.

Si 'on considére une surface S engendrée par le dé-
placement d’une courbe C, la tangente a la génératrice
en un point est le rayon de la sphére £ qui passe par
ce point; par suite S est orthogonale & chacune des
sphéres E, et les courbes d’intersection de S et de ces
sphéres ¥ sont lignes de courbure de S; comme ces
lignes coupent a angle droit chacune des géuératrices C,
celles-ci sont les deuxiémes lignes de courbure de la
surface.

Lorsque ¢ = o, on a une surface de révolution qui
w’est autre que la pseudo-sphére ; le produit des rayons
de courbure principaux est constamment égal a — R2.

EPREUVE PRATIQUE. — Les résultats sont rcspcclivc-
ment

2, Ti, 21’![\/5—*— Log(l + \/Z)]

2

CERTIFICAT DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Evrevve tcrire. — Un gyroscope formé d’un tore,
d’un disque et d’un anneau extérieur @ la facon ordi-
naire, est fixé par son centre O ; son anneau exiérieur
tourne d’un mouvement uniforme de rotation de vi-
tesse angulaire v autour de la verticale passant par O.

On désigne par A le moment d’inertic équatorial
du tore, par C son moment d’inertie axial, par A’ le
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moment d’inertie équatorial du disque, par C son mo-
ment d’inertic axial, et ’on suppose que l'on ait

C=20"=2A= ZC~

On demande :
1° Quelle vitesse angulaire initiale de rotation il
Jaut imprimer au tore autour de son axe pour que cet

axe yplacé horizontalement et abandonné sans vitesse
initiale tende indéfiniment vers la nadirale sans ja-
madis latteindre ?

2 D’établir la loi du mouvement du tore autour de
son axe.

CPREUVE prATIQUE. — On envisage un arc de chai-
nette homogéne dont les extrémités, situées du méme
c6té du sommet, sont les points ouw la normale a la
courbe fuit avec son axe des angles respectivement
éganx a 30° et 70°; la distance du sommet & la direc-
trice est (:'S(tle a 3o,

On demande de déterminer le centre de masse de
cet arc et celui de la masse homogéne comprise entre
cet arc, les paralléles o Uaxe de la chainette mendées
par ses extremités, et la directrice de la courbe.

SoLuTION.

La théorie du gyroscope de Pénoncé se rameénc,
d’aprés les formules de Bour et de Gilbert, a celle du
pendule a plan tournant.

Si 0 est Pangle formé a Pinstant ¢ par 'axe du tore
avec la verticale vers le bas, , 'angle formé a 'instant
initial, o 'angle définissant a chaque instant la position
du tore dans sa rotation autour de son axe, et n la vi-
tessc initiale de celte rotation, on sait que 'on a

<

d
(v) g =N w(cosh - coshy):
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de plus, le mouvement de I'axe du tore est le méme que
celui d’'un pendule simple de longueur 3, dont le plan
tourne autour de la verticale avee la vitesse constante w,,
oy et w, étant donnés par

A+ A AL GC_A

Co(n + wcosby)’ l”'zw\/ A+A

.
0 =g
Le mouvement de ce pendule est donné par l'équation

2

(%—) = w}(cosh — cosly)(a— cosh),
lorsqu’on pose

a= 2

01w}

— ¢0s0,:

pour que § tende vers zéro lorsque le temps angmente
indéfiniment, il faut ctil suflit que a soit égal a Punité;
cette condition conduit, avec les données du probléme,
an=u.

L’équation gni fournit O devient alors

db

—dt = ——————;
Vcosh(1 — cos0)

la substitution cos(u®-—1)=1 la raméne a la forme

9 du

2

Uu=~—2

—wdt =

)

et 'on obtient de cette facon, en tenant compte des con-
ditions initiales,

u em\/'-ltA.]
;/; T oewVar g ’
(ewvae—r)?

cosh =

2((;(‘)V§l+1)2__(eh)\/il__,)2.

Quant a 3, il est fourni par I'équation (1), qui devient

11
do = dt + coslw dt,
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{
¢ — o=t [ cosOwdt:

Sy

en introduisant la variable « dans la derniére intégrale

on a
. adu
7 '—t—[(ul—z)(u-—l)
:I—I;f»g('I_L')(l—t_‘/z
W—1/\u—y/>,
ou

(\/;—-—1300"/5'—%\/;—1‘
(‘/;_l)p(u\/it_x_‘/;_.l

Lorsque t augmente indéfiniment, le mouvement du

v--—g=1(1+w)— Log

tore autour de son axe tend & devenir un mouvement de
rotation uniforme avec la vitesse 1 + w.

CERTIFICAT D ASTRONOMIE.

Evreuve fcriti. — Prennére question. — Connais-
sant les six éléements d’une planéte, calculer pour une
époque donnée les coordonnées géocentriques de la
planéte.

Deusi¢me question. — Démontrer qu'une fonction
quelconque de deux angles, donnée arbitrawrement
entre les limites o el aw de Uun des angles, o et =, de
Uautre, et restant finie entre ces limites, peut étre dé-

veloppce en scrie convergente de fonctions de Laplace.

Erreuve pratiove. — A Nancy, dont la laritude est
o = §8°41'31",
on a observeé a un certain instant Uazimut a et la dis-
tance zénithale z d’une étoile

a = 31543 0", 3= 25"14"30",
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calculer U heure sidérale de cet instant. On connait
U’ascension droite A de Uétoile

A =9°17"12"25.

CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

Eprevve tenite. — Etant donnés trois axes rectan-
gulaires Ox, Oy, Oz, on considére la surface (S) dé-
Sfinie par Uéquation

(22+ y2) (22 + y?— 2a3) + 2a2(r2— y?) =o.

A tout point M de la surface (S) on fait corres-
pondre un point Q du plan xOy obtenu de la facon
suivante : on projette le point M sur le plan x Oy , et,
sur la droite joignant le point O & la projection P du
point M, on prend un point Q tel que

0P.0Q = A,

k désignant une longueur constante :

1° Lorsque le point M de la surfuce (S) reste dans
un plan (1), le point correspondant Q décrit une
conique (C), et, quand le plan () se déplace, la co-
nique (G) reste harmoniquement circonscrite & toutes
les coniques (T') d’un fuisceau tangentiel ;

2° Quand le plan () est tangent & la surface (S),
la conique (C) se décompose en deux droites; ces deux
droites sont respecti vement tangentes aux deux co-
niques (T') qui passent par leur point d’intersection;

3¢ Trouver la condition pour que le plan (1) ay ant
pour équation

S=mxr—+ny--r—p

soit tangent & la surface (S);

4° Le point M décrivant une ligne asymptotique de
la surface (S), le point Q décrit une des coniques (T)
du faisceau tangentiel considére.



( 564 )

Eprecve prATIQUE. — On donne une parabole (IT)
dans le plan horizontal de projection. Par une tan-
gente variable a la parabole (I1) on méne un plan (P)
Jaisant avec le plan horizontal un angle constant et
donné «, puis on considére la surface (S) enveloppe du
plan (P).

1° Démontrer gue la droite A, suivant laguelle le
plan (P) touche son enveloppe, est normale & la para-
bole () et fuit avec le plan horizontal un angle égal
a oy

2° La droite A reste tangente & une courbe 1 du
genre hélice; construire la projection horizontale du
point ot la droite A touche la courbe (H);

30 Dérerminer la trace de la surface (S) sur le plan
vertical mené par 'axe de la parabole (1) et vérifier
que celle trace est une pm'abole.

SoLtTION.

La surface considérée est une surface de Steiner, ayant
comme point triple le point a I'infini sur I'axe des z et
comme droites doubles cet axe des z et les droites joi-
gnant le point triple aux points cycliques du plan
des xy. Toute section plane est une quartique a trois
points doubles, unicursale; sa projection, faite du point
triple sur le'plan des xy, est une quartique bicirculaire
ayant un point double a I'origine, et son inverse est une
conique.

Les coordonnées &, 7, du point Q, inverse de P, peu-
vent servir de paramétres pour exprimer les coordonnées
du point M de la surface; ces derniéres ont pour valeur

k* :
— +a(f?—2)
A2 k2, Y (3 b
— _‘ ___~’ —_— ~ =
EZ_*_-QI

£2+ 72

La section de lasurfaceparle plan z=max+ny+ p a
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pour conique représentative
ke ra r
oo Fa@—=0) —mki—nktn — p(§+ ) = o:
elle est, lorsque le plan varie, harmoniquement circon-
scrite aux coniques du faisceau tangentiel T, représenté
par I'équation

k(u?— ) — jatw? o pur = o.

Pour qu’un plan II soit tangent i la surface, il faut et
il suflit qu’il la coupe suivant unc quartique & quatre
points doubles, décomposable en deux coniques, par
conséquent que la conique G soit réductible, ce qui
donne la condition

am*(a—+ p)—an*a—p)—a(a?— p?)=o.

Les tangentes communes aux coniques T sont les
quatre droites doubles du systéme des coniques C; ce
sont les images des quatre coniques situées sur la sur-
face et dont les plans sont tangents respectivement en
tous les points de chacune d’elles.

Une asymptotique de la surface S est tangente en cha-
cun de ses points 4 I'une des deux coniques de section
par le plan tangent en ce point; son image doit ¢tre tan-
gente en chaque point a 'une des droites formant unc
conique C décomposable et ayant ce point pour centre;
les coniques du faisceau I' jouissent précisément de cette
propriété. Les lignes asymptotiques de S sont dés lors
des courbes unicursales, tangentes aux quatre coniques

doubles.

CERTIFICAT D'ALGEBRE SUPERIELRE.

Evreuves tcriTes. — Premiére question. — Etant
donnée une forme binaire cubique f, sans facteur mul-
tiple, quels sont son invariant et ses deux covariants

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVI. (Décembre 1897.) 36
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principaux.? Comment réduit-on f & la forme cano-

nigue.

Deuxiéme question. — On considére le faisceau tan-
gentiel des coniques homofocales S représentées en coor-
données l'ecmugulai/'es par l ’e'r/untion

. 2 2 o —
(1=~ p)u2=- w2~ wi=o,

ol u est un parameétre variable :

1° Déterminer toutes les coniques S qui sont harmo-
niguement circonscrites la. fois a toutes les coniques ;
clles forment un systéme triplement infini de la forme

M S|+ 23S, = 2383+ 2, S, = o.

Déterminer les couples «de points qui sont conjugués
la fois par rapport & toutes les coniques S et celles de
ces coniques qui se réduisent & une droite double;

2° Chague point du plan est le centre d’une co-
nigue S réductible & deux droites; former Uéquation
de cette conique;

3° Par un point du plan passent une infinité de co-
niques S formant un réseau; déterminer la.jacobienne
et la courbe de flermite de ce réseau.

Eerevve pratiQue. — On considere la cubique re-
présentée par Uéquation

rdP—y*—a2=o0

et le point de coordonnées x =1, y =1 situé sur cette
courbe.

Former Uéquation aux coefficients angulaires des
tangentes a la courbe issues de ce point, autres que
celle qui y a son point de contact. Appliquer la théorie
des invariants a la réduction du premier membre de
cette équation & la forme bicarrée et a la recherche
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des racines. Quel est le rapport anharmonique des
tangentes considérées?

SoLUTION ( ALGEBRE SUPERILURE).

Les coniques havmonigquement circonscrites a toutes
les coniques X ont pour équation

h(r2— y24322)+ 2X3)3 + 2350 + 20,2y = 0;

clles sont conjuguées par rapport aux trois couples d’om-
bilics du faisceau tangenticl, et les droites doubles du
systéme sout les quatre tangeutes communes aux qua-
driques Z.

Par chaque point du plan passent deux droites consti-
tuant une conique S; ce sont les tangentes aux deux
coniques T qui passent par ce point.

Si les coniques S passent par un point M, la courbe
de Hermite du réscau se décompose dans ce point et
dans la parabole bien connue enveloppe des polaires de
ce point par rapport aux coniques ¥; la jacobienne est
la strophoide podaire de cette parabole par rapport au
point M : c’est la focale a neead.

En général, si I'on considére le systéme des coniques

)q S( -+ )AZSZ — )s;gs;g - ).4 Sk = o,
et si J o3 estla jacobicnne de Sy, S,, S, I'équation

Si(xz, ¥, 5)«'23&(1"-.)"7 5')— Sy (=, Y, 3) (2, y', 3
+ S3(z, 3, B) (@, ¥, 5) = Su(@, yy 5) (@, ¥, 5 ) =0

représente, lorsque x', ', ' sout les coordonunées d’un
point fixe, la conique S réductible ayant son centre en
ce poiut; si au contraire ¥, y, z sont les coordonnées
d’un point fixe, et si x', 3, 2’ sont variables, elle repré-
sente la jacobiennc du réscau des coniques S passant par
le poiut fixe.
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Poitiers.

- CERTIFICAT DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGR\L.

Covrosition. — Sotent M un point quelconqued’une
surface 8, N le point ou la normale MN rencontre le
plan xOy, trouver les surfaces S telles que MN == ON.
— Lignes de courbure de ces surfaces. — Lignes
asymptotiques de la surface S gui contient la droite

=0, X = 2da.

CERTIFICAT DE MECANIQUE.

Covreosition. — Un tore ou anneauw homogene,
pesant, préalablement animé d'une trés grande vitesse
de rotation autour de son axe de figure est posé sur
un plan horizontal, son axe faisant un angle 4, avec
la verticale et son centre de grasité ayant une vitesse
nttiale nulle. On demande d’étudier son mouvement
en négligeant tout frottement. — Licu du point de
contact sur le plan horizontal. — Données : a, distance
du cercle méridien a Uaxe; b, le rayon de ce cercle.

Ou -

©
;l ’ f):] == Q, "‘J'O = Q.

Evrrove vrarioue. — Un cone de révolution homo-
gene dont la hawteur est de 1™ et dont le demi-angle
au sommet e{t de 30° est suspendu parune de ses arétes
supposde horizontale. Trouver la longueur du pen-

dule simple sy nchrone de ce pendule composé.

CERTIFICAT D' ASTRONOMIE.

Covvosition. — Exposer la méthode pour déter-
miner la longueur du méridien terrestre, en suppo-
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sant connues les colatitudes extrémes d'un arc, la

longueur de cet arc et une valeur approchée de Uapla-
tissement.

Montpellier.

CERTIFICAT DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

iereuve tcrite. — Une surface rapportée « trois
axes l'ectangu/ail'es est représeniée par l'é(]ualion

(24 y?+ 32— a?)?= 8a’xy.

On demande : 1° de trouver les deux systémes de
lignes de courbure; 3° pour un point arbitraire de la
surface, calculer les coordonnées des centres et les
rayons de courbure principaux qui correspondent &
chacune des deux lignes de courbure passant par ce
point; 3° st le point donné décrit une ligne de cour-
bure, démontrer que le centre de courbure correspon-
dant est fixe; 4° déterminer le lieu de tous ces centres
de courbure principaur.

SOLUTION.

La solution est immédiate si I'on remarque que la
surface est I'enveloppe des deux systémes de spheres

ar)ii+ (2 + yr+ 32— a)h+2ay =o,
22+ yi+ 32+ a?=2a(x + y)cosp +2azsin

CERTIFICAT D'ASTRONOMIE.

Errevve tcrite. — Probleme de Képler. — En par-
tant des lois de Képler, trouver en fonction du temps
U’anomalie excentrique, le rayon vecteur, ’anomalie
wraie et la longitude d’une plancte. Développements

en série.
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On demande de calculer Uobliquité de U'écliptique
et Uascension droite du point vernal, comptée a partir

duméridien M.

CERTIFICAT DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Evnevve temite. — Un solide homogéne est limité
par la surface d’un paraboloide de révolution et le
plan d’un paralléle; a étant le paramétre de le méri-
dienne, la distance du paralléle au sommet est a.

1© Déterminer la position du centre de gravité du
solide.

2* Le solide étant en contact, par un point de la
surface du paraboloide, avec un plan horizontal fixe
sur lequel on peut glisser sans frottement, on lui im-
prime la rotation v autour de son axe et on l’aban-
donne ¢ ’action des Sforces qui le sollicitent. Ltudier
son mouvement. Indiquer d’une maniére géncrale les
Jormes des courbes décrites par le point de contact
sur le plan fixe et sur le paraboloide. Considérer en
particulier le cas otv = o.

Erreuve vesrioue. — Dans le tétraédre OABC, les
arétes O\, OB, OC ont respectivement pour lon-
gueurs a, b, ¢, et sont rectangulaires deux a deux. On
suppose le tétraédre rempli d’une matiére homogene
de densité égale a Uunité. Quelles relations doivent
exister entre a, b, ¢ pour que l'cllipsoide d’inertie re-
latif & O soit de révolution? Ces relations étant satis-
Jaites, déterminer I'axe et la méridienne de cet ellip-
soide.
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Toulouse.

CERTIFICAT D'ANALYSE.

[. On considérela surface algebrique du guatricne
ordre définie par les formules

r = u2,
Y= av.

s=v¢I+2u

qui déterminent les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires &, y, z d'un de ses points en fonction de
deux parameétres u et ¢.

1° Démontrer que la section de cette sul:ﬁzce par un
quelconque de ses plans tangents se compose de deux
coniques;

2° Déterminer ses lignes asymptotiques et démon-
trer que ce sont des courbes algébriques unicursales;

3¢ Calculer en chacun de ses points ses rayons de
courbure principaur.

II. Calculer, en se servant du théoréme de Cauchy,
la valewr de chacune des intégrales définies

» +ax .
[‘* 0T dr o f LS

(R P o

LR

CERTIFICAT DE MECANIQUE.

1. Démontrer le théoréme de Coriolis sur le mouve~
ment relatif d’un point matériel.

1. Ondonne un fil homogéne parfaitement flexible
qui tourne avec une vitesse angldai]'e constante v au-
tour d’un axe Ox auquel il est attaché par ses extré-
mités en deuwx points fixes A et B. On négligera
Uaction de la pesantewr. On demande la figure
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d’équilibre de ce fil et la tension en chacun de ses
points.

CeErTIFIcAT DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGBAL.

Ereevve tenite. — I On désigne par R, Ry, R,
trois fonctions dépendant respectivement, la premicre
de la seule variable ¢, la deuxi¢me de la variable 5,
la troisiéme de la variable o,, et par IV, R, R} les
dérivées de ces trois fonctions.

1° Démontrer que les trois familles de surfaces que
l'on obtient en donnant successivement a p, gy, 0y des
wvaleurs constantes dans les formules

R-- R + Ry — 5 R} = Ry— g, R,

)

Tr =127 . - -+ R,
‘ P+ pi el
o o R—oR + Ry —p R, - Ry— 2R} Y
S 3 . A2 ) AR
PPl + 3
R—oR +R;—p R} +Ry—0,R, ,
5 =20 ° ey 2T Ry,

PP i+ el
ot x, v, z désignent les coordonnées cartésiennes rec-
I(mgul(u'/'es d’un poi/zt de l’es/)ace, constituent un sy $-
téeme triple orthogonal.

29 Etablir que ces trois familles sont formdées de
surfaces ayant toutes leurs lignes de cow bure planes.

1. Trouver la fonction la plus génerale de x + y
qui vérifie I'équation aux dérivées partielles

023 25
. oz dy  (z+y)

1. On considére U’ équation aux dérivées particlles
du premicr ordre qui peut se mettre sous la forme
irrationnelle suivante

VPG = VT V7,

\ .. , ., 03 03
oupetq désignent les dérivées = et ==, par rapport
o or Ny
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aux variables indépendantes x et y, de la fonction in-
connue z.
1° Trouver lintégrale générale de cette équation ;
2° Déterminer une surface intégrale passant par la
parabole dont les équations sont

T =0, J)r=2s.

CERTIFICAT DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Eerevve tcnire. — Etudier le mouvement d’un so-
lide de révolution homogéne suspendu par un point de
son axe el soumis uniquement & des forces telles que la
Jonction potentielle correspondante est représentéepar
Uexpression Hcos2l : 0 désignant une constante, §
Uangle formé par l'axe du solide avec une droite de

direction constante passant par le point fixe.

Errevve praTIQUE. — Déterminer le moment d’iner-
tie d’une sphére homogéne de rayon R, de densité p
relativement « un axe tangent a sa surface.

CERTIFICAT D'ASTRONOMIE.

ErrEuvE EcniTe. — Exposer et justifier la méthode
de Gauss pour la détermination de l'orbite elliptique
d’une planéte d’aprés trois observations équatoriales
compléte ens’en tenant a la premiére approximation.

On désignera par r, r'
du Soleil & la planéte aux moments des trois observa-
tions; par 8,0, 8 les produits de la constante de Gauss

par les intervalles de temps écoulés respectivement entre

, 1" les rayons vecteurs menés

la seconde et la troisiéme, entre la premiére’et la troi-
sieme, entre la premiére et la seconde; par [rr'] le
double de l'aire du triangle compris entrer, 1" et la
droite qui joint leurs extrémités; par [1'1"] et par
[r 1"] des quantités analogues. On regardera comme



r'r'| 0 [l 02 - 02 N 0"(0'0" — 62y dr' ]
— — e |,

[rr"] 0 Gre gr'+ av’
‘ r ’.V.]- _ 4" I 0z —@2 0( 00" — 072 ) dr’ - I
[rr] 70 67’3 ir a

CERTIFICAT DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

Epreuve kcrite. — Solent fy, fu, fu, i des formes
quadratiques de trois paramétres £y, 5, & dont les
coefficients sont donnés, on considére la surface S deéfi-
nie par les formules

9‘1']-_—'/11 ?-’«'2:]'% 9<'1"3:./'37 i"'ri‘——j.hv

oiLxy, X2, T3, X, sont les coordonndées homogénes d’un
point de 'espace.

1 Déterminer la ligne double de cette surface.

2° Donner une classification des surfuces telles que
S selon la nature de cette ligne double.

30 Démontrer gue la surface S est, en général, le
liew d’un point dont les racines carrées des distances
a quatre plans fixes sont lides par une relation
linéaire et homogéne.

4° Déterminer les lignes asymptotiques de la sur-
faceS.

5° Zrouver le licu des centres des coniques tracées
sur cette surface.

Eprevve pratioue. — On donne un cone C dont le
sommet est dans le plan vertical de projection et dont
la base, située dans le plan horisontal, est une ellipse E
ayant son grand axe parallele a la ligne de terre.
Construire les projections de la courbe double de la
surface réglée engendrée par les normales au cone G
en tous les points de Uellipse E.



